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Решением Президиума Российской академии наук от 18 февраля 2014 года большая золотая медаль 
имени М.В. Ломоносова 2013 года была присуждена академику Людвигу Дмитриевичу Фаддееву за вы-
дающийся вклад в квантовую теорию поля и теорию элементарных частиц. Эта медаль – высшая 
награда РАН, которая ежегодно присуждается двум наиболее отличившимся ученым (российскому и 
иностранному). 

Академик Фаддеев (родился 23 марта 1934 года в Ленинграде) – это крупнейший российский уче-
ный в области математики и теоретической физики. К наиболее ярким его достижениям относятся 
решение квантовой задачи трех частиц, построение корректных правил работы с полями Янга – Милл-
са, создание формализма квантовых интегрируемых систем. Международный авторитет ученого под-
твержден большим числом наград и почетных званий. Он иностранный член национальных академий 
США, Франции, Китая, Бразилии, Швеции, Финляндии, Австрии, Польши, Болгарии и Лондонского 
королевского общества. Кроме того, он Почетный гражданин г. Санкт-Петербурга.

В торжественной обстановке Общего собрания РАН, которое состоялось 27 марта  
2014 года, награду академику Людвигу Дмитриевичу Фаддееву вручил Президент РАН, академик Вла-
димир Евгеньевич Фортов. После вручения высокой награды академик Фаддеев сделал доклад; этот до-
клад представлен в нашем журнале с любезного согласия автора, а также по согласованию с редакцией 
журнала «Вестник РАН», которая опубликовала доклад в № 9 за 2014 год. 

Члены редакционного совета и редколлегии журнала «Научно-технические ведомости Санкт-
Петербургского государственного политехнического университета» горячо поздравляют Людвига Дми-
триевича Фаддеева с юбилеем и заслуженной наградой.   

Л.Д. Фаддеев

Санкт-Петербургское отделение  

Математического института им. В.А. Стеклова РАН

МОЯ ЖИЗНЬ СРЕДИ КВАНТОВЫХ ПОЛЕЙ

Прежде всего я хочу сказать, что я 
очень благодарен Президиуму РАН за 
высокую оценку моей научной работы и 
предоставленную воз можность выступить 
перед Общим собранием. В тексте поста
новления Президиума сказано, что золо
тая медаль им. Ломоносова присуж дена 
мне за вклад в развитие квантовой теории 
поля и теории элемен тарных частиц. Вы
бранное мной по совету жены название 
доклада в должной мере соответствует 
этой формулировке.

Слово «поле» имеет в русском языке, 
как и в других языках, много значений. 
Так, увидев название книги «Мезоны и 
поля», одна интелли гентная дама сказала: 

«Ах, что это за роман о пейзанской жиз
ни?» Наши новые коллеги из сельскохозяй
ственной академии тоже имеют свою ин
терпретацию этого слова. Однако в физике 
термин «поле» закреплен за физической 
реальностью, распространенной по всему 
нашему трехмер ному пространству. Тем са
мым поле описывается одной или несколь
кими функциями от пространственной 
переменной x



 и в классической физике за
дает механическую систему с бесконечным 
числом степеней свободы. Переменная x



 
играет роль номера степени свободы, по
добно тому, как индекс i нумерует коорди
наты фазового пространства pi, qi для ко
нечномерной механической системы.
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угас. А затем Вторая мировая война за
ставила фи зиков перейти на оборонную 
тематику. Так произошел первый кризис 
квантовой теории поля на протяжении ее 
драматического развития с взлетами и па
дениями.

Во время войны цвет европейской тео
ретической физики оказался в США. В об
щении с мэтрами выросли молодые амери
канские ученые, и среди них Дж. Швингер 
и Р. Фейнман. И вот после окончания вой
ны, освобож денные от работы над атомной 
бомбой, все они с радостью и энтузиазмом 
вернулись к нормальной работе. Квантовая 
электродинамика опять вы шла на передо
вое место. Замеченное еще до войны яв
ление сдвига атом ных уровней водорода 
получило бесспорное экспериментальное 
подтвер ждение в опытах У. Лэмба. Радиа
ционные поправки должны были дать объ
яснение этому факту.

Важнейшей вехой в истории стала кон
ференция в ШелтерАйленде весной 1947 г.  
В ней участвовало 25 человек – как зна
менитые европейцы, так и молодые амери
канцы. В результате обсуждения был вы
работан но вый взгляд на бесконечности: 
радиационные поправки меняли значения 
параметров теории – электрического заря
да e и массы электрона m, и все бесконеч
ности собирались в этом переопределении. 
Остающиеся ко нечные результаты давали 
физический эффект и подтверждали сдвиг 
Лэмба.

Принято считать, что основной вклад в 
идею и первый расчет был сделан Х.А. Бете, 
однако должную роль сыграли предложения 
Х. Крамерса, В. Вайскопфа, Дж. Швингера 
и др. Так родилась теория перенормиро
вок, ко торая развивается до сих пор, при
влекая все более возвышенную мате матику. 
На начальном ее этапе важную роль сыгра
ли работы Н.Н. Боголюбова и его ученика  
О.С. Парасюка.

В течение двух лет, после нового успеха 
квантовой электродинамики, Швингером 
и Фейнманом были разработаны два вари
анта теории, полностью удовлетворяющие 
требованию явной релятивистской инвари
антности. Техническое усовершенствова

Важнейшим и исторически первым при
мером поля является электромагнитное, 
описываемое напряженноcтями ( ), ( )E x H x

   

 
или векторным потенциалом ( )A xµ



,  
μ = 0, 1, 2, 3. Второе фундаментальное  
поле – поле тяготения Эйнштейна – вошло 
в физику в начале прошлого века. Кванто
вая механика системы с конечным числом 
степеней свободы получила законченную 
формулировку в середине 1920х гг. Есте
ственно, что возник вопрос и о квантова
нии электромагнитного поля, удовлетвори
тельно решенный в работах П. Дирака,  
В. Гейзенберга и В. Паули. Большая роль 
в этом развитии принадлежала нашему со
отечественнику В.А. Фоку. Его имя связа
но с понятием градиентной инвариантно
сти (больше об этом ниже) и конструкцией 
пространства состояний квантовополевой 
системы – пространства Фока.

Первым важнейшим достижением кван
товой электродинамики яви лось разреше
ние исторического конфликта между кор
пускулярной и вол новой теориями света. 
Возбуждения квантового электромагнитно
го поля получили интерпретацию частица
ми – фотонами.

Далее последовали удовлетворительные 
расчеты элементарных про цессов: эффек
та Комптона, рассеяния Мёллера и т. д. –  
в низшем порядке по заряду электрона. Од
нако попытки получить радиационные по
правки столкнулись с трудностями – рас
ходящимися интегралами. В современных 
обозначениях типичный расходящийся 
интеграл по четы рехмерному пространству 
импульсов имеет вид

4

2 2 2( )(( ) )k m

d p
I

p p p k m
=

+ − +∫

и расходится на бесконечности. Если огра
ничить область интегрирования шаром  
| р |  <  Λ, то этот интеграл содержит сла
гаемое, пропорциональное lnΛ, то есть ло
гарифмически расходится. В результате, 
несмотря на усилия многих выдающихся 
исследователей, квантовая электродинами
ка не получила удовлетворительной форму
лировки и интерес к ней к концу 1930х гг.  
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ние состояло в том, что электроны также 
описывались своим полем. Таким образом, 
концепция поля стала универсальной. Ни
чего другого нет. Вся физика начинается с 
теории поля.

Швингер разработал операторный фор
мализм, Фейнман создал метод, основан
ный на функциональном интеграле. Ока
залось, что в Японии С. Томонага также 
сформулировал сходные идеи. В варианте 
Фейнмана квантовые ответы получают
ся усреднением функционала exp{( / ) }i S  
по всем конфигурациям полей. Здесь S – 
класси ческое действие, 1,i = −    – кон
станта Планка. В электродинамике S  за
висит от электроннопозитронного поля 
( ( ), ( ))x xψ ψ  и электромаг нитного поля, за
данного векторпотенциалом ( )A xµ



 (μ = 0, 
1, 2, 3):

2 4
2

4

1
4

( ( ) ) .

vS F d x
e

iA m d x

µ

µ µ µ

= +

+ ψγ ∂ + ψ + ψψ

∫
∫

Здесь Fμν – напряженность электромаг
нитного поля, которая следует выражению

Fμν  = ∂μAν – ∂νAμ .
Как видим, этот функционал содержит 

квадратичную форму полей и одно слагае
мое Aµ µψγ ψ  третьей степени. В интеграле

( / ) ( , , )i S Ae d d dAψ ψ ψ ψ∏∫ 

можно разложить экспоненту с этой куби
ческой формой в ряд, и тогда возникаю
щие гауссовы интегралы явно считаются. 
Фейнман предложил запись для этих отве
тов в терминах графов, вершины которых 
отвеча ют форме Aµ µψγ ψ  и изображены на 
рис. 1, а, а линии отвечают функциям Гри
на операторов 

□ = ∂μ∂μ; γμ∂μ + m

(рис. 1, б). 
Простейшие диаграм мы отвечают рас

сеянию заряженных частиц – электронов и 
позитронов (рис. 2, а) и рассеянию фотона 
на заряженной частице (рис. 2, б).

Наглядный характер диаграмм Фейн
мана очень импонировал специалистам: 
громоздкие формулы старых нерелятивист
ских вычислений приобрели компактный и 
красивый вид. В результате их вывод через 
функциональный интеграл был забыт, а сами 
диаграммы были абсолютизированы как «ла
боратория теоретической физики» (по сло
вам М. ГеллМанна). Более того, Ф. Дайсон 
привел альтернативный вывод диаграмм из 
более знакомого операторного формализма.

Здесь следует сказать, что действие 
( , , )S Aψ ψ  является функцией клас сов эк

вивалентных полей по отношению к пре
образованию

,ie θψ → ψ  ,ie− θψ → ψ  ,A Aµ µ µ→ + ∂ θ

где θ(x)  – произвольная вещественная 
функция. 

(1)

Рис. 1. Термины графов, предложенные Р. Фейнманом:  
а – вершина, б – линии 

а)

б)

(2)
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Именно это преобразование было об
наружено В.А. Фоком и названо им гради
ентным преоб разованием. В современной 
литературе, следуя Г. Вейлю, его называют 
калибровочным преобразованием. Влияние 
этого преобразо вания на формулировку 
функционального интеграла будет обсуж
дено ниже.

После этого исторического введения я 
могу начать рассказ о моей научной жизни, 
возвращаясь к ней несколько раз. Я посту
пил на физический факультет Ленинград
ского университета в 1951 году и на третьем 
курсе выбрал специализацию «математи
ческая физика», которая только что была 
организована. В это время вышла книга  
А.И. Ахиезера, В.Б. Берестецкого «Кван
товая электродинамика» и собранный  
Д.Д. Иваненко том «Новейшее развитие 
квантовой электродинамики», в который 
вошли статьи Фейнмана, Швингера, То
монаги и Дайсона. Для моих приятелей из 
группы «теоретическая физика» эти кни
ги стали своего рода библией. Все вокруг 
меня суммировали диаграммы, проводи
ли перенормировку и т. п. Однако я по
лучил другой импульс от своего студенче
ского ру ководителя О.А. Ладыженской. Ее 
научные интересы были связаны с урав
нениями в частных производных и пере
секались с работами амери канских матема
тиков из института Куранта в НьюЙорке 
с традицион ным интересом к физике, иду

щей от Геттингенской школы Д. Гильбер
та. В том числе в 1952 году К. Фридрихс 
организовал для своих коллег семи нар по 
основам квантовой теории поля. Его лек
ции были опубликованы в журнале “Com
munications in Pure and Applied Mathemat
ics” и вскоре вышли в виде монографии 
«Математические основы квантовой теории 
поля». Ладыженская решила организовать 
студенческий семинар по этой книге, и вся 
наша группа – два юноши и три девушки –  
принялись разбирать книгу Фридрихса.  
Я думаю, что это было полезно только для 
меня; я помню, как Ольга Александровна 
в начале каждого семинара, где я доклады
вал, спрашивала: «Людвиг, напомните нам, 
что такое оператор рождения». Но я полу
чил хорошую тренировку и стал мечтать, 
что когданибудь смогу начать серьезно за
ниматься квантовой теорией поля. Однако 
поскольку кроме счета диаграмм не было 
ничего, за что можно было бы зацепиться, 
я весьма прагматично решил подождать и 
заняться более реальными задачами кван
товой теории рассеяния. Мне удалось найти 
оригинальный подход к квантовой задаче 
трех тел, довольно рано защитить доктор
скую диссертацию и получить международ
ное признание.

А тем временем квантовая теория 
поля опять попала в трудное положение.  
Л.Д. Ландау, А.А. Абрикосов и И.М. Ха
латников, суммируя диаграммы, показали 

Рис. 2. Простейшие диаграммы Фейнмана:  
а – рассеяние заряженных частиц (электроны, позитроны); б – рассеяние электрона (1) на фотоне (2)

а) б)
2 2

1 1
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противоречие в программе перенормиров
ки квантовой электродина мики. В реали
стическом подходе Ландау считалось, что 
перенормировка состоит в том, что затра
вочные параметры теории – масса m0 и за
ряд электрона е0 – являются функциями 
от импульса обрезания Λ и вместе с радиа
ционными поправками определяют физи
ческие значения mr, еr. Ландау и соавторы 
получили формулу для еr через е0 и Λ:

2 2
0

1 1
ln ,

re e
Λ

= + β
µ

где μ – фиксированная константа. Коэф
фициент β оказался положительным. 

Тем самым, каково бы ни было значение 
е0(Λ), перенормиро ванный заряд 2

re  обраща
ется в нуль при .Λ → ∞  Это замечание сы
грало убийственную роль для теории поля. 
Множество других моделей для мезонной 
теории ядерных сил и четырехфермионных 
моделей для слабых взаимодействий имели 
тот же эффект, что и квантовая электроди
намика. В результате Ландау – этот неумо
лимый цензор физики – объявил, что кван
товая теория поля мертва и должна быть 
похоронена с надлежа щими почестями. И 
все. Начиная с 1956 года теория поля в Со
ветском Союзе была закрыта. Примерно то 
же было и за границей в связи с разоча
рованием в мезонной теории ядерных сил 
и неперенормированности теории Ферми 
слабых взаимодействий.

На этом фоне незаметно прошло появ
ление новой модели. Молодой китайский 
эмигрант С.Н. Янг выступил на семинаре 
Дж.Р. Оппенгеймера в Принстоне с пред
ложением обобщения понятия калибровоч
ного преобразования. К тому времени были 
хорошо известны более сложные внутрен
ние степени свободы элементарных частиц 
помимо электрического заряда. Так, изо
топический спин был введен для различия 
протона и нейтрона. Тем самым соответ
ствующее поле ψ имело две компоненты:  
ψ = (ψ

1, ψ2). Вращение заряженного поля 
в преобразовании (2) естественно обобща
ется на преобразование

1 1 2 1

2 1 2 2

,g
ψ αψ + βψ ψ     

→ =     ψ γψ + δψ ψ     

в котором участвует унитарная матрица

.g
α β 

=  γ δ 

Соответствующее векторное поле, ана
лог электромагнитного потенциала Aμ, 
должно также стать матрицей с преобразо
ванием

Aμ → gAμg
–1 + ∂μgg

–1.

С.Н. Янг сосчитал, что в формуле для 
напряженности следует добавить квадра
тичный член

Fμν = ∂μAν – ∂νAμ + AμAν – AνAμν

с тем, чтобы Fμν получило однородное пре
образование

Fμν → g Fμν g
–1,

так что в результате лагранжиан

2
2

1
tr ( ) ,

4
F A m

g µν µ µ µ= + ψγ ∂ + ψ + ψψ

являющийся естественным обобщением 
электромагнитного лагранжиана (1), ста
новится инвариантным по отношению к 
калибровочным преобразованиям (4) и (5). 
С.Н. Янг поделился этим открытием со 
своим соседом по лаборатории в Брукхэве
не Р.Л. Миллсом, и они написали малень
кую заметку, о которой Янг и рассказывал 
в Принстоне.

На семинаре присутствовал В.Э. Паули –  
другой неумолимый цензор, которому эти 
формулы были знакомы. Действительно, 
в дифференциальной геометрии величины 
типа матриц Aμ называются связностями. 
В физике уже использовались связности в 
теории тяготения Эйнштейна для описа
ния взаимодействия гравитационного поля 
и поля Дирака Г. Вейлем и В.А. Фоком в 
1929 году. Квадратичное слагаемое в фор
муле для тензора кривизны можно там уви
деть. Однако Паули не позволял себе гово
рить о модели, подобной Янгу – Миллсу. 
Действительно, при интерпретации модели 
в соответствии с парадигмой «одно поле – 
одна частица», модель Янга – Миллса со
держит, кроме фотона, еще две заряженные 
безмассовые векторные частицы, которых в 

(3)

(4)

(5)

(6)
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природе нет. И поэтому модель физически 
бессмысленна, несмотря на свою матема
тическую красоту. Паули спросил у Янга, 
какая масса у возбуждений его поля. Янг 
ответил, что это трудная динамическая за
дача. Паули буркнул, что «это вам не изви
нение», и доклад Янга не был сорван толь
ко благодаря проявленной Оппенгеймером 
политической корректности.

Итак, математическая интуиция входи
ла в противоречие с физическим смыслом, 
и модель Янга – Миллса оставалась на пе
риферии интересов физиков.

Вернусь теперь к моей истории. В  
1964 году я решил, что несмотря на запрет 
Ландау я, будучи далеко в Ленинграде, 
могу начать работать над квантовой теори
ей поля. Я стал читать литературу по тео
рии тяготения Эйнштейна и довольно слу
чайно получил два важных импульса. На 
выставке новых поступлений в библиоте
ке появился номер журнала «Acta Physica 
Polonica», в котором была опубликована 
магнитофонная запись доклада Фейнмана 
на организованной в Варшаве конферен
ции по теории тяготения. Надо сказать, 
что в то время сообщества специалистов 
по гравитации и по элементарным части
цам были совершенно разобщены, и по
явление Фейнмана в Варшаве было для 
меня неожиданным. Однако, как оказа
лось, Фейнман занялся теорией Эйнштей
на под влиянием В. Вайскопфа, который 
предложил ему посмотреть, как диаграмм
ные методы работают в теории Эйнштей
на. Фейнман быстро вывел все известные 
эффекты классической теории гравитации 
на основании диаграмм без петель и стал 
искать квантовые поправки по аналогии с 
электродинамикой. К своему недоумению 
он получил неудовлетворительный резуль
тат.

Счет с полем тяготения очень гро
моздок. И М. ГеллМанн, компаньон 
Фейнмана в Пасадене, посоветовал ему 
потренироваться на бесмыссленной с фи
зической точки зрения, но более удобной 
с технической точки зрения модели Янга –  
Миллса. Общее с гравитационным полем –  
самодействие поля Янга – Миллса, по
рожденное квадратичным членом в форму

ле (6); Фейнман обнаружил, что наивный 
диаграммный подход дает в однопетлевом 
приближении неунитарный ответ. Тогда он 
воспользовался известным методом вос
становления однопетлевого ответа через 
древесные диаграммы на основании усло
вия аналитичности. Он получил, что кор
ректный ответ отличается от наивного на 
слагаемое, которое может быть проинтер
претировано как вклад скалярной части
цы. При этом данное слагаемое входило со 
знаком минус, что нужно интерпретиро
вать как фермихарактер этой фиктивной 
частицы спина 0.

Основную часть доклада Фейнмана и 
составляло описание этого эффекта, а я 
понял, что есть задача объяснения трюка 
Фейнмана на все порядки теории возмуще
ний.

Второй импульс тоже довольно случа
ен. На развале старых книг на Невском 
проспекте я заметил тонкую монографию 
французского геометра А. Лихнеровича 
«Голономии и теория связностей в целом» 
и купил ее за смешную цену – 50 копеек.  
Я знал имя Лихнеровича как автора боль
шой книги по теории тяготения. Когда я 
открыл купленную книгу, то сразу увидел 
уже знакомые формулы Янга – Миллса. 
Поле Янга – Миллса – это связность, и тем 
самым оно столь же геометрично, как поле 
тяготения. Задача его квантования стала 
еще более привлекательной.

В середине 1960х гг. у меня хорошо 
шла работа по многомерной обратной за
даче рассеяния, но я стал активно при
сматриваться к полю Янга – Миллса. Я 
обсуждал задачу квантования с молодым 
сотрудником института Виктором Попо
вым, и мы решили привлечь исходный 
метод Фейнмана – функциональный 
интеграл, так как только в этом форма
лизме можно удовлетворительно учесть 
калибровочную инвариантность. Ка
либровочные преобразования в случае 
электродинамики (группа U(l)) и Янга –  
Миллса (группа SU(2)) отличались важ
ным образом: орбиты групп, то есть 
классы эквивалентных полей, линейны в 
первом случае и не линейны во втором. 
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Тем самым выбор представителя класса 
при наложении калибровочного условия 
∂μAμ = 0 имеет важное отличие: в первом 
случае эта поверхность пересекает орбиты 
под фиксированным углом, во втором же 
этот угол зависит от поля. Надо помнить, 
что мы имеем дело с бесконечномерным 
пространством, поэтому слова «поверх
ность» и «угол» должны быть правильно 
интерпретированы. Как всегда, угол за
дается определителем. Я сказал Виктору, 
что естественный оператор, определитель 
которого нам нужен, это вариация кали
бровочного условия при бесконечно ма
лом калибровочном преобразовании

δAμ = ∂μє + [Aμ, є],

то есть

δ∂μ Aμ = M(A)є, M(A) = 2
µ∂  + [Aμ, ∂μ],

и интеграл Фейнмана надо записывать в 
виде

( / ) ( )
( ) det .

i x dx
e A M dAµ µ µ

∫ δ ∂ ∏∫
 

Через пару дней Виктор предложил 
простой метод вывода этой формулы. Мы 
знали от Ф.А. Березина, что определители 
имеют функциональное представление че
рез грассмановы (фермиевские) перемен
ные:

det ,
cMc

M e dcdc∫= ∏∫
так что учет определителя означает увели
чение числа полей в интеграле Фейнмана 
с добавкой к действию слагаемого, зави
сящего от полей ( , ).c c  Было легко прове
рить, что однопетлевой результат Фейн
мана отвечал дополнительной петле этих 
полей.

Я был очень удовлетворен этим ре
зультатом, но совсем не было ясно, что с 
ним делать. В декабре 1966 года мне по
зволили поехать в научную командировку 
во Францию, в Институт высших научных 
исследований в окрестности Парижа. При
глашение было основано на моей работе по 
теории рассеяния, так что о Янге – Милл
се я не рассказывал. Однако моим соседом 

в доме приезжих ученых был американец 
Дезер; он рассказал мне, что его коллега 
Б.С. ДеВитт, который присутствовал на 
лекции Фейнмана в Варшаве, тоже зани
мался квантованием поля Янга – Миллса. 
Я понял, что надо торопиться, и по воз
вращению домой сказал Виктору, что пора 
писать работу. Но куда? В СССР журнал 
ЖЭТФ статью не возьмет изза отсутствия 
физического смысла. К счастью, как раз в 
это время был организован европейский 
журнал “Physics Letters”, куда советским 
ученым разрешалось посылать статьи. Объ
ем – две журнальные страницы. Я помню, 
как я писал текст, используя экономно 
каждое слово или формулу. Так интеграл 
Березина в статью не попал. Много поз
же один коллега сказал мне, что, судя по 
торжественному стилю текста, я чувствовал 
важность результата.

Статья была послана и опубликована. 
Вот что много позже написал М. Вельтман 
об этой истории:

Ludwig Faddeev (1934)

This Russian mathematician from Steklov 
Mathematical Institute, St. Petersburg, is 
one of the very few mathematicians that 
contributed to the investigations of gauge 
theories. In 1962 Feynman initiated such an 
investigation trying to find out the Feynman 
rules for such a theory. The Feynman rules 
are the precise prescriptions concerning the 
mathematical expressions corresponding to 
the diagrams. Feynman reported at some 
conference in Poland, never wrote it down 
himself, but the Polish made a transcript of 
his lecture. He introduced ghost particles, 
which are particles that occur in the Feynman 
rules and are essential to mathematical 
prescriptions, but do not correspond to 
physical particles. He did that up to a point, 
using his own pathintegral formalism, but got 
stuck at some level. Faddeev (together with 
V.N. Popov), using the same pathintegral 
formalism, published a beautiful method to 
derive these Feynman rules for gauge the
ories in full generality. Since then the ghost 
particles are called Faddeev – Popov ghosts. 
You could say that Faddeev and Popov did 
beat Feynman at his own game.
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Faddeev was already quite famous before 
that. He derived equations concerning the 
threebody problem that have been used heavily 
in nuclear physics.

As it happened I was editor of Physics 
Letters, a scientific journal to which Faddeev 
and Popov submitted their publica tion. At 
the time I did not know about path integrals, 
and I did not understand the article in any 
detail. Also I did not know then that gauge 
theories were important for understanding 
weak interaction. Nonetheless, I somehow felt 
that this work was important, and I accepted 
it (thank God). Here you see something quite 
important: new work is often difficult to 
recognize, and an editor must have a nose for 
those things.

Действительно, непонятно, почему 
Фейнман сам забыл исходный вывод диа
граммной техники.

Примерно в то же время, что и наша 
двухстраничная статья в “Physics Letters”, 
вышла многостраничная серия статей Б.С. 
ДеВитта, посвященная квантованию поля 
Янга – Миллса. Он тоже понял необходи
мость определителя, но не знал интеграла 
Березина, так что в его работе не было ло
кального эффективного действия с фик
тивными частицами. В настоя щее время 
за полем ( , )c c  закрепилось название «дýхи 
Фаддеева – Попова». Летом 1967 года мы 
опубликовали развернутую версию нашего 
подхода в виде препринта Института тео
ретической физики в Киеве. Когда его ан
глийский вариант появился в 1972 году в 
США, в предисловии к переводу сказано, 
что он публикуется по версии, изготовлен
ной для Вельтмана в 1968 году. Тем самым 
аспирант М. Вельтмана Г. т'Хоофт узнал о 
нашем подходе в самом начале своей ка
рьеры.

Физические приложения пришли не
ожиданно и довольно скоро. В 1969 году 
С. Вайнберг предложил модель объединен
ного электромагнитного и слабого взаимо
действия, основанного на векторных токах 
лептонов (в теорию которых вошла и на
граждаемая сегодня работа С.С. Герштейна 
и Я.Б. Зельдовича) и на векторных полях 
Янга – Миллса. Масса для векторных по

лей обеспечивалась полем Хиггса.
Я хорошо знал имя Вайнберга, у нас 

были общие интересы по проблеме многих 
тел, и я написал ему в Гарвард письмо, где 
указал, что мы с Витей знаем корректные 
правила работы с полями Янга – Миллса. 
Он ответил, что было бы хорошо показать 
на основании этих правил перенормируе
мость его модели. Я не принял всерьез 
его предложение, а он отдал нашу работу 
аспиранту, который больше играл в тен
нис, чем работал. К большому удовлетво
рению физиков перенормируемость была 
доказана, но в это внесли вклад другие 
люди и среди них А. Славнов в СССР, Ж. 
ЗинЖюстен во Франции, Бен Ли в США 
и пара т'Хоофт – Вельтман в Голландии.

В результате квантовая теория поля сно
ва возродилась. Вскоре пришло понимание, 
что использование полей Янга – Миллса 
естественно и в теории сильных взаимодей
ствий. Важнейшую роль в этом сыграло вы
числение Г. т'Хоофтом, Х.Д. Политцером, 
Д. Гроссом и Ф. Вилчеком знака коэффици
ента β в формуле (3). Оказалось, что он от
рицателен, так что предел при Λ → ∞ имеет 
смысл, и перенормируемый заряд конечен, 
но зависит от неопреде ленной константы 
μ. Последнюю можно взять за новый пара
метр, задающий всю теорию. Другими сло
вами, произошла размерная трансмутация –  
безразмерный заряд g заменен размерной 
константой μ, которая входит в теорию как 
масштаб. Так квантование нарушает мас
штабную инвариантность классической 
теории Янга – Миллса и вводит массовый 
параметр в квантовую теорию. Проблема с 
бесконечностями полностью решена. Оста
лось решить задачу, поставленную Паули 
при докладе Янга в 1954 году. Математи
ческий институт Клэя включил эту задачу 
в число семи задач 2000летия, оценив ее 
решение в миллион долларов.

Так в результате описанного развития 
квантовой теории поля появилась стан
дартная модель элементарных частиц. Она 
охватывает сильное, электромагнитное и 
слабое взаимодействия, сейчас в нее входят 
три поколения лептонов и кварков и век
торные поля, описывающие их взаимодей
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ствие. До настоящего времени эта теория 
хорошо описывает все экспериментальные 
факты, полученные на ускорителях.

Для меня как математического физи
ка важно, что в возрождении квантовой 
теории поля на этом этапе математическая 
интуиция показала преимущество перед су
ществующим физическим смыслом.

Успех теории поля был отмечен многи
ми международными наградами. За объеди
ненную модель электромагнитных и слабых 
взаимодействий Нобелевская премия была 
присуждена Вайнбергу, а вместе с ним Са
ламу, который сумел доказать комитету, 
что он имел сходную идею.

Нобелевская премия за перенормировку 
теории Салама – Вайнберга была присуж
дена М. Вельтману и Г. т'Хоофту.

Нобелевская премия за вычисление зна
ка константы β и ее интерпретацию в тер
минах асимптотической свободы была дана 
Д. Гроссу, Ф. Вилчеку и Д. Полтцеру.

Без ложной скромности приведу два 
комментария по поводу моего отсутствия в 
этом списке. Вот что сказано в коротком 
тексте по поводу присуждения мне премии 
Гумбольдта:

Professor Faddeev is one of the leading 
mathematical physicists of our time. His semi
nal work reaches from multiparticle scattering, 
integrable systems through the quantization of 
gauge theories to new mathematical structures 
such as quantum groups. At least three No
bel prizes in theoretical particle physics were 
awarded for work that would be inconceivable 
without his insights. He remains to be one of 
the driving forces in mathematical and theo
retical physics through his work, which stands 
out by its originality, technical mastery and 
depth.

Особенно ценно для меня мнение Янга, 
которое входит как предисловие в том 
моих избранных публикаций, готовящийся 
Гонгконгским издательством (наше изда
тельство «Наука» не имеет возможности 
аналогичным образом отметить мое 80
летие):

I am very happy that my friend Faddeev's 
“Selected Papers” is finally published. His con
tributions to physics and to mathematics are 

intensive and extremely important. Many peo
ple, including myself, felt that he should have 
shared the Nobel Prize of 1999 with 't Hooft 
and Veltman. Perhaps by 2049, in the Nobel 
archives, one could find why he was not in
cluded in that 1999 prize.

There is a strange cultural phenomenon 
among theoretical physicists in the 20th cen
tury: downplaying the importance of mathe
matics. In the 19th century, the papers and 
letters of Maxwell, Boltzmann, Gibbs, Kelvin, 
Helmholtz and Lorentz showed, if anything, 
the opposite value judgment about mathemat
ics and physics. It seems that with the exuber
ance of the youthful Heisenberg and Pauli, 
there began the idea that mathematics is at 
best detrimental to originality in physics. Wit
ness the sufferings and bitterness of Max Born. 
Or of Wigner, who in the 1960s and 1970s in 
Princeton, had murmured “when I was young, 
nothing that I did was considered important. 
Nowadays everything I did is considered im
portant.” 

а)

б)

Рис. 3. Графическое представление составных 
частиц в стандартной модели в виде струн, 

удерживающих кварки: а – мезон, б – нуклон; 
1, 2 – кварк и антикварк соответственно
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Although the mature Heisenberg in his 
old age changed his views about mathemat
ics, American hubris seemed to have taken 
over, to perpetuate the cultural phenomenon 
of downplaying the importance of mathemat
ics. I speculate that may have been part of the 
reason that Faddeev was not included in the 
1999 prize.

But of course, what really matters is what 
the author feels himself at the time of the work. 
This was beautifully said thirteen centuries ago 
by the great Tang poet Tu Fu (A.D. 712 – 770) 
(my translation):

A piece of literature
Is meant for the millenium.
But its ups and downs are known
Already in the author's heart.

Что же, остается последовать мудрому 
совету классического китайского поэта.

Рассказанная история моей жизни на 
фоне развития квантовой теории поля от

носится к периоду конца 1960х и начала 
1970х гг. Что же было после? Масса ве
щей, связанная с построением квантовой 
теории солитонов и сопровождающих ма
тематических конструкций. В том числе 
время от времени я возвращаюсь к задаче 
Янга, то есть построению возбуждений поля  
Янга – Миллса. Сейчас ясно, что эти воз
буждения – глюоны – не имеют отношения 
к безмассовым векторным частицам. Моя 
старая мечта – показать, что это солито
ны, имеющие полуклассическое описание 
в виде узлов.

Действительно, по нынешним пред
ставлениям, в стандартной модели цветные 
поля Янга – Миллса концентрируются в 
струны, которые удерживают кварки. Ме
зон состоит из двух кварков, нуклон – из 
трех (рис. 3).

Можно поставить математический во
прос: «А что будет в модели Янга –Милл
са без кварков?» – «Скорее всего, струны 

Рис. 4. М.К. Эшер (нидерландский  
художникграфик). Гравюра «Узлы»  (1965)
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должны замкнуться сами с собой, образуя 
петли и узлы».

В середине 1970х гг. я предложил мо
дель теории поля, допускающую солитоны 
в виде узлов. С тех пор рисунок М.К. Эшера 
(рис. 4) находится в моем кабинете. В кон
це 1990х гг. было получено вычислитель
ное доказательство моего предположения. 
А в начале этого века мой коллега Антти 

Ниеми и я показали, что среди динамиче
ских переменных в модели Янга –Миллса 
присутствуют переменные, составляющие 
мою модель.

Тем самым гипотеза «глюоны – узлы» 
получила теоретическое подтвержде ние, но 
предстоит еще большая работа для ее обо
снования. Я надеюсь, что смогу найти мо
лодых помощников для этой работы.
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КОНЕЧНО-эЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
КОСТНОЙ ТКАНИ НА СУБМИКРОСКОПИЧЕСКОМ УРОВНЕ

Методами прямого конечноэлементного моделирования и гомогенизации 
проведен анализ влияния вариации морфологических характеристик (разори
ентация и форма кристаллитов, размеры и ориентация перемычек, степень 
минерализации) на механические свойства элементарного представительного 
объема костной ткани на уровне коллагеновых фибрилл (наноуровень). В рас
четах используется морфологическая модель кости, учитывающая минеральные 
связи между объединениями кристаллов гидроксиапатита. Проведено сравне
ние полученных результатов с данными экспериментов.

КОСТНАЯ ТКАНь, ЭЛЕМЕНТАРНыЙ ПРЕДСТАВИТЕЛьНыЙ ОБъЕМ, ГОМОГЕНИЗА
цИЯ, ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ ПЕРИОДИЧНОСТИ, РАЗОРИЕНТАцИЯ КОНГЛОМЕРАТОВ, 
МЕЖКРИСТАЛЛИТНАЯ ПЕРЕМыЧКА, УПРУГОСТь, ВЯЗКОУПРУГОСТь, МЕТОД КОНЕЧ
НыХ ЭЛЕМЕНТОВ.

Введение

Костная ткань представляет собой ие
рархически структурированный материал 
с механическими свойствами, зависящими 
от морфологических параметров каждого 
уровня организации. На наноуровне кость 
может рассматриваться как композит с ква
зипериодической структурой, состоящий из 
кристаллов гидроксиапатита, включенных в 
волокна органического матрикса. Подобная 
композиция, сочетающая гидроксиапатит с 
большими значениями модуля упругости 
и коллаген с высокой вязкостью разруше
ния, обеспечивает повышенную жесткость, 
прочность и трещиностойкость кости при 
сравнительно небольшой массе. 

целью данной работы является ана
лиз влияния наноструктурных параметров 
костной ткани на ее упругие и прочност
ные свойства. Данные исследования акту
альны при создании искусственных косте
замещающих материалов.

Под влиянием различных факторов, та
ких как оперативное вмешательство, хро

ническая болезнь, естественное старение 
организма и т. п., в течение жизни чело
века происходят изменения структуры его 
костной ткани, что, несомненно, влияет на 
ее прочностные свойства. Одним из основ
ных среди указанных изменений является 
разупорядоченность минеральных струк
тур, поэтому оценка ее влияния на механи
ческие свойства костного матрикса – это 
одна из важнейших задач, позволяющих 
понять механизмы развития разнообразных 
патологических процессов в человеческом 
скелете.

Морфологическая модель костного матрикса

При проведении вычислительных экспе
риментов для формирования элементарного 
представительного объема (ЭПО) костной 
ткани на наноуровне использовалась модель 
структуры костного матрикса, предложен
ная в работах [1, 2]. Согласно этой модели, 
минералы располагаются в основном веще
стве вне и внутри фибрилл (рис. 1). Объе
динения кристаллитов в межфибриллярных 
пространствах, прилегающие к коллагено
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вым фибриллам, формируют манжетки и 
контактируют с внутрифибриллярными 
объединениями. На отдалении от коллаге
новых фибрилл кристаллиты образуют кон
гломераты, в которых они ориентированы 
в одном направлении. По отношению друг 
к другу эти конгломераты расположены 
под разными углами. Внутрифибрилляр
ные объединения кристаллитов образуют 
ряд параллельных, спирально закручен
ных пластов, которые ориентированы под 
углами 8–25° к осям фибрилл. Отдельные 
объединения минералов связывают сосед
ние пласты, обеспечивая непрерывность 
минерального компонента фибрилл по
сле удаления органической составляющей 
[3]. Наличие минеральных связей между 
элементами минерального матрикса под
тверждено электронномикроскопически; 
проведен также детальный анализ влияния 
минеральной связи между объединениями 
кристаллитов на механические свойства 
костного матрикса [3].

Из приведенных выше морфологиче
ских характеристик костного матрикса 
можно выделить две основополагающие: 
пространственную упорядоченность мине
ралов по их продольным осям относительно 
продольной оси фибрилл и наличие между 
ними минеральных связей, формирующих 
единый минеральный массив в каждой ко
сти.

Элементарный представительный объем  
нанокомпозита кости

Влияние морфологических характери
стик (разориентация и форма кристаллитов, 
размеры и ориентация перемычек, степень 
минерализации) на механические свойства 
элементарного представительного объема 
костной ткани анализировалось на уров
не коллагеновых фибрилл (наноуровень). 
В конечноэлементных (КЭ) расчетах ис
пользовались различные варианты двумер
ных и трехмерных ЭПО костной ткани, 
содержащих априори всю статистическую 
информацию относительно распределения 
и морфологии неоднородностей материала 
на рассматриваемом уровне. При формиро
вании структуры ЭПО предполагалось, что 
минеральные конгломераты (объединения 
кристаллитов) расположены в шахматном 
порядке и погружены в органический ма
трикс.

На наноуровне костная ткань представ
ляет собой неидеальную периодическую 
структуру, поэтому возможно введение раз
личных ЭПО с различной степенью упро
щения реальной ситуации. Возможность 
введения ЭПО может быть реализована для 
материала со статически однородным рас
пределением характеристик при учете сепа
рабельности масштабов неоднородностей. 
В расчетах нами использовались трехком
понентные модели костной ткани, учиты

Рис. 1 [2]. Схема распределения минеральных элементов в костном матриксе:  
1 – коллагеновые фибриллы; 2 – кристаллические объединения на удалении от коллагеновых  

фибрилл; 3 – фибриллярная минеральная манжетка; 4 – кристаллические объединения коллагеновой 
фибриллы; 5 – молекулы коллагена; 6 – пласты кристаллов (их копланарные объединения)

6
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вающие наличие связи между кристаллами 
гидроксиапатита в виде твердотельных пе
ремычек (рис. 2).

При решении задачи в двумерной по
становке элементарный представительный 
объем кости (ячейка квазипериодичности) 
представлен центральным конгломератом и 
четырьмя фрагментами соседних минера
лов (четверть площади каждого) с четырьмя 
перемычками между ними и центральным 
минералом. Изучены модели с различным 
уровнем минерализации, изменяющимся от 

60 до 90 % (см. рис. 2). Изменение минера
лизации моделировалось пропорциональ
ным изменением размеров конгломератов 
при сохранении габаритов ЭПО (фиксация 
местоположений центров конгломератов). 
Наряду с базовым вариантом рассматрива
лись также и другие альтернативные сцена
рии роста минерализации, связанные с не
пропорциональным изменением размеров 
конгломератов.

Рассматривались также альтернативные 
варианты ЭПО (рис. 3), которые включали 

Рис. 2. КЭмодели элементарного представительного объема наноструктурных элементов 
костной ткани с различным уровнем минерализации, %: 60 (а), 70 (б), 80 (в), 90 (г)

Рис. 3. КЭмодели элементарного представительного объема наноструктурных элементов 
костной ткани с различным числом конгломератов (k) и перемычек (n):  

а – модель П 0,5 × 0,5 (k = 0,5, n = 1, 304 КЭ); б – П 1 × 1 (k = 2, n = 4, 1216 КЭ);  
в – П 2 × 2 (k = 8, n = 16, 4864 КЭ); г – П 4 × 4 (k = 32, n = 64, 19456 КЭ);  

д – П 8 × 8 (k = 128, n = 256, 77824 КЭ)

а) б) в) г)

а) б) в) г) д)
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несколько ячеек периодичности, для того 
чтобы затем учесть возможные взаимные 
разориентации конгломератов и перемы
чек, нерегулярное распределение местопо
ложений центров и размеров. Увеличение 
числа конгломератов в ЭПО расширяет 
возможности учета нерегулярности микро
структуры костной ткани, а также позволя
ет дать более точный прогноз эффективных 
механических свойств, поскольку влияние 
внешних границ становится менее замет
ным.

Краевые задачи теории упруго
сти для определения напряженно
деформированного состояния ЭПО ре
шались методом конечных элементов. 
Последний основан на уравнении вирту
альных работ, которое при консервативном 
внешнем воздействии приводит к мини
мизации потенциальной энергии системы. 
Введенные модели реализованы в КЭ про
граммном комплексе PANTOCRATOR [4]; 
он позволяет автоматически генерировать 
дискретные модели ЭПО произвольной гео
метрии, получать решения краевых задач 
теории упругости, определять эффектив
ные упругие модули, исследовать процессы 
разрушения ЭПО, анализировать распре
деления полей напряжений и деформаций 
для фрагмента морфологической структуры 
матрикса в наномасштабе.

Минерализация элементарного пред
ставительного объема определяется отно
шением плотностей компонент и геоме
трическими параметрами конгломератов и 
перемычек:

1
,

2( )( )
1 1 c

h

m
a l b g

ab ld

=
ρ+ + + − + ρ 

где a, b – ширина и высота конгломерата;  
l, d – ширина и высота перемычки; g – вер
тикальный зазор между конгломератами;  
ρc , ρh – плотности коллагена и гидрокси
апатита соответственно. 

В расчетах при задании различных уров
ней минерализации размеры конгломерата 
(объединения кристаллитов) варьировались 
в диапазонах: ширина a = 200 – 500 нм, 
высота b = 1800 – 3000 нм. Важно отме
тить, что указанные габариты минералов 
соответствуют размерам калькосферитов, 
описанных А. Бойдом (Boyde) [5 – 6] в 
формирующихся участках кости. У взросло
го человека в минерализующемся костном 
матриксе расстояния между фибриллами 
не превышают 20 – 30 нм, поэтому морфо
логический субстрат минерала включает в 
себя фрагменты минерализованных колла
геновых фибрилл (их диаметр равен 50 – 80 
нм, длина – до 2000 нм) с окружающими 
их «манжетками», единичные матриксные 
везикулы (диаметр составляет 30 – 200 нм) 
и разнонаправленные плотные группы кри
сталлов, связывающие манжетки соседних 
фибрилл.

В расчетах принималось, что механи
ческие свойства отдельных компонент мо
дели соответствуют изотропным материа
лам. Расчетные значения упругих модулей 
(табл. 1) выбирались как средние ариф
метические экспериментальных величин, 
приведенных в работах [7 – 10].

Применимость методов механики сплошных 
сред для описания деформирования  

нанокомпозита костной ткани

Формулировка адекватных моделей, 
которые бы позволяли описывать физико
механические свойства объектов, имею

(1)

Таблица  1

Значения упругих модулей и плотностей отдельных компонент ЭПО, использованных в КЭ-расчетах

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Гидроксиапатит Коллаген Перемычка
Модуль Юнга E ГПа 90 0,9 90
Коэффициент 
Пуассона

ν – 0,20 0,49 0,20

Плотность ρ кг/м3 3160 1500 3160
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щих наноразмерный масштабный уровень, 
приводит к необходимости проверять со
ответствие основных механических ха
рактеристик наноразмерного объекта его 
характеристикам, полученным из макро
скопических экспериментов.

В работе [11] показано, что соответ
ствие механических характеристик нано
размерных объектов данным, полученным 
из макроскопических экспериментов, до
стигается лишь при количестве атомарных 
слоев не менее десяти; только тогда разни
ца между микро и макрохарактеристиками 
не превышает 11%.

В статье [11] подчеркивается, что при
менение механики сплошных сред допусти
мо лишь при учете масштабных эффектов, 
которые существенны при числе атомар
ных слоев, исчисляющихся единицами; 
для десятков же слоев масштабный фактор 
оказывает только некоторое влияние, и оно 
становится пренебрежимо малым для сотен 
таких слоев.

Таким образом, для дальнейшего ис
следования свойств ЭПО нанокомпозита 
костной ткани необходимо определить по
рядок масштабных эффектов. Минималь
ный характерный размер элементов ЭПО 
составляет 30 нм – это ширина мине
ральной связи. Далее приведены размеры 
атомарных слоев основных веществ ЭПО  
[12, 13]. 

Вещество
Размер атомарного 

слоя, Å
Кристалл  
гидроксиапатита

a = 9,41,  
c = 6,88

Молекула коллагена Ø = 15

Таким образом, ширина минеральной 
связи, которая является наименьшим раз
мером в рассматриваемых ЭПО, содержит в 
себе как минимум 30 атомарных слоев, что, 
согласно работе [11], позволяет пренебречь 
масштабными факторами. Однако необхо
димо учитывать, что ширина зазора между 
конгломератами не должна быть меньше 
15 Å ·10 = 150 Å = 15 нм, что накладывает 
дополнительные, но несущественные огра
ничения на исследуемый диапазон измене
ния минерализации.

Определение эффективных упругих свойств 
на основе КЭ-расчетов

Эффективные свойства костной ткани 
на субмикроскопическом уровне прини
мались соответствующими ортотропному 
упругому материалу, для которого закон 
Гука можно записать в следующем виде:

ε̄ ,⋅ ⋅4= Ce sσ̄,
где ε̄ – тензор деформаций, σ̄ – тензор на
пряжений, 4C  – тензор упругих податли
востей 4го ранга; двумя точками обозначе
на операция свертки (двойного скалярного 
умножения), которая в индексной форме 
имеет вид 

.ij ijkl lk= Cε σ

Черта над обозначениями введенных 
тензоров означает соответствие гомогенно
му (осредненному) материалу. Характери
стики отдельных компонент гетерогенного 
материала будут обозначаться без верхней 
черты. Для ортотропного материала тензо
ру 4C  в собственных осях анизотропии со
ответствует симметричная матрица упругих 
податливостей   C  следующей структуры:
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где ,iE  ,ijν  ijG  – модули Юнга, коэффициен
ты Пуассона и модули сдвига ( , 1,2,3).i j =  

В силу симметрии матрицы   C  выпол
няются равенства

12 21

1 2
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ν ν
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.=
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Упругие модули определяются при од

(2)

(3)
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ноосном напряженном состоянии на осно
ве соотношений

,ii
i

ii

E =
σ
ε

 .jj
ij

ii

=
ε

ν −
ε

При произвольном напряженном со
стоянии упругие модули можно найти на 
основе решения системы алгебраических 
уравнений.

При решении задачи в двумерной по
становке (плоское деформированное со
стояние) достаточно найти четыре упругие 
константы: 1 2 12 12, , , .E E Gν  Ряд упругих мо
дулей в направлении оси 3 (ортогональна 
рассматриваемой плоскости) можно оце
нить без потери точности по правилу сме
сей. Разносопротивляемость костной ткани 
при растяжении и сжатии не учитывалась в 
рамках данной модели.

Для определения эффективных упругих 
свойств ЭПО нанокомпозита костной тка
ни решалась серия краевых задач с различ
ными граничными условиями. Верхнюю и 
нижнюю границы упругих модулей обыч
но получают с использованием граничных 
условий для вектора перемещений и век
тора напряжений соответственно. В дан
ном исследовании использовалось три типа 
граничных условий, которые сравнивались 
между собой по точности при решении за
дач определения упругих модулей. Указан
ные условия допускают следующие матема
тические формулировки.

Кинематические граничные условия:
* .

uS
= ⋅u reε̄** .

uS
= ⋅u re

Статические граничные условия:
*,

Sσ
⋅ = ⋅n ns sσ *,

Sσ
⋅ = ⋅n ns sσ̄*,

Условия периодичности:

1 2

*
1 2( ).

u uS S
= + ⋅ −u u r reε̄*

1 2

*
1 2( ).

u uS S
= + ⋅ −u u r re

Здесь u – вектор перемещений; r – радиус
вектор; ε̄* – заданный постоянный симме
тричный тензор, соответствующий различ
ным деформируемым состояниям (осевые 
растяжения/сжатия и сдвиги); σ̄* – задан
ный постоянный симметричный тензор, 
соответствующий различным напряжен
ным состояниям (осевые растяжения/сжа
тия и сдвиги). 

Условие периодичности (6) может быть 
переписано в виде

* ,
uS

= ⋅ +u r weε̄** ,
uS

= ⋅ +u r we

где флуктуации w  являются периодиче
скими, т. е. принимающими одинаковые 
значения на противоположных сторонах 
ЭПО. 

В этом случае вектор напряжений ⋅n sσ 
принимает противоположные значения на 
противоположных сторонах ЭПО. Гранич
ные условия (4) – (6) удовлетворяют усло
вию макрооднородности Хилла 

σ ·· ε = σ̄ ·· ε̄,

что обеспечивает существование и един
ственность соответствующих краевых задач, 
а также равенство энергий при деформиро
вании гомогенизированного и гетерогенно
го материалов ЭПО.

Для определения компонент матрицы 
эффективных упругих податливостей   C  
(3) использовались осредненные по пред
ставительному объему значения тензоров 
деформаций и напряжений, полученных в 
КЭрешении: 

ε̄
ЭПО ЭПОЭПО ЭПО

1 1
, .

V V

dV dV
V V

= =∫ ∫e e s sε dV, σ̄
ЭПО ЭПОЭПО ЭПО

1 1
, .

V V

dV dV
V V

= =∫ ∫e e s sσ dV.

Краевые задачи решались в предполо
жении реализации плоского деформиро
ванного состояния. Для определения двух 
модулей упругости 1E  и 2E  достаточно 
получить КЭрешение двух краевых задач 
при задании граничных условий, обеспечи
вающих растяжение (или сжатие) только в 
вертикальном и только в горизонтальном 
направлениях. 

Оценка точности решений

Для оценки точности численных ре
шений был проведен анализ практической 
сходимости значений эффективных моду
лей упругости ЭПО при увеличении числа 
КЭ и ячеек периодичности. Достаточный 
уровень дискретизации модели выбирался 
из условия точности 1%. Были получены 
значения верхней и нижней границ моду
лей, соответствующие случаям задания в 
качестве граничных условий перемещений 
(4) и напряжений (5) (рис. 4). Установлено, 

(4)

(5)

(6)

(7)
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что если задавать условия периодичности 
(6), то удовлетворительная (статистически 
существенная) точность, т. е. достаточная 
близость к асимптотическому (предельно
му) значению, достигается уже при исполь
зовании ЭПО, включающих одну ячейку 
периодичности (КЭмодель П 1 × 1). Если 
же ставить граничные условия для переме
щений и напряжений, то сходимость до
стигается только при использовании ЭПО, 
включающих 16 ячеек периодичности  
(П 4 × 4). Данный вывод подтверждается 
также анализом зависимости экстремаль
ных значений напряжений в ЭПО.

Поскольку при использовании условий 
периодичности (6) обеспечивается хоро
шая точность для ЭПО с одной ячейкой 
периодичности (это позволяет существен
но сократить вычислительные затраты по 
сравнению с альтернативными вариантами 
граничных условий (4) и (5)), в дальнейших 
расчетах будут использоваться только усло
вия периодичности.

Таким образом, корректно выбранные 
тип граничных условий и число ячеек пе
риодичности, достаточное для обеспечения 
заданной точности, а также обоснованный 
выбор числа КЭ, обеспечивают проведе
ние информативных вычислительных экс
периментов с виртуальным варьированием 

параметров модели. Результаты таких экс
периментов позволяют выявить основные 
закономерности влияния микроструктуры 
костной ткани на поведение эффективных 
упругих модулей и на характеристики на
пряженного состояния. 

Анализ напряженно-деформированного  
состояния ЭПО при различных видах  

нагружения

Наличие в ЭПО гетерогенной микро
структуры приводит к реализации не
однородного многоосного напряженного 
состояния. Для сравнения уровней напря
женного состояния для различных моделей 
и условий нагружения используется экви
валентная величина – интенсивность на
пряжений по Мизесу:

2 2

2 2 2 2 1/2

{(1 / 2)[( ) ( )

( ) ] 3[ ]} .

i xx yy yy zz

zz xx xy yz zx

σ = σ − σ + σ − σ +

+ σ − σ + τ + τ + τ

Она представляет собой эвклидову нор
му в пространстве компонент девиатора 
тензора напряжений.

Анализ распределения полей интенсив
ности напряжений по Мизесу σi при рас
тяжении ЭПО в вертикальном (рис. 5, а, б) 
и в горизонтальном (рис. 5, в, г) направле
ниях показал, что в условиях вертикальной 

Рис. 4. Зависимости эффективных значений модулей упругости в вертикальном (а)  
и в горизонтальном (б) направлениях от количества ячеек периодичности в ЭПО при различных 
граничных условиях. Каждое значение количества ячеек соответствует определенной КЭмодели:  

П 0,25 × 0,25 (I), П 1 × 1 (II), П 2 × 2 (III), П 3 × 3 (IV), П 4 × 4 (V), П 5 × 5 (VI), П 8 × 8 (VII).  
Граничные условия: по формуле (4) – кривая 1; (5) – 3; (6) – 2 

а) б)

(8)
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нагрузки в  морфологической модельной 
структуре (она описана выше) возника
ют две области экстремальных значений 
(рис. 5, а). Первая область локализуется в 
угловых точках минералов, вторая – в ме
стах их соединения с перемычками. При 
этом напряжения в минеральных объемах 
значительно выше, чем в органическом ма
триксе (рис. 5, а, г), а деформации – нао
борот, значительно ниже (рис. 5, б, г).

Перемычка оказывается наиболее на
груженным элементом ЭПО и при верти
кальной (см. рис. 5, а), и при горизонталь
ной (см. рис. 5, в) нагрузках, а вот углы 
минеральной составляющей – только при 
вертикальном воздействии (см. рис. 5, а, б). 
Перемычка при вертикальной нагрузке ра

ботает на срез (рис. 5, д), с реализацией на
пряженного состояния, близкого к изгибу, а 
при горизонтальной – на растяжение/сжа
тие (рис. 5, е). Таким образом, и при гори
зонтальной, и при вертикальной нагрузках 
наибольший риск разрушения возникает в 
зонах соединения перемычки с минераль
ной компонентой, однако в первом случае 
он оказывается выше.

Влияние различных факторов  
на механические свойства ЭПО  

костной ткани 

Наличие перемычек. Результаты КЭ
расчетов для модели с перемычками срав
нивались с аналогичными результатами, 
полученными при отсутствии перемычек 

Рис. 5. Распределения интенсивностей напряжений σi (а, в) и деформаций εi (б, г) по Мизесу  
в центральном фрагменте ЭПО (1/4 часть) при различных направлениях воздействия нагрузки: 

вертикальном (а, б, д) и горизонтальном (в, г, е).  
На графиках д, е дополнительно представлено деформированное состояние перемычки с полями  

интенсивности напряжений

а) б) в) г)

д) е)

min

max
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(прочие условия одинаковы). Установлено, 
что наличие перемычек при растяжении 
в горизонтальном направлении повышает 
уровень экстремальных напряжений (от
носительная интенсивность напряжений 

/i iσ σ ) на 52 %. При этом уровень ин
тенсивности напряжений в угловой точке 
минеральной составляющей снижается на  
19 %.

При растяжении в вертикальном на
правлении наличие перемычек снижает 
уровень экстремальных напряжений (ин
тенсивность напряжений), возникающих в 
угловой точке минеральной компоненты, 
на 4 %.

Перемычки увеличивают модуль упру
гости 1E  (горизонтальное направление) 
на 17 % (табл. 2) и модуль упругости 2E  
(вертикальное направление) на 10 %. Сле
дует отметить, что наблюдаемое увеличение 
жесткости вызвано изменением структуры 
(топологии) ЭПО, вносимым появлением 
перемычек, а не повышением минерализа
ции, влияние которой на упругие модули 
на два порядка меньше.

Таким образом, наличие перемычек 
влияет на характер деформирования колла
гена в примыкающих к ним областях, на 
распределение интенсивности напряжений 
в минеральной составляющей в окрест
ности места ее соединения и на значения 
эффективных упругих модулей. Как и сле
довало ожидать, существование перемычек 
в костной ткани человека увеличивает ее 
жесткость независимо от направления дей
ствующих нагрузок. 

Углы наклона минеральной составляю-
щей. Чтобы оценить влияние углов разори
ентации минеральной компоненты в ЭПО 
на ее напряженнодеформированное со
стояние и эффективные упругие свойства, 
нами проведены КЭрасчеты с тремя раз
личными значениями указанного угла: 0о, 4о 
и 8о. Результаты проведенных вычислитель
ных экспериментов показали, что отклоне
ние единичного конгломерата от вертикали 
фактически не оказывает влияния на зна
чения эффективных упругих модулей 1 2,E E  
(отличия составляют менее 1 %), но такое 
отклонение влияет на уровень максималь
ной интенсивности напряжений (рис. 6).

Таблица  2

Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей  
для ЭПО с перемычками и без перемычек

Элементарный
представительный 

объем (ЭПО)

Модуль упругости, ГПа 

2E 1E

С перемычками 18,28 15,71

Без перемычек 16,63 13,32

Различие ЭПО 1,65 (9,9%) 2,39 (17,9%)

Обозначения : 1,E  2E  – модули упругости в горизонтальном и 
вертикальном направлениях нагрузки, соответственно.

Рис. 6. Зависимости максимальной  
интенсивности напряжений от угла поворота 
центрального конгломерата в фрагменте ЭПО 

при различных направлениях нагружения:  
по горизонтали (1) и по вертикали (2)

max( / )i iσ σ
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Полученные результаты позволяют 
заключить, что разупорядоченность ми
нералов по продольным осям приводит 
к росту напряжений в костном матриксе 
при одной той же нагрузке. Следователь
но, разупорядоченность снижает проч
ностные свойства костного матрикса на 
наноуровне его организации, а значит, 
вызывает ухудшение этих свойств кост
ных структур в целом.

Угол наклона перемычек. Чтобы оце
нить влияние угла наклона перемычек на 
напряженнодеформированное состояние и 
эффективные упругие свойства ЭПО, нами 
была проведена серия КЭрасчетов с раз
личными углами отклонения от горизон
тального уровня: на –45˚, –30˚, –15˚, +15˚, 
+30˚ и +45˚. Результаты расчетов показали, 
что максимальное отклонение 2E  от значе
ния при горизонтальном положении пере
мычки не превышает 23 %, а такое же от
клонение 1E  не превышает 13 % (рис. 7). 
Установлено также, что поворот перемычек 
сказывается на степени максимальной ин
тенсивности напряжений.

Согласно полученным результатам рас
чета, поворот перемычек в ЭПО при одних 
условиях нагружения увеличивает уровень 
экстремальных напряжений в ней, а при 
других – уменьшает. Так, при отклонении 
перемычки на 15˚ в направлении против 

часовой стрелки растяжение в горизонталь
ном направлении характеризуется сниже
нием максимальной относительной интен
сивности напряжений на 2%, при 30˚ – на 
12 %, при 45˚ – на 47 %, соответственно, 
по сравнению с идеализированным вари
антом (без поворота). Этот эффект вызван 
тем, что при растяжении в горизонтальном 
направлении ЭПО сжимается в вертикаль
ном, и поэтому соседние конгломераты 
смещаются по вертикали друг относительно 
друга; это приводит к повороту соединяю
щей их перемычки и возникновению в ней 
дополнительных усилий. В зависимости от 
направления начального отклонения пере
мычки от горизонтали вертикальные сме
щения конгломератов могут создать в них 
как дополнительное сжимающее напряже
ние (для перемычек, у которых поворот под 
нагрузкой компенсирует начальный пово
рот), так и дополнительное растягивающее 
напряжение (для перемычек, у которых по
ворот под нагрузкой увеличивает начальное 
отклонение). Появление дополнительных 
напряжений может как компенсировать, 
так и усиливать первоначальное напряже
ние, возникшее от растяжения в горизон
тальном направлении. Данный сценарий 
реализуется и при нагружении в вертикаль
ном направлении, для которого отклонение 
перемычки на 15˚ в направлении против 
часовой стрелки приводит к увеличению 
максимальной относительной интенсивно
сти напряжений на 65 %, при 30о – на 80 %, 
при 45о – на 47 %, по сравнению с идеали
зированным вариантом (без поворота).

Таким образом, полученные данные 
позволяют утверждать, что существуют 
неоптимальные направления минеральных 
связей по отношению к трендовым направ
лениям механических нагрузок. В резуль
тате повышается риск их разрушения, что 
можно рассматривать как начальный этап 
формирования усталостных повреждений. 

Минерализация костной ткани. Чтобы 
оценить влияние минерализации ЭПО на 
его напряженнодеформированное состоя
ние и эффективные упругие свойства, нами 
проведены КЭрасчеты с различной минера
лизацией костной ткани (%): 25, 30, 45, 50, 
60, 70, 80, 90 и 95. Результаты проведенных 

Рис. 7. Зависимости эффективных упругих 
модулей ЭПО нанокомпозита костной ткани 
от угла поворота перемычек; 1, 2 – величины 

1 1/E E угол 0˚  и 2 2/E E угол 0˚   соответственно
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вычислительных экспериментов показали, 
что изменение минерализации существенно 
влияет на эффективные модули (рис. 8) и 
на осредненную по объему интенсивность 
напряжений в ЭПО и в его составляющих. 
Так, при изменении минерализации с 60 до 
70 %, 2E  (в вертикальном направлении) из

меняется на 55,7 %, а 1E  (в горизонтальном 
направлении) – на 47,7 %. Осредненная же 
по всему объему интенсивность напряже
ния, при том же изменении минерализации, 
возрастает в ЭПО на 54 %.

Степень вытянутости конгломератов. 
Важным морфологическим параметром 
является соотношение ширины и высоты 
конгломератов. Чтобы выяснить влияние 
указанного параметра на величины эффек
тивных упругих модулей, была поставлена 
серия вычислительных экспериментов с 
пропорцией b/a, меняющейся в пределах 
от 5 до 10. КЭмодели для отношений b/a, 
равных 5, 7 и 9, представлены на рис. 9. 
Установлено, что свойства ЭПО костной 
ткани чрезвычайно сильно зависят от сте
пени вытянутости конгломератов. Так, при 
увеличении отношения b/a от 5 до 10 ве
личина 2E  возрастает почти в три раза,  
а 1E  – в полтора (рис. 10).

Вязкие свойства органического матрик-
са. Для анализа влияния вязких свойств 
органического матрикса рассматривалась 
ползучесть ЭПО в течение одного часа при 
напряжении 10 МПа (12кратная весовая 
перегрузка). Результаты расчетов показали, 
что вязкие эффекты крайне незначительны 
(рис. 11). Так, интенсивность деформаций 
ползучести, осредненная по ЭПО, не пре

Рис. 8. Зависимости эффективных упругих мо
дулей ЭПО нанокомпозита костной ткани  

от степени его минерализации.  
1, 2 – 1,E  2E  соответственно (данные получены 

методом КЭгомогенизации); 3, 4 – аналитические 
оценки Фойгта и Рейса (осредненные жесткости  

и податливости компонент соответственно)

Рис. 9. КЭмодели ЭПО, полученные при разных отношениях b/a:   
5 (а), 7 (б); 9 (в); a, b – ширина и высота конгломерата соответственно

а) б) в)
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восходит 0,00014 %. Также видно, что на
личие перемычек практически не оказыва
ет влияния на осредненную интенсивность 
деформаций ползучести.

Сравнение результатов расчетов  
с экспериментальными данными

В целях верификации предложенной 
модели было проведено сравнение расчет
ных значений упругих модулей с экспери
ментальными данными. В результате такого 
сравнения получено их хорошее соответ
ствие (табл. 3). Расчетная модель ЭПО, ко

торая учитывает наличие перемычек, пред
лагает более точный прогноз.

Заключение

В работе предложена и исследована 
трехфазная модель костной ткани на суб
микроскопическом уровне, учитывающая 
наличие связи между кристаллами гидрок
сиапатита в виде твердотельных перемы
чек.

Методом конечноэлементной го
могенизации определены эффективные 
упругие модули элементарного предста

Рис. 10. Зависимости эффективных упругих 
модулей ЭПО в горизонтальном (1)  

и вертикальном (2) направлениях от степени 
вытянутости конгломератов; 1, 2 – 1,E  2E   

соответственно

Рис. 11. Зависимости осредненной по ЭПО 
интенсивности деформаций ползучести  

от времени для случаев наличия (1)  
и отсутствия (2) перемычек

Таблица  3

Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей ЭПО костной ткани  
с экспериментальными данными

КЭмодель ЭПО либо эксперимент
Модуль упругости, ГПа 

2E  1E
Модель с перемычками, m = 0,7 18,3 15,7

Модель без перемычек, m = 0,694 16,6 13,3

Эксперимент Bonfield W. [14] 18,5 9,5

Эксперимент Ashman R.B. [15] 20,0 13,5

Эксперимент Turner C.H. [16] 20,6 16,5

Обозначение : m – степень минерализации костной ткани.
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вительного объема нанокомпозита кост
ной ткани в предположении ортотропии 
результирующих свойств. Сравнение ре
зультатов расчетов с экспериментальны
ми данными показало их хорошее соот
ветствие.

Проведены многовариантные вычис
лительные эксперименты с варьировани
ем минерализации костной ткани. Вы
полнен анализ влияния минерализации 
ЭПО на напряженное состояние пред
ставительного объема и его эффективные 
модули.
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Semenov A.S., Grishchenko A.I., Melnikov B.E. FINITE ELEMENT MODELING OF 
BONE DEFORMATION AT THE SUBMICROSCOPIC SCALE.

By means of the direct finite element simulation and homogenization the analysis of variation influence 
in the morphological characteristics (hydroxyapatite crystals disorientation, sizes and orientation of mineral 
bridges, mineralization) on mechanical properties of the representative volume element of bone at the 
nanoscale (at the collagen fibrils level) is carried out. The morphological model of bone with an account of 
the mineral bridges between the associations of the hydroxyapatite crystals is used in the computations. The 
purpose of the paper is to analyze the influence of the nanostructure parameters of bone on its elastic and 
strength properties. Such studies are important for the creation of artificial bonesubstitute materials. The 
analysis of the stressstrain state of the RVE of bone tissue has been performed in order to determine the 
location of the most critical points and deformation mechanisms of bridges. The most loaded elements are 
the corners of conglomerates and corners of bridges. Taking account of the bridges leads to the decrease of 
the von Mises stresses in the corner of the conglomerate and to the increase of the effective elastic moduli in 
the vertical and horizontal directions. The effects of orientation of conglomerates and bridges on the stress 
state of the representative volume were analyzed. The influence of the bone mineralization on the effective 
elastic moduli and stress state were investigated. The comparison of obtained results with experimental data 
was performed and discussed.
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УДК 539.42

А.В. Лукин, В.С. Модестов

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

КОНЕЧНО-эЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКцИЙ 

В работе проанализированы и использованы современные методы вычисли
тельной механики для моделирования напряженнодеформированного состоя
ния железобетонных конструкций с учетом нелинейных физикомеханических 
свойств бетона и явления трещинообразования.

БЕТОН, ЖЕЛЕЗОБЕТОН, АРМАТУРА, ПРОЧНОСТь, МЕТОД КОНЕЧНыХ ЭЛЕМЕНТОВ.

Введение

Одна из задач, встающих перед инже
нерами в области обоснования прочности 
конструкций и сооружений атомных элек
тростанций (АЭС), – это обеспечение безо
пасности реакторного здания при действии 
динамических нагрузок: землетрясения, 
последствий падения тяжелого пассажир
ского самолета и др. Применение в расче
тах линейноупругих моделей материалов и 
соотношений линейной теории упругости 
приводит к излишне консервативным ре
зультатам, а также к параметрам конструк
ций и сооружений, которые неоптимальны 
экономически и технологически. Показа
тельным примером могут служить железо
бетонные несущие элементы реакторного 
здания АЭС, толщины которых, в соответ
ствии с требованиями нормативной доку
ментации, достигают двух метров. 

В данной работе рассмотрены и ис
пользованы современные методы вы
числительной механики для анализа 
напряженнодеформированного состояния 
железобетонных конструкций с учетом не
линейных физикомеханических свойств 
бетона и явления трещинообразования. 

Согласно действующей нормативной 
документации [2], железобетонные элемен
ты рассчитывают на действие изгибающих 
моментов, продольных и поперечных сил, 
крутящих моментов и на местное действие 
нагрузки (местное сжатие, продавливание). 
При этом в качестве исходных расчетных 
данных, определяющих связь между на

пряжениями и деформациями, применяют 
трех или двухлинейную диаграммы состо
яния бетона; последние строятся по его из
вестным основным прочностным и дефор
мационным характеристикам (расчетному 
сопротивлению сжатию и растяжению, пре
дельным относительным деформациям при 
сжатии и растяжении, начальному модулю 
упругости и другим). Действующая норма
тивная методика характеризуется значи
тельной схематизацией сложной трехмер
ной геометрии конструкции и применением 
упрощенных подходов, развитых в сопро
тивлении материалов, а это приводит к 
чрезмерной консервативности получаемых 
результатов и невозможности детального 
анализа напряженнодеформированного 
состояния конструкции; например, такой 
анализ исключает рассмотрение процесса 
трещинообразования и других важных осо
бенностей работы железобетонных соору
жений. Альтернативой и дополнением к 
нормативной методике в мировой инже
нерной практике все чаще становится ме
тод прямого конечноэлементного модели
рования железобетонных конструкций. 

Современные вычислительные методы 
расчета железобетонных конструкций при
обретают большое значение в связи с тем 
обстоятельством, что многие перспектив
ные технологические решения, например 
«бесконтактные» соединения арматурных 
конструкций (типа петлевых стыков, а так
же прямых или гнутых перепусков с раз
личными анкерными устройствами), сдер
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живаются ввиду отсутствия или неполноты 
нормативнометодической базы для рас
чета и проектирования этих конструкций. 
В связи с этим становится необходимым 
научнотехническое обеспечение проек
тов железобетонных конструкций зданий 
и сооружений АЭС для индустриальных 
методов строительства с использованием 
методов вычислительной механики. Осо
бую актуальность задачи проектирования и 
оптимизации железобетонных конструкций 
в атомной отрасли приобретают в связи с 
интенсивным строительством новых бло
ков АЭС в России и за рубежом.

Моделирование физико-механических 
свойств бетона

Железобетон традиционно рассматри
вается как композиционный материал, со
стоящий из двух совместно работающих 
материалов: бетона и стали [1]. 

С точки зрения механики бетон харак
теризуется следующими особенностями:

нелинейной зависимостью деформаций 
от напряжений;

различным сопротивлением растяже
нию и сжатию, а именно – прочность бе
тона при растяжении в 10 – 20 раз ниже, 
чем при сжатии;

способностью к трещинообразованию 
и, как следствие, к появлению деформаци
онной анизотропии и нарушению сцепле
ния между бетоном и арматурой;

увеличением объема при трехосном 
сжатии (эффект дилатации), что связано с 
нарушением его структуры;

существенной зависимостью прочност
ных свойств от температуры;

значительной ползучестью и усадкой.
Для железобетона как композиционно

го материала характерны следующие осо
бенности совместной работы бетона и ар
матуры:

зацепление в трещине (нагельный эф
фект) – способность арматуры передавать 
усилие перпендикулярно к своей оси в про
цессе скольжения двух берегов трещины; 

ослабление бетонных сечений каналами 
арматуры и др.

Для учета вышеназванных особенностей 
бетона и железобетона в реальных кон

струкциях необходимо применение различ
ных теорий деформирования и прочности 
бетона, а также валидация математических 
моделей на основе экспериментальных ис
следований.

В программных системах конечно
элементного анализа существует большое 
количество моделей деформирования и 
прочности железобетона, учитывающих в 
той или иной мере нелинейные физико
механические свойства бетона и арматуры. 
В таблице представлен список моделей же
лезобетона в различных программных си
стемах конечноэлементного анализа (пе
речень не претендует на полноту). Жирным 
шрифтом выделены модели бетона, кото
рые, по мнению авторов, наиболее полно 
описывают особенности данного материала 
и широко используются в расчетной прак
тике.

Практически во всех вышеперечислен
ных моделях реализован достаточно уни
версальный подход к описанию нелиней
ных прочностных свойств бетона, который 
заключается в следующем.

Для описания перехода материала из 
упругой в пластическую стадию деформи
рования используется понятие критерия 
текучести [5]:

2 1( , ,  ),fI F I= θ κ

где 

2
1 1 2 3 2

3
3

1
3 ;   tr( );  

2
1

tr( )
3

I p I

I

= = σ + σ + σ =

=

S

S

– инварианты тензора напряжений;  
p= −S Esσ p= −S Es  – девиатор тензора напряже

ний; κ  – вектор внутренних переменных 
материала; θ  – инвариант Лоде (коорди
ната цилиндрической системы координат 
Лоде). 

В трехмерном пространстве главных на
пряжений первый инвариант I1 пропорцио
нален расстоянию от начала координат до 
точки, соответствующей текущему напря
женному состоянию, вдоль гидростатиче
ской оси σ1 + σ2 + σ3  = 0. Второй инвари
ант 2I  пропорционален эквивалентным 
касательным напряжениям, а также рас

(1)
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стоянию от текущего напряженного состо
яния до гидростатической оси. Инвариант 
Лоде θ  соответствует третьему инварианту 
I3 и определяет угловую координату точки в 
пространстве главных напряжений.

Критерию текучести (1) соответствует 
функция текучести

2
2 1[ , , ( )] 0.ff I F I= − θ κ =

Уравнения (1), (2), представленные в 
обобщенной форме, являются универсаль
ными для всех рассматриваемых моделей 
бетона. Различия состоят в виде и характере 
функции Ff (I1, θ, κ), вектора параметров κ и 
особенностях описания процесса накопле
ния повреждений, прогрессирующего раз
рушения, реономных свойств бетона.

Во многих моделях бетона наряду с по
верхностью текучести используются поверх
ности прочности, позволяющие определять 
предельные напряженные состояния бетона 
и процесс разрушения материала (рис. 1). 
Предельная поверхность прочности опре
деляет напряженные состояния материа
ла, при достижении которых происходит 

возникновение в материале необратимых 
повреждений, что приводит к эволюции 
поверхности допустимых напряженных со
стояний. Остаточная поверхность прочно
сти соответствует состоянию полного раз
рушения материала. 

Предельная и остаточная поверхности 
прочности являются стационарными, в то 
время как актуальная поверхность текуче
сти изменяется в соответствии с варьиро
ванием внутренних переменных материала, 
описывающих образование пор и микро
трещин в бетоне. 

На рис. 1 изображена «крышка» по
верхности текучести 1, которая не только 
описывает наличие предела упругости ма
териала под действием гидростатического 
сжатия, но и позволяет учесть влияние по
ристости бетона на сопротивление сдвиго
вым деформациям. 

Для описания октаэдрического профи
ля поверхности прочности бетона исполь
зуются цилиндрические координаты Лоде  
(r, θ, z), представляющие собой аналог ин
вариантов тензора напряжений I1,2,3:

Т аблица

Модели деформирования и прочности железобетона в различных программных системах [2 – 4]

Программная система Модель деформирования и прочности бетона

ANSYS
Concrete Model

Geological Cap Model
ANSYS/LSDYNA RHT Concrete Strength

LSDYNA

Solid and Foam Model (Mat 5)
Pseudo-Tensor (Mat 16)

Orientated Crack (Mat 17)
Geological Cap (Mat 25)

Concrete Damage (Mat 72)
Concrete Damage Rel3 (Mat 72R3)

Brittle Damage (Mat 96)
Soil Concrete (Mat 78)

Winfrith Concrete (Mat 84)
Johnson Holmquist Concrete (Mat 111)

Schwer Murray Cap (Mat 145)
CSCM Concrete (Mat 159)

ABAQUS
Concrete Smeared Cracking
Cracking Model for Concrete
Concrete Damage Plasticity

(2)
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Состоянию трехосного сжатия соответ
ствует значение координаты Лоде θ = 30°. 
Учет зависимости от θ в формулах (1), (2) 
осуществляется путем умножения меридиа
на сжатия Ff (I1, 30°, κ) на масштабирующую 
функцию Γ(θ, I1). В литературе представле
но множество видов функции Γ(θ, I1) (см., 
например, работу [6]). Наиболее широко 
применяются функции Вильяма – Варнке 
(Willam – Warnke), Мора – Кулона (Mohr –  
Coulomb), Гудехуса (Gudehus) [7].

Практически во всех известных моделях 
бетона существует возможность учета ар
матуры. При этом используются различные 
методики: от добавления распределенной 
«жесткости» в направлениях армирова
ния до прямого моделирования отдельных 
стержней арматуры, арматурной сетки  
и т. п. Для материала арматуры, как пра
вило, задается упругопластическая модель 
прочности.

Программная система ABAQUS

Опыт моделирования железобетонных 
конструкций в различных программных си
стемах привел к выводу об оптимальности 

системы ABAQUS для решения большин
ства инженерных задач; основанием для та
кого вывода служат ее следующие преиму
щества:

широкий набор моделей деформирова
ния и прочности бетона, которые учиты
вают различные особенности данного ма
териала (трещинообразование, различная 
работа на растяжение/сжатие, дилатация, 
взаимодействие бетона с арматурой и др.);

возможность проведения расчетов с при
менением как неявных (система ABAQUS 
Standard), так и явных (ABAQUS Explicit) 
схем численного интегрирования;

учет реономных свойств бетона, реали
стичное моделирование работы железобе
тона при динамических (в том числе ци
клических, знакопеременных) нагрузках.

В документации программной системы 
ABAQUS [8] дано подробное описание мо
делей деформирования и прочности бето
на и железобетона. Приведены результаты 
сравнения расчетов с натурными экспе
риментами. Подтверждена достоверность 
и высокая точность конечноэлементных 
расчетов.

Вместе с тем, для проведения сложных 
статических и динамических расчетов желе
зобетонных конструкций необходимо вни
мательное изучение влияния всех входящих 

Рис. 1. Поверхности текучести (1) и прочности (2 – предельная, 3 – остаточная) бетона  
на плоскости инвариантов тензора напряжений; pt, pu, pc – предельные значения гидростатического 

давления; εp – псевдопластическая деформация; D – обобщенный параметр поврежденности.  
Стрелками показана последовательность процесса нагружения бетона

(3)
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в постановку задачи параметров и условий.
С целью исследования и отработки при

менения модели деформирования и прочно
сти железобетона “Concrete Smeared Crack
ing” программной системы ABAQUS был 
проведен ряд расчетов простейших железо
бетонных конструкций (балок, плит, стен) 
на статические и динамические нагрузки. 
Изучалось влияние различных параметров 
конечноэлементной постановки задачи на 
сходимость расчета и его результат.

Трещинообразование – это важнейшая 
особенность бетона; реалистичное опи
сание его работы после образования тре
щины определяет достоверность расчета в 
целом. В рассматриваемой модели образо
вание трещины происходит, когда в дан
ном элементе конечноэлементной модели 
достигается поверхность прочности в про
странстве напряжений, называемая поверх
ностью трещинообразования (crack detec
tion surface). Эта поверхность определяется 
линейной связью между гидростатическим 
давлением и эквивалентным по Мизесу 
напряжением. При выполнении условия 
возникновения трещины ее ориентация 
фиксируется и учитывается в дальнейшем 
расчете. В каждой точке интегрирования 
может присутствовать не более трех тре
щин, причем они всегда ориентированы в 
трех ортогональных направлениях. 

Модель “Concrete Smeared Cracking” реа 
лизует логику «распределенного трещино
образования»: в процессе расчета отдель
ные макротрещины не возникают. Присут
ствие трещины влияет на ход численного 
решения посредством изменения жесткости 
материала в данной точке интегрирования 
конечноэлементной модели. В рассматри
ваемой модели бетона работа материала на 
сжатие описывается линейным участком 
кривой «деформациянапряжение», затем 
нелинейным участком с достижением пре
дела прочности на сжатие, и далее ниспада
ющей ветвью диаграммы деформирования. 
Работа бетона на растяжение описывается 
линейным участком вплоть до достижения 
предела прочности на растяжение и после
дующей ниспадающей (кусочнолинейной) 
ветвью диаграммы деформирования. Ни
спадающая ветвь приближенно описывает 

влияние трещин на работу бетона.
По результатам численных исследований 

[4] было выявлено, что описание ниспадаю
щей ветви диаграммы деформирования при 
растяжении в переменных «напряжение
деформация» обеспечивает сходимость 
и точность решения для конструкций с 
большим коэффициентом армирования. В 
случае слабо армированных конструкций 
наблюдается существенная зависимость 
результатов от конечноэлементного раз
биения: увеличение подробности сетки не 
приводит к сходимости решения.

Замечено, что применение критерия 
трещинообразования, определяемого по 
удельной энергии разрушения, приводит к 
меньшей зависимости результатов от струк
туры конечноэлементного разбиения [4]. 
Отмеченное снижение влияния наиболее 
заметно при расчете слабо армированных 
конструкций, поэтому в рамках именно та
кого подхода и рекомендуется проводить 
их расчеты. Можно показать, что данный 
критерий позволяет описать ниспадающую 
ветвь диаграммы деформирования в пере
менных «напряжениеперемещение».

В данной работе ниспадающая ветвь 
диаграммы деформирования была пред
ставлена участком прямой, который свя
зывает  точку, соответствующую пределу 
прочности на растяжение, с такой точкой 
на оси деформаций/перемещений, ког
да  растягивающие напряжения, нормаль
ные к поверхности трещины, становятся 
равными нулю. Иными словами, при со
ответствующем значении деформаций/
перемещений, нормальных к плоскости от
крытой трещины, элемент бетона перестает 
сопротивляться растяжению. В результате 
проведенного нами анализа установлено, 
что энергетический критерий обеспечива
ет большую устойчивость вычислительно
го процесса, чем деформационный аналог. 
Увеличение перемещений 0

tu  и деформа
ций 0

tε  неизменно приводит к стабилиза
ции вычислительного процесса.

Ключевую роль при отработке методи
ки расчета железобетонных конструкций с 
учетом нелинейных свойств бетона и арма
туры играет настройка численных алгорит
мов расчета. В связи с существенной нели
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нейностью подобных задач, в документации 
[8] при использовании неявного решателя 
ABAQUS Standard рекомендуется примене
ние модифицированного алгоритма Рикса 
с автоматическим вычислением шага при
ращения перемещений и нагрузок. Данный 
алгоритм представляет собой модифициро
ванную процедуру Ньютона – Рафсона [9].

Особенностью указанного алгоритма 
является параметрическая управляемость 
величины нагрузки ходом процесса сходи
мости численной модели. Один из вход
ных параметров для алгоритма Рикса – это 
количество подшагов нагружения, в соот
ветствии с которым и определяется при
ращение нагрузки, а также ее абсолютное 
значение на данном подшаге. Таким об
разом, задание числа подшагов определяет 
результирующее значение силовой нагруз
ки, приложенной к модели. В зависимости 
от величины параметров сходимости дан
ное значение может оказаться меньше зада
ваемой пользователем нагрузки, но может 
его и превысить.

Максимально допустимые значения не
вязок по силам и моментам, установленные 
по умолчанию в настройках нелинейного 
решателя Рикса, требуют внесения коррек
тив, а точнее – их увеличения до единиц 
процентов. В ходе работы было проведено 
несколько экспериментов с целью изучения 
минимальных значений данных невязок, 
обеспечивающих сходимость численного 
процесса. Нижняя граница для рассмотрен
ных задач составляла 1 %.

Методика применения  
явных схем интегрирования

Следующим этапом исследования была 
отработка методики применения явных схем 
интегрирования системы ABAQUS Explicit 
для расчета железобетонных конструкций 
на статические нагрузки. Программную си
стему ABAQUS Explicit, предназначенную 
для решения динамических задач, можно 
эффективно использовать для решения ста
тических задач нелинейной механики при 
квазистатической постановке задачи. Для 
решения задач статики с помощью явных 
схем интегрирования (т. е. в динамической 
постановке) нужно прикладывать нагруз

ки достаточно медленно для  устранения 
инерционных эффектов. Однако при этом 
время расчета с помощью явных методов 
становится неприемлемо длительным. Од
ним из удобных методов ускорения рас
чета служит «масштабирование массы». 
Фиктивно увеличивая плотность бетона и 
стали арматуры в 1000 раз, в соответствии 
с условием Куранта устойчивости разност
ных схем [10], величина устойчивого вре
менного шага возрастает в 10 раз. 

Применение явных схем в данной за
даче позволяет существенно увеличить 
скорость расчета. Согласно полученным 
результатам, явный метод расчета обеспе
чивает лучшую сходимость, по сравнению 
с неявным: амплитуды перемещений и на
грузок, достигнутые при явном расчете, за
метно превышают данные величины при 
неявном аналоге. Более того, во всех про
веденных экспериментах наблюдалась схо
димость численных решений. 

Замечено, что неявный метод более кон
сервативно описывает процесс трещино
образования и разрушения бетона. Вместе 
с тем, добиться сходимости неявного мето
да при значительных амплитудах нагрузок 
возможно не всегда. Уточнение конечно
элементной сетки приводит к сближению 
кривых «смещение – приложенная на
грузка» для явной и неявной схем в обла
сти сходимости последней. В то же время, 
уточнение конечноэлементной модели 
существенно замедляет процесс явного ре
шения. Таким образом, применение явных 
схем при расчете статических нелинейных 
задач механики железобетона целесообраз
но при амплитуде нагрузок на конструк
цию, превышающих предел сходимости не
явного метода. Особо эффективны явные 
схемы при расчете конечноэлементных 
моделей со сравнительно небольшим чис
лом степеней свободы. Следует отметить, 
что вопрос влияния конечноэлементной 
сетки на расчет железобетонных конструк
ций явными и неявными методами требует 
дополнительного анализа.

Моделирование арматуры в бетоне

Были также проведены исследования 
в области разработки методики моделиро
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вания арматуры в бетоне. Согласно работе 
[11], в конечноэлементных расчетах, на
ряду с прямым объемным моделированием 
стержней арматуры, можно выделить сле
дующие модели арматуры в бетоне: дис
кретная (discrete), встроенная (embedded), 
распределенная (smeared). В первой из них 
узлы стержневых элементов для арматуры 
совпадают с узлами объемной конечно
элементной сетки для бетона. Во второй – 
узлы сеток арматуры и бетона не совпада
ют, но связаны уравнениями совместности. 
В распределенной модели предполагается, 
что арматура равномерно распределена по 
элементам конечноэлементной сетки для 
бетона.

Согласно схеме дискретного связанно
го армирования, применяются стержневые 
элементы, которые имеют общие узлы с  
объемными элементами. Данная схема ис
пользуется достаточно редко ввиду необхо
димости строгого геометрического совпаде
ния узлов объемной сетки с расположением 
стержней арматуры.

По схеме встроенного армирования так
же применяются стержневые элементы, но 
объемные и стержневые элементы имеют 
отдельные узлы, и при этом задаются урав
нения связи между соответствующими сте
пенями свободы в узлах.

В соответствии со схемой распределен
ного армирования арматура учитывается 
в объемных элементах неявно – как рас
пределенная жесткость в направлении ар

мирования. Материал арматуры может при 
этом считаться упругопластическим. Дан
ный подход широко применяется в случае 
геометрически простых схем расположения 
арматуры в объемных бетонных массивах.

В программной системе ABAQUS, как 
правило, применяются методики встро
енного и распределенного армирования. 
Встроенное армирование реализовано 
с помощью технологии “Embedded Ele
ments”, которая автоматически формирует 
уравнения связи между степенями свобо
ды в узлах объемной сетки для бетона и 
в узлах стержневых элементов арматуры. 
Распределенное армирование моделирует
ся с помощью технологии “Rebar Layers”, 
которая позволяет учитывать наличие упо
рядоченных массивов арматуры с помощью 
создания геометрических поверхностей 
(плоскостей, цилиндрических или иных 
поверхностей) и задания параметров арми
рования: шага между стержнями арматуры, 
диаметра стержней, механической модели 
материала арматуры. В обоих случаях воз
можно использование нелинейных механи
ческих моделей для стали арматуры.

Нами был проведен сравнительный ана
лиз обоих указанных методов моделирова
ния арматуры. Рассматривалась задача о 
статическом нагружении железобетонной 
плиты. Нагрузка на плиту передается на две 
симметричные области на верхней грани 
плиты посредством контакта с абсолютно 
твердым телом. Амплитуда вертикального 

Рис. 2. Модели железобетонной плиты со встроенным (а)  
и с распределенным (б) армированием (бетонная часть не показана)

а) б)
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перемещения достигала 100 мм. На рис. 2 
приведены геометрические модели балки с 
двумя видами армирования. 

Плоскости, показанные на рис. 2,б, 
представляют собой слои распределенного 
армирования, соответствующие дискретной 
структуре арматуры (см. рис. 2, а).

На рис. 3, а показаны напряжения 1σ  в 
бетоне, в центральном элементе на нижней 
грани балки, в зависимости от вертикаль
ного перемещения плиты; на рис. 3, б –  

соответствующее изменение суммарной по 
модели энергии деформации в процессе 
нагружения. Данные результаты соответ
ствуют модели с десятью стержнями про
дольной арматуры в слое.

Результаты как для напряжений в кон
кретной точке конструкции, так и для 
энергии деформации совпадают с достаточ
ной степенью точности. График изменения 
энергии деформации наглядно указывает 
на диссипацию энергии вследствие обра

Рис. 3. Зависимости  напряжения 1σ  (а) и энергии деформации (б) в бетоне  
(в центральном его элементе на нижней грани балки) от вертикального смещения плиты; 

1, 2 – встроенное и распределенное армирование соответственно

а)

б)
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зования трещин в процессе нагружения.  
В целом по результатам исследований сде
лан вывод о том, что распределенная мето
дика армирования преувеличивает несущую 
способность для малой плотности армиро
вания и обеспечивает соответствие с более 
подробной встроенной моделью для высо
кой плотности армирования (отношение 
шага армирования к характерному размеру 
конструкции в направлении армирования –  
примерно 1 : 10).

Аналогичное сравнение проведено в 
программной системе ANSYS. Использо
валась нелинейная модель бетона “Con
crete” и соответствующий ей тип конечного 
элемента Solid65. Были рассмотрены дис
кретный и распределенный методы арми
рования. Установлено, что второй метод  
обеспечивает запас прочности по напря
жениям и перемещениям, по сравнению с 
первым. 

Определение параметров распределен
ного армирования неразрывно связано с 
процедурой гомогенизации, т. е. с опреде
лением эффективных физикомеханических 
свойств композитного материала на макро
уровне. В связи с этим потребовалось про
ведение дополнительного исследования, 
которое ставило своей целью отработку 
методики моделирования арматуры по рас
пределенной схеме в программной системе 
ANSYS. 

При построении конечноэлементной 
модели железобетонной конструкции гео
метрическая область задания материала со 
свойствами распределенного армирования, 

соответствующая области расположения 
арматуры в реальной конструкции, может 
определяться с большей или меньшей сте
пенью детализации. На рис. 4 показана одна 
и та же балка с продольной и поперечной 
арматурой в качестве примера применения 
детальной и обобщенной схем распреде
ленного армирования. 

Сравнение результатов расчетов, рас
сматривающих действие статических сило
вых нагрузок, показало, что использование 
обобщенной схемы армирования обеспе
чивает запас прочности по напряжениям 
и перемещениям, относительно детальной 
распределенной схемы. В то же время обе 
указанные схемы распределенного арми
рования обеспечивают запас прочности по 
перемещениям и напряжениям относитель
но дискретной схемы армирования. 

Таким образом, расчетным путем нами 
обоснована пригодность распределенных 
методов армирования в программной си
стеме ANSYS для обоснования прочности 
железобетонных конструкций, в том числе 
ответственных сооружений АЭС.

Развитые подходы использованы для 
решения задачи расчетного обоснования 
конструктивнотехнологических решений 
при модульном возведении монолитных 
железобетонных конструкций. Постановка 
настоящих исследований вызвана острой 
необходимостью расширения номенклату
ры стыков рабочей арматуры на объектах 
атомного энергетического строительства с 
целью снижения трудоемкости их изготов
ления и ускорения сроков строительства, 

Рис. 4. Модели балки с продольной и поперечной арматурой с применением детальной (а)  
и обобщенной (б) схем распределенного армирования

а) б)
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но без ущерба надежности и безопасности 
АЭС. 

Анализ нагружений монолитных  
железобетонных плит

Рассматривались задачи о статическом 
знакопостоянном и динамическом ударном 
нагружениях монолитных железобетонных 
плит с моделями петлевых арматурных 
стыков (стыков Передерия). Такие плиты  
представляют собой объединение стыкуе
мых железобетонных конструкций, которое 
выполняется с помощью петлевых арматур
ных выпусков; внутри них бетон объеди
нения работает в условиях всестороннего 
сжатия. Данный стык является универсаль
ным: он обеспечивает работу объединенной 
конструкции не только на срез, изгиб, но и 
на растяжение.

В разработанном алгоритме создания 
конечноэлементной модели, расчета и ана
лиза результатов все геометрические разме
ры конструкции и физикомеханические 
свойства материалов задаются параметри
чески. Это позволяет определять оптималь
ные размеры конструкции, схемы армиро
вания, типы бетона и арматуры, исходя из 
условий работы и степени ответственности 
сооружений.

Особый интерес в этой задаче представ
ляло определение механизма разрушения, 
а также общих закономерностей процес
са трещинообразования плит с петлевыми 
стыками. На рис. 5 показана диаграмма по

врежденности, которая характеризует про
цесс образования трещин и разрушения 
бетона, а также распределение осевых на
пряжений в арматуре в области петлевого 
стыка.

Полученные в результате численного 
расчета напряженнодеформированное со
стояние плит с петлевым армированием и 
процесс образования трещин согласуются 
с экспериментальными данными, а также 
подтверждают некоторые из гипотез, отно
сящихся к процессу разрушения подобных 
конструкций [12]. Расчетным путем было 
подтверждено предположение о том, что 
определяющим фактором, влияющим на не
сущую способность подобных конструкций, 
следует считать возникновение радиально 
расположенных трещин по контуру петлевых 
стыков, а не первичных трещин на нижней 
грани плиты под областями приложения на
грузки, как это случается при простом про
дольном армировании. При моделировании 
наблюдалось возникновение диагональных 
трещин в горизонтальной плоскости между 
соседними петлевыми стыками. Кроме того, 
подтверждено предположение, что наличие 
поперечной арматуры внутри петлевых сты
ков (замковая арматура) существенно влия
ет на несущую способность железобетонных 
плит. Установлено, что наибольшие растя
гивающие напряжения в арматуре локали
зованы в местах перехода прямолинейных 
участков нижнего ряда стержней в окруж
ные участки.

Рис. 5. Диаграмма поврежденности бетона (а) и распределение напряжений (б) в арматуре 

а) б)
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Заключение

Итак, в результате проведенных иссле
дований были получены следующие резуль
таты:

определены области применимости раз
личных методов конечноэлементного мо
делирования арматуры в бетоне;

сформулированы рекомендации по 
выбору и применению нелинейных ма

тематических моделей деформирования и 
прочности бетона в различных программ
ных системах конечноэлементного ана
лиза;

определены расчетным путем характер 
напряженнодеформированного состояния 
и свойства процесса разрушения монолит
ных железобетонных плит с моделями пет
левых арматурных стыков.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КРОККО  
В ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА

С целью расширения множества решений предельная задача Крокко для 
переноса консервативной примеси заменяется условием минимума положи
тельного функционала. Показано, что существуют инварианты предельной за
дачи Крокко, фиксирующие моменты распределения концентрации первой и 
второй степени. При этом плотность распределения концентрации в форму
лировке экстремальной задачи удовлетворяет двойственному условию Дюгема, 
типичному для слабой топологии на сопряженном пространстве. Установлено, 
что действительные решения предельной задачи Крокко не зависят от рода 
предельных условий в задаче Фурье: предельные условия для уравнения Крок
ко инвариантны и его решения обладают инвариантностью по отношению к 
предельным условиям. 

ПРЕДЕЛьНАЯ ЗАДАЧА, РЕШЕНИЕ, ЭКСТРЕМАЛьНОЕ УСЛОВИЕ, ТОПОЛОГИЯ СЛА
БАЯ, ДВОЙСТВЕННОСТь, КОНТАКТНАЯ ГРАНИцА.

Введение

Распространение консервативной  при
меси в сплошных средах, как правило,  
изучается в терминах предельной задачи 
Фурье. Такая постановка предельной за
дачи для уравнений переноса используется 
в известных автору классических работах 
по математическому анализу (Л. Шварца, 
С.Г. Михлина, С.Г. Крейна и др.), а также 
в курсах гидродинамики [1, 2]. 

 Исходным пунктом для описания рас
пространения теплоты (и иной пассивной 
и консервативной примеси) в одном изме
рении служит условие неразрывности для 
теплового потока:

0,
h q
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂


где pdh c dT= ρ  – дифференциал объем
ной плотности распределения энтальпии, 

T
q

x
∂

= −κ
∂

  – плотность потока теплоты 

(вычисляется по закону Фурье). 

Частное :
p

a
c
κ

=
ρ

 известно как коэффи

циент переноса (коэффициент температу
ропроводности). 

Ввиду консервативности примеси (тем
пература, энтальпия) дивергентные члены 
отсутствуют. С учетом указанных условий 
получаем уравнение следующего вида: 

.
T T

a
t x x

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
Вместо явления теплопроводности 

можно рассматривать, например, диффу
зию влаги в пористом теле, и пусть тогда  
z = z(t, x) – плотность распределения кон
сервативной примеси. Условие неразрыв
ности для  потока примеси принимает вид:

( ) ,
z z

b z
t x x

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
где b – коэффициент переноса консерва
тивной примеси с плотностью распреде
ления (концентрацией) z = z(t, x). Во всех 
случаях коэффициенты переноса a, b име

(1)

(1a)
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ют размерность м2/с.  
Пусть 

D(z) = (0 < t < ∞, 0 < x < ∞);

(0, ) ( , 0) 1 ( , ) 0z x z t z t= − = ∞ =

 – предельные условия для уравнения (1а). 
Вместо простейших (типичных) пре

дельных условий можно рассматривать их 
смешанный вариант (см. ниже). Далее счи
таем, что существует гомеоморфизм

f: (0, 1) → R1, f ≥ 0,

такой, что b = b0 f(z). 
Достаточно предполагать, что f ∈ L1(0, 1),  

т. е. распределение f отличается от непре
рывного распределения на множестве ну

левой меры. Преобразование 
0

:
2

x

b t
ζ =  

приводит предельную задачу для уравнения 
(1а) к следующему виду:

( ) 2 0,  

(0) 1 ( ) 0.

d dz dz
f z

d d d

z z

 
+ ζ = ζ ζ ζ 

− = ∞ =

Согласно известным представлениям, 
предельная задача (2) возникает в различ
ных диффузионных проблемах: в неуста
новившейся фильтрации, в гидродинамике 
пограничного слоя (предельная задача Бла
зиуса) и других [3–6]. Как правило, ищутся 
либо численные, либо приближенные ре
шения уравнения (2). Например, известно 
следующее приближенное решение пре
дельной задачи (2):

erfc ( ).z = ζ
цель настоящей статьи состоит в де

монстрации преимущества преобразования 
переменных 

0

( ), ( ) ,
zdz

j z z d
d

= ϕ = ζ τ
ζ ∫

сводящего предельную задачу (2) к предель
ной задаче Крокко:

2

2
2 ( ) 0, (0) '(1) 0.

d
f z

dz
ϕ

ϕ + = ϕ = ϕ =
2

2
2 ( ) 0, (0) '(1) 0.

d
f z

dz
ϕ

ϕ + = ϕ = ϕ =

Основные преимущества преобразования (3а)

Действительно, уравнение в предельной 
задаче (2) приводится к виду

( ( ) ) 2 0.
d

j f z j
dz

 + ζ = 
 

Это означает, что  либо j = 0, либо 

( ( ) ) 2 0.
d

f z j
dz

+ ζ =

Если провести формальное интегриро
вание, а именно

0

( ) ( ) 2 ( ),  ( ) : ( ) ,  

1
(0) 0,  , '(1) 0, ,

''( )

z

f z j z z z t dt

d
  j

dz z

= − ϕ ϕ = ζ

ϕ
ϕ = ζ = ϕ = =

ϕ

∫

то уравнение в предельной задаче (4) по
лучается немедленно. 

Решение предельной задачи (4) приво
дится в статье [3] для случая f(z) = z (за
дача Блазиуса); оно получено в виде сте
пенного ряда по z, т. е. по схеме Блазиуса. 
Удобство полученного автором статьи [3] 
решения состоит в том, что радиус сходи
мости ряда не меньше единицы и аналити
ческого продолжения решения (изменения 
шкалы), в отличие от решения Блазиуса, 
не требуется.

В работе [4] изучены предельные квази
линейные задачи вязкого взаимодействия, 
связанные с уравнением Крокко, и указа
ны классы точных решений. Работа [5] (это 
известный справочник по дифференциаль
ным уравнениям) содержит набор групп Ли, 
удобных при построении автоморфизмов 
решений нелинейных предельных задач. 
Недавняя работа [6] (препринт) содержит 
обзор классической задачи Блазиуса. При
водятся оценки  нижней и верхней границ 
для частичных сумм степенных и асимпто
тических разложений.  

Предельная задача Крокко

Типичная предельная задача Крокко (4) 
обладает рядом преимуществ, по сравне
нию с традиционной предельной задачей 
(2). К таким преимуществам следует отне
сти следующие утверждения:

1. Прежде всего, 

D(z) = (ζ: 0 < ζ < ∞).

В задаче Крокко распределение  
ϕ: (0, 1) → R1 задано на компакте;

(2)

(3)

(3a)

(4)
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2. Кроме того, (2)(0, ),z C∈ ∞  тогда как 
для «потенциала» ϕ(z) ограничения сла
бее. В связи с этим справедлива следующая 
лемма.

Лемма 1. С предельной задачей Крокко (4) 
связана следующая вариационная задача:

21

0

1
( ,1)

2

(1)
( ) ln inf 0.

d
S

dz

f z dz

 ϕ ϕ = +  
ϕ

+ → ≥ϕ 

∫

Доказ а т ельс тво . Действительно, 
уравнение предельной задачи (4) равно
сильно канонической системе:

( )
,  ,

2
d d f z
dz dz

ϕ ψ
= ψ = −

ϕ
и, следовательно, 

1: (0 (1), 0 )

,  .

d
H R

dz
H d H

dz

ϕ
∃ < ϕ < ϕ < ψ < ∞ → ⇒ =

∂ ψ ∂
= = −

∂ψ ∂ϕ

 

Распределение H(z,ϕ,ψ) представляет со
бой гамильтониан системы. Плотность рас
пределения действия (лагранжиана) S(ϕ,z), 

: , , : ,
dS S d

H z
dz dz

 ∂ ϕ
Λ = = − ϕ ψ = + ψ ∂ϕ 

есть распределение, двойственное с рас
пределением H по Юнгу – Лежандру. Тем 
самым лемма 1 доказана.

Таким образом, для решения вариаци
онной задачи достаточно, чтобы

(1) (2) (1)
2 2(0,1);  (0,1) (0,1),W C Wϕ ∈ ⊂

и топология вариационной формулиров
ки оказывается шире (сильнее) топологии 
предельной задачи (2), которая не допуска
ет никакой прямой вариационной форму
лировки;

3. Ввиду предельных условий задачи  
Крокко выполняется следующее тожде
ство:

21 1

0 0

1
( ) .

2
d

dz f z dz
dz

ϕ  = 
 ∫ ∫

А это и означает, что 

2(0,1),
d

L
dz

ϕ
ζ = ∈

и в силу неравенства Коши, тем более 

1(0,1).Lζ ∈  
Следовательно, для любой неотрица

тельной функции f ∈ L1(0, 1), отделенной 
от нуля почти всюду, существует ненулевое 
решение предельной задачи (4); 

4. Вдоль характеристики предельной за
дачи Крокко (4) выполняется следующее 
условие:

2
2(1)

( ) ln ,
d

f z
dz

ϕ ϕ  − = αζ  ϕ 
где α – константа. 

Для равенства (6а) справедлива и другая 
запись: 

2

1 1
( ) ln ,  : .

1
d

f z
dz

ϕϕ  = β β =  ϕ − α 
При z = 1, ζ = 0 условие (6а) выполня

ется тождественно. Пусть 

ζ → +0, z → 1–0, f(1) = 1.

Тогда в этом случае 
2

( ) (1) exp
( )

z
f z

 ζ
ϕ = ϕ − β 

и распределение 

ϕ: (0, 1) → (0, ϕ(1)) ⊂ R1

непрерывно слева в точке z = 1: 

ϕ(z) → ϕ(1–0), z → 1–0.

Константа α или связанная с ней кон
станта β выбираются так, чтобы при  
z → 0 (ζ → ∞) условия (6а) и (6б) выполня
лись асимптотически, т. е.

2 (1)
lim ( ) ln 0.f z
ζ→∞

 ϕ
ζ − β = ϕ 

Отсюда видно, что константы α и β игра
ют роль демпфирующих множителей.

Далее в наших конкретных расчетах 
предполагается, что α = 0, β = 1. 

 Кратко сформулируем полученные 
важные выводы, необходимые  для реше
ния предельной задачи Крокко.

Вопервых, задача (4) связана с некото
рой вариационной задачей, допускающей 
значительное расширение топологии. 

Вовторых, в этой задаче существу
ют инварианты, трактуемые как моменты 
первого и второго порядка концентрации z,  

(5)

(6a)

(6б)

(6)
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а именно –
1

0

1
2

0

(1) sup ( );

1
,

2

z
dz z

dz f

ϕ = ζ = ϕ

ζ =

∫

∫
причем норма исчисляется в L1(0, 1).

Втретьих, ввиду равенств (5) и (6), 
а также неравенства Коши, оказывается 
справедливым неравенство

21

0

1

0

21 1
2

0 0

(1)
( ) ln

1 (1)
( ) ln

2

1 (1)
( ) ln .

2

d
f z dz

dz

f z dz

f z dz dz

 ϕ ϕ  + =   ϕ  
 ϕ

= + ≤ ϕ 

 ϕ
≤ + ϕ 

∫

∫

∫ ∫

 Теперь допустим, что кроме этого,  
f ∈ L2(0, 1) и 

21 1
2

0 0

1 (1)
( ) ln inf 0,

2
f z dz dz

 ϕ
+ → ≥ ϕ 

∫ ∫

т. е. нижняя грань для распределения (5) 
выбрана с некоторым «запасом», достаточ
ным для увеличения левой части (5). Это 
означает, что если коэффициент перено
са f(z) ограничен по норме L2(0, 1), и, тем 
более по норме L1(0, 1), то распределения 
ϕ(z) и –j(z) достигают максимума. Если же 
ограничено распределение ϕ(z) (ограничен 
поток концентрации –j(z)), то коэффици
ент переноса  минимален по норме L2(0, 1), 
и, тем более по норме L1(0, 1) [7]. Легко ви
деть, что сформулированное утверждение 
представляет перефразировку принципа 
Дюгема. 

Для дальнейшего изложения материала 
важна следующая лемма.

Лемма 2. Пусть f(z) ≥ 0 почти всюду на 
промежутке 0 < z < 1. Тогда в предельной 
задаче Крокко (4) не существует точки, со-
пряженной с z = 1. Другими словами, суще-
ствуют ненулевые решения предельной задачи 
(4) такие, что  либо ( ) 0,  ''( ) 0,z zϕ ≥ ϕ <  либо 

( ) 0,  ''( ) 0.z zϕ < ϕ >  
Доказ а т ельс тво   мотивировано тем, 

что в предельной задаче (4) ζ > 0, ϕ > 0 и 

имеет место первый случай – положитель
ного монотонно возрастающего решения 
(2диффеоморфизм). 

результаты решения предельной  
задачи Крокко (4)

решение 1. На характеристике предель
ной задачи (4) запишем следующее равен
ство:

2
1 ( ) (1)

, , ln 0,
2 2

d d f z
H z

dz dz
ϕ ϕ ϕ   ϕ = − =    ϕ   

и тогда переменные разделяются, а имен
но:

0 0

( ) ;
(1)

ln

(1)
( ) ln .

z d
f d

f z

ϕ ω
τ τ =

ϕ
ω

ϕ
ζ =

ϕ

∫ ∫

В правой части равенства (7) можно вы
полнить простые преобразования:

0

(1)
( ) (1)erfc ln ,

z

f d
 ϕ

τ τ = πϕ   ϕ 
∫

откуда для плотности потока концентрации 
сквозь плоскость ζ = 0 (x = 0) получаем 
следующее выражение:

1

0

1

0

1
(1) ( ) ,  

2
(1) ( ) .

(1)

f d

j f d
f

ϕ = τ τ
π

− = τ τ
π

∫

∫
Пусть ( ) ,mf z z=  m ≥ 0. Тогда решение 

(7) принимает вид
2

2(1)
erfc ln .

m

z
+  ϕ

=     ϕ  
В этом случае справедливо выражение

2(1) (1)
ln erfc ln ,

m
m+  ϕ ϕ

ζ =     ϕ ϕ  

и для степенного распределения коэффи
циента переноса получим:

2 4
(1) , (1) .

( 2) ( 2)
j

m m
ϕ = − =

π + π +

тестирование решения. Пусть m = 0. Тог

(7)

(7а)

(8)

(7б)

(7в)

(8а)
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да, в силу справедливости выражений (7б) 
и (7в), получаем:

(1)
erfc ln erfc( ),z

 ϕ
= = ζ  ϕ 

и, как легко видеть, (1) 2 / ,j− = π  т. е. ре
шения задачи Крокко (4) и задачи (2) со
впадают. 

Теперь пусть m = 1. Это «чистый» слу
чай традиционной задачи Крокко. Тогда  
получаем такие выражения:

2
3

1
3

(1)
erfc ln ,

(1) (1)
ln erfc ln ,

2
( ) (1) exp .

z

z
z

  ϕ
=     ϕ  

  ϕ ϕ
ζ = ⋅     ϕ ϕ  

 ζ
ϕ = ϕ − 

 

Интегральные характеристики переноса 
приобретают следующие значения: 

2 4
(1) 0,37; (1) ,

3 3
jϕ = = − =

π π
и они близки к решению Блазиуса. 

Далее, пусть m = 2. Тогда получается из
вестная аппроксимация:

 
(1)

erfc ln ,z
 ϕ

=   ϕ 

и затем –

(1) (1)
ln erfc ln ,  

2
(1) exp ,  

1 1
(1) , (1) .

2

z

j

 ϕ ϕ
ζ = ⋅   ϕ ϕ 

ζ ϕ = ϕ − 
 

ϕ = − =
π π

Наконец, если  m >> 1, то мы можем 
записать, что

( )

0,  (1),  1,  (1);

(1) (1)
ln erfc ln ;

2 4
(1) , 1 .

z z

j
m m

= ϕ < ϕ = ϕ = ϕ

  ϕ ϕ
ζ =     ϕ ϕ  

ϕ = − =
π π

Примечание. Особая точка распределе
ния (7в) – это ϕ = 0. Рассмотрим поведе
ние ζ(ϕ) в окрестности нуля. Пусть в (7в)  
ϕ << 1, тогда  справедлива асимптотика:

2
2 221 (1) (1)

ln .

mm
m mm + ++      ϕ ϕ

ζ ≅      ϕ ϕπ     

Очевидно, при m << 1 полученное асим
птотическое распределение совпадает с (7в) 
и ζ(0) = ∞. Наоборот, при m >> 1 получает
ся распределение

1
,

(1)
ϕ

ζ =
ϕπ

и ζ(0) = 0. Следовательно, при малых зна
чениях параметра m распределение ζ(ϕ) 
представляет собой  биективный диффео
морфизм, т. е. ζ(0) = ∞, ζ(ϕ(1)) = 0. Други
ми словами, перенос плотности распреде
ления концентрации в условиях, «близких» 
к линейным, охватывает весь промежуток  
0 < ζ < ∞. При сильной нелинейности, ког
да m >> 1, распределение ζ(ϕ) – сюрьектив
ный диффеоморфизм и всякому значению 
ζ соответствует не менее двух значений ϕ в 
промежутке значений ϕ, 0 < ϕ < ϕ(1). Рас
пределения ζ(ϕ) для различных значений m 
представлены на рис. 1. 

Левые ветви графиков показаны пункти
ром. Это означает, что ненулевые значения 
плотности распределения концентрации 
локализованы на промежутке 0 < ζ < ζmax,  
а при ζ > ζmax – концентрация нулевая. Та
кого рода решения нелинейных предельных 
задач  известны, например в теории неста
ционарной фильтрации, и связаны с об
разованием локальной водяной линзы при 
нестационарной подаче воды в грунт [1].

решение 2. Пусть теперь вместо условия 
при x = 0 (ζ = 0) в предельной задаче (2) 
используется смешанное условие вида

0

(0) ,
dz

z
d ζ=

 
α + = β ζ 

где α, β – постоянные. 
Тогда 

0 0( ) (0, ),  : (0)D z z zϕ = =

и предельная задача Крокко формулирует
ся следующим образом:

(2а)
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02 '' ( ) 0,  (0) '( ) 0.f z zϕϕ + = ϕ = ϕ =

Ее решение имеет вид

0
0

0

0

( )
( ) ( )erfc ln ,

( )
( ) ln .

z z
f d z

z
f z

 ϕ
τ τ = πϕ   ϕ 

ϕ
ζ =

ϕ

∫

В частности, для степенного измене
ния коэффициента переноса, т. е. когда  
f(z) = zm,

2
2

0

0

( )
erfc ln .

mzz
z

+  ϕ
=     ϕ  

В этом случае вместо (7в) получается 
распределение вида

0

2

( )
ln

(1) (1)
erfc ln ln .

m

m
m

z
z

+

ϕ
ζ = =

ϕ

  ϕ ϕ
=     ϕ ϕ  

0

2

( )
ln

(1) (1)
erfc ln ln .

m

m
m

z
z

+

ϕ
ζ = =

ϕ

  ϕ ϕ
=     ϕ ϕ  

Для нахождения максимальной предель
ной плотности распределения концентра
ции z0 для степенного распределения ко
эффициента переноса, в силу соотношения 
(7д), имеем следующее условие:

2
2

0 0

2
( ).

2

m

z z
m

+

= πϕ
+

Кроме этого условия, из уравнения (2а) 
следует еще одно:

0
0

0

( )
(0) 2 .

m

z
z j

z
ϕ

= β − α = β + α

Тогда, с учетом условия (9), получаем:
2

2
0 0

4
.

( 2)

m

z z
m

−α
= β +

π +

Рис. 1. Результаты тестирования решения 1 предельной задачи Крокко.  
Представлены плотности распределения концентрации ζ(ϕ/ϕ1) при различных значениях 

параметра m: 0 (1), 1 (2), 2 (3), m = ∞ (4).  
Пунктиром показаны левые ветви графиков

(4а)

(7г)

(7д)

(7е)

(7е)

(9)
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Например, пусть m = 0. Тогда 

0 .
2

1
z

β
=

α
−

π
При m = 2  

0z
α

= β +
π

и т. д.
Очевидно, что формулы (7б) и  (7д) за

дают типичные для всех предельных за
дач распределения потенциала Крокко по 
концентрации (рис. 2), пригодные для всех 
значений параметров внешнего теплообме
на β, α. 

Поток концентрации на левом кон
це промежутка изменения переменной ζ,  
–j(z0), явно зависит от параметров задачи 
β, α:

2
0 02

0 0
0

2 ( ) 4
( ) .

( 2)

m

m

z z
j z z

z m

−ϕ − β
− = = =

απ +

решение 3. Пусть f(z) – кусочно
постоянное распределение вида 

0 0

1 0

( ) ,   0 ;

( ) ,   1,

f z f z z

f z f z z

= < <


= < <
где z0 – концентрация примеси в точке 
контакта (на контактной плоскости). 

Требуется найти положение контакта,  
т. е. значение ζ = ζ0 в предположении, что 
контакт идеальный, т. е. что z(ζ) – непре
рывное распределение концентрации:

0 0( 0) ( 0) 0.z zζ − − ζ + =

В данном случае удобно применить сле
дующее аналитическое продолжение реше
ний предельной задачи Крокко: сперва нуж
но решить предельную задачу Крокко при 
условии D(ϕ) = (0, 1) и с коэффициентом 
переноса f0. Это решение позволит найти 
значение ϕ(z0) и решить предельную задачу 
Крокко на промежутке (z0, 1) с предельным 
условием на левом конце промежутка:

Рис. 2. Типичные распределения потенциала Крокко по концентрации при различных 
значениях параметра m: 0(1), 1 (2), 2 (3), 10 (4), 100 (5)
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0 0( 0) ( 0),z zϕ − = ϕ +

причем очевидно, что непрерывность по
тенциала Крокко в точке z = z0 не зависит 
от идеальности контакта.

Итак, полагаем, что

0 * * 0

* *

0 ,  2 '' 0,

(0) ' (1) 0,

z z f< < ϕ ϕ + =

ϕ = ϕ =

причем

* *(1) : .ϕ = Φ
Тогда решение предельной задачи (10а) 

есть

*
0 *

*

erfc ln .f z
 Φ

= πΦ   ϕ 

Из решения (11а) следует выражение

*
0 *

0 * 0

erfc ln .
( )

z
f z

 Φπ
= Φ   ϕ 

На промежутке z0 < z < 1 ставится пре
дельная задача при D(ϕ*) = (z0,1):

* *
1

* *
0 * 0

2 '' 0,

( ) ( ) '(1) 0,

f

z z

ϕ ϕ + =

ϕ − ϕ = ϕ =

которая имеет решение
*

*
1 0 *

*

0

( ) erfc ln

 erfc ln ,

f z z
  Φ  − = πΦ −

  ϕ 
 Φ  −

 ϕ 
где введены обозначения: 

ϕ*(1) := Φ*, ϕ*(z0) = ϕ*(z0) := ϕ0.

Пусть в формуле (11б) z = 1; тогда

*
*

0
1 0

1 erf ln .z
f

 π Φ
 − = Φ
 ϕ 

Введем число Прандтля для переноса σ 
и безразмерный потенциал Крокко F, опре
делив их как

*
*
*

0

: , : .F
Φ Φ

σ = =
ϕΦ

По определению F > 1, так как ϕ(z) – 
монотонно возрастающая функция. В этом 
случае формулы (12а) и (12б) можно пере
писать однотипно, т. е.

*
0

0

*
0

1

erfc( ln( ));

1 erf(ln ).

z F
f

z F
f

π
= σΦ σ

π
− = Φ

И, наконец, справедливо тождество, 
равносильное условию трансверсальности 
на контакте, т. е. непрерывности первой 
производной ϕ(z) на контакте – 

ζ(z0 – 0) = ζ(z0 + 0):

0 1ln( ) ln .f F f Fσ =

Допустим, что nf0 = f1. Тогда из тожде
ства (14) сразу же получается формула

1.nF −σ =
Таким образом, 

    σ > 1, если n > 1 (f0 < f1);  
и σ < 1, если n < 1 (f0 > f1).

Следовательно, в силу равенств (13), 
имеем:

10

0

erfc( ln )
.

1 erf( ln )
nz n F

nF
z F

−=
−

Теперь пусть n = 1 (σ = 1). Тогда в 
силу формулы (13а) получается тождество, 
справедливое для любого z0  на интервале  
0 < z0 < 1.

Итак, пусть z0, f0,1, n – заданы. Тогда по
следовательность решения задачи, постав
ленной в этом разделе, такая:

1. Из равенства (13а) находим значе 
ние F;

2. Из равенства

0 1 0ln lnf F f n Fζ = =

 находим  мгновенное значение координа
ты контакта;

3. Из равенства

0 0 0 1( 0) ( 0) ,j z f j z f− = +

определяем изменение плотности потока 
примеси на  контакте. 

Получаем в результате следующие рас
пределения потенциала Крокко на проме
жутках (0, z0), (z0, 1): 

* 0

*
0

( ) ( ),  0 ;

( ) ( ),  1,

z z z z

z z z z

ϕ = ϕ < <


ϕ = ϕ < <

(10а)

(11а)

(12а)

(10б)

(11б)

(12б)

(13)

(14)

(13а)
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как один диффеоморфизм на всем проме
жутке D(ϕ) = (0, 1) для различных чисел 
σ(n) (рис. 3).

Видно, что потенциал ϕ* есть сужение ϕ 
на промежуток (0, z0), а ϕ

* есть сужение ϕ на 
промежуток (z0, 1). Геометрически распре
деление ϕ* совпадает с распределением ϕ* 
на промежутке 0 < z < z0 и служит огибаю
щей для распределения ϕ(z) на всем про
межутке 0 < z < 1.

Выводы

Предельная задача для уравнения Крок
ко сводится к однородным предельным 
условиям на концах промежутка, независи
мо от рода граничных условий.

Достаточное условие, разделяющее 

действительные и виртуальные решения 
предельной задачи Крокко, обнаруживает 
двойственность, типичную для слабых топо
логий: либо ограничивается коэффициент 
переноса для распределения концентрации 
при максимальном потоке концентрации, 
либо минимизируется распределение коэф
фициента переноса при ограниченном по
токе концентрации. 

Существуют инварианты предельной за
дачи Крокко. При заданном распределении 
коэффициента переноса неизменны момен
ты  второй степени плотности распределения 
концентрации, и при заданной наибольшей 
плотности потока концентрации остается 
неизменным момент первой степени плот
ности распределения концентрации.

Рис. 3. Распределения потенциала Крокко на промежутке D(ϕ) = (0, 1)  
для случаев σ < 1,  n < 1 (a) и σ > 1,  n > 1 (б); σ = Φ*/Φ*; Φ* = ϕ*(1), Φ* = ϕ*(1)

а) б)
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РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ  
эЛЕКТРОМАГНИТНО-АКУСТИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ  
ДЛЯ УЛЬТРАЗВУКОВОГО НЕРАЗРУшАЮщЕГО КОНТРОЛЯ

Статья посвящена проектированию электромагнитноакустических преоб
разователей (ЭМАП) для ультразвукового неразрушающего контроля металли
ческих изделий. Выполнены теоретические расчеты ряда параметров преобра
зователей и магнитной системы, а также измерены диаграммы направленности 
излучения прямых и наклонных ЭМАП для разных типов волн на нескольких 
частотах. Проведено сравнение экспериментальных и теоретических данных. 
Результаты могут быть использованы для оптимизации параметров ЭМАП при 
их проектировании. 

УЛьТРАЗВУКОВОЙ НЕРАЗРУШАЮщИЙ КОНТРОЛь, ЭЛЕКТРОМАГНИТНО
АКУСТИЧЕСКИЙ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛь (ЭМАП), УЛьТРАЗВУКОВАЯ ВОЛНА, SV И SH
ПОЛЯРИЗОВАННыЕ ВОЛНы, ДИАГРАММА НАПРАВЛЕННОСТИ.

Введение

Неразрушающий контроль с примене
нием ультразвука находит все большее при
менение в современном машиностроении.  
И это вполне закономерно, поскольку де
тали современных машин и оборудования 
становятся все более сложными и дорого
стоящими, а последствия их непредсказуе
мых разрушений катастрофическими. Наша 
страна является родиной ультразвуково
го неразрушающего контроля (УЗК): С.Я. 
Соколов, работавший в Ленинграде, запа
тентовал его в 1928 году; и поэтому Россия 
традиционно занимает по УЗК ведущие по
зиции в мире. Особенно это относится к 
теоретическим разработкам.

Вместе с тем традиционная ультразву
ковая методика с применением пьезопре
образователей (ПЭП), наряду с множеством 
преимуществ по сравнению с другими не
разрушающими методами контроля (ра
диационным, магнитным, оптическим, 
вихретоковым и др.) обладает своими 
специфическими недостатками. Среди них 

самым существенным следует считать не
обходимость поддерживать хороший аку
стический контакт излучающей поверхно
сти ПЭП с поверхностью контролируемых 
изделий.

В связи с этим одним из самых перспек
тивных считается разработанный в СССР 
метод ультразвукового неразрушающего 
контроля с применением электромагнитно
акустических преобразователей (ЭМАП). 
Измерения с помощью этого прибора по
зволяют осуществлять контроль бесконтак
тно, без использования согласующих сред, 
с высокими скоростями и даже при на
личии грубых, шероховатых поверхностей 
изделий. При этом диапазон волн, исполь
зуемых при таком контроле, оказывается 
шире, чем таковой с использованием пье
зопреобразователей, и это открывает до
полнительные возможности для УЗК. Так, 
с применением ЭМАП соответствующей 
конструкции можно: 

 возбуждать и принимать волны, спо
собные проходить вдоль изделий вне зави
симости от состояния их границ;
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использовать волны, в которых части
цы среды колеблются как в нормальной 
к поверхности контроля плоскости (SV
поляризованные волны), так и поперек нее 
(SHполяризованные волны);

применять волны радиальной поляриза
ции;

производить измерения сквозь защит
ные покрытия, слои ржавчины, краски, в 
условиях высоких и низких температур, ра
диации и вакуума.

Тем не менее, в настоящее время УЗК с 
применением ЭМАП используется все же 
достаточно редко. И на это есть объектив
ные причины. Прежде всего, конструкция 
ЭМАП оказывается значительно сложнее, 
чем у ПЭП. В самом деле, если работа ПЭП 
определяется пятьюсемью конструктив
ными параметрами, то ЭМАП зависит уже 
от тридцати и более параметров. В связи с 
этим создание наилучших конструктивных 
решений ЭМАП вызывает существенные 
трудности. А если принять во внимание, что 
достаточно полной теории, с помощью ко
торой можно было бы оптимизировать все 
их характеристики, не существует до насто
ящего времени даже для ПЭП, то это тем 
более относится к теоретическому аппарату 
ЭМАП. С другой стороны, и эксперимен
тальное исследование ЭМАП не дает всей 
полноты необходимых для этого сведений. 
В самом деле, опытное изучение какого
либо явления эффективно только тогда, 
когда изменяется один из его параметров, а 
все остальные при этом остаются прежни
ми. Для ЭМАП такое состояние достигается 
с большим трудом. А поэтому ныне суще
ствующие и зачастую неплохо работающие 
ЭМАП обязаны своим возникновением в 
большей мере таланту и опыту разрабаты
вающих их исследователей, чем теории или 
накопленным опытным данным.

В целом можно констатировать, что ти
повые ЭМАпреобразователи представляют 
собой конструкцию из магнитов большой 
индукции, экранов и катушек токопрово
дов, расположенных по отношению друг к 
другу различным образом. При этом чаще 
всего применяются устройства, в которых 
магнит, экран и катушка располагаются 
последовательно над поверхностью контро

ля. Магнит служит для создания мощного 
магнитного поля, которое проникает в по
верхность контроля по нормали и по каса
тельной к ней. Катушка применяется для 
создания вихревого электрического поля 
заданной поляризации, которое возбуждает 
в токопроводящей среде токи Фуко. По
следние, вступая во взаимодействие с по
стоянным магнитным полем, генерируют 
силы Ампера, служащие источником меха
нических напряжений. Именно таким явля
ется основной механизм возбуждения уль
тразвуковых сигналов с помощью ЭМАП в 
токопроводящих объектах. Экран служит 
для отражения вихревого электромагнит
ного поля, создаваемого катушкой, с целью 
увеличения его полезной составляющей, 
понижения уровня акустических шумов, 
идущих от магнитопровода, и управления 
направленностью излучаемого звука.

Другим механизмом возбуждения уль
тразвуковых сигналов в объектах контро
ля служит эффект магнитострикции, т. е. 
изменение размеров и формы локальных 
объемов ферромагнитных материалов в пе
ременном магнитном поле. Однако послед
ний механизм реализуется сравнительно 
редко, поскольку он эффективен только на 
сравнительно низких частотах и зачастую 
сопровождается значительными акустиче
скими шумами.

Обратный эффект, т. е. прием акустиче
ских сигналов с помощью ЭМАП, осущест
вляется благодаря возникновению ЭДС в 
токопроводах катушки, которые находятся 
в постоянном магнитном поле и подверга
ются электромагнитным излучениям сво
бодных электронов объекта контроля под 
действием акустических волн. При этом, в 
соответствии с теоремой взаимности, аку
стические характеристики преобразовате
лей при излучении и  приеме оказываются 
идентичными. Так, избирательность волн и 
диаграммы направленности излучения пре
образователей соответствуют таковым при 
их работе в качестве приемников.

В большинстве ЭМАП применяются 
постоянные магниты. Они дешевле, про
ще в эксплуатации, надежны и не требу
ют специальной электрической системы 
подмагничивания. Однако указанные маг
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ниты настолько сильно притягиваются к 
ферримагнитным объектам контроля, что 
их перемещение вдоль поверхности требу
ет значительных усилий или использова
ния специальных механических устройств. 
И данное обстоятельство в определенной 
мере усложняет эксплуатацию ЭМАП, осо
бенно при контроле быстродвижущихся 
объектов. Поэтому в последнее время все 
чаще используют электромагниты, которые 
свободны от указанного недостатка.

Характеристики излучения и приема ЭМАП

При конструировании магнитной си
стемы ЭМАП встречаются определенные 
трудности. Так, при использовании одно
полюсных плоских магнитов не всегда 
удается получить большие индукции, что 
в значительной мере понижает амплитуды 
излучаемых и принимаемых ими акустиче
ских сигналов. В то же время с помощью 
двухполюсных магнитов индукция посто
янного магнитного поля может быть суще
ственно повышена, однако однородность 
этого поля оказывается невысокой. И дан
ное обстоятельство ухудшает направленные 
характеристики излучения и приема ЭМАП. 
Разумеется, есть способы, с помощью ко
торых указанные факторы можно несколь
ко скорректировать, однако исключить их 
полностью нельзя. Для демонстрации этого 
утверждения на рис. 1 – 3 приведены со
ответствующие расчетные (но проверенные 
экспериментально для поверхности образ
цов) характеристики вертикальной состав
ляющей индукции указанных полей. На 
рис. 1 и 2 представлены  данные для одно
полюсных магнитов, а на рис. 3 – для двух
полюсных.

Глубина наблюдения во всех выполнен
ных расчетах составляла 10 мкм и выбрана 
потому, что именно на ней осуществляется 
наиболее полное преобразование электро
магнитного поля токопровода в силы Ам
пера. Очевидно, что экспериментально по
лучить такие зависимости  невозможно.

Как уже отмечалось, к одним из суще
ственных достоинств ЭМАП относится их 
способность работать с большими зазорами 
относительно поверхности контроля. При 
этом величина зазора ограничивается как 

уменьшением амплитуды постоянного маг
нитного поля с расстоянием (см. рис. 2),  
так и понижением амплитуды электромаг
нитных волн, возбуждаемых в твердых телах 
токопроводами катушки. Данные зависимо
сти также можно получить лишь расчетным 
путем, поэтому далее мы приводим соот
ветствующие теоретические результаты.

Постановка задачи

Рассмотрим типовую конструкцию  
(рис. 4), состоящую из прямых токопрово
дов 1, расположенных в воздушной среде 
2, объекта контроля 3, экрана 4 и однопо
люсного магнита 5.

Рис. 1. Характеристика вертикальной  
составляющей магнитного поля от одного  

полюса магнита сечением 26 × 26 мм  
на глубине 10 мкм при нулевом зазоре  
относительно поверхности контроля

Рис. 2. Нормированное ослабление индукции 
магнитного поля однополюсного магнита  
в зависимости от расстояния между ним  

и поверхностью контроля
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Рис. 3. Распределение вертикальной составляющей магнитного поля двухполюсного 
магнита размером 90 × 26 × 10 мм  с зазором между магнитом и поверхностью контроля 

7 мм при разных расстояниях между краями полюсов, мм: 2 (1), 10 (2), 20 (3)

Рис. 4. Схема к постановке задачи: 1 – токопроводы (сечение 2a × 2b, L – длина  
работающей части); 2 – воздушная среда; 3 – объект контроля (d – глубина контрольного 

слоя), 4 – экран (a3 × L0 × s); 5 – однополюсный магнит с поперечным сечением a4;  
B0 – вектор индукции магнитного поля 

Bz, Тл

l, мм

2

3
1
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Размер экрана 4, отражающего электро
магнитные волны в направлении оси y, 
равен a3, а в направлении x – L0. В про
дольном направлении x  длина работающей 
части токопровода равна L. Введем обо
значения: I0 – сила тока, протекающего в 
одном токопроводе; y0 – координата рас
сматриваемого токопровода в направле
нии y. Буквами iµ  обозначим магнитные 
проницаемости каждой из указанных сред 
i, символом iσ  – их проводимости, а iε  – 
магнитные проницаемости.

решения поставленной задачи

Соответствующие решения были по
лучены нами для горизонтальной (By) и 
вертикальной (Bz) составляющих вихрево
го магнитного поля, возбуждаемого вблизи 
поверхности плоских токопроводящих из
делий. Они выглядят следующим образом:

1 2
2 2 0 0 02

0

0 0 2

2
( , )Sinc( 2)

 Sinc( ) exp( );

y

D m z
B q L

k R

a ik m R

π
= − Ψ α β α ×

× β
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 Sinc( ) exp( ).

z

D m z
B i L

k R

a ik m R

π
= − β Ψ α β α ×

× β
 

В решении (1) использованы следующие 
обозначения:

0 0
1 2

;
2(2 )

I L
D

µ
=

π
 0 2 ;m x Rα =  0 2 ;m y Rβ =

2 2 2R x y z= + +  – расстояние от централь
ной части рассматриваемого токопровода 
до точки наблюдения; 0 2k = π λ  (λ  – длина 
электромагнитной волны в вакууме); 

0

j j
j j

i
m

µ σ 
= ωε − ω ε 

 

– отношение скорости электромагнитной 
волны в среде с номером j к ее скорости в 
вакууме;
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Эта функция учитывает влияние всех 
описанных выше параметров ЭМАП на 
индукцию вихревого электромагнитного 
поля, возбуждаемого одним токопроводом 
ниже поверхности контроля;  в функции  
Ψ2(α0 , β0) использованы следующие обозна
чения:

2 2 2
0 0 ;j jq m= α + β −  ;j j jQ q= µ

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0

( , ) Sinc( 2)Sinc( 2 )

exp( ( ))

S a L

i x y

α β = β α ×

× − α + β

– функция, описывающая отражающую 
способность экрана и магнита. 

Sinc( ) sin( ) ;X X X=  0 2 ;m x Rα =  

0 2 .m y Rβ =

Анализ факторов,  
влияющих на работу ЭМАП

Горизонтальная составляющая индук-
ции магнитного поля. Поскольку для рабо
ты ЭМАП наиболее важна горизонтальная 
составляющая индукции вихревого маг
нитного поля, рассмотрим только ее пове
дение. Расчеты проводились для глубины  
d = 10 мкм от поверхности контроля.

Из расчетов следует, что ослабление ам
плитуды волны с расстоянием от токопро
вода до объекта контроля носит экспонен
циальный характер (рис. 5) с показателями 
экспоненты, равными примерно 0,324 мм–1 
на частоте 100 кГц и 0,348 мм–1  на частоте 
1 МГц. При этом амплитуда данной волны 
в первом случае примерно в 2,5 раза мень
ше, чем во втором, т. е. повышение частоты 
способствует росту токов Фуко, а вместе с 
ними и амплитуды возбуждаемых акустиче
ских волн.

Представленный расчет относился к 
случаю свободного токопровода, располо
женного над объектом контроля. Однако 
при работе ЭМАП токопроводы катушки 
располагаются, как правило, под магнито
проводами, которые служат экраном, либо 

(1)
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под специальными экранами. В связи с 
этим  представляет интерес выяснить, как 
эти экраны влияют на магнитное поле, соз
даваемое токопроводами.

Влияние экранирования. Из результатов 
расчета следует, что чем меньше расстоя
ние от экрана до токопровода, тем боль
ше оказывается амплитуда излучаемой им 
электромагнитной волны и тем выше, чем 
ниже частота (рис. 6). Следует отметить, 
что имеющиеся теоретические и экспери
ментальные результаты свидетельствуют, 
что использование экрана, как правило, по
нижает амплитуду возбуждаемых электро
магнитных волн, и тем сильнее, чем выше 

их электропроводность и меньше угол на
блюдения относительно нормали к поверх
ности контроля. Объясняется это тем, что 
отраженная от экранов электромагнитная 
волна токопроводов приходит к поверхно
сти в противофазе с прямой падающей вол
ной, ослабляя таким образом их суммарное 
воздействие на возбуждаемый звук.

С другой стороны, если конструкция 
постоянных магнитов ЭМАП, магнитопро
водов и их взаимное расположение актив
но влияют на величину возбуждаемых и 
принимаемых акустических сигналов, то 
на поляризацию указанных волн, на диа
граммы направленности и на особенности 

Рис. 5. Зависимости горизонтальной составляющей индукции электромагнитной волны  
токопровода от расстояния до объекта контроля. Частота, кГц: 100 (а), 1000 (б)

а) б)

Рис. 6. Зависимости вертикальной составляющей индукции электромагнитной волны, 
излучаемой токопроводом, от его расстояния до экрана при зазоре между токопроводом 

и поверхностью контроля 1 мм. Частота, кГц: 100 (а), 1000 (б)

а) б)

Bz, Тл Bz, Тл
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работы преобразователей с ограниченными 
телами (пластины, стержни, трубопроводы 
и проч.) наибольшее воздействие оказывает 
конструкция катушек. Более того, именно 
конструкцией регулируется большинство 
характеристик ЭМАП, поэтому ее исследо
ванию мы уделяли особое внимание.

Влияние конструкции катушек. Большин
ство катушек состоит либо из круговых вит
ков типа «улитка», либо из токопроводов, 
соединенных различным образом (прямых 
или сфокусированных).  Рассмотрим осо
бенности их работы.

При использовании катушек в виде кру
говых витков ЭМАП излучает и принима
ет поперечные, радиально поляризованные 
акустические волны. Его преимуществами 
являются сравнительно высокая чувстви

тельность, широкополосность, надежность 
и неплохая направленность. К недостаткам 
можно отнести способность работать толь
ко по нормали к поверхности контроля, 
невысокая чувствительность к дефектам, 
в результате чего такие преобразователи 
нашли применение в толщинометрии, но 
не нашли его в дефектоскопии.

В самом деле, смещение частиц среды 
под действием такой волны выглядит так, 
как показано на рис. 7. Эти частицы коле
блются параллельно поверхности контроля, 
расходясь от центра диаграммы направлен
ности преобразователя (пунктирная окруж
ность на рисунке) и сходясь к нему.   Если 
же такие волны падают на дефект, располо
женный под центром диаграммы, то тогда 
сигналы, отражаемые различными его ча
стями, оказываются в противофазе друг с 
другом, а это ведет к снижению амплитуды 
принимаемого сигнала. И если дефект ока
зывается смещенным относительно цен
тральной части диаграммы, то это не только 
меняет амплитуду падающей волны, но и 
приводит к увеличению синфазных состав
ляющих сигналов, отражаемых различными 
частями дефекта. И тогда амплитуда вол
ны, принимаемой от дефекта, оказывается 
несколько большей. В случае же толщино
метрии указанный эффект не сказывается, 
поскольку отражателем сигналов здесь слу
жит противоположная плоскость изделия, 
которая не нарушает распределения поля

Рис. 7. Направления  смещения частиц среды  
в волне радиальной поляризации; Д – дефект

Таблица  1

расчетные параметры амплитуды  
излучения катушки круговой намотки

Параметр Значение

Диаметр катушки, мм
внутренний
наружный

1,6
14,2

Диаметр провода, мм 0,18

Число витков 30

Индуктивность, мкГн 11,2

Рабочая частота, МГц 1,25

Диаметр отражателя, мм 4,0
Расстояние от отражателя 
до поверхности, мм   

50
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ризации отраженной волны. 
Для демонстрации данного обстоятель

ства приведем результаты расчета и измере
ния амплитуды излучения катушки, кото
рая представляет собой соосно намотанную 
конструкцию в виде однослойной плотной 
спирали из медного изолированного про
вода диаметром 0,18 мм. Ее индуктивность  
и рабочая частота приведены ниже,  отра
жателем служило цилиндрическое отвер
стие диаметром 4 мм, расположенное на 
расстоянии 50 мм от поверхности, по ко
торой при измерении перемещался ЭМАП. 
Исходные параметры для расчета представ
лены в табл. 1.

Результаты измерений и расчета пред
ставлены графически на рис. 8. Видно, что 
вместо максимума излучения, соответству
ющего нормальному углу излучения ЭМАП, 
на экспериментальной кривой в указанной 
области наблюдается ослабление сигнала, 
причина которого объяснялась выше. Дан
ное обстоятельство существенно затрудняет 
измерение реальной характеристики излу
чения и приема круговых ЭМАП.

Анализ акустических полей

Пользуясь полученными решениями, 
исследуем акустические поля, поляризо
ванные различным образом и излучае
мые в твердые токопроводящие изделия 
электромагнитноакустическими преоб
разователями с прямыми токопроводами. 
Поскольку математический аппарат, ис
пользуемый в расчетах, достаточно сложен, 

приведем только его конечные результаты:
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Здесь приняты следующие обозначения: 
( , , )R tθσ θ ϕ  – напряженность поперечных 

SVполяризованных волн, зависящих от 
угла наблюдения θ  в вертикальной пло
скости и от угла наблюдения φ в горизон
тальной плоскости сферической системы 
координат; ( , , )R tϕσ θ ϕ  – то же для SH
поляризованных волн; R – расстояние от 
центра токопровода до точки наблюдения; 
t – текущее время от момента прихода им
пульсного сигнала к наблюдателю; 

0 0 2 02 tD B c I L∗ π
= µ σ  

( 0B – индукция вертикальной составляю
щей постоянного магнитного поля с уче
том его пространственной неоднородности; 
ct – скорость поперечных волн в материале 
контроля);
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Рис. 8. Нормированные расчетные (1)  
и экспериментальные (с применением цилиндрических отражателей) (2)  

характеристики направленности излучения (приема)  
катушки круговой намотки (см. табл. 1).

(2)
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Функция ( )f t  описывает временную 
форму применяемого импульсного сигнала 
и определяется генератором дефектоскопа, 
возбуждающего ЭМАП. Его наиболее целе
сообразная форма описывается функцией 

0( ) exp( ) cos( ),f t e t t
γ

γ η
= τ −η ω γ 

в которой 0 02 ,fω = π  0f  – рабочая частота; 
параметры γ  и η  характеризуют быстро
ту изменения нарастающей и убывающей 
частей импульсного сигнала. Их величины 
для импульсов, в наибольшей степени со
ответствующих реальным сигналам, равны 

2γ =  и 00,2 .η = ω  
Временнáя и спектральная характери

стики указанных импульсов приведены  
на  рис. 9.

Именно при такой временнóй форме 
импульсных сигналов генераторов достига
ется наивысшая чувствительность контроля 
с помощью ЭМАП при минимальной мерт
вой зоне и сравнительно невысоком уровне 
паразитных шумов. Вместе с тем на практи
ке часто применяют импульсные сигналы, 
представляющие собой экспоненциально 
затухающую синусоиду (рис. 10).

С одной стороны, ширина спектраль
ной плотности таких сигналов оказыва
ется существенно меньшей, однако это  
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а) б)

Рис. 9. Временнáя (а) и спектральная (б) характеристики сигналов, рекомендуемых  
для работы ЭМАП при f0 = 1 МГц

Рис. 10. Временнáя (а) и спектральная (б) характеристики сигналов,  
нередко применяемых при работе ЭМАП

а) б)

Рис. 11. Диаграммы излучения SVполяризованных волн одним токопроводом (длина – 30 мм)  
в направлении, перпендикулярном ему, на частотах 1 МГц (а) и 2 МГц (б) при различных  

значениях величины зазора, мм: 0 (1), 1 (2), 2 (3).  
Показаны доверительные интервалы, соответствующие 90 %м вероятностям обработки результатов

а)

б)

1

12

23

3
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достигается за счет увеличения мертвой 
зоны контроля и понижения его разрешаю
щей способности. В то же время сокраще
ние спектральной плотности сигналов при 
работе ЭМАП не приводит к улучшению 
ситуации.

Диаграммы направленности  
излучения токопровода

Данные измерений диаграмм направ
ленности излучения одного токопровода 
представлены в качестве примера на рис. 
11 и 12 с указанием доверительных интер
валов. 

Для сравнения  расчет тех же полей при 
зазоре, равном нулю, был выполнен с при
менением формул (2) и использованием па
раметров, приведенных в табл. 2.  Результа
ты расчета представлены на рис. 13.

Разумеется, что в данном случае трудно 
было ожидать полного соответствия рас
четных и экспериментальных кривых, по
скольку отсутствуют достоверные значения 
таких параметров ЭМАП, как электропро
водность, диэлектрическая и магнитная 
проницаемости магнитопровода, экрана и 
самого объекта контроля, а также величины 
всех зазоров. Тем не менее, если учитывать 

Рис. 12. Диаграммы излучения SHполяризованных волн одним токопроводом (30 мм)  
в направлении, соответствующем его длине, на частотах 1 МГц (а) и 2 МГц (б) при различных 

значениях величины зазора (те же, что на рис. 11)

а) б)

Таблица  2

Параметры, использованные для расчета  
акустических полей по формуле (2)

Параметр Значение

Размер экрана, мм 30 × 20 × 0,5 
Расстояние между экраном 
и токопроводом, мм

0,5

Магнитная проницаемость
экрана
объекта контроля 

50
20

Электропроводность, Ом∙м
экрана
объекта контроля

0
6∙105

1

2

3

1

2

3
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а) б)

в) г)

Рис. 13. Расчетные излучения SV(а,б) и SH(в,г)поляризованных волн, создаваемые  
тем же токопроводом ЭМАП (см. рис. 11 и 12) на частотах 1 МГц (а, в) и 2 МГц (б, г)

Рис. 14. Диаграммы направленности излучения SV(а) и SH(б) поляризованных волн,  
излучаемых токопроводом длиной 30 мм на частоте 1 МГц в двух плоскостях:  

по направлению токопровода (а) и по нормали к поверхности объекта контроля (б) 

а) б)
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сложность задачи, то качественное совпа
дение теоретических и экспериментальных 
закономерностей здесь налицо. На рис. 14  
приведены расчетные характеристики ука
занного токопровода в двух плоскостях: 
первая совпадает с поверхностью образца 
контроля и расположена по направлению 
токопровода, вторая  перпендикулярна 
этой поверхности и расположена внутри 
образца.

Таким образом, если максимум излуче
ния SVполяризованных волн соответству
ет нормали к длине токопроводов, то мак
симум SHполяризованных – направлению 
токопроводов. При этом направленность 
излучения определяется не только часто
той, но и длиной токопроводов, параметра
ми материалов, размерами экранов и маг
нитопроводов.

Кроме описанных объемных волн по
перечной поляризации, указанный токо

провод излучает также волны продольные, 
рэлеевские, головные, конусные и подпо
верхностные. Их анализ выходит за преде
лы данной статьи. В случае работы ЭМА
преобразователя с объектами ограниченных 
размеров, таких как пластины, трубопро
воды, рельсы и др., параметры указанных 
изделий оказывают решающее влияние на 
все характеристики излучаемых и прини
маемых преобразователем волн. В связи с 
указанными сложностями подобный  ана
лиз представляет собой отдельную серьез
ную задачу.

В целом можно констатировать, что 
именно из токопроводов, обладающих опи
санными характеристиками, формируется 
подавляющая часть современных ЭМАП. И 
от того, каким образом они располагаются 
на поверхности контролируемых изделий, 
зависят все параметры приборов, исполь
зующих ЭМАП. 

Таблица  3

расчетные типовые характеристики прямого ЭМАП

Параметр Значение
Количество параллельных токопроводов 36
Диаметр токопровода, мм 0,2
Длина токопровода, мм 15
Толщина медного экрана, мм 0,2
Размеры поперечного сечения экрана,мм 11,2 × 15,0

Примечание : Токопроводы питаются током генератора синфазно

Рис. 15. Расчетная (а) и экспериментальная (б) диаграммы направленности прямого ЭМАП, 
работающего на частоте 1 МГц, для различных значений величины зазора, мм:  0,65 (1), 

1,65 (2), 2,65 (3), 3,65 (4), 4,85 (5); U – напряжение на выходе усилительного тракта

а) б)
U, B
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Рис. 16. Экспериментальные диаграммы направленности наклонного ЭМАП, состоящего 
из трех меандров (расстояние между их токопроводами – 5,4 мм) на частоте 0,6 МГц  

при различных значениях величины зазора, мм: 0 (1), 1 (2), 2 (3), 3 (4), 4 (5)

Так, если токопроводы питаются то
ком генератора синфазно, то они излуча
ют (и принимают) ультразвуковые сигна
лы по нормали к поверхности контроля. 
Типовые характеристики излучения та
ких преобразователей приведены в табл. 3  
и на рис. 15.  

В поперечном направлении направлен
ность преобразователей определяется из
вестной формулой 

0/ sin ,L = λ θ

где λ  – длина поперечной акустической 
волны; 0θ  – угол первого минимума излу
чения.

Аналогичные токопроводы применя
ются и для конструирования наклонных 
ЭМАП, но к генератору тока они подклю
чаются в противофазе друг к другу. При 
этом максимум диаграммы направленности 
θ определяется расстоянием d между сосед
ними токопроводами и устанавливается с 
помощью формулы sin 2 .dθ = λ  Для боль
шей чувствительности этот угол стараются 
приблизить к значению угла

arcsin ( ),tc cθ =

где ct, c – скорости поперечных и про
дольных волн (соответственно) в материале 
контроля.  

Ширина указанных максимумов опре
деляется многими конструктивными осо
бенностями преобразователей. Типичные 

диаграммы направленности таких ЭМАП 
представлены на рис. 16. Под «меандром» 
в данном случае подразумеваются два то
копровода, подключенных противофазно. 
Из результатов эксперимента следует, что 
с увеличением зазора между преобразова
телем и объектом контроля амплитуда сиг
налов существенно убывает, однако мак
симум направленности и его ширина при 
этом меняются в меньшей степени. 

Влияние количества меандров на  
направленность излучения. Далее рассмо
трим, как изменяется направленность из
лучения ЭМАП при использовании различ
ного числа меандров (рис. 17 и 18).

На рис. 18 показаны расчетные харак
теристики тех же излучений (см. рис. 17), 
полученных при величине зазора 1 мм.

Из сопоставления результатов, приве
денных на рис. 17 и 18, следует, что расчет
ные характеристики излучения в целом со
ответствуют экспериментальным, несмотря 
на то, что при расчетах зачастую приходи
лось применять оценочные значения мно
гих электрических и магнитных параметров 
материалов. 

Заключение

В результате проведенных исследований 
можно констатировать, что имеющийся 
теоретический аппарат с точностью, доста
точной для практических целей, способен 
служить хорошим подспорьем при про
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Рис. 17. Экспериментальные зависимости  
диаграмм направленности ЭМАП от значений 

величины зазора (а – в)  и от числа  
составляющих ЭМАП меандров (1 – 3)  

на частоте 0,6 МГц. Величина зазора, мм:  
0 (а), 1 (б), 2 (в); количество меандров: 1 (1),  

2 (2), 3 (3)

Рис. 18. Расчетные характеристики  
направленности излучения ЭМАП, состоящих 
их разного числа меандров: 1 (а), 2 (б), 3 (в). 

Величина зазора – 1 мм

ектировании надежных электромагнитно
акустических преобразователей. 

Важно отметить, что перспективы раз
вития ультразвукового контроля с при
менением ЭМАП весьма обширны. Такие 
преобразователи особенно эффективны 
при экспрессконтроле таких протяженных 
объектов, как трубопроводы, пластины, 
различные емкости и рельсы. Более того, 
без применения ЭМАП осуществить такой 
контроль в полной мере и с достаточной 

надежностью вряд ли возможно. Однако 
данная задача далеко не является простой, 
поэтому без тесного взаимодействия биз
неса, теоретических и экспериментальных 
исследований, а также практических испы
таний ее невозможно разрешить должным 
образом.

а)

б)

в)

а)

б)

в)



72

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(201) 2014

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ

чАБАНОВ Владимир Емельянович – доктор технических наук, профессор кафедры эксперимен-
тальной физики Санкт-Петербургского государственного политехнического университета. 

195251, Россия, г. СанктПетербург, Политехническая ул., 29
vtchabanov@mail.ru

ЖУКОВ Виктор Александрович – ассистент кафедры экспериментальной физики Санкт-
Петербургского государственного политехнического университета. 

195251, г. СанктПетербург, Политехническая ул., 29
viczhukoff@yandex.ru

Chabanov V.E., Zhukov V.A. СALCULATION AND DESIGN OF EMAT FOR ULTRA-
SONIC NONDESTRUCTIVE TESTING.

The article focuses on the design of electromagnetic acoustic transducer (EMAT) for ultrasonic nonde
structive testing of metal products. Some theoretical calculations of a number of the inverter parameters have 
been carried out; the influence of the screening, the transducer sensitivity dependence on the gap between 
EMAT and the testing surface have been considered. The article also includes theoretical calculations of 
magnetic field distribution and parameters of EMAT magnetic system. The measurement results of radiation 
patterns of direct and oblique EMAT for a number of wave types at different frequencies are given. The ex
perimental and theoretical data were compared. The EMAT radiation directivity dependence on the number 
and the relative positions of the conductors carrying a current is also presented. The results of those studies 
can be used in optimizing the EMAT parameters in their design.

ULTRASONIC NONDESTRUCTIVE TESTING, ELECTROMAGNETIC ACOUSTIC TRANSDUCER (EMAT), ULTRA
SONIC WAVE, SV AND SHPOLARIzED WAVES, DIRECTIONAL DIAGRAM.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. чабанов В.Е., Жуков В.А. Особенно
сти ультразвукового контроля с применением 
электромагнитноакустических преобразовате
лей // В мире неразрушающего контроля. 2013. 
№ 1 (59). С. 36–43.

2. чабанов В.Е. Лазерный ультразвуковой 
контроль материалов. Л.: ЛГУ, 1986. 232 с.

3. Горделий В.И., чабанов В.Е., Неволин О.В. 
Исследование теории и особенностей работы 
вихретоковых электромагнитноакустических 
преобразователей // Материалы xVI Россий
ской научнотехнической конференции «Не
разрушающий контроль и диагностика». СПб. 
2002. C. 22–25.

4. чабанов В.Е., Горделий В.И. Изучение 
нормальных волн, распространяющихся в трубо
проводах, излучаемых ЭМАпреобразователями 
// 1я Национальная научнотехническая кон
ференция и выставка. Кишинёв, 21–24 октября 
2003. С. 26–33.

5. чабанов В.Е., Горделий В.И. Наклонные 
электромагнитноакустические преобразовате
ли и анализ их работы // Техническая диагно
стика и неразрушающий контроль. 2004. № 2. 
С. 40–45.

6. Горделий В.И., чабанов В.Е. Результаты 
экспериментального изучения влияния экранов 

на амплитуды и характеристики направленно
сти прямых ЭМАпреобразователей  // «Не
разрушающий контроль и диагностика», ХУ11 
Российская научнотехническая конференция. 
Екатеринбург, 2005. С. 123.

7. чабанов В.Е., Горделий В.И. Особенности 
SHполяризованных акустических волн, гене
рируемых электромагнитноакустическими пре
образователями // «Неразрушающий контроль 
и диагностика в промышленности». Тезисы до
кладов 5й Международной конференции. М.: 
2006. С. 132.

8. Ермолов И.Н. Теория и практика ультра
звукового контроля. М: Машиностроение, 1981. 
240 с.

9. Ермолов И.Н., Алешин Н.П., Потапов А.И. 
Неразрушающий контроль. В 5 кн. Кн. 2. Аку
стические методы контроля: Практ. пособие. 
Под ред. В.В. Сухорукова. М.: Высшая школа, 
1991. 283 с.

10. Ермолов И.Н., Ланге Ю.В. Неразрушаю
щий контроль. В 7 тт. Т. 3. Ультразвуковой кон
троль: Справочник. М.: Машиностроение, 2004. 
860 c.

11. Шкарлет Ю.М. Бесконтактные методы 
ультразвукового контроля. М.: Машинострое
ние, 1974. 56 с.



Приборы и техника физического эксперимента

73

REFERENCES

1. Chabanov V.E., Zhukov V.A. Osobennosti 
ul’trazvukovogo kontrolya s primeneniem 
elektromagnitnoakusticheskikh preobrazovateley. 
V mire nerazrushayushchego kontrolya, 2013,  
No. 1 (59), pp. 3643. (rus)

2. Chabanov V.E. Lazernyy ul’trazvukovoy 
kontrol’ materialov. Leningrad, LGU, 1986, 232 p. 
(rus)

3. Gordeliy V.I., Chabanov V.E., Nevolin 
O.V. Issledovanie teorii i osobennostey raboty 
vikhretokovykh elektromagnitnoakusticheskikh 
preobrazovateley. Materialy XVI Rossiyskoy nauchno-
tekhnicheskoy konferentsii “Nerazrushayushchiy 
kontrol’ i diagnostika”. St. Petersburg, 2002, pp. 22
25. (rus)

4. Chabanov V.E., Gordeliy V.I. Izuchenie 
normal’nykh voln, rasprostranyayushchikhsya 
v truboprovodakh, izluchaemykh EMA
preobrazovatelyami.   1-ya Natsional’naya nauchno-
tekhnicheskaya konferentsiya i vystavka. Kishinyov, 
2124 oktyabrya 2003, pp. 2633. (rus)

5. Chabanov V.E., Gordeliy V.I. Naklonnye 
elektromagnitnoakusticheskie preobrazovateli 
i analiz ikh raboty. Tekhnicheskaya diagnostika 
i nerazrushayushchiy kontrol’, No. 2, 2004,  
pp. 4045. (rus)

6. Gordeliy V.I., Chabanov V.E. Rezul’taty 

eksperimental’nogo izucheniya vliyaniya ekranov na 
amplitudy i kharakteristiki napravlennosti pryamykh 
EMApreobrazovateley. «Nerazrushayushchiy 
kontrol’ i diagnostika», 17th  Rossiyskaya nauchno-
tekhnicheskaya konferentsiya. Ekaterinburg, 2005,  
P. 123. (rus)

7. Chabanov V.E., Gordeliy V.I. Osobennosti 
SHpolyarizovannykh akusticheskikh voln, 
generiruemykh elektromagnitnoakusticheskimi 
preobrazovatelyami. “Nerazrushayushchiy kontrol’ 
i diagnostika v promyshlennosti”, Tezisy dokladov 
5-y Mezhdunarodnoy konferentsii. Moscow, 2006,  
P. 132. (rus)

8. Ermolov I.N. Teoriya i praktika ul’trazvukovogo 
kontrolya. Moscow, Mashinostroenie, 1981, 240 p. 
(rus)

9. Ermolov I.N., Aleshin N.P., Potapov 
A.I. Nerazrushayushchiy kontrol’. V 5 kn. Kn. 2. 
Akusticheskie metody kontrolya: Prakt. posobie. Pod 
red. V.V. Sukhorukova. Moscow, Vyssh. shk., 1991, 
283 p. (rus)

10. Ermolov I.N., Lange Yu.V. Nerazrushayushchiy 
kontrol’. V 7 t. T. 3. Ul’trazvukovoy kontrol’: Spravochnik. 
Moscow, Mashinostroenie, 2004, 860 p. (rus)

11. Shkarlet Yu.M. Beskontaktnye metody 
ul’trazvukovogo kontrolya. Moscow, Mashinostroenie, 
1974, 56 p. (rus)

THE AuTHORS

CHABANOV Vladimir E.
St. Petersburg State Polytechnical University,
29, Politechnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia
vtchabanov@mail.ru

ZHUKOV Victor A.
St. Petersburg State Polytechnical University,
29, Politekhnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russia
viczhukoff@yandex.ru

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2014



ФИЗИЧЕСКАя ОПТИКА

74

УДК 621.373.826

О.Л. Головков, Г.А. Купцова, В.А. Степанов

Рязанский государственный университет им. С.А. Есенина

СТАцИОНАРНОЕ РЕшЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ  
ТАНГА – СТАТцА – ДЕМАРСА ДЛЯ YAG:Nd-ЛАЗЕРА

Представлены два варианта записи системы уравнений Танга – Статца –Де
марса, объясняющих генерацию YAG:Ndлазером двух длин волн при темпера
туре 300 K: 1064,2 и 1061,5 нм. Проведенные расчеты показали некорректность 
введения релаксационных переходов между населенностями решеток инверсий 
подуровней мультиплета 4F3/2.

ДЛИНА ВОЛНы, ЛАЗЕР НА YAG:Nd, СПЕКТР ГЕНЕРАцИИ, ЛАЗЕРНАЯ МОДА, УРАВНЕ
НИЯ ТАНГА – СТАТцА – ДЕМАРСА.  

Введение

В настоящее время для объяснения при
чин одновременной генерации YAG:Nd
лазером двух длин волн – 1064,2 и 1061,5 
нм при температуре 300 K  выдвинуто два 
подхода к теоретической интерпретации 
данного явления. 

Впервые для описания двухволновой 
генерации в микрочипYAGлазере пред
ложены уравнения баланса [1], основанные 
на системе уравнений Танга – Статца – 
Демарса [2]:
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где Ik – интенсивность kй моды; D0, Dk –  
пространственнооднородная инверсия и 
ее решетки на переходе с верхним рабочим 
подуровнем А (11507 см–1); N0, Nk – то же 
для перехода с верхним рабочим подуров
нем В (11423 см–1); ||2 / ,G k= γ  ||/tτ = γ   
( ||γ

 
– скорость релаксации инверсии на

селенности); A – параметр накачки; ,ABw  
/BA ABw w w=  – скорости релаксацион

ных переходов между уровнями А и В  
(w = exp[(EB – EA)/ (kBT)]; ЕА, ЕВ – энергии 
уровней А и В; kВ – постоянная Больцма
на); ( )i

kg  – лоренцевы  формы линий уси
ления i-й компоненты, нормированные к 
сечению сильного перехода, равные

( )( )2( )
0

1
1 ;i i
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( )
0 0 ,
i

i
⊥

ω − ω
∆ =

γ

причем 0ω  – центр сильной линии усиле
ния на длине волны λ = 1064,15 нм; ( )

0
iω  – 

центр линии усиления iй линии усиления; 

iσ  – сечение перехода i-й линии усиления; 

0∆  – межмодовый интервал, задаваемый 
длиной резонатора; ⊥γ  – скорость релак
сации поляризации, равная полуширине 
однородной линии усиления. 

Авторы статьи [1] не приводят стацио
нарного решения системы уравнений (1), 
а дают упрощенный вариант решения для 
микрочипNd:YAGлазера, где рассма
тривают случай одночастотной генерации 
на длине волны 1061,5 нм, в связи с чем 
справедливо пренебрегают релаксационны
ми коэффициентами BAw  и ABw  между ре
шетками инверсий. Приведенная система 
уравнений (1) для одночастотной генера
ции, происходящей в микрочипNd:YAG
лазере, достоверно описывает экспери
ментальные результаты, представленные в 
статье [1].

Для обоснования важности учета ско
ростей релаксации ,BAw  ABw  авторы статьи 
[1] специально приравняли нулю величины 

,BAw  ABw  и показали, что учет скоростей 
релаксации в уравнениях баланса необ
ходим; при температуре 300 K 0,2,BAw =  

0,3.ABw =
Авторы статей [3, 4] обнаружили в YAG

лазере с длиной резонатора 30 мм генера
цию двух длин волн – 1064,2 и 1061,5 нм 
при температуре выше 300 K, когда про
исходит генерация множества аксиальных 
мод. Основой для первоначального анализа 
двухволнового режима генерации была си
стема уравнений (1), но проведенные рас
четы показали, что эта система не может 
корректно описывать спектр генерации 
многочастотного YAGлазера. 

Описание процессов, происходящих 
при генерации в YAGлазере, системой 
уравнений (1) [1] вызывает сомнение отно
сительно правомерности введения релакса
ционных коэффициентов BAw  и .ABw

Вопервых, наличие ограниченных ско
ростей релаксации BAw  и ABw  между одно

родными инверсиями подуровней в системе 
уравнений (1) должно приводить к больше
му обеднению населенности подуровня А 
мультиплета 4F3/2 (с него идет генерация на 
длине волны 1064,2 нм), чем населенности 
подуровня В (генерация на длине волны 
1061,5 нм). Такая математическая модель 
должна показать генерацию двух длин волн 
(1064,2  и 1061,5 нм) YAG:Ndлазером в 
пичковом режиме, когда инверсия верхнего 
подуровня А мультиплета 4F3/2 периодиче
ски обедняется и создаются благоприятные 
условия для генерации с более низкого по
дуровня В (длина волны – 1061,5 нм) при 
температуре 300 K, а этого не наблюдается 
на практике. 

Вовторых, необходимо отметить, что 
спектры генерации на длинах волн 1064,2 
и 1061,5 нм не пересекаются, поэтому и 
пространственно решетки инверсии не со
впадают.  В связи с этим применение ско
ростей релаксации BAw  и ABw   для решеток 
инверсий некорректно. Также некорректно 
утверждение, что индексы k для решеток 
инверсий Nk и Dk, генерирующих на разных 
длинах волн, совпадают, и потому решетки 
инверсий влияют друг на друга. 

 Втретьих, для обоснования важности 
учета скоростей релаксации BAw  и ABw  ав
торы статьи [1] приравняли нулю скорости 
релаксаций BAw  и ,ABw  чем постулировали 
отсутствие какойлибо связи между уров
нями А и В. Это привело к ошибочному 
выводу о необходимости учета скоростей 
релаксации в уравнениях баланса. 

Кроме того, в системе уравнений (1) 
параметр накачки А одинаков для обоих 
уровней, а это противоречит известным 
данным, согласно которым  / 0,3A A′ =  [5] 
(A, A′  – параметры накачки на уровни А и 
В соответственно). 

На основе того, что  «время жизни» на 
мультиплете 4F3/2  составляет 2,5·10–4 с и вре
мя релаксации между подуровнями муль
типлета 4F3/2 равно 10–7 с [6], авторы статей  
[3, 4]  предположили, что как только про
изойдет обеднение населенности какого
либо из подуровней мультиплета 4F3/2, тут 
же восстановятся населенности подуровней 
в соответствии с распределением Больцма
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на. Такой подход как раз соответствует об
щепринятой точке зрения [7, 8].

В связи с вышеизложенным, нами пред
ложены уравнения баланса [3, 4], основан
ные на системе уравнений Танга – Статца –  
Демарса и теоретическом описании влия
ния слабой линии усиления (длина волны –  
1064,4 нм) на спектр генерации (1064,2 нм) 
кольцевого лазера, представленного в рабо
те [5]:
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Системы уравнений (1) и (2) анало
гичны, но описывают разные физические  
процессы в лазерной среде. 

В данной статье приведены стационар
ные решения систем уравнений (1) и (2) 
для YAGлазера с длиной резонатора 30 мм 
и проведен сравнительный анализ расчетов 
спектров генерации при температурах 300 и 
180 K. На этом основании  сделаны выводы 
о правильности представленных теорий. 

Анализ  системы уравнений (1)  
для YAG:Nd-лазера

Для корректного анализа указанной си
стемы уравнений Танга – Статца – Демар
са считаем, что подуровням А и В мульти

плета 4F3/2 соответствуют разные параметры 
накачки [5]. Тогда получается следующее 
соотношение:
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Известно, что на спектр генерации 

YAG:Ndлазера на длине волны 1064,2 нм 
влияют два контура усиления (длины волн –  
1064,15 и 1064,40 нм) [6], расположенных 
на разных подуровнях мультиплета 4F3/2. 
Поэтому для разделения переменных D0 и 
N0 используем известный факт, что линия 
усиления на длине волны 1064,4 нм вносит 
вклад в спектр генерации на длине волны 
1064,15 нм, смещая его на 0,03 – 0,05 нм. 
Тогда можно записать следующие выраже
ния:
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где с – энергетический вклад линии уси
ления с длиной волны 1064,4 нм в спектр 
генерации на длине волны 1064,2 нм;  
I1, I2 – мощности генерации на длинах волн 
1064,2 и 1061,5 нм соответственно. 

Тогда система уравнений (1) имеет ста
ционарное решение: 
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Проведенные расчеты по системе урав
нений (5) показали, что спектр генерации 
YAG:Ndлазера зависит от коэффициента с.  
Так, при c = 0,052 происходит генерация 
двух длин волн – 1064,2 и 1061,5 нм при 
температуре 300 K, а при c = 0,060 – гене

рация одной длины волны 1064,2 нм при  
150 K. Максимум спектра генерации 
YAG:Ndлазера при температуре 300 K 
обычно равен 1064,2 нм, чему, соглас
но расчетам, соответствует значение  
c = 0,052 – 0,060. 

На рис. 1 графически представлены ре
зультаты расчетов модового состава генера
ции  YAG:Ndлазера при температурах 300 
и 180 K по системе уравнений (1) для сле
дующих исходных данных: 

длина резонатора – 30 мм 0( 0, 05);∆ =  
параметры накачки А = 7,7 и А' = 2,3; 
потери βk = 0,03А; 
коэффициент c = 0,054 (максимальная 

мощность генерации на длине волны 1061,5 
нм при температуре 180 K). 

С учетом  межмодового интервала 

0 0, 05,∆ =  для удобства расчетов положим 
произвольным образом, что мода, соответ
ствующая максимуму усиления на длине 
волны 1064,15 нм, имеет номер 70. Тогда 
мода, соответствующая максимуму усиле

Рис. 1. Результаты расчета модового состава генерации YAG:Ndлазера  
на длинах волн 1064,2 нм (а, б) и 1061,5 нм (в, г), рассчитанные по системе уравнений (1)  

для температуры 300 K (а, в) и 180 K (б, г)

а)

б)

в)

г)
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ния на длине волны 1064,4 нм, имеет номер 
56, и мода, соответствующая максимуму 
усиления на длине волны 1061,5 нм, имеет 
номер 222. 

При температуре 180 K  мощность гене
рации на длине волны 1061,5 нм меньше, 
чем на длине волны 1064,2 нм (см. рис. 1), 
что противоречит общеизвестным данным. 
Кроме того, не проявляется сдвиг  спектра 
генерации на длине волны 1064,2 нм в ре
жиме генерации двух длин волн, обнару
женный в работе [3].

Проведены также расчеты мощности ге
нерации YAG:Ndлазера по той же системе 
уравнений (1) для разных температур кри
сталла и разных значений параметра с (рис. 2).  
Видно, что перескока с одной длины волны 
генерации на другую не происходит, а осу
ществляется устойчивая одновременная ге
нерация двух длин волн; при этом данный 
процесс протекает в диапазоне температур 
135 – 300 K, что также противоречит обще
известным данным [9]. 

Анализ  системы уравнений (2)  
для YAG:Nd-лазера

Система уравнений Танга – Статца –  
Демарса (2) имеет стационарное решение 
[3, 4]:
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Видно, что решение (6) значительно 
проще решения (5). На рис. 3 приведены 
результаты расчетов модового состава ге
нерации  YAG:Ndлазера при температу
ре 300 и 180 K в соответствии с системой 
уравнений (2) для следующих исходных  
данных: 

длина резонатора – 30 мм 0( 0, 05);∆ =
параметр накачки А = 10;
потери βk = 0,03А. 
Мощность генерации лазера на длине 

волны 1061,5 нм при температуре 180 K  
значительно выше, чем соответствующая 
мощность на 1064,2 нм (см. рис. 3); при 
этом заметен сдвиг максимума спектра 
генерации на длине волны 1064,2 нм при 

Рис. 2. Температурные зависимости мощности генерации лазера  
на длинах волн 1064,2 нм  (а) и  1061,5 нм (б), рассчитанные по системе уравнений (1)  

для разных значений параметра c: 0,052 (1), 0,054 (2), 0,056 (3)

а) б)

(6)
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одновременной генерации лазером двух 
длин волн, (этот сдвиг описан нами в ра
боте [3]).

Проведены расчеты мощности генера
ции YAG:Ndлазера в соответствии с систе
мой уравнений (2) для разной температуры 
кристалла (рис. 4). Видно, что при пониже
нии температуры ниже 210 K происходит 
перескок длины волны генерации с 1064,2 

на 1061,5 нм, а это согласуется с уже из
вестными научными данными [9].

Выводы

 В результате проведенного теоретиче
ского анализа и сопоставления полученных 
данных с общеизвестными научными ре
зультатами для YAG:Ndлазера установле
но следующее:

Рис. 3. Результаты расчета модового состава генерации лазера  
на длинах волн 1064,2 нм (а, б) и 1061,5 нм (в, г), полученные по системе уравнений (2) 

для температуры 300 K (а, в) и 180 K (б, г)

а)

б)

в)

г)

Рис. 4. Температурные зависимости мощности генерации лазера на длинах волн 1064,2 нм  (а)  
и 1061,5 нм (б), рассчитанные по системе уравнений (2)

а) б)

3,0 3,0

Температура, КТемпература, К
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 система уравнений (1), описывающая 
двухволновую генерацию 1064,2 и 1061,5 нм  
при температуре 300 K в микрочип
YAG:Ndлазере, оказывается непригод
ной для описания процессов генерации 
YAG:Ndлазером множества продольных 
мод;

учет универсальности распределения 
Больцмана для населенностей подуровней 
мультиплета 4F3/2 (учет был введен в статьях 
[3, 4]) обеспечивает с высокой достоверно

стью адекватное описание спектров генера
ции множества продольных мод YAG:Nd
лазера; 

следует признать некорректным приме
нение условия релаксационных переходов 
между решетками инверсий подуровней 
мультиплета 4F3/2; 

применение условия релаксационных 
переходов между однородными инверсия
ми подуровней мультиплета 4F3/2 требует 
всестороннего дополнительного анализа.
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Golovkov O.L., Kuptsova G.A., Stepanov V.A. STATIONARY SOLUTION OF THE  
TANG – STATZ – DEMARS SYSTEM OF EQUATIONS FOR  YAG:Nd-LASER.

The paper focuses on deciding between two notations of the Tang – Statz – DeMars system of equations 
for a YAG:Nd laser, explaining the generation of two wavelengths: of 1064,2 nm and of 1061,5 nm at a 
temperature of 300 K. In the former case relaxation transitions between homogeneous inversions and inversion 
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gratings between the 4F3/2 multiplet sublevels were used. In the latter case we have used the condition, which 
supposed that the inversions of the 4F3/2  multiplet sublevels always followed the Boltzmann distribution. We 
found two solutions of the equations in question taking into account three lines of amplification and two 
upper sublevels of levels. Calculations performed showed it was incorrect to insert the relaxation transitions 
between inversion gratings populations of  the 4F3/2 multiplet sublevels. 

If the universal character of the Boltzmann distribution in populations of the 4F3/2 multiplet 
sublevels is taken into account it supplies reliably an adequate description of the generation spectra 
of longitudinal mode assemblage for a YAG:Nd laser. 

 WAVELENGTH, YAG : Nd LASER, SPECTRUM OF GENERATIONS, LASER MODE,  TANG – STATz – DEMARS  
EQUATIONS.
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РАМАНОВСКОЕ РАССЕЯНИЕ СВЕТА В ОЛИГОНУКЛЕОТИДАХ 

Сообщается о детектировании спектров высокого спектрального разреше
ния высокочувствительным методом нерезонансного комбинационного рассе
яния света в биомакромолекулах на примере одноцепочных коротких олигону
клеотидов d(20G, 20T), где d – дезоксирибонуклеотид, G – гуанин, T – тимин. 
Обнаружение узких спектральных линий позволило определить характерный 
масштаб времен и дало новые возможности для изучения динамики быстро
протекающих релаксационных процессов колебательных движений атомов в 
биомакромолекулах. Установлено, что для одной из наиболее узких линий при 
1355,4 см–1, приписанной колебаниям метильной группы dT, полная ширина 
на половине ее высоты равна 14,6 см–1; соответствующее время жизни оказа
лось равным 0,38 пс. 

РАМАНОВСКОЕ РАССЕЯНИЕ СВЕТА, ОЛИГОНУКЛЕОТИДы, ХИМИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ, 
АМИДОФОСФИТНыЙ МЕТОД.

Введение

Синтетические олигонуклеотиды, по
лучаемые путем химического синтеза, яв
ляются фрагментами дезоксирибонуклеи
новых (ДНК) или рибонуклеиновых (РНК) 
кислот. Они представляют собой линей
ные полимеры, состоящие из фрагментов 
нуклеотидов (НК) с заданной химической 
структурной последовательностью. Нуклео
тиды, в свою очередь, являются комбина
цией азотистого основания, рибозы или 
дезоксирибозы и остатка фосфорной кис
лоты. Синтетические олигонуклеотиды на
ходят многофункциональное применение 
во многих областях современной молеку
лярной биологии, генетической инженерии 
и медицине [1]. В частности, они исполь
зуются в качестве зондов для определения 
комплементарных последовательностей 

ДНК и РНК или праймеров для секвениро
вания и амплификации ДНК при проведе
нии полимеразной цепной реакции (ПцР). 
В настоящее время метод ПцР можно от
нести к одному из важнейших достижений 
молекулярной биофизики; он позволяет 
многократно копировать и получать боль
шие фрагменты исследуемых последова
тельностей ДНК. При проведении ПцР ис
пользуются различные реакционные смеси, 
и одним из их основных компонентов яв
ляются  синтетические олигонуклеотиды. 
Они служат затравкой – отправной точкой 
для начала синтеза новой цепи НК фер
ментом ДНК полимеразой. 

На основе коротких синтетических оли
гонуклеотидов также интенсивно развива
ются новые направления биотехнологии, 
связанные с конструированием и создани
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ем новейших лекарственных препаратов.
Таким образом, правильный дизайн, 

синтез и методы оценки степени чистоты 
олигонуклеотидов на молекулярном уров
не, определяющие эффективность ампли
фикации и их последующее применение, 
имеют решающее значение. 

Современный синтез коротких олигону
клеотидов с заранее заданными химически
ми составными элементами и с определен 
ной последовательностью мононуклеоти 
дов – это высокотехнологичный, трудоемкий 
и дорогостоящий процесс. Он осуществляет
ся наиболее экономичным путем, с помощью 
интенсивно развиваемых методов автомати
ческого параллельного синтеза на многока
нальных синтезаторах. Они синтезируются в 
несколько этапов  и, как правило, в одной 
емкости. При этом используются реагенты 
очень высокой степени чистоты, очистка ко
торых осуществляется с использованием но
вейших методов высокоэффективной жид
костной хроматографии, либо электрофореза 
в полиакриламидном геле. 

Несмотря на все отмеченные достиже
ния, различные постсинтетические обра
ботки (такие как удаление из его состава 
различных защитных функциональных 
групп, непрореагировавших компонентов и 
недостроенных продуктов) не способству
ют получению особо чистых олигонуклео
тидов.

Получение высокочистых олигонуклео
тидов очень важно как в научных, так и в 
технологических целях. Чрезвычайно акту
альными представляются исследования, на
правленные на фундаментальное понимание 
структуры и механизмов взаимодействия 
между отдельными атомами, молекулами 
и функциональными группами самих оли
гонуклеотидов, а также их зависимости от 
физикохимических свойств окружающей 
среды. Актуальной  является необходимость 
развития и разработки новых эффективных 
методов изучения структуры олигонуклео
тидов на молекулярном уровне. 

Существующие проблемы

Обычно визуализацию и выявление 
олигонуклеотидов осуществляют с  ис
пользованием флуоресцентных красителей, 

которые встраиваются между отдельными 
мононуклеотидами. К недостаткам такого 
метода следует отнести возможное нако
пление неспецифического продукта, кото
рое может приводить к росту флуоресцен
ции в процессе ПцР. Кроме того, атомы и 
молекулы красителей иногда сами вступают 
в химические реакции  с атомами и моле
кулами олигонуклеотидов. Следовательно, 
для получения корректных сведений о мо
лекулярной структуре и механизмах меж
молекулярных взаимодействий необходимы 
новые методы, не использующие олигоме
ров, содержащих такие метки. 

Эффективным аналитическим методом 
исследования структуры материалов на мо
лекулярном уровне служит спектроскопия 
рамановского рассеяния света. С обнару
жением эффекта гигантского поверхност
ного усиления рамановского рассеяния 
(SERS – Surface Enhanced Raman Scattering 
[2 – 4]) на 6 – 12 порядков величины в 
присутствии металлических наноструктур,  
на которых адсорбируются органические 
молекулы, интерес к этому важному явле
нию привлекает все возрастающее внима
ние исследователей [5 – 21]. Значительный 
интерес к SERS, помимо чисто научного, 
связан с новыми возможностями для созда
ния высокочувствительных аналитических 
методик и развития высокоселективных 
биосенсорных технологий с вовлечением в 
исследования разных новых высокоэффек
тивных наноструктурированных металлов 
(см., например, работу [21] и ссылки в ней). 
Для получения большого отклика системы 
важно, чтобы агрегирующие металлические 
наночастицы образовывали дискретные 
кластеры. Для их создания используются 
различные красители, адсорбированные на 
наночастицах, и к такой модифицирован
ной поверхности присоединяются молеку
лы ДНК. 

Несмотря на отсутствие единого мнения 
о механизмах такого усиления, считается, 
что поверхностноусиленное рамановское 
рассеяние света вызывается  совместным 
действием двух механизмов усиления: 
электромагнитного [5 – 7] и химического 
[8, 10, 12]. 
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Большинство исследователей считают, 
что электромагнитный механизм домини
рует при усилении. Он обусловлен значи
тельным усилением напряженности ло
кального электрического поля падающей 
световой волны вблизи шероховатостей на 
поверхностях металлических частиц путем 
резонансного возбуждения локализован
ных плазменных колебаний. При этом па
раметры такого резонансного возбуждения, 
масштаб усиления и спектральные характе
ристики существенно зависят от морфоло
гии поверхности, проводимости металла и 
свойств диэлектрического окружения [21]. 

Помимо этого, для адсорбированных 
молекул, находящихся в непосредственном 
контакте с металлической поверхностью, 
может иметь место дополнительное усиле
ние, которое обусловлено возникновением 
связи электронных орбиталей молекулы с 
состояниями зоны проводимости металла. 
Масштаб такого усиления может достигать 
одногодвух порядков величины [8], но при 
этом могут образовываться комплексы ад
сорбированных молекул с металлическими 
наночастицами.  

В результате двух таких эффектов воз
никающие внутренние гигантские элек
трические поля и комплексообразование 
молекул сильно зависят от целого ряда 
физикохимических свойств рассматривае
мой системы и могут существенно влиять 
на спектральные параметры детектируемых 
линий рассеянного света. 

Задача исследования

Ключом к более корректным исследова
ниям может служить развитие высокочув
ствительных методов молекулярной спек
троскопии, не использующих металлические 
наноструктуры и флуоресцентные метки.   

Представленное исследование ставило 
целью разработать альтернативную высо
кочувствительную методику нерезонансной 
спектроскопии неупругого рассеяния света 
высокого спектрального разрешения, с тем, 
чтобы ее использовать для изучения молеку
лярной структуры и выяснения химической 
природы межмолекулярных и внутримоле
кулярных взаимодействий в синтетических 
олигонуклеотидах. 

Экспериментальная часть

Исследования рамановского рассеяния 
света выполнены для одноцепочных оли
гонуклеотидов 20G (гуанин) и 20T (тимин) 
нуклеотидных оснований – d(20G, 20T), 
синтезированных твердофазным амидофос
фитным методом. 

Спектры рамановского рассеяния света 
возбуждались излучением второй гармо
ники лазера на алюмоиттриевом грана
те с длиной волны λ = 532,170 нм по ме
тодике, приведенной в монографии [22]. 
Спектральный состав рассеянного света 
анализировался с помощью спектрометра 
LabRAM HR800 (Франция), с охлаждаемой 
ПЗСматрицей в качестве детектора. Излу
чение мощностью 0,05 мВт фокусировалось 
на поверхность образца с использованием  
микроскопного объектива (Olympus) с уси
лением 100×. Диаметр лазерного пятна со
ставлял в фокусе 0,9 мкм, что и задавало 
пространственное разрешение измеритель
ной системы. Спектральное разрешение 
составляло 2 см–1. 

Основные результаты и их обсуждение

Разработанная нами высокочувстви
тельная методика спектроскопии неупру
гого рассеяния света высокого спектраль
ного  и пространственного  разрешений, 
позволяет детектировать высококачествен
ные спектры биомакромолекул. Типичный 
спектр нерезонансного комбинационного 
рассеяния света для синтетических одно
цепочных олигонуклеотидов d(20G, 20T), 
полученный нами в диапазоне низких ча
стот 150 – 1800 см–1 (линия возбуждения –  
532 нм), приведен на рисунке. Анало
гичные спектры были зарегистрированы 
с использованием линии возбуждения  
632,817 нм. 

Независимость характера спектров от 
частоты возбуждающего излучения указы
вает на общность их происхождения, т. е. 
наблюдаемые спектральные особенности 
объектов обусловлены комбинационным 
рассеянием света (КРС).

В целом спектры КРС коротких оли
гонуклеотидов определяются их простран
ственной структурой, которая задается 
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большим количеством входящих в нее ато
мов, совершающих колебания относитель
но положений равновесия. Соответственно, 
в спектрах КРС таких макромолекул для 
множества колебательных возбуждений и 
для всех функциональных групп неизбеж
но должны наблюдаться сильно перекры
вающиеся спектральные вклады, которые 
генерируются большими наборами атомов 
и молекул.  Такие полосы должны испыты
вать  влияние как парных взаимодействий, 
так и окружающей среды. Макромолеку
лы коротких олигонуклеотидов, как и ма
кромолекулы белков, не содержат ни цен
тров инверсии, ни зеркальной симметрии. 
Структурное упорядочение таких систем (в 
любом масштабе) происходит вследствие 
низкой симметрии их элементарных ячеек. 

Казалось бы, для биомакромолекул 
трудно ожидать наблюдения узких спек
тральных полос в процессах КРС. Однако 
немаловажной особенностью полученных 
нами спектров нерезонансного КРС (спе
циально несглаженных) является совокуп
ность множества спектральных линий (см. 
рисунок). Видно, что наряду с довольно 

широкими полосами, наблюдаются и до
статочно узкие интенсивные спектральные 
линии. Естественным критерием реально
сти наблюдаемых спектральных особенно
стей может служить их строгая воспроизво
димость в независимых сериях измерений. 
Наблюдаемые линии, несомненно, отража
ют химическую индивидуальность отдель
ных молекул в составе функциональных 
групп и их структурные свойства. При этом 
они определяются совокупностью и кон
фигурацией большого числа химических 
связей, а значит и валентными взаимо
действиями между входящими в их состав 
атомами; последние определяют стабиль
ность всей макромолекулы d(20G, 20T) и ее 
основные свойства.  

Несмотря на высокую активность мно
гоплановых экспериментальных исследо
ваний КРС в олигонуклеотидах и ДНК и 
достигнутые большие успехи (см., напри
мер, работы [9 – 21]), между спектрами, 
полученными при невысоком и высоком 
спектральных разрешениях, при их внеш
нем сходстве, имеются и принципиальные 
различия. В сильно сглаженных (изза не

Спектр нерезонансного комбинационного рассеяния света, полученный для синтетического 
олигонуклеотида d(20G, 20T) при температуре 300 K. 

Длина волны возбуждающего лазерного излучения λ = 532 нм; спектральное разрешение R = 2 см–1
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большого отношения сигнал/шум) спектрах 
с перекрывающимися широкими полоса
ми (в частности, и вследствие невысокого 
спектрального разрешения) не были выде
лены узкие спектральные линии, которые 
бы позволили выявить их естественную 
ширину. Соответственно, времена жизни 
колебательных состояний в биомакромоле
кулах не определялись. 

В отличие от уже обсуждавшихся ли
тературных данных, полученных с невы
соким спектральным разрешением, когда 
наблюдались спектральные полосы суще
ственно нелоренцевой формы, искаженные 
суперпозицией с другими спектральными 
линиями, наши прецизионные измерения 
контуров исследуемых спектральных линий 
позволяют выявить их лоренцеву форму. 
Это дает принципиально новые возмож
ности для количественного исследования 
сложных молекулярных систем. Так, для 
наиболее узкой спектральной линии при 
1355,4 см–1, соответствующей колебаниям 
метильной группы dT, наблюдается суще
ственное (в 2 – 3 раза) сужение ширины 
линии, по сравнению со спектрами, по
лученными для водного раствора олиго
нуклеотидов. Такое сужение до величины 
порядка естественной ширины позволило 
надежно выделить лоренцеву форму этой 
узкой линии с полушириной (полной ши
риной на половине высоты) Г = 1/2πсτ, где 
с – скорость света, τ – время жизни воз
буждения.   

Непосредственное измерение естествен
ной полуширины спектральной линии впер
вые дало возможность определить  времен
ной масштаб элементарных колебательных 
возбуждений в биомакромолекулах. Для из
меренного значения полуширины Г = 14,6 
см–1 соответствующее характерное время 
жизни для колебаний метильной группы 
dT при комнатной температуре оказалось 
равным 0,38 пс. 

Таким образом, обнаружение узких 
спектральных линий делает возможным 
экспериментальное изучение внутренних 
динамических свойств быстропротекающих 
релаксационных процессов колебательных 
движений атомов в биомакромолекулах. 
Измеренная величина естественной полу

ширины линий и/или времени жизни коле
бательных состояний может также служить 
надежной мерой специфичности и степе
ни совершенства молекулярной структуры 
биомакомолекул. Другая узкая полоса при 
1000см–1 характерна для фосфатных групп 
РО2

– сахарофосфатного остова спиральной 
структуры ДНК. Ее обнаружение прямо 
указывает на формирование устойчивой и 
стабильной пространственной молекуляр
ной структуры синтезированных коротких 
одноцепочечных олигонуклеотидов дли
ной 40 нуклеотидов последовательности  
d(20G, 20T), состоящей из четырех витков 
спирали, а также сохранение этой струк
туры в лиофилизованном твердом состоя
нии. В целом, выводы об устойчивости, 
стабильности и высоком совершенстве 
молекулярной структуры синтезирован
ных одноцепочечных олигонуклеотидов 
d(20G, 20T) также подтверждаются многи
ми спектральными особенностями и нали
чием наиболее характерных максимумов, 
наблюдаемых во всем диапазоне частот 
на  спектре (см. рисунок). Кроме того, 
полученные результаты прямо указывают 
на значительно большую эффективность 
механизма подавления различных молеку
лярных взаимодействий в водном растворе 
олигонуклеотидов, чем влияние ангармо
нических взаимодействий элементарных 
колебаний их решетки. 

Заключение

Полученные в настоящей работе ре
зультаты показывают, что разработанная 
высокочувствительная методика раманов
ского рассеяния света высокого спектраль
ного разрешения оказывается достаточной 
для обнаружения узких спектральных ли
ний. Методика дает возможность выделить 
спектральные составляющие, которые от
вечают колебаниям отдельных молекул, в 
сложных спектрах коротких олигонуклео
тидов с достаточно большим количеством 
атомов в элементарной ячейке. Выделение 
лоренцевой формы таких узких линий по
зволяет получать новую информацию о ди
намических свойствах биомакромолекул, 
а именно – определять в них временной 
масштаб элементарных колебательных воз
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буждений. В частности, для наиболее узкой 
спектральной линии при 1355,4 см–1, при
писанной колебаниям метильной группы 
dT, полная ширина на половине ее высо
ты оказалось равной 14,6 см–1, а соответ
ствующее время жизни – 0,38 пс. Кро
ме того, обнаруженная узкая полоса при  
1000 см–1, характерная для фосфатных групп 
РО2

– сахарофосфатного остова спиральной 
структуры ДНК, указывает на формирова
ние устойчивой и стабильной молекуляр
ной структуры синтезированных коротких 
олигонуклеотидов d(20G, 20T), состоящей 
всего из четырех витков одноцепочечной 
спирали, и сохранение этой структуры в 
твердом состоянии. 

Таким образом, высокочувствительная 
методика нерезонансного комбинационно
го рассеяния света высокого спектрального 
разрешения может быть успешно исполь
зована для исследования молекулярной 

структуры коротких синтетических оли
гонуклеотидов и ДНК. Результаты указы
вают на высокие потенциальные возмож
ности и многообещающие перспективы 
использования обнаруженных узких линий 
в качестве спектральных маркеров; они по
зволяют изучать природу различного рода 
внутри и межмолекулярных слабых взаи
модействий, а также динамику молекуляр
ных изменений и структурных флуктуаций 
в биомакромолекулах. 

Работа выполнена при финансовой поддерж
ке программ фундаментальных исследований 
Президиума РАН № 24, СанктПетербургского 
научного центра РАН по комплексным междис
циплинарным проектам, гранта Президента РФ 
НШ3008.2012.2, проекта Академии Финляндии 
по программируемым материалам № 263 566 и 
проекта Финского агентства по поддержке тех
нологий и инноваций (Tekes) по функциональ
ным материалам “Granbis”.
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Lähderanta E., Lashkul A., Lipsanen H., Bairamov B.H. RAMAN SCATTERING  
OF LIGHT IN OLIGONUCLEOTIDES.

The purpose of our investigation was to develop a highly sensitive technique of the Raman light scattering 
spectroscopy with high spectral resolution for later use as an experimental procedure for closer examination of 
molecular structure and clarification of the chemical nature of intermolecular and intramolecular interactions 
in synthetic oligonucleotides.  This task has been accomplished with optimal results. High resolution spectra 
being sensitive to secondary, tertiary, and quaternary structures were obtained by a highly sensitive method of 
nonresonant Raman scattering of light in biomacromolecules through the example of singlestranded short 
oligonucleotides (20G, 20T), where d – deoxynucleotide, G – guanine, T – thymine.  The highquality 
compounds involved were synthesized using the solidphase phosphoroamidite method.

The detection of narrow spectral lines allowed to determine the characteristic scale of times and gave 
new opportunities for studying the dynamics of fast relaxation processes of vibrational motions of atoms in 
biomacromolecules.  The full width at its halfheight for one of the narrowest lines (1355.4 cm–1) was found 
to be 14.6 cm–1; this line belongs to the vibrations of methyl group of dT. The corresponding lifetime was 
equal to 0.38 ps. 
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ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ  
АВТОРЕГУЛЯцИИ ТРАНСКРАНИАЛЬНОГО КРОВООБРАщЕНИЯ  

В РЕЖИМЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ

В работе изложены архитектура и особенности программной реализации 
клиентсерверной системы, разработанной для изучения процессов мозгового 
кровообращения в режиме реального времени. Представлены  результаты кли
нических испытаний созданного программного обеспечения, в ходе которых 
исследовался феномен Mволн.

КЛИЕНТСЕРВЕРНАЯ АРХИТЕКТУРА, АВТОРЕГУЛЯцИЯ ТРАНСКРАНИАЛьНОГО КРО
ВООБРАщЕНИЯ, MВОЛНА, МОДИФИКАцИЯ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА УЭЛЧА, 
СОСТОЯТЕЛьНАЯ ОцЕНКА СПЕКТРА.

Введение

Разработка неинвазивных методов для 
изучения биологических систем –  одно из 
актуальных направлений исследований в 
медицинской биофизике и физике. Науч
ный аспект подобных разработок приобре
тает еще большее значение, когда идет речь 
об исследованиях органических и функцио
нальных патологий в медицинской практи
ке.

центральное место в человеческом ор
ганизме занимает мозг. Отклонения в ра
боте систем поддержания гомеостазиса на 
уровне этого управляющего центра приво
дят к серьезным осложнениям в работе как 
самого мозга, так и других органов. Диа
гностика отклонений, которые имеют дина
мический характер, позволяет планировать 
оперативное хирургическое вмешательство, 
адекватное состоянию больного, а затем и 
послеоперационный период.

Исследования механизмов авторегуля
ции в живых системах имеют (помимо про
чих) несомненное фундаментальное значе
ние. Природа создала, выражаясь языком 
математики, уникальные сжимающие ото
бражения, которые обеспечивают состоя
ния динамического равновесия – гомеоста
зис – в живых организмах. Новые оценки 
и модели систем управления гомеостазисом 
дают возможность переосмыслить многие 
количественные характеристики и связи 
между ними. Получаемые в клиниках дан

ные могут быть проанализированы в кон
тексте содержательных моделей, а также 
моделей, адекватных этим данным. 

церебральная гемодинамика –  одно 
из направлений в исследованиях систем 
гомеостазиса на уровне мозга. Развитие 
неинвазивной диагностики привело к по
явлению в нейрохирургической практике 
методов транскраниальной ультразвуковой 
допплерографии (ТКДГ). Суть этих ме
тодов заключается в том, что с помощью 
импульсных ультразвуковых сигналов ис
следователь имеет возможность регистри
ровать линейную скорость кровотока (ЛСК) 
в магистральных артериях мозга. Такие 
оценки, в свою очередь, обеспечивают ис
ходную информацию для постановки паци
енту адекватного диагноза. Они позволяют 
определить локализацию окклюзий, анев
ризм, травматических повреждений тканей 
мозга, а также систем его кровоснабжения.

По мере эволюции методов исследова
ния нейрохирурги пришли к закономерно
му выводу: открытая динамическая система 
должна изучаться в динамике, т. е. в режи
ме реального времени. Условия проведения 
обследования должны быть физиологичны. 
В ходе диагностики состояния пациента 
необходимо проводить целый ряд тестов. 
Они имеют различный характер, например 
искусственное нарушение кровообраще
ния на определенном участке его системы 
механическим путем (манжетные тесты); 
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химические тесты, осуществляемые повы
шением парциального давления определен
ного газа (чаще всего углекислого) в смеси, 
вдыхаемой пациентом, и т. п. На языке тео
рии динамических систем эти воздействия 
обобщенно именуют внешними возмуще
ниями. Исследователей интересуют, как 
правило, количественные характеристики 
реакции системы на такие возмущения. По 
наблюдаемым и регистрируемым количе
ственным показателям реакции организма 
можно делать конкретные выводы о состо
янии механизма системы регуляции, систе
мы поддержания гомеостазиса.

В лаборатории НИИ нейрохирургии им. 
проф. А.Л. Поленова за последние два де
сятка лет сформировалась целая научная 
школа, которая занимается исследованиями 
авторегуляции систем мозгового кровотока 
(АРМК). Ученые лаборатории, руководи
мой проф. В.Б. Семенютиным, изучают си
стемы авторегуляции церебральной гемоди
намики. Доминирующие особенности этих 
систем как динамических по своей природе 
с неизбежностью потребовали обратиться к 
методам исследования АРМК в режиме ре
ального времени. Выбор подходящего теста 
для анализа состояния систем авторегуля
ции, равно как и момент его проведения, 
должен осуществляться непосредственно 
в ходе сеанса обследования пациента. Это 
обстоятельство легко понять, принимая во 
внимание, что все регистрируемые количе
ственные характеристики являются неста
ционарными случайными процессами (СП) 
по определению. Любая конечная реализа
ция траектории любого стационарного СП 
является нестационарным СП. Правиль
ность применения подавляющего большин
ства методов анализа нестационарных СП 
обусловлена выбором подмножества реали
зации траектории СП (РТСП), на которой 
его можно рассматривать как квазистацио
нарный (квазипериодический) СП.

Следовательно, только располагая акту
альной оценкой состояния пациента, полу
ченной в ходе текущего сеанса, возникает 
принципиальная возможность адекватно 
выбрать способ воздействия на его систе
му АРМК, равно как и моменты, длитель
ность (степень) таких воздействий. В свою 

очередь результат воздействия, регистри
руемый в режиме реального времени, по
зволяет варьировать различные параметры 
возмущения, обеспечивая тем самым пол
ноту этого исследования. Получаемые ре
зультаты не только доставляют оценки гра
ниц динамического диапазона конкретного 
показателя, но и условия, при которых на
блюдается «срыв авторегуляции», т. е. пе
реход нелинейной системы в качественно 
иное состояние.

В связи с вышеизложенными про
блемами и возникла задача разработки 
программноаппаратной системы для сбора 
и анализа результатов ТКДГ, ряда других 
показателей, регистрируемых в режиме ре
ального времени.

Существующий инструментарий  
и методика исследований

Допплерографическое обследование 
осуществляется с помощью типовых прибо
ров, выпускаемых несколькими компания
ми, разработчиками  медицинского обору
дования. В НИИ нейрохирургии им. проф. 
А.Л. Поленова используется программно
аппаратный комплекс Multi Dop x (DWL, 
Germany). Перечислим основные функции 
этого комплекса:

предварительная аппаратная и/или про
граммная фильтрация аналоговых сигналов, 
поступающих с ультразвуковых датчиков 
DWL (автору настоящей статьи недоступ
ны подробности, касающиеся реализации 
алгоритмов фильтрации);

аналогоцифровое преобразование от
фильтрованного сигнала и его регистра
ция;

идентификация на основе зарегистри
рованных траекторий СП мальформаций, 
аневризм и других органических патологий 
мозгового кровообращения (при наличии 
дополнительных программных модулей).

В клинической практике на аналоговые 
входы подают как сигналы с ультразвуковых 
датчиков DWL, так и аналоговый сигнал с 
прибора, регистрирующего системное ар
териальное давление (САД). Программный 
комплекс DWL обеспечивает визуализацию 
на экране монитора поступивших сигналов 
после того, как они подверглись фильтра
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ции. По завершении сеанса возможна за
пись усеченной и отфильтрованной РТСП 
на внешнее запоминающее устройство 
(диск). Программная реализация хранения 
данных построена на основе простейшего 
архитектурного решения. В базе данных 
MS Access хранятся метаданные прове
денных сеансов. Они представляют собой  
совокупность записей в нескольких взаи
мосвязанных таблицах (классическая реля
ционная модель). Сами же сигналы РТСП 
записываются (после уменьшения их объ
ема) во внешние файлы – некое подобие 
BLOBполей в традиционных технологиях 
хранения информации.

Возможность проведения анализа воз
никает только по завершении сеанса об
следования. Записанные на внешнее за
поминающее устройство данные РТСП 
экспортируются во внешний файл. Затем 
штатными средствами пакета “Statistica for 
Windows” осуществляется спектральный 
анализ: оценка кроссспектра с помощью 
преобразования Фурье, фильтрация вы
сокочастотных гармоник и сглаживание 
спектра в области, интересующей исследо
вателей [1]. 

Такая методика существенно сужает круг 
задач, решаемых учеными. Однако преодо
леть ограничения на объем хранимых данных 
и на форматы их хранения, например стан
дарт DICOM, еще представляется возмож
ным (для этого требуется прибрести допол
нительные программные модули у компании 
разработчика комплекса); коммерческий же 
продукт с закрытым исходным кодом не 
дает такой возможности. Поэтому  прак
тикующие врачи – специалисты по таким 
исследованиям столкнулись с безусловной 
необходимостью довольствоваться резуль
татами фильтрации, которая обеспечивается 
программноаппаратным комплексом DWL. 
Возможности же корректировать алгорит
мы фильтрации по своему усмотрению не 
предоставляется. Наконец, сама процедура 
оценивания, которая реализуется уже a pos-
teriori, не позволяет осуществить исследова
ние in situ в полной мере.

По итогам изучения статей, опубли
кованных ведущими научными центрами, 
которые занимаются подобными исследо

ваниями в своих клиниках, мы сделали сле
дующее заключение. В тех клиниках, где ак
тивно проводятся работы по этой тематике, 
либо используют программноаппаратные 
комплексы, допускающие адаптацию и до
работку на уровне аппаратного или про
граммного обеспечения, либо разраба
тывают собственные инструментальные 
средства. Из коммерческих решений в ста
тьях наиболее часто упоминаются PMD150 
Spencer Technologies, Inc., WA, Ohmeda 
Monitoring Systems, Englewood CO. Из вто
рой группы наибольший интерес представ
ляет, по нашему мнению, программный 
комплекс ICM+ [2]. Работы по созданию 
этого программного обеспечения (ПО) на
чались (по утверждению авторов [2]) еще 
в конце 1980х гг. Последнее десятилетие 
они продолжаются в Кембриджском уни
верситете Великобритании, в одной из его 
клиник. Коммерческая версия ICM+ до
ступна с 2004 г. и постоянно дорабатывает
ся авторами. Однако это ПО, как и любое 
другое коммерческое решение, является 
своеобразным черным ящиком для приоб
ретающих его исследователей. Последние 
релизы допускают расширение в форме 
динамически подключаемых библиотек, но 
архитектуру ядра и детали ее реализации 
автору  данной статьи не удалось найти в 
открытой печати.

В условиях, когда для продолжения 
исследований не было выбора как в от
ношении аппаратного обеспечения (АО), 
так и ПО, специалисты лаборатории НИИ 
нейрохирургии им. проф. А.Л. Полено
ва приняли решение модернизировать 
программноаппаратный комплекс Multi 
Dop x и предложили автору разработать 
необходимое программное обеспечение. 

Краткое описание архитектуры  
разработанного программного комплекса  

и методики исследований

Силами специалистов вышеуказанной 
лаборатории была осуществлена доработ
ка аппаратной части комплекса. Они вос
пользовались аналоговыми выходами Multi 
Dop x, на которые дублируются исходные 
сигналы с ультразвуковых датчиков до их 
фильтрации. В системный блок персо
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нального компьютера инженеры помести
ли PCIкарту с DSPпроцессором и тем 
самым реализовали независимую парал
лельную регистрацию аналоговых сигналов 
с ультразвуковых датчиков Multi Dop x. 
Аналогоцифровое преобразование DSP
процессором этой платы возможно в ча
стотном диапазоне от 1 до 100 кГц. При 
таких условиях  и возникла задача разра
ботки программного комплекса, который 
бы обеспечивал следующие функциональ
ные возможности:

регистрацию цифрового сигнала на 
выходе каждого из восьми каналов DSP
процессора с возможностью их препроцес
сорной обработки;

запись полученных оцифрованных сиг
налов в репозиторий (БД);

анализ хранимых в репозитории сиг
налов (всей доступной в данный момент 
траектории или определенной ее части) в 
режиме реального времени;

визуализацию результатов анализа реги
стрируемых сигналов в режиме реального 
времени.

Следует отметить, что описанные в 
литературе коммерческие программно
аппаратные комплексы, которые использу
ются в подобных исследованиях, реализуют 
алгоритмы обработки сигналов, полученных 
с частотой дискретизации до 1 кГц. В неко
торых публикациях изложены результаты, 
согласно которым исходные данные полу
чены с частотой дискретизации в 10 кГц, 

но там не приводится какихлибо сведений 
об особенностях программных решений. 

Мы придерживаемся классической точ
ки зрения, сформулированной в трудах 
советской математической школы (акаде
мики В.М. Глушков, А.А. Харкевич): чем 
больше новой информации предполага
ется получить в результате исследования, 
тем больший объем исходной информации 
требуется обеспечить для проведения этих 
исследований (зависимость имеет полино
миальный характер). В частности, в рамках 
данной работы мы проектировали про
граммный комплекс таким образом, что
бы он позволил использовать аппаратное 
обеспечение на пределе его возможностей. 
Благодаря этому в ходе клинических ис
пытаний комплекса мы смогли увеличить, 
по меньшей мере, на два порядка объемы 
исходной информации (по сравнению с за
явленными в других работах).

На рис. 1 представлена обобщенная 
схема проведения сеанса – распределен
ная реализация всех вышеперечисленных 
функций.

Особенности архитектуры программного 
комплекса и методики исследований

регистрация цифрового сигнала. Модуль, 
обеспечивающий регистрацию цифровых 
сигналов и их препроцессорную обработ
ку (далее сервер), удовлетворяет выдвину
тым требованиям и выполняет следующие 
функции:

Рис. 1. Схема распределенной реализации сбора и анализа данных допплерографического 
обследования в режиме реального времени:  

1 – аналогоцифровое преобразование сигнала с датчиков, 2 – регистрирующий компьютер,  
3 – сервер базы данных, 4, 5 – рабочие станции клиентов 1, …, N

1 2

3

4

5
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обнаружение карты с DSPпроцессором 
(далее АцП) в одном из USBслотов систе
мы;

сбор и анализ метрик АцП;
инициализацию АцП, обеспечивающую 

проведение сеанса в требуемом режиме, а 
именно – частота дискретизации аналого
вого сигнала, размер кадра, усиление сиг
налов по каждому из каналов;

определение (в диалоге с оператором 
сервера) основных метрик – идентифика
тора пациента в базе данных, семантики 
регистрируемых сигналов;

регистрацию и сохранение данных в 
репозитории системы в течение заданного 
промежутка времени (длительность сеан
са);

досрочное прекращение сеанса в случае 
необходимости.

Хранение данных в репозитории систе-
мы. Для хранения метаданных (информа
ция о пациенте, сеансы его обследований 
и семантика данных, полученных в ходе 
сеансов), равно как и для хранения заре
гистрированных сигналов, разработана база 
данных, эксплуатируемая под управлени
ем СУБД MySQL 5.1. Доводами в пользу 
этого решения были доступность и порти
руемость. Доступность связана с тем, что 
реляционные системы управления базами 
данных семейства MySQL распространя
ются как свободное ПО, т. е. не требуется 
приобретения какихлибо лицензий на их 
использование. И, кроме того, они легко 
портируются с одной платформы на дру
гую (с WINTEL на Linux или наоборот). 
Наконец, в предложенной архитектуре все 
алгоритмы обработки данных, затратные в 
отношении процессорного времени, выне
сены на уровень сервера и клиента. Экс
перименты показали, что выбранная нами 
система управления базой данных успешно 
справляется с нагрузкой записьчтение в 
заданном диапазоне частот дискретизации 
входных аналоговых сигналов. Тестирова
ние выполнялось в режимах от 125 новых 
записей в секунду по каждому каналу при 
частоте дискретизации АцП 1 КГц до 12500 
таких единиц при указанной частоте в 100 
КГц. Периодичность операций чтения из 
базы данных варьировалась в диапазоне от 

1 до 4 с, что в настоящее время полностью 
удовлетворяет функциональным требова
ниям. Основные процессы в организме че
ловека протекают на частотах ниже 250 Гц, 
а частоты, представляющие интерес в дан
ной задаче, – в окрестности 1 Гц (систола
диастола) и ниже (дыхательные экскурсии, 
Mволны, Bволны).

Репозиторий был нами организован как 
реляционная база данных. Таблицы с мета
данными о пациентах и сеансах их обследо
ваний спроектированы в первой нормаль
ной форме. Таблицы, в которых хранятся 
собственно данные, полученные с АцП, 
денормализованы. Это было вынужденным 
решением, которое обеспечило (в числе 
прочих мер по оптимизации процесса за
писи в базу данных) требуемую скорость 
работы серверной части программного 
комплекса.

Анализ и визуализация исходных данных и 
оценок в режиме реального времени. Храни
мые в репозитории системы данные с пери
одичностью, определяемой пользователем, 
извлекаются компонентом программного 
комплекса (далее графический клиент), ко
торый реализует требуемые функции в ча
сти обработки и представления данных. Пе
риодичность опроса базы данных клиентом 
составляет, как правило, несколько секунд, 
что определяется характерными времена
ми  исследуемых процессов. Длительность 
пульсовой волны – порядка одной секун
ды. У механизмов мио  и нейрогенного 
регулирования длительность характерных 
времен на порядок больше.

Алгоритм извлечения данных реализо
ван как инкрементальное накопление дан
ных в адресном пространстве процесса кли
ента. Данные РТСП, получаемые по итогам 
запросов, сохраняются в соответствующих 
структурах данных адресного пространства 
процесса. При этом каждый последующий 
запрос извлекает только ту часть РТСП, ко
торая была записана сервером в базу дан
ных с момента предыдущего запроса к ней 
этого же клиента. Нетрудно понять, что 
такая масштабируемая архитектура клиента 
позволяет выполнять независимый анализ 
получаемых данных несколькими экземпля
рами программыклиента. Производитель
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ность обработки ограничена только вычис
лительными возможностями компьютера, 
на котором выполняется код клиента. Тем 
самым мы исключаем из рассмотрения за
дачу построения дополнительных серверов 
приложений, которые в типовых решениях 
реализуют основную обработку данных.

В контексте текущей сессии пользова
тель оперирует, прежде всего, исходными 
наборами данных (РТСП, полученные из 
репозитория). Реализованные в коде гра
фического клиента алгоритмы позволяют 
выполнять определенные преобразования 
(далее «операторы»), результатами которых 
являются производные наборы данных. 
Операторы применяются к наборам данных 
в режиме реального времени. Ограничения 
на аргументы оператора, т. е. ограничения, 
налагаемые на совокупность данных, кото
рая подлежит обработке, зависят от типа 
оператора.

Наиболее общая типизация операторов, 
реализованных в коде клиента, может быть 
предложена на основе такого системообра
зующего признака, как число аргументов. 
В текущей версии существуют унарные и 
бинарные операторы. Ряд операторов име
ет ограничения в отношении семантики 
аргумента. Например, унарные операто
ры Mwave или Bwave применимы только 
к производным наборам данных, которые 
представляют собой оценку спектра, полу
ченную с помощью оператора FFT (алго
ритм быстрого преобразования Фурье). Се
мантика набора данных в числе целого ряда 
других его метаданных хранится на уровне 
структур данных процесса графического 
клиента.

Более детальные сведения об операто
рах, реализованных в текущей версии про
граммы клиента, будут изложены в следую
щих разделах статьи.

Графический интерфейс клиента, гра
фическое представление как исходных, так 
и производных наборов данных построены 
на основе векторной графики платформы 
WINTEL (рис. 2 и 3).   Данное решение 
было продиктовано тем обстоятельством, 
что все специалисты лаборатории НИИ 
нейрохирургии им. проф. А.Л. Полено

ва используют на своих рабочих станциях 
операционную систему (ОС) Windows xP. 
Прекращение ее поддержки компанией 
производителем (корпорация Майкрософт 
официально прекратила поддержку ОС 
Windows xP с апреля 2014 г.) может по
влечь за собой переход пользователей кли
ентского ПО на другие платформы (напри
мер, ОС Linux). Принимая во внимание и 
такой сценарий, мы при проектировании 
архитектуры клиента ориентировались на 
шаблон MVC [3], насколько это было воз
можно для проекта, чей исходный код был 
написан исключительно на языке Си.

Выбор векторной графики платформы 
WINTEL обусловлен необходимостью обе
спечить приемлемую производительность 
программы клиента (прежде всего, это 
скорость обработки данных). Поскольку 
основная вычислительная нагрузка прихо
дится на этапы обработки данных (приме
нение конкретного оператора) и получения 
исходных данных (запросы на выборку), 
векторная графика позволяет свести к ми
нимуму время на отрисовку.

Обработка данных и их визуализация 
реализованы в разных потоках. Коллизии, 
возникающие при их одновременном до
ступе к разделяемым ресурсам, разрешают
ся в пользу потока, выполняющего вычис
ления. Поток, выполняющий отрисовку, 
приостанавливается до завершения обнов
ления оценок потоком обработки данных. 
Основной причиной лаконичности гра
фического представления данных в разра
ботанном клиентском  программном обе
спечении является требование повышения 
производительности вычислений.

Остается добавить, что исходный код 
как серверного, так и клиентского ПО раз
работан на языке Си (стандарт C99). Ин
терфейс с ОС реализован на основе WIN 
API, т. е. на уровне системных вызовов ОС 
Windows.

Тестирование показало, что клиентское 
ПО может успешно эксплуатироваться на 
рабочих станциях с процессорами Intel Core 
(их рабочая частота – не ниже 1,4 ГГц), 
снабженных оперативным запоминающим 
устройством на  2 Г и более.
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Оценки, необходимые для клиницистов

Методология анализа регистрируемых 
сигналов или РТСП построена на фунда
менте традиционной спектральной теории 
СП. Работы, в которых используются дру
гие  подходы, в частности вейвлетанализ, 
пока неоднозначно воспринимаются специ
алистами этой предметной области. Основ
ная причина популярности классического 
преобразования Фурье – простота содер
жательной интерпретации оценок спектра, 
которые доставляет этот метод.

Исходят из предположения, что в пре
делах РТСП всегда существуют участки, где 
процесс можно рассматривать как квазипе
риодический. Его определение:

0Mes ( ( )) Mes ( ) ( ),X Xt T t t t+ + δ = + ε  (1)

где MesX (…) – случайная  мера, носитель 
которой определяют на основе физиологи
ческих представлений о природе этого слу

чайного процесса; в качестве T0   принима
ют длину периода той компоненты спектра 
СП, которая вносит основной вклад в его 
спектральную плотность; 0( ) ~ ( )t O Tδ  – 
малое отклонение длительности конкрет
ного периода от его оценки в среднем; 
( ) ~ (Mes ( ))Xt O tε  – малое отклонение 

оценки функции распределения ординаты 
процесса X(t) от его оценки в среднем.

В частности, модель (1) используется 
для анализа регистрируемых показателей: 
линейной скорости кровотока (ЛСК) и си
стемного артериального давления (САД) 
после предварительной фильтрации высо
кочастотных гармоник.

Подобные представления сформиро
вались в тесной связи с исследованиями 
механизмов поддержания гомеостазиса – 
динамического равновесия в живых орга
низмах.

Оценки амплитуд гармоник Re Im( ),  ( ),S Sν ν

Рис. 2. Пример графического интерфейса клиента в режиме реального времени  
на основе векторной графики платформы WINTEL. 

Сверху вниз: регистрируемые сигналы с левого и  правого допплеровских датчиков, а также  
регистрируемое изменение системного артериального давления. Клиентское ПО позволяет  

отрисовать на одном графике до 10 кривых. По нашему опыту, большее количество затрудняет 
восприятие графической информации.
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Re Im( ),  ( ),S Sν ν  или спектральной плотности, пе
риодограммы I(v) по соответствующему 
участку РТСП получают с помощью дис
кретного аналога классического преобразо
вания Фурье.

Для абстрактной неограниченной реа
лизации траектории случайного процесса 
с непрерывным временем это преобразова
ние может быть записано как

( ) ( ) .i tS X t e dt
∞

ν

−∞

ν = ∫
Этот оператор применим к траекториям, 

удовлетворяющим условию Дирихле, т. е.

( ) .X t dt
∞

−∞

< ∞∫
Для дискретной конечной случайной 

последовательности (именно в такой форме 
РТСП нам доступны для анализа) оператор 
записывают в следующем виде:

0

1
( ) ( ) ;

1

N
i t

t

S X t e
N

ν

=

ν =
+ ∑

2

0

1
( ) ( ) ,

1

N
i t

t

I X t e
N

ν

=

ν =
+ ∑

где (N + 1) – длина реализации X(t); ν , Гц –  
частота гармоники.

Фактически мы анализируем трехмер
ный СП Xind (t), 
где 

{ , , },ind BFVl BFVr BP∈

а семантика верхних индексов следующая: 
BFVl,  BFVr – линейные скорости крово
тока (ЛСК), регистрируемые левым (l)  и 
правым (r) датчиками; BP – системное ар
териальное давление (САД), регистрируе
мое на периферии артериальной системы 
(A. digitalis). Чтобы не вводить читателя в 
заблуждение, сразу заметим, что прилага
тельное «линейные» – дань традиции, ко
торая сложилась в литературе на русском 
языке, посвященной этой проблематике.

При этом Xind (t) – РТСП с дискретным 
временем t Z +∈  ( 0, 1, 2, ...Z + = ) и дис
кретным числом состояний. В то же время 
t – порядковый номер элемента РТСП, со
ответствующий моменту времени, который 
равен частному от деления величины t  на 
частоту дискретизации АцП по одному ка

налу (т. е. делитель может изменяться от 
сеанса к сеансу в диапазоне 125 – 12500 то
чек в секунду).

Предполагаем, что в пределах каждой 
РТСП можно последовательно выделить 
участки квазистационарности этого СП:

: ( ),

{ ( ) : [ ( ), ( ) ]},

ind ind ind ind
j j j

j

ind ind ind
j j

p p X t p

X t t t p t p T

= =

= ∈ +



где T – длина каждого из таких участков; 
( )ind

jt p  – смещение начала участка ind
jp  по 

отношению к началу Xind (t).
Другими словами, мы допускаем, что 

для участка ind
jp  длины T может быть по

строено каноническое спектральное пред
ставление и оценка этого спектра доставля
ет нам искомую информацию о структуре 
СП Xind (t) на участке .ind

jp
Оценивание чаще всего осуществляется 

с помощью оператора дискретного преоб
разования Фурье непосредственно к значе
ниям ( ),indX t  принадлежащим этому участ
ку :ind

jp

[ ( ), ( ) 1]

1
( ) ( ) ;ind

j ind ind
j j

ind ind i t

p
t t p t p T

S X t e
T

ν

∈ + −

ν = ∑

2

[ ( ), ( ) 1]

1
( ) ( ) .ind

j ind ind
j j

ind ind i t

p
t t p t p T

I X t e
T

ν

∈ + −

ν = ∑

Альтернативную оценку спектра можно 
построить на основе оценки ковариацион
ной функции СП:

[ ( ), ( ) 1]

1
( ) ( ) .ind ind

j jind ind
j j

ind i

p p
t p t p T

S K e
T

ντ

τ∈ + −

ν = τ∑

Алгоритмы вычисления оценки (5) – 
более затратные в вычислительном отно
шении, чем оценки (4). Библиотека FFTW 
[4] с открытым исходным кодом, наиболее 
часто используемая в современных паке
тах для вычислений (она же используется 
и в нашем программном комплексе), обе
спечивает получение оценки спектра как 

2( log ( )).O T T⋅  Оценка же ковариационной 
функции ( )K τ  (см. нижний график на рис. 
3) дополнительно потребует затрат порядка 

2( ).O T  
Неустойчивость оценок ( ),ind

j

ind

p
S ν  по

лучаемых по формулам (4) или (5) (их не

(2)

(5)

(3)

(4)
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состоятельность), – основная причина, по 
которой прибегают к дополнительным опе
раторам осреднения. Эта операция выпол
няется на системе конечных подмножеств 
анализируемого участка ;ind

jp  либо к оцен
кам, полученным с помощью формул (4) 
или (5), применяют интегральное преобра
зование – локальное сжимающее отображе
ние в форме так называемого спектрально
го окна. Выбор интегрального ядра такого 
преобразования оценки спектра представ
ляет собой самостоятельную задачу много
критериальной оптимизации и выходит за 
рамки данной работы. 

Далее, говоря об осреднении оцен
ки спектра ( ),ind

j

ind

p
S ν  или периодограммы 

( ),ind
j

ind

p
I ν  мы подразумеваем, что это преоб

разование построено на основе непараме
трического метода Уэлча [5].

Дисперсия оценок ( ),ind
j

ind

p
S ν  ( )ind

j

ind

p
I ν  по

нижается путем их осреднения по множе
ству jL  непересекающихся подмножеств 

j j
kL L∈  анализируемого участка .ind

jp  Мы 
не снабжаем их ссылкой (дополнительным 
индексом) на исходную РТСП, поскольку 
подмножества j j

kL L∈  представляют собой 
локальные вспомогательные построения и 
имеют смысл только в ходе обработки дан
ных конкретного участка .ind

jp  
В задачах, где представляется возмож

ность построить множества jL  разбиением 
участка ind

jp  на взаимно непересекающиеся 
подмножества равной мощности таким об
разом, что для

Рис. 3. Пример визуализации исходных (верхние графики) и производного (нижний) наборов  
данных в режиме реального времени на основе векторной графики платформы WINTEL: 

два верхних графика – траектории зарегистрированных сигналов (см. рис. 2); внизу – оценка взаимной  
ковариационной функции ЛСК и САД
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  = /j j j
k kL L L T l∀ ∈

(здесь |...| – мощность множества), выпол
няются следующие условия:

: 1 , { ( ) : ( )

 [ / ] ( 1) ( ) [ / ] },

j ind ind
k j

ind
j

k k l L X t t p

T l k t t p T l k

∀ ≤ ≤ = +

+ ⋅ − ≤ < + ⋅

где […] – операция взятия целой части от 
частного.

Для системы непересекающихся под
множеств j j

kL L∈  выполняются следующие 
условия:

1 2

1 2 1 2 1 2, : 1 , , ,

, .j j j ind
k k k j

k

k k k k l k k

L L L p

∀ ≤ ≤ ≠

∩ = ∅ =


Неизбежной платой за оценку ( ),ind
j

ind

p
S ν  

( )ind
j

ind

p
I ν  с меньшей дисперсией будет пони
жение ее разрешающей способности.

Во многих прикладных исследованиях 
структуры СП, для которого выбрать до
статочно протяженный квазистационарный 
участок ind

jp  не представляется возможным 
(исследуют переходные процессы со срав
нительно малым характерным временем), 
оценки осредняют по семейству пересека
ющихся подмножеств :jL

( 1) 1;jL l m= − +

 

: 1 ( 1) 1,

{ ( ) : ( ) [ / ( )]

 ( 1) ( ) [ / ( )] }.

j
k

ind ind
j

ind
j

k k l m L

X t t p T lm

k t t p T lm k

∀ ≤ ≤ − + =

= + ×

× − ≤ < + ⋅

Для таких j j
kL L∈

1 2

1 1 1 2

1 2

, : 1 , ( 1) 1,

| | , , .j j j ind
k k k j

k

k k k k l m

k k m L L L p

∀ ≤ ≤ − +

− < ∩ ≠ ∅ =


Мощность пересечения двух смежных 
подмножеств 

1 1 1,j j
k kL L +  в соотношениях (9) 

обычно выбирают в размере  50 %, т. е.  
m = 2.

В данной  работе мы приводим резуль
таты, полученные и при больших значениях 
m, т. е. когда мощности пересечения двух 
смежных подмножеств составляют 75,0 и 
87,5 %. Мотивация таких условий исследо
вания связана с  ограничением сверху на 
длительность всего сеанса обследования 
пациента, в ходе которого переходные про

цессы в системе авторегуляции протекают 
сравнительно быстро, но проявляют себя 
преимущественно на очень низких часто
тах.

Следует заметить, что теория непара
метрического оценивания спектров осред
нением по семейству пересекающихся 
подмножеств традиционно развивается в 
направлении асимптотических оценок [6]. 
В прикладных исследованиях гарантиро
ванное асимптотическое поведение оценок 
служит  лишь основанием полагать, что вы
бранная методика имеет смысл в контексте 
конкретного обследования. Однако уверен
ности в правильности этого выбора может 
прибавить только конкретный результат, 
конкретные оценки, интерпретируемые 
специалистами предметной области.

В нашей работе, кроме оценок спектра 
каждой из трех составляющих процесса  
Xind(t), были также построены оценки их 
кроссспектров 1,3

1,3( ),
jp
S ν  2,3

2,3( ) :
jp

S ν  

1,3 1 3

1,3 1,3

1,3

,
[ ( ), ( ) 1]

1
( ) ( ) ;ind ind
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j j
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p X X
t p t p T

S K e
T
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τ∈ + −
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S K e
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где семантика верхних индексов следую
щая:

1, 1,ind  2, 2ind  – скорости (ЛСК), реги
стрируемые левым  и правым датчиками, 
соответственно; 3, 3ind  – давление (САД), 
регистрируемое на периферии артериаль
ной системы (A. digitalis).

Соответственно, 1 3,
( )ind indX X

K τ  – взаим
ная ковариационная функция линейной 
скорости кровотока, регистрируемой ле
вым датчиком, и системного артериального 
давления; 2 3,

( )ind indX X
K τ  – такая же взаимная 

ковариационная  функция ЛСК, но реги
стрируемой правым датчиком, и САД.

Операторы для обработки наборов дан
ных в режиме реального времени, которые 
реализованы в текущей версии программ
ного комплекса, представлены в таблице.

результаты и их обсуждение

Разработанный программный комплекс 
был установлен в лаборатории НИИ ней

(5)

(6)

(8)

(9)

(10)
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рохирургии им. проф. А.Л. Поленова, руко
водимой проф. В.Б. Семенютиным. В ходе 
тестирования этого программного ком
плекса на пациентах клиники и волонтерах 
были получены предварительные оценки 
как производительности системы, так и 
возможностей, предоставляемых исследо
вателям с ее помощью.

В опубликованных к настоящему време
ни работах длина участков квазистационар
ности в регистрируемых РТСП изменяется 
от нескольких десятков до нескольких со
тен секунд. Очевидным является условие 
кратности этой длины периоду гармони
ки, которая представляет первостепенный 
интерес в конкретном исследовании. Что
бы оценить амплитуды гармоник, которые 
атрибутируются как Mволна, указанная 
длина должна быть кратной 10 с. Для ис
следования Bволн эта длина должна быть 
существенно больше. Выбор участков ind

jp  
длиной в T = 25 000 точек (это соответству
ет 200 с, поскольку частота дискретизации 
АцП задавалась равной 1 кГц и соответ
ствовала 125 точкам/с по одному каналу) 
был сделан в результате обсуждения усло

вий проведения сеанса с нейрохирургами. 
Столь протяженный участок был необхо
димым условием применимости нашей мо
дификации алгоритма непараметрического 
усреднения (в противном случае получен
ные оценки могли быть несостоятельными). 
Кроме того, он позволял проверить гипоте
зу о квазистационарности РТСП. Нейрохи
рурги также считали, что участок в 200 с –  
достаточно протяженный для того, чтобы 
построить статистически состоятельные 
оценки, и достаточно короткий для того, 
чтобы проводить исследования нестацио
нарных эффектов (переходные процессы, 
возникающие при проведении различного 
рода тестов). 

Изложенные далее оценки и обсуждение 
результатов относятся к частотному диапа
зону 0,08 –  0,15 Гц. По мнению специали
стов, именно в этом диапазоне наиболее 
отчетливо проявляют себя механизмы ав
торегуляции в форме M-волн. Оценки по
лучали на каждой секунде сеанса обследо
вания пациента. Участок длины T каждую 
секунду смещался на 125 точек вправо (со
гласно вышеуказанной частоте дискретиза

Таблица

Операторы для обработки данных в режиме реального времени,  
реализованные в текущей версии программного комплекса

Оператор Алгоритм/Оценка
Особенность реализации / 

аргумента(ов)
Унарные операторы

FFT
Дискретное преобразование
Фурье

Библиотека с открытым кодом  
FFTw MIT

Spectrum
Density

Оценка спектральной
плотности

Результаты дискретного  
преобразования Фурье

Mwave

Оценка инфразвуковой  
компоненты, именуемой  
волнами Майера 
(диапазон  0,08 –  0,15 Гц)

Зарегистрированная часть РТСП

Bwave
Та же для Bволн
(диапазон  0,008–0,050 Гц)

Та же

Бинарные операторы

Correlation
Оценка коэффициента  
корреляции

Два участка РТСП либо  
зарегистрированные РТ двух СП

Covariance Оценка ковариации Та же
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ции АцП по одному каналу). Тем самым 
он составлял последние 25 000 точек  заре
гистрированной РТСП для каждой секунды 
сеанса, начиная с 200й секунды. Оценки 
амплитуд гармоник Re Im( ), ( ),S Sν ν  а также 
периодограмму ( )I ν  получали для всего 
участка; кроме того, получали оценки пу
тем осреднения по jl L=  пересекающим
ся подмножествам (см. соотношения (8) и 
(9)) длины в 10 000 точек, или 80 с 

( : 1 , 10000).j
kk k l L∀ ≤ ≤ =

Мощность множества пересечения двух 
смежных подмножеств, согласно соотно
шениям

1 2

1 1 1 2 1 2: , : 1 , ( 1) 1, | |

1, , {8750, 7500,5000},j j
k k

q k k k k l m k k

L L q q

∀ ≤ ≤ − + − =

= ∩ = ∈

– это еще один параметр алгоритма оцени
вания. Его выбирали равным 8750, 7500 и 
5000 точек (70, 60 и 40 с соответственно). 

Таким образом, путем осреднения мы 
получали три оценки амплитуды гармо
ник или квадрата ее амплитуды для соот
ветствующих трех вариантов мощности q 
множества пересечения двух смежных под
множеств. Этот подход позволял  сравни
вать качество эмпирических осредненных 
оценок (их первые и вторые моментные 
функции).

Предварительные исследования были 
проведены на здоровых волонтерах. Затем 
клинические испытания продолжались на 
пациентах клиники НИИ нейрохирургии, 
которым были поставлены диагнозы, свя
занные с  нарушениями мозгового крово
обращения. Сеансы проводили при сле
дующих (одинаковых для всех) условиях: в 
одно и то же время суток (обычно около по
лудня), спустя два часа после приема пищи; 
обследуемые находились в супинационном 
положении (лежа на спине). Первые 400 с 
пациенты  находились в состоянии полного 
покоя, поэтому измерения их не беспокои
ли, а в следующие 400 с на них выполняли 
гипокапническую пробу (гипервентиляция 
легких, при которой исследуют реакцию 
кровообращения пациента на пониженный 
уровень углекислоты в крови). Такая про
ба была выбрана вместо гиперкапнической 
(последняя делается для проверки резервов 

мозгового кровообращения), чтобы условия 
обследования были более физиологичны.

Эксперименты ставили целью  ответить 
на следующие вопросы:

вопервых, всегда ли существуют «в 
норме» Мволны в спектре ЛСК, САД;

вовторых, если Мволны обнаружива
ют себя в этих спектрах «в норме», то в ка
кой мере они себя проявляют;

втретьих, как ведут себя Мгармоники 
при проведении теста на гипокапнию в ходе 
сеанса обследования здорового волонтера.

Разумеется, при этом нас интересовало, 
насколько способны наша методика и наш 
программный комплекс решить данные во
просы. 

В связи с поставленной целью предпо
лагалось получить оценки первой и второй 
моментных функций вещественной части 
амплитуд Мгармоник Re( )S ν  и, аналогич
но, периодограммы ( )I ν  в частотном диа
пазоне Мволн. Другими словами, в этой 
работе критерии построения решающего 
правила были сформулированы на основе 
оценок математического ожидания 

Re( ( )),indE S ν  2 2 1/2
Re Re( ( ( )) ( ( )) )ind indE S ESν − ν

(стандартные отклонения оценок) для гар
моники, которая вносит наибольший вклад 
в спектральную плотность в диапазоне  
0,08 – 0,15 Гц. Выход этой оценки матема
тического ожидания в конкретный момент 
времени за границы доверительного интер
вала, определяемого оценками стандарт
ных отклонений, которые были получены 
на предшествующем этому моменту участке 
РТСП, интерпретировался как момент по
явления Мволны. 

Следует отметить, что это не един
ственно возможный критерий построения 
решающего правила и, соответственно, 
статистики. Данная проблема требует до
полнительных исследований. 

В результате эксперимента оказалось, 
что в нормальном состоянии Мволны хотя 
и обнаруживаются у здоровых людей, но 
само их появление, а также степень их про
явления во многом зависят от психосома
тического состояния конкретной личности 
в процессе сеанса. На рис. 4 и 5 представ
лены довольно типичные для здоровых лю

(11)
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дей оценки средней амплитуды Мволны  

Re ( )indS ν  и соответственно стандартных откло
нений – корня квадратного из разности вто
рой моментной функции и квадрата первой 
моментной функции (см. формулы (11)).       

Эти данные получены для гармони
ки, которая вносит наибольший вклад 
в спектральную  плотность в диапазоне  
0,08 – 0,15 Гц; результаты получены в ре
жиме реального времени.

На рис. 6 даны  оценки на основе пе
риодограммы ( )I ν  в том же частотном диа
пазоне и при тех же условиях.

Таким образом, для здоровых людей 
оценки соизмеримы, и нельзя с полной 
уверенностью утверждать, что Мволна 
действительно присутствует в структуре 
этих СП.

Тест на гипокапнию со здоровыми во
лонтерами показал, что и в условиях, ког

Рис. 4. Результаты обследования здоровых волонтеров – оценки в режиме реального времени 
вещественной части амплитуды гармоники Мволны Re ( )indS ν  (см. формулу (4));  

1 – оценка по всему участку ind
jp  (без применения оператора непараметрического усреднения);  

(2 – 4) – усредненные оценки по множеству пересекающихся подмножеств при l = |Lj| = 10 000  
и различных значениях q: 5 000 (2), 7 500 (3), 8 750 (4)

Рис. 5. Результаты обследования здоровых волонтеров – оценки в режиме реального времени 
стандартного отклонения амплитуды Re ( )indS ν ;  

(1 – 3) – усредненные оценки по множеству пересекающихся подмножеств при l = |Lj| = 10 000  
и различных значениях q: 5 000 (1), 7 500 (2), 8 750 (3)



Биофизика и медицинская физика

105

да Мволна с определенной долей вероят
ности может проявить себя как следствие 
включения дилататорных механизмов при 
снижении концентрации углекислого газа в 
крови, она регистрируется далеко не у каж
дого обследованного.

Полученные результаты позволяют сде
лать важный вывод: в ходе обследования 
с использованием нашего программного 
комплекса возникает принципиальная воз
можность исследовать индивидуальные ре
акции организма на длительность и степень 
воздействия (изменение парциального дав
ления углекислого газа в крови) на систему 
кровообращения.

Дальнейшие исследования, как уже от
мечалось, были проведены на пациентах 
клиники НИИ нейрохирургии им. проф. 
А.Л. Поленова. Оценки спектра в частот
ном диапазоне Мволн, полученные в ходе 
сеансов обследования пациентов (рис. 7 
и 8), позволяют утверждать, что Мволны 
проявляют себя в ходе проведения различ
ных тестов уже в первые 10 – 120 с после 
момента его начала (скорость реакции ин
дивидуальна), хотя в состоянии покоя об
наруживаются далеко не всегда. Отметим, 
столь быстрая идентификация Мволны 
в этих случаях оказалась возможной бла
годаря тому обстоятельству, что сеансу, в 

Рис. 6. Результаты обследования здоровых волонтеров – усредненные оценки квадрата  
амплитуды (1) и ее стандартного отклонения (2) для гармоники Мволны в режиме  

реального времени; l = |Lj| = 10 000 и q = 7 500 

Рис. 7. Результаты обследования пациента  
с диагностируемой патологией – аналог данных, полученных для здорового человека (см. рис. 4). 

Кривые 2, 3, 4 в данном случае практически совпали.  
Сравнение с рис. 4 показывает возможность регистрации индивидуальной реакции организма  

на такие же воздействия на систему кровообращения
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котором обследуемый подвергался тести
рованию, непосредственно предшествовал 
сеанс, где этот обследуемый в течение 400 с 
находился в состоянии полного покоя.

Оценки и их стандартные отклонения 
на рис. 7 и 8 приведены для гармоники, 
которая вносит наибольший вклад в спек
тральную плотность в диапазоне 0,08 – 0,15 
Гц. Исходные данные и оценки получены в 
режиме реального времени. У обследуемого 
пациента контролировали дыхание (инду
цировали гипокапнию).

Рис. 9 дает представление о видах одно
го и того же участка спектров, которые 
регистрировались через каждые 4 с в ходе 
двух сеансов обследования: когда пациент 
находился в состоянии покоя и когда у 
него была индуцирована гипокапния. Ста
тистическая значимость различий в состоя
тельных оценках математических ожиданий 
амплитуд очевидна.

Асимптотическая нормальность  
оценок амплитуд гармоник в инфранизком 

частотном диапазоне

В ходе сеансов обследования мы допол
нительно изучали оценки, которые получа
ли осреднением по пересекающимся под
множествам (см. формулы (8) и (9)) окна 
видимости в 10 000 точек (80 с).

В частности, при q = 8750 мы регистри
ровали каждую секунду 200 выборок объе
мом в 13 элементов с оценками амплитуд 
первых 200 гармоник (диапазон инфраниз
ких частот). При q = 7500  мы  увеличили 
длину T участков ind

jp  (см. формулу (3)) до 
27 500 точек (220 с) и регистрировали каж

дую секунду то же число выборок объемом 
в 8 элементов с такими же оценками ам
плитуд (тот же диапазон). Каждая из ука
занных выборок в ходе сеанса служила для 
получения осредненной оценки Re( ( )).indE S ν  
Мы дополнительно реализовали проверку 
статистической гипотезы (H0) о нормаль
ности отклонений элементов каждой вы
борки относительно их среднего Re( ( )).indE S ν  

Рис. 8. Результаты обследования пациента с диагностируемой патологией – аналог данных,  
приведенных на рис. 5 (сравнение с рис. 5 также показывает возможность регистрации  

индивидуальной  реакции организма на воздействия на систему кровообращения)

Рис. 9. Оценки вещественной части модуля  
амплитуды гармоник в диапазоне  

0,08 – 0,15 Гц на 404х секундах сеанса, когда 
пациент находился в состоянии покоя (а) и 

когда у него была индуцирована гипокапния (б)

а)

б)

1,0
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Для проверки H0 вычислялась статисти
ка Шапиро – Уилка [7]. Выбор в данном 
случае был безальтернативным, поскольку 
такой критерий –  наиболее мощный при 
столь малых объемах выборок. Нижняя 
граница объема выборки, при котором ре
комендуется использовать эту статистику, 
равна восьми. Именно по этой причине мы 
и увеличили длину T участков ind

jp  до 27500 
точек при q = 7500.

В результате проверки H0 установлено, 
что в среднем по всем выборкам в инфра
низком диапазоне (для 200 первых гармо
ник) нулевая гипотеза отвергается лишь в 
25 % случаев при уровне значимости 0,05 и 
в 10 % при уровне значимости 0,01.

Заключение

Мы полагаем, что разработанный нами 
комплекс программ для изучения механиз
мов авторегуляции мозгового кровообраще
ния позволяет кардинально расширить круг 
исследований. В отличие от коммерческого 
ПО, обеспечивавшего специалистов исхо
дной информацией a posteriori, теперь воз
никает возможность осуществлять анализ 
количественных характеристик наблюдаемых 
процессов в режиме реального времени.

Мы полагаем, что наше ПО позволяет 
решать наиболее актуальные задачи из пе
речисленных международной группой уче
ных в области церебральной гемодинамики 
[8, 9].

В частности, это инструмент для прове
дения целого ряда  научных исследований:

анализа РТСП на предмет построения 
адекватных этим процессам математических 
моделей и решающих правил (на основе та

ких моделей), которые можно было бы ис
пользовать в клинической практике;

разработки алгоритмов для анали
за РТСП, регистрируемых в клинических 
условиях, в частности обоснование крите
риев выбора оптимальных значений пара
метров в программных реализациях таких 
алгоритмов;

разработки методик, позволяющих из
учать in situ системы регуляции мозгового 
кровообращения.
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AUTOCONTROL MECHANISMS OF TRANSCRANIAL BLOOD CIRCULATION.

The paper presents architecture and details of software implementation of a clientserver system 
developed to investigate the hemodynamics in the brain in realtime mode. That is our own implementation 
of distributed registering, recording, an analysis of blood flow velocity (BFV), arterial blood pressure (BP). 
Input signals (BFV, BP) are treated as quasiperiodic stochastic processes. The analysis is performed by 
spectral methods of stochastic processes theory. FFT algorithm is in use to get spectra estimates. Modified 
Welch estimator is applied to evaluate consistent estimates of harmonics amplitudes. GUI is implemented 
in client software to display  input signals and their estimates. The results of the software clinical testing in 
which course we studied the Mwave phenomenon are given.
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УДК 57.043

М.Я. Винниченко 1, А.Н. Софронов 1, Д.А. Фирсов 1,  
С.C. Дремов 2, А.Л. Тер-Мартиросян 2

1 Санкт-Петербургский государственный политехнический университет 
2 ЗАО «Полупроводниковые приборы»

ИССЛЕДОВАНИЕ ОПТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ  
ФОТОДИТАЗИНА ДЛЯ РАСшИРЕНИЯ ВОЗМОЖНОСТЕЙ  

ФОТОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРАПИИ

Проведено измерение спектров поглощения фотодитазина, используемого 
для фотодинамической терапии, с целью уточнения спектрального положения 
максимумов линий поглощения. Измерены спектры флуоресценции фотоди
тазина при возбуждении излучением с двумя различными длинами волн, со
ответствующими максимумам коэффициента поглощения. Сформулированы 
требования к спектральноселективным оптическим элементам диагностиче
ских систем для фотодинамической терапии, позволяющие увеличить эффек
тивность данного метода.

ФОТОДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕРАПИЯ, ФОТОДИТАЗИН, ФОТОСЕНСИБИЛИЗАТОР, ФЛУО
РЕСцЕНцИЯ, ДИАГНОСТИКА ФОТОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРАПИИ.

Введение

Ранняя диагностика и лечение злока
чественных опухолей, заболеваний кожи, а 
также некоторых инфекционных заболева
ний имеет первостепенное значение. Один 
из методов, интенсивно развивающихся в 
последнее время, который уже показал хо
рошие результаты, это фотодинамическая 
терапия. Указанный метод основан на спо
собности некоторых светочувствительных 
препаратов (фотосенсибилизаторов) из
бирательно накапливаться в пораженных 
тканях и одновременно взаимодействовать 
с электромагнитным излучением видимого 
или ближнего инфракрасного диапазона. 
Фотосенсибилизатор чаще всего вводится 
в организм внутривенно, но может приме
няться аппликационно или перорально. Ло
кальная активация светом фотосенсибили
затора, накопившегося в опухоли,из полосы 
его поглощения приводит (в присутствии 
кислорода тканей) к развитию фотохими
ческой реакции, разрушающей опухолевые 
клетки; и за счет этого достигается лечеб
ный эффект. Данный процесс сопровожда
ется флуоресценцией как препарата, так 
и кислорода в более длинноволновой (по 
сравнению с активирующим излучением) 

области спектра. Анализ данных флуорес
ценции позволяет более полно исследовать 
процесс лечения. Картина пространствен
ного распределения флуоресценции несет 
информацию о размерах опухоли и концен
трации препарата, а ее изменение во вре
мени позволяет извлечь количественные 
сведения о необходимой дозе облучения. 
Данный эффект может использоваться не 
только при лечении, но и при диагности
ке онкологических заболеваний различных 
локализаций на ранних стадиях [1, 2].

Достижения последних лет в области 
полупроводниковой оптоэлектроники де
лают метод фотодинамической терапии 
доступным для широкого использования 
в медицинских учреждениях благодаря 
разработке недорогих компактных мощ
ных источников лазерного излучения на 
основе полупроводниковых лазерных ди
одов [3]. 

Наиболее конкурентоспособными фо
тосенсибилизирующими препаратами по 
совокупности своих медикобиологических 
и оптикофизических свойств являются 
фотосенсибилизаторы на основе произво
дных хлорина e6, в частности коммерчески 
доступный отечественный препарат фото
дитазин. 
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Для контроля дозы облучения и его 
пространственного распределения необ
ходима система визуализации картины 
пространственновременного распределе
ния флуоресценции фотосенсибилизатора. 
Такая система регистрации оптического 
излучения должна быть спектрально селек
тивной, т. е. должна регистрировать свет во 
всей полосе флуоресценции и не реагиро
вать на излучения, возбуждающие флуорес
ценцию. Элементы подобных систем уже 
активно разрабатываются (см., например, 
статью [4]), однако имеется ряд существен
ных принципиальных трудностей для раз
работки спектральноселективной оптики 
такого типа. Дело в том, что для возбуж
дения фотохимической реакции с участи
ем фотодитазина используют излучение с 
высокой степенью монохроматичности на 
длине волны около 660 нм, совпадающей 
с одной из линий оптического поглощения 
препарата. Заметим, что другие фотосенси
билизаторы возбуждаются длинами волн в 
районе 630 нм и такое излучение проникает 
в ткани на меньшую глубину. При возбуж
дении же излучением с длиной волны 660 
нм спектральный состав флуоресценции 
фотодитазина оказывается весьма близким 
к спектру возбуждающего излучения: флуо
ресценция сдвинута в длинноволновую об
ласть относительно возбуждающего излуче
ния всего на 10 – 20 нм. Использование 
решеточных или призменных монохрома
торов для спектральной селекции флуо
ресценции представляется неудобным из
за значительных размеров этих приборов. 
Решить эту проблему позволяет использо
вание оптических фильтров. Однако малое 
спектральное расстояние между возбуждаю
щим и испускаемым излучениями налагает 
крайне жесткие требования к качеству этих 
селективных оптических приспособлений 
для диагностических приборов, в частности 
к крутизне коротковолнового края пропу
скания таких фильтров. Даже имеющийся 
небольшой технологический разброс опти
ческих параметров фильтров приводит к су
щественному ухудшению работы системы: 
либо к засвечиванию ее фоточувствитель
ного элемента возбуждающим излучением, 
либо к существенному срезу части спек

тра полезного излучения флуоресценции и 
снижению чувствительности системы. 

Однако известно, что фотосенсибили
заторы на основе производных хлорина е6 
имеют ряд линий поглощения с длиной 
волны меньше 660 нм. Их использование 
для возбуждения фотохимической реакции 
потенциально может существенно снизить 
требования к качеству селективных опти
ческих элементов систем диагностики для 
фотодинамической терапии. При этом для 
возбуждения могут использоваться ком
мерчески доступные полупроводниковые 
источники излучения, согласованные по 
спектру с линиями поглощения препара
тов.

С другой стороны, сдвиг возбуждающе
го излучения в коротковолновую область 
приводит к уменьшению глубины проник
новения излучения в ткани и органы чело
века. Так, излучение с длиной волны 660 
нм успешно используется для фотодина
мической терапии злокачественных ново
образований различных локализаций, как 
наружных, так и эндогенных.  Излучение с 
более короткой длиной волны в принципе 
может использоваться только для фотоди
намической терапии поверхностных обла
стей тканей, например в стоматологии.

На настоящий момент в известной нам 
научнотехнической литературе отсут
ствуют данные о спектрах флуоресценции 
фотосенсибилизаторов на основе произво
дных хлорина e6 при возбуждении излуче
нием, согласованным с линиями поглоще
ния препарата в коротковолновой области 
спектра. Такие данные необходимы для 
разработки систем диагностики для фото
динамической терапии.

Таким образом, целью настоящей ра
боты являлось изучение спектров оптиче
ского поглощения и спектрального состава 
излучения флуоресценции фотодитазина 
при возбуждении коротковолновым излу
чением. 

Объекты и методика исследований

В качестве объекта исследова
ний был выбран медицинский препа
рат фотодитазин, представляющий собой 
Nдиметилглюкаминовую соль хлорина e6. 
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Препарат разводился в 0,9 %м растворе 
хлорида натрия. Концентрация препара
та в указанном растворе подбиралась для 
оптимального использования динамиче
ского диапазона фотоприемника, регистри
рующего излучение, и составляла 0,71 мкл/
мл для измерения спектров оптического 
поглощения и 50 мкл/мл – для спектров 
флуоресценции. Необходимое количество 
препарата отбиралось с помощью инсули
нового шприца объемом 0,5 мл (цена деле
ния – 10 мкл).

Для измерения спектров пропускания 
раствор помещали в прямоугольную пла
стиковую прозрачную кювету объемом 4 мл 
с длиной внутренней полости вдоль направ
ления распространения света, равной 1 см. 
Для измерения спектров флуоресценции 
раствор помещали в кварцевую пробирку.

Схема экспериментальной установки 
для измерения спектров оптического по
глощения представлена на рис. 1. Ее осно
вой служит дифракционный спектрометр 4 
(Horiba FHR640) с дифракционной решет
кой, имеющей 1200 штрихов/мм, с блеском 
на 500 нм; она обеспечивает спектральное 
разрешение не хуже 0,02 нм при ширине 
входной щели 10 мкм. Фоточувствительным 
элементом является ПЗСкамера 6 (Horiba 
Symphony II SIIILS256OE), охлаждае
мая жидким азотом, имеющая спектраль
ный диапазон чувствительности 300 – 1000 

нм. В качестве источника широкополос
ного излучения использовалась галогенная 
лампа 1; ее излучение диафрагмировалось, 
изображение светящегося отверстия диа
фрагмы 2 фокусировалось на входной щели 
спектрометра с помощью собирающей лин
зы 3.

Кювета 5 с исследуемым раствором 
устанавливалась непосредственно перед 
входной щелью спектрометра. Спектры 
измерялись в автоматическом режиме, 
спектрометр полностью управлялся персо
нальным компьютером с помощью специ
ального программного обеспечения. Спектр 
излучения галогенной лампы, прошедшего 
через кювету с раствором препарата, нор
мировался после измерения на такой же 
спектр, но зарегистрированный для кюве
ты с физиологическим раствором; это обе
спечивало получение спектра оптического 
пропускания препарата.

Экспериментальная установка для изме
рения спектров флуоресценции схематично 
представлена на рис. 2.

Измерение спектров производилось на 
описанном выше спектрометре 4 Horiba 
FHR640 (см. также рис. 1). Пробирка с рас
твором препарата 2 размещалась на опти
ческой оси спектрометра (см. рис. 2, а). 
Лазерное излучение для возбуждения флуо
ресценции направлялось снизу на пробир
ку с раствором, при этом формировалась 

Рис. 1. Блоксхема экспериментальной установки  
для измерения спектров пропускания (вид сверху):  

1 – галогенная лампа, 2 – диафрагма 1 мм, 3 – собирающая линза,  
4 – спектрометр Horiba, 5 – кювета с исследуемым раствором,  

6 – ПЗСкамера, охлаждаемая жидким азотом
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вертикальная светящаяся полоса внутри 
пробирки. Изображение светящейся по
лосы флуоресценции фокусировалось на 
входной щели спектрометра с помощью со
бирающей линзы 3.

Для возбуждения флуоресценции ис
пользовалось два типа источников из
лучения 1. Первый – лазерный аппарат 
ЛатусТ [5], длина волны его излучения – 
659,6 нм, установленная выходная оптиче
ская мощность – 140 мВт, диаметр пятна 
на нижней поверхности пробирки – 2 мм, 
интенсивность возбуждающего излучения –  
4,4 Вт/см2. Второй – лазерный диод, длина 
волны его излучения – 406 нм; он питался 
стабилизированным источником тока 1,3 А, 
выходная оптическая мощность – 160 мВт, 
диаметр пятна на нижней поверхности 
пробирки – 5 мм, интенсивность возбуж
дающего излучения – 0,8 Вт/см2. При этом 
перед входной щелью спектрометра уста

навливался фильтр из оптического стекла 
ЖС12, отсекающий излучение лазера. Для 
красного света (лазер с длиной волны из
лучения 659,6 нм) фильтры не использова
лись. Спектры флуоресценции измерялись 
в автоматическом режиме с использовани
ем персонального компьютера.

С помощью установки, схема которой 
приведена на рис. 1, были измерены спек
тры оптического пропускания исследуемо
го раствора фотодитазина IФТ(λ) и физиоло
гического раствора IФЗ(λ). Согласно закону 
Бугера, интенсивность светового пучка, 
прошедшего через раствор, определяется 
следующим выражением:

ФТ 0 exp( ),I I L= −α

где 0I  – интенсивность падающего пучка; 
L – толщина слоя раствора, пропускающе
го свет (оптический путь); α  — коэффици
ент поглощения. 

Чтобы избавиться от эффектов, не свя
занных с фотодитазином, в качестве нор
мировочного спектра 0I  удобно использо
вать интенсивность IФЗ и взять логарифм от 
отношения IФT /IФЗ:

ФТ

ФЗ

ln ln(exp( )) .
I

L L
I

 
= α = α 

 

результаты и их обсуждение

Экспериментально полученный спектр 
оптического пропускания (IФТ / IФЗ) фотоди
тазина представлен на рис. 3. Cпектр коэф
фициента поглощения ( ),α λ  рассчитанный 
по формуле (2), представлен на рис. 4.

Из представленных данных видно, что 
наблюдаются полосы поглощения фото
дитазина с максимумами на длинах волн 
653 и 403 нм, а также слабые спектраль
ные особенности в области длин волн 
500 и 600 нм. По этим спектрам можно 
рассчитать коэффициенты удельного по
глощения (на единицу концентрации): 
для света с длиной волны 653 нм он равен  
0,62 см–1(мл/л)–1, а с длиной волны 403 нм –  
3,34 см–1(мл/л)–1. Таким образом, наблю
дается разница значений более чем в пять 
раз, что говорит о большей эффективности 
возбуждения флуоресценции излучением с 

а)

б)

Рис. 2. Блоксхема экспериментальной  
установки для измерения спектров  

флуоресценции; виды сбоку (а) и сверху (б):  
1 – возбуждающий излучение лазер, 2 – пробирка  
с исследуемым раствором, 3 – собирающая линза,  

4 – спектрометр Horiba, 5 – ПЗСкамера,  
охлаждаемая жидким азотом

(1)

(2)
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длиной волны 403 нм. Это может привести 
к снижению мощности излучения, необхо
димой для проведения фотодинамической  
терапии.

Полученное спектральное положение 
длинноволновой линии поглощения хоро
шо согласуется с известными литературны
ми данными. Так, по данным работы [6], 
спектральный максимум поглощения фо
тодитазина составляет 655 нм для водного 

раствора и 662 нм в биологических средах 
(зависит от растворителя). 

С помощью установки, представленной 
на рис. 2, были измерены спектры флуо
ресценции при возбуждении излучением 
с длинами волн 406,0 и 659,6 нм (рис. 5). 
Видно, что полученные спектры в целом 
подобны друг другу, однако при возбуж
дении флуоресценции фиолетовым светом 
(406,0 нм) появляется дополнительная по

Рис. 3. Спектр оптического пропускания  
раствора фотодитазина при комнатной  

температуре; его концентрация – 0,71 мл/л; 
длина оптического пути в растворе – 1 см

Рис. 4. Спектр оптического поглощения  
раствора фотодитазина при комнатной  

температуре; его концентрация – 0,71 мл/л

Рис. 5. Спектры флуоресценции раствора фото
дитазина при возбуждении излучением  

с длинами волн 406,0 нм (1) и 659,6 нм (2). 
Кривая 2 содержит также линию  

от рассеянного возбуждающего излучения

Рис. 6. Спектры коэффициента поглощения  
(1, правая ось) и флуоресценции  

при возбуждении излучением с длиной волны 
406,0 нм (2, левая ось) раствора фотодитазина 

при комнатной температуре
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лоса излучения с коротковолновой сторо
ны. Возможно, она связана с испусканием 
света по тому же микроскопическому ме
ханизму, с которым связано поглощение 
света в области длин волн 660 нм. Доводом 
в пользу этого предположения служит срав
нение двух спектров, приведенных на рис. 
6. Здесь виден стоксовский сдвиг коротко
волновой полосы излучения относительно 
полосы оптического поглощения 1. Однако 
анализ микроскопических механизмов фор
мирования спектра флуоресценции препа
рата выходит за рамки данной статьи.

Практическая значимость  
полученных результатов 

Проведенные эксперименты позво
лили определить спектральный диапазон 
чувствительности фоторегистрирующих 
элементов систем, предназначенных для 
диагностики злокачественных опухолей ме
тодами фотодинамической терапии, а так
же  выработать ряд рекомендаций. 

При возбуждении флуоресценции излу
чением с длиной волны 660 нм необходи
мо ограничивать засветку возбуждающим 
излучением фоточувствительного элемента 
системы диагностики с целью повышения 
общего контраста итогового флуоресцент
ного изображения. Спектр флуоресценции 
по уровню 0,5 от высоты максимума име
ет ширину от 677 до 751 нм, а по уровню  
0,1 – от 669 до 808 нм. Таким образом, про
пускание используемого оптического филь
тра должно спадать от единицы до нуля в 
узкой области длин волн (от 669 до 660 нм), 
причем крутизна коротковолнового края 
пропускания должна составлять не менее 
1000 нм–1 для эффективного подавления 
лазерного излучения.

На спектральноселективную оптику 
при возбуждении флуоресценции излуче
нием с длиной волны 406 нм налагаются  
гораздо менее жесткие требования. Корот
коволновый край спада пропускания опти
ческого фильтра может располагаться в до
вольно широкой области: от 450 до 600 нм, 

причем без существенных ограничений на 
крутизну спада. Отношение пропускания 
фильтра на длине волны флуоресценции к 
пропусканию на длине волны возбуждаю
щего излучения должно быть при этом не 
менее 100. Общий диапазон чувствительно
сти системы должен лежать в пределах от 
520 ± 80 до 900 ± 80 нм.

Заключение

В работе проведено экспериментальное 
исследование оптических свойств фотоди
тазина – коммерчески доступного отече
ственного препарата. Все измерения вы
полнены при комнатной температуре.

В частности, получен спектр испуска
ния флуоресценции препарата при ее воз
буждении коротковолновым излучением. 
Проведено измерение спектров оптическо
го поглощения фотодитазина, чтобы уточ
нить  положение максимумов линий погло
щения. Измерены спектры флуоресценции 
объекта при возбуждении лазерным излу
чением на двух различных длинах волн, со
ответствующих максимуму коэффициента 
поглощения. 

На основе полученных эксперименталь
ных результатов сформулированы требова
ния к спектральноселективным оптиче
ским элементам диагностических систем, 
используемых для фотодинамической те
рапии. Показано, что в случаях, когда нет 
необходимости вводить  излучение в ткани 
человека на большую глубину,  для возбуж
дения флуоресценции фотосенсибилизато
ров на основе хлорина е6 предпочтительнее 
использовать излучение с длиной волны 
406 нм. Данная рекомендация диктуется 
как возможностью получать более высокие 
значения коэффициента поглощения, так и  
простотой спектральной селекции.

Работа выполнена при финансовой под
держке Правительства Российской Федера
ции (Минобрнауки России) в рамках реали
зации комплексного проекта по созданию 
высокотехнологичного производства (договор 
№ 02.G25.31.0064).
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Vinnichenko M.Ya., Sofronov A.N., Firsov D.A., Dremov S.S., Ter-Martirosyan A.L.  
INVESTIGATION OF PHOTODITAZIN OPTICAL PROPERTIES FOR EXPANDING 
POSSIBILITIES OF PHOTODYNAMIC THERAPY.

Photodynamic therapy is a promising method for diagnostics and treatment of cancers of varying 
localization. Photodynamic diagnostic systems are based on fluorescence detection of photosensitizers. One 
of the much used photosensitizers is photoditazin, but it is characterized by too small fluorescenceabsorption 
spectral separation. This property involves considerable difficulties in spectral selection of fluorescent emission 
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and exciting laser radiation when working out diagnostic systems. 
Optical properties of photoditazin have been studied in this work. The absorption spectra were recorded 

to refine the spectral positions of line maxima. The efficient fluorescence in the spectral range between 670 
and 800 nm was found to be obtainable under radiant excitation with not only conventional wavelength 
(660 nm) but with 405 nm wavelength as well. If the latter is the case, the spectral selection of exciting 
radiation and fluorescent emission becomes much simpler. The studies conducted allowed us to determine 
requirements for spectral optical elements of photodynamic diagnostic systems. The fluorescence excitation 
with laser radiation at 405 nm wavelength was shown to be available for diagnostic systems with limited 
depth of light penetration into tissue.

PHOTODYNAMIC THERAPY, PHOTODITAzIN, PHOTOSENSITIzER, FLUORESCENCE, PHOTODYNAMIC 
DIAGNOSTICS.

THE AuTHORS
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АДДИТИВНОЕ И МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЕ УДВОЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ  
В АВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЯХ

Для нетривиального погружения характеристики исходной задачи Коши в 
поле экстремалей используются процедуры различного удвоения переменных: 
аддитивного и мультипликативного, внешнего и внутреннего.

ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА, ПОТОК, ПОЛЕ ЭКСТРЕМАЛЕЙ, РАССЛОЕНИЕ, БАЗИС 
РАССЛОЕНИЯ, ДИФФЕОМОРФИЗМ,  ГАМИЛьТОНИАН, УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА.

Введение
Процедура канонического погружения 

известна для системы вида

0( , ),  (0) 0,
d

t
dt
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= − =
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x x xF

где
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или в скалярном виде:
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dt
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Для указанной процедуры известна сле
дующая теорема (см., например, работу 
[1]). 

теорема. Погружение характеристики 
системы (1) в поле возможно тогда и толь-
ко тогда, если выполняются следующие усло-
вия:

1. импульсы :sr
r

y
x

∂
=

∂
sF
 самосопряжены, т. е.

sr st

t r

y y
x x

∂ ∂
=

∂ ∂

(отображение F – это дважды непрерывно 
дифференцируемый в X диффеоморфизм);

2. уравнения (1) согласованы; это озна-
чает, что они выполняются в каждой точке 
графика T × X, включая концы.

Например, для системы порядка m вы
полняются 2m условий самосопряженно
сти и m условий согласованности. Поэтому 
естественно интерпретировать условия тео
ремы как ограничения на систему порядка 
4m на m неизвестных. Действительно, если  

2

2
,  ,  ,

d d
t

dtdt
 = Λ  
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то вдоль слоя Tx выполняется уравнение 

,  1(1) ,  str( )s s m
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∂
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F
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и можно интерпретировать эти равенства 
(2) как уравнения Якоби на действие Fs с  
координатами xs, импульсами ysr. 

Тогда условия самосопряженности име
ют вид 

2 2

,
r t t rx x x x

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
s sF F

а условия согласованности – 

→  ∂ ∂∂ ∂ + ∇ − Λ = +  ∂ ∂ ∂ ∂   
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F F
F F s
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∇ − Λ =sF F E

– гамильтониан, или «энергия» системы 
(1), 

: .s × × → ℜ1E T X Y

Кроме того, вдоль характеристики ре
шаемой задачи выполняются 2m уравнений 
Лагранжа второго порядка: 

,s s

r r

d
dt x x

∂Λ ∂Λ
=

∂ ∂

т. е. система имеет порядок 4m. 
Очевидно, что в условиях, когда систе

ма (1) удовлетворяет условиям ослабленной 
теоремы существования и единственности 
решения (с достаточно гладким отображе
нием в правой части) условия самосопря
женности выполняются тождественно, а 
в скалярном случае (m = 1) отсутствуют. 
Условия согласованности нетривиальны и 
совпадают с каноническим уравнением на 
импульс. 

В задачах с физическим содержанием 
равенства (2) рассматриваются как уравне
ния движения, а условия (1) – как предель
ные условия на координаты и импульсы. 

Постановка задачи

Рассматривается задача Коши для урав
нения или системы уравнений  (1). Тем са
мым задается поток (отображение базы X 
на слой или тривиальное касательное рас
слоение) и Tx – касательное пространство. 
При этом ставится задача  – выяснить воз
можность погрузить это расслоение в пучок 
(поле) экстремалей.  Для решения задачи 
необходимо установить, совпадает ли ха
рактеристика исходной задачи Коши с экс
тремалью и, если совпадает, то для какого 
именно пучка.

традиционное решение задачи

Пусть уравнений (2) не существует, а 
они выполняются просто как тождества на 
производные от Fi вдоль поля: 

: .i
i

d
dt

= Λ
F

Тогда, очевидно, что энергия системы 
Es = 0. 

Погружение, в котором условия (2) 
выполняются тождественно, естественно 
назвать тривиальным. Покажем, что три
виальное погружение приводит к невырож
денному лагранжиану.

Пример тривиального погружения. Поло
жим m = 1. Пусть рассматривается уравне
ние

( ), ( )
dx

f x x
dt

= =D T.

Вдоль характеристики этого уравнения  
справедливо выражение

2
2( ) ( ) inf 0.

dx
f x dt

dt

  = + → ≥     
∫
T

Z T

Первый интеграл уравнения Лагранжа 
имеет вид 

2( ) .v f x C±= +

Пусть С = 0. Тогда одна из ветвей 
этого интеграла совпадает с исходным 
уравнением. Далее, пусть v(x0) = v0. Если  

0 0( ), 0,v f x C≠ ± ≠  то очевидно, что задача 
на минимум Z(T) равносильна задаче на 
поиск минимума  среднеквадратичного от
клонения 

2
2

( ) : .
dx

f x dt x f
dt

 − = − 
 ∫

T

Следовательно, тривиальное погруже
ние характеристики задачи (1), когда m = 1,  
приводит к пучку экстремалей, обеспечи
вающих минимум среднеквадратичного от
клонения. Далее условие согласованности 
уже выполняется: 

'
2 ( )

, , .
2

y x y
y x

t x
− ∂ ∂

= = = − =
∂ ∂



2F E
E FF

Действие Z удовлетворяет уравнению
2

1 1
( ) 0,

2 2
x

t x

∂ ∂ 
+ − = ∂ ∂ 

2Z Z
F

откуда получаем его полный интеграл:

0

( ) .
2

x

x

at
z adz±= − + +∫ 2Z F
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Огибающая (каустика) решений, оче
видно, совпадает с решением уравнения 
Лагранжа.

Обобщение случая тривиального погру-
жения.   Рассмотрим простейший случай, 
когда  m = 2 (поток на плоскости):

1
1 1 2

2
2 1 2

( , );

( , ).

dx
f x x

dt
dx

f x x
dt

=

=

Вдоль характеристик этой системы сле
дует записать:

f
2

1 22
1 2

,  1, 2,i i i
i

d x f f
f f f i

x xdt
∂ ∂

= + = ∇ =
∂ ∂

или (в другой записи)

1 1 1 1
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

;

.

v v f f
v v f f

x x x x

v v f f
v v f f

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂

В векторной нотации представленная 
система имеет вид

,  1,2.i iv f i∇ = ∇ =v f

Пусть 

, 1,2.i
i

dx
v i

dt
= =  

Тогда равенства (1б)   принимают сле
дующий вид:

1 1 1 1
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

;

,

v v f f
v v v v

x x x x

v v f f
v v v v

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂
откуда сразу же можно получить, что 

1,2 : .i i ii v f C∀ = = +

Можно видеть, что тривиальное погру
жение содержит характеристику исходного 
уравнения, когда С = (С1, С2) = 0.  

Но если C = 0, то тождественно выпол
няются равенства

1 2 1 2( , ) ( , ),  1,2,s sv x x f x x s= =

которые совпадают с исходной системой 
(1). Кроме того, при этих же предположе
ниях необходимо выполнение двух условий, 
равносильных условиям согласованности:

1 1 2 2
1 1 2 2

2 2 1 1

,  ,
v f v f

v f v f
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

что приводит к равенству
2 2 2

1 2 1

2
1 2

2 1
2 2 1

2 2 2

,
2

v v f
x x x

f ff
f f

x x x

     ∂ ∂ ∂
+ = +     ∂ ∂ ∂     

  ∂ ∂∂
+ + + ∂ ∂ ∂ 

где 2 2 2 2
1 2 1 2: ,  :v v v f f f= + = +  – евклидо

вы нормы.
Если же

1 2
2 1

2 1

0,
f f

f f
x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
то из равенства (1в) получается, что

2 2 2,  .v f C v f C±= + = +

Пусть (0) (0) 0,v f =  тогда C = 0. 
Далее, пусть теперь задана система чет

вертого порядка:
2

2
: ( , ),  1,2,i

i

d x
i

dt
= Λ =x v

причем система (1а) рассматривается как 
совокупность согласованных предельных 
условий для системы (3). 

Функция Гамильтона определяется в 
данном случае как

( , , ) ,  1,2i
r i

s

f
f i

x
∂

= − Λ =
∂

x y z1E

где

1 2: ,  1,2,  ( , ).i
i

f
z i z z

x

∂
= = =

∂
z2

В случае тривиального погружения  
ΛI  = 0. При этом справедливы равенства:

1 2,  ,i i
i i

y z
x x

∂Λ ∂Λ
= =

∂ ∂ 

или в векторной нотации –

1 2,  .v v= ∇ Λ = ∇ Λy z

Условия согласованности дают следую
щие равенства: 

1 1 1 ,i

i i i i

y f f
t t x x t x x

  ∂∂ ∂ ∂ ∂Λ∂ ∂  = = = − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
1E

и аналогично по второму набору импуль
сов – 

(1а)

(1б)

(1в)

(3)
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2 .i

i

z
t x

∂ ∂Λ
=

∂ ∂

Таким образом, выполняется система из 
четырех уравнений Лагранжа второго рода 
на компоненты импульсов:

,  , 1,2.s s

i i

d
i s

dt x x

 ∂Λ ∂Λ
= = ∂ ∂ 

Это система восьмого порядка, и пре
дельные условия на координаты xi связаны 
четырьмя предельными условиями (1а) и 
еще четырьмя условиями вида 

;

,  , 1,2.

i
s i i

s

i i

s s

df
f f

dt t x

f
i s

x x

 ∂ ∂
= + = Λ ∂ ∂ 

∂ ∂Λ
= =

∂ ∂ 

Далее, пусть 

( )

, , :
, ( ) , ( ).

⊂ ℜ ⊂ ℜ →

→ = ∈x x

1 1

1
x

T  X  F X  

T D T  C T

Тем самым задан поток на прямой (три
виальное расслоение) с базой X⊂ 1ℜ  и сло
ем 1ℜ :

0( ),  (0) 0.
dx

x x x
dt

= − =F

Система, ассоциированная с пото
ком (4), которую получают внутренним 
аддитивным удвоением, представлена в  
статье [1]. 

В следующих разделах приводятся два 
варианта мультипликативного удвоения 
переменных, связанных с группами сдвигов 
и вращений, которые позволяют, оставаясь 
в условиях тривиального погружения, по
грузить поток (4) в поле экстремалей не
которого знакоопределенного функцио
нала путем искусственного «навязывания» 
условия согласованности. Гамильтонианы 
некоторых физических задач с применени
ем групповых методов построены в работах 
[2 – 5].

Внешнее мультипликативное удвоение  
переменных

 Пусть .my Y∈ ⊂ ℜ  Рассмотрим поток 
(тривиальное расслоение) ,mX Y× → ℜ   
m = 1:

2

0 0 0

( );

1 ( )
;

2
(0) (0) 0,  1.

dx
yf x

dt
dy y df x
dt dx

x x y y y

=

−
= −

− = − = ≠

Тогда справедливы следующие утверж
дения:  

1. Система (5) обеспечивает необходи
мые условия минимума (f > 0) и максимума 
(f < 0) распределению

( )
2

21 1
( , ) .

2 ( )T

dx
T x f x dt

f x dt

  = +     
∫Z

Плотность распределения Z(T, x) имеет 
вид 

2
21

, ( )
2 ( )

dx dx
x f x

dt f x dt

    Λ = +         
и равносильна плотности распределения 
для среднеквадратичного отклонения с ве
сом 1/f(x):

2
* 1

, ( ) .
2 ( )

dx dx
x f x

dt f x dt
   Λ = ±   
   

Другими словами, минимизация рас
пределения Z(T,x) равносильна минимиза
ции среднего квадратичного отклонения 

2( )L T
x f−

с весом 1/f(x);
2. Вдоль экстремалей Z(x) линейный 

элемент выражается как 

( )( ( ) ),  : ,
dx

u f x f x u
dt

±= + α =

где α – постоянная интегрирования. 
Например, пусть u(x0) = 0. Тогда  

α = – f(x0). Если  0( ),u f x= ±  то α = 0; 
3.  Полный интеграл системы (5) имеет 

вид

0

( )
( , ) ,

2 ( )

x

x

at f z
t x dz

f z a
= − ±

+∫Z

где a – постоянная величина.
Можно видеть, что особое решение (ка

устика) совпадает с решением уравнения 
Лагранжа.

Наглядный пример. Рассмотрим задачу 
Коши: 

(5)

(4)
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1
,  ( ) (0, ),  (0) 1 0.

dx
D x T x

dt x
= − = = τ − =

Она имеет следующее решение: 
21

( ) 1 2 ,  .
2
x

x t t t
−

= − =

Очевидно, что 0, 1 / 2.x = τ =
Удвоенная система имеет вид

2 1
,  ,  (0) 1 (0) 0

2
dx y dy y

x y
dt x dt x

−
= − = − = =

и имеет следующее решение: 

32
2 1 (1 ) .

3
t x x= − − −

Положим  t = τ = 1/2. Тогда x(τ) > 0. 
Вдоль характеристики удвоенной системы 
выполняется условие

2

0

1 1
( , ) inf 0.

2
dx

S x x dt
dt x

τ   τ = + → ≥     
∫  

Приведенный  пример связан с извест
ной задачей Дюпюи [6] о форме депресси
онной кривой (x – глубина, t – координата, 
x(τ) > 0 – высота ступеньки «высачива
ния»). Таким образом, существует экстре
маль с нулевой касательной в «сечении»  
t = 0, пересекающей «сечение» t = τ выше 
оси абсцисс.

Внутреннее мультипликативное удвоение 
переменных

Указанное удвоение связано с системой, 
ассоциированной с системой (1):

2

( );

( ) 1 ( )
( ) ;

yx

x

dx
f yx

dt

dy f x yf x
f z dz

dt x xx

=

= + −∫
которая порождена гамильтонианом 

1
( , ) ( ) .

yx

x

E x y f z dz
x

= ∫
Первый интеграл ассоциированной си

стемы имеет вид
0 0

00

1 1
( ) ( ) const.

x yxy

x x

f z dz f z dz
x x

= = α =∫ ∫  

Пусть ϕ = f —1, а Tx → X. Плотность распре
деления функционала (действия) Z, а именно 

1: ( ) ,xX TΛ × → ℜ  следует выражению

( )( ) 1
, ( ) .

x

x

dx x x
x f z dz

dt x x

ϕϕ Λ = − 
  ∫



 

Тогда можно записать, что

1

( )

2 2

: ,  :

( ) 1 ( )
( ) .

x

x

x
y y

x x x

x x f x
f z dz

xx x

ϕ

∂Λ ϕ ∂Λ
= = = =

∂ ∂
ϕ

= − + +∫






 

В этом случае уравнение Лагранжа при
нимает вид

( )1
'( ) ( ) ( ) ,

u

x

du
u u f x f z dz

dx x

ϕ

ϕ = + ∫
где 

0 0: ,  ( ),  ( ) 0.
dx

u u u x u x u
dt

= = − =

Следовательно, с учетом вида первого 
интеграла (6), частное решение уравнения 
Лагранжа выражается как

0

0

0 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

u

u

x

x

u u u u v dv

f z dz x x

ϕ − ϕ − ϕ =

= + α −

∫

∫
Например, пусть y0 = 1. Тогда выполня

ются равенства

0 00, ( ),  ( ),  ( ( )) ,u f x u f x f z zα = = = ϕ =

и решение уравнения Лагранжа превраща
ется в трюизм:

0 0

0 0( ) ( ) ( ) ( ).
x x

x x

xf x x f x f z dz zdf z− = +∫ ∫

Сопоставление мультипликативного  
и аддитивного удвоения

Внешнее аддитивное удвоение. Данное 
удвоение  порождает гамильтониан вида

2

( , ) ( )
2

ex
a

y
E x y yf x= +

и ассоциированную систему уравнений:

( ) ;

'( ).

dx
f x y

dt
dy

yf x
dt

= +

= −

Условие минимума гамильтониана име
ет вид 

(6)
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2

( , ) ( ) inf 0ex
a

T

dx
T x f x dt

dt
 = − → ≥ 
 ∫Z

и не зависит от знака функции f(x). Роль 
нейтрального элемента группы сдвигов  
играет переменная y = 0, а обратный эле
мент – это –y. Итак, внешнее аддитивное 
удвоение реализует тривиальное погруже
ние характеристики в пучок экстремалей.

Легко доказать, что экстремаль совпада
ет с огибающей полного интеграла уравне
ния на действие:

2
1

( ) 0.
2

ex ex ex
a a af x
t x x

 ∂ ∂ ∂
+ + = 

∂ ∂ ∂ 

Z Z Z

Внешнее мультипликативное удвоение. 
Указанное удвоение порождает гамильто
ниан вида

2 1
( , ) ( ),

2
ex
m

y
E x y f x

−
=  

и соответствующую ассоциированную си
стему уравнений:

2

( );

1
( ).

2

dx
yf x

dt
dy y

f x
dt

=

−
= −

Условие экстремума гамильтониана 
имеет вид 

( )2( )
( , ) sgn inf 0.

( )
ex
m

T

x f x
T x dt f

f x

−
= → ⋅ ≥∫



Z

Роль нейтрального элемента полугруп
пы играет величина y = 1. При этом обрат
ный элемент y–1 не определен. Например, 
пусть y ∈ X, X ⊂ ℜ1 – компакт. Тогда малые 
по норме элементы y не имеют обратных 
элементов. Множитель y –1 сингулярно воз
мущает систему (1).

Так же, как и при внешнем аддитивном 
удвоении, решение вариационной задачи 
совпадает с каустикой полного интеграла 
уравнения Якоби на действие, т. е.

2
1 ( )

0.
2 2

ex ex
m m f x
t x

 ∂ ∂
− + = 

∂ ∂ 

Z Z

Внутреннее аддитивное удвоение. Данное 
удвоение (оно описано в работе [1]) порож
дает гамильтониан вида

( , ) ( ) ,
x y

in
a

x

E x y f z dz
+

= ∫

полугруппу сдвигов с нейтральным элемен
том y = 0 и со следующей ассоциированной 
системой уравнений: 

( );

( ) ( ).

dx
f x y

dt
dy

f x f x y
dt

= +

= − +

Плотность распределения функционала 
выражается как 

( )

( ( ) ) ( ) .
xin

a

x

d
x x x f z dz

dt

ϕ

= ϕ − − ∫


 

Z
 

Вдоль экстремалей  выполняется усло
вие 

( , ) inf 0.in
aS T x → ≥

Предельная задача для уравнения Ла
гранжа имеет следующий вид: 

0 0

'( ) ( ),  : ( ),  

( ) 0

du dx
u u f x u u x

dx dt
u x u

ϕ = = =

− =
и имеет решение, которое выражается как 

0

0 0

( ( )) ( ) ( ) .
u x

u
u

u x

u u v dv f z dzϕ = ϕ +∫ ∫
Пусть y = 0, тогда u0 = f(x0) и равенство 

(7) превращается в формулу Ньютона. Об
ратным  элементом служит величина –y.  

Внутреннее мультипликативное удвоение. 
Данное удвоение порождает гамильтониан 
вида 

1
( , ) ( )

yx

x

E x y f z dz
x

= ∫
и каноническую систему уравнений:

2

( );

( ) 1 ( )
( ) .

yx

x

dx
f yx

dt

dy f x yf x
f z dz

dt x xx

=

= + −∫
Вдоль экстремалей  выполняются сле

дующие условия: 
( )( ) 1

, ( ) ,  

( , ) inf 0.

xin
a

x

in
a

d dx x x
x f z dz

dt dt x x

T x

ϕϕ = Λ = − 
 

→ ≥

∫


 Z

Z

(7)
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Если же y = 1, u = f(x), Λ = dx/dt, то 
уравнение Лагранжа превращается в триви
альное тождество.

Заключение

Для нетривиального погружения харак
теристики исходной задачи Коши в поле 
экстремалей в данной работе впервые ис
пользуются разные процедуры удвоения 
переменных: аддитивного и мультиплика

тивного, внешнего и внутреннего. Муль
типликативное удвоение – это вариант 
определения интегрирующего множителя 
и представления полугруппы (моноида) 
аффинных преобразований базы X ⊂ Em с 
нейтральным элементом y = 1. Аддитивное 
удвоение есть расширение метода вариации 
постоянных на конечные сдвиги и пред
ставления группы сдвигов (трансляций) с 
нейтральным элементом y = 0.
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Petrichenko M.R. ADDITIVE AND MULTIPLICATIVE DOUBLING VARIABLES IN 
AUTONOMOUS EQUATIONS.

The paper analyzes the Cauchy problem for a dynamic equation or for a dynamic system (1) of equations. 
In doing so, we take a flow and a tangential space Tx, the flow being the dynamic system or mapping X 
basis of segregation of Em subset on the Tx layer or a trivial tangential segregation. The segregation is given by 
diffeomorphism from X on E1 , of Crr(T)  class, r ≥ 1. 

The aim of this work is to elucidate the possibility of embedding this segregation into the field of 
extremals. 

A necessary and a sufficient condition for a trivial embedding is formulated as the intensification of 
Liouville’s condition in order to keep the phase volume or a condition of  existence of invariant measure. 
The application of this condition allows to construct the dynamic system energy. The distribution which 
is a dual of Hamiltonian gives the Lagrangian density.  In this manner a variational problem is obtained, 
in which the initial system plays the role of an intermediate  integral and of coordination conditions for  
LaGrange’s system of equations.      

Procedures of different types of doubling variables (additive and multiplicative, external and internal) 
have been used in nontrivial embedding of the initial Cauchy problem characteristic  into the field of 
extremals. Multiplicative doubling  is analogous to the application of the integrating factor, and the additive 
one is identical to the addition of equations in variations to the initial system.

DYNAMIC SYSTEM, FLOW, FIELD OF ExTREMALS, SEGREGATION, BASIS OF SEGREGATION,  
DIFFEOMORPHISM, HAMILTONIAN, LAGRANGE EQUATIONS.
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УДК 519.854

В.И. Хохлюк

Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН

ГРУППОВАЯ ЗАДАЧА МИНИМИЗАцИИ

Данная статья продолжает исследование групповой задачи минимизации 
(ранее было показано, как она возникает). Рассматриваются следующие во
просы: постановка задачи; ее численное решение; рекуррентные соотношения; 
вычисление коэффициентов неравенства, задающего грань многовершинника 
группового уравнения. Формулируется и доказывается теорема об оценке чис
ла шагов.

КОНЕЧНАЯ АБЕЛЕВА ГРУППА, цИКЛИЧЕСКАЯ ГРУППА, ПРЯМАЯ СУММА, МИ
НИМИЗАцИЯ, ГРУППОВОЕ УРАВНЕНИЕ, ГРУППОВАЯ ЗАДАЧА МИНИМИЗАцИИ, РЕ
КУРРЕНТНОЕ СООТНОШЕНИЕ, ОцЕНКА ЧИСЛА ШАГОВ, МНОГОВЕРШИННИК, ГРАНь 
МНОГОВЕРШИННИКА.

Введение

Групповая задача минимизации содер
жится в классе дискретных задач оптимиза
ции с одним основным ограничением. Для 
нас представляет интерес один из вариан
тов указанной задачи, когда таким ограни
чением является групповое уравнение.

Настоящая работа посвящена постанов
ке групповой задачи минимизации в сфор
мулированном варианте и численному ме
тоду ее решения.

Доказательства утверждений линейной 
алгебры, теории групп и теории оптимиза
ции, используемых далее в тексте статьи, 
можно найти в работах [1 – 5], а также в 
других литературных источниках.

Постановка задачи

Рассмотрим групповую задачу миними
зации 

1

1 1

min | , , 1, 2, ..., ,
j

n n

j j i j j
j j

c t g t h t Z j n+
= =

 
= ∈ = 

 
∑ ∑

1

1 1

min | , , 1, 2, ..., ,
j

n n

j j i j j
j j

c t g t h t Z j n+
= =

 
= ∈ = 

 
∑ ∑

где cj ≥ 0, ,
ji dg G∈  {1, 2, ..., 1},ji d∈ −  ;dh G∈  

tj – неотрицательная целочисленная пере
менная (j = 1, 2, …, n). Все элементы ,

ji
g   

j = 1, 2, …, n,  принадлежащие к группе Gd и 
выступающие в качестве коэффициентов в 
групповом уравнении (1), предполагаются 
различными. Через Gd обозначена конечная 
абелева группа порядка d. В рамках данной 

статьи это будет либо просто циклическая 
группа, либо прямая сумма нескольких ци
клических групп.

Допустимое множество задачи (1) яв
ляется либо пустым, либо дискретным не
ограниченным nмерным (полномерным), 
состоящим из целочисленных точек.

Выпуклую оболочку всех допустимых 
целочисленных решений задачи (1) будем 
называть многовершинником группового 
уравнения (групповой задачи минимиза
ции). Многовершинник задачи (1) также 
является неограниченным nмерным мно
жеством, но уже многогранником, ко
торый можно задать конечной системой 
линейных неравенств. Все вершины мно
говершинника группового уравнения (1) 
являются целочисленными, поэтому его  
часто называют целочисленным много
гранником.

Далее будет показано, как вычислить 
коэффициенты неравенства, задающего  
(n − 1)мерную грань многовершинника 
группового уравнения (1), и как найти n 
точек, определяющих соответствующую ги
перплоскость.

Отметим следующий факт [4]. Если не
равенство 

0 0
1

( )
n

j j
j

t t
=

π ≥ π π ≥ π∑

задает (n − 1)мерную грань многовершин
ника группового уравнения (1), то выпол
няются следующие соотношения: 

(1)
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0 0) ( , ) 0;  ) 0 влечет 0,

1,2, ..., .
ja b t

j n

π π ≥ π = ≥

=

рекуррентные соотношения

Обозначим через P(Gd, N, h) выпуклую 
оболочку всех неотрицательных целочис
ленных решений (t1, t2, …, tn) группового 
уравнения 

1

,
j

n

i j
j

g t h
=

=∑

где  
1 2

{ , , ..., }
ni i iN g g g=  – заданное множе

ство, состоящее из n различных ненулевых 
элементов конечной абелевой группы Gd , 

,
ji dg G∈  dh G∈  (n = |N|). 

В прямом методе справедливы, напри
мер, неравенства вида

1 min{ 1, }n d l≤ ≤ −

(l – число небазисных столбцов). Множе
ство P(Gd, N, h) будем также называть мно
говершинником группового уравнения (2).

Требуется вычислить коэффициенты 
неравенства 

0 0
1

,  0,
n

j j
j

t
=

π ≥ π π ≠∑
которое задает (n − 1)мерную грань 
nмерного многовершинника P(Gd, N, h), 
проходящую через его вершину (t '1, 0, …, 0),  
причем t '1 ≠ 0.

Сначала определим функции ( ),s gψ  
,dg G∈  s = 1, 2, …, n, а затем покажем, как 

вычисляются значения этих функций с по
мощью рекуррентного соотношения.

Пусть заданы действительные неотри
цательные числа πj, j = 1, 2, …, n. Опреде
ляем функции 

1 2
1

min | ( , ,  ...,  ) ,

( ) если ;

,  если  ,

s

j j s s
j

s s

s

t t t t T

g T

T

=

  
π ∈  

 
ψ = ≠ ∅
+∞ = ∅


∑
 

где 

1 2
1

1

{( , , ..., ) | ,

, 1,2, ..., }

j

s

s s i j
j

j

T t t t g t g

t Z j s

=

+

= =

∈ =

∑

( ;dg G∈  s  = 1, 2, …, n).

Другими словами, значение ( )s gψ  есть 
оптимальное для линейной целевой функ
ции, когда в представлении элемента g мо
гут участвовать только s первых элементов 
из  набора 

1 2
, , ..., .

ni i ig g g
В оптимальном решении (t*1, t

*
2, …, t*s) 

либо t*s = 0 (элемент 
si

g  не используется), 
либо t*s ≥ 1 (элемент 

si
g  используется, по 

крайней мере, один раз). Поэтому имеет 
место рекуррентное соотношение 

1( ) min{ ( ), ( ) },  

, 1, 2, ..., .
ss s s i s

d

g g g g

g G s n
−ψ = ψ ψ − + π

∈ =

Чтобы проследить за значениями пере
менных tj, принявших участие в вычисле
нии значения функции ( ),s gψ  вводится 
функция ( ),si g  называемая индексной. Она 
указывает индекс последней переменной, 
ставшей равной единице, и определяется 
следующим образом: 

1 1( ), если ( )

( ) ( ) ;

, если иначе.
s

s s

s s i s

i g g

i g g g

s

− − ψ <


= < ψ − + π



Полагаем 0 0( ) 0,gψ =  0( ) ,gψ = +∞  0( ) 0i g =  

0( \ { }).dg G g∈  Легко показать, что 0( ) 0s gψ =  
для всех s = 1, 2, …, n.

Тогда рекуррентные соотношения (5) и 
(6) позволяют вычислить значения функ
ций ( )s gψ  и ( )si g  для всех dg G∈  и для всех 
s = 1, 2, …, n, используя 0( ) 0,s gψ =  только 
тогда, когда каждый элемент 

si
g  порожда

ет всю группу Gd. В этом случае порядок 
ds элемента 

si
g  равен порядку d группы Gd  

(d = |Gd|), а значения функций ( )s gψ  и ( )si g  
последовательно вычисляются для аргумен
тов  ,2 , ..., ( 1) .

s s si i ig g d g−
Здесь и в дальнейшем для чисел и эле

ментов группы используются одни и те же 
символы «плюс» и «минус», что не должно 
вызывать затруднений. Напомним, что через 
g0 обозначен нулевой элемент конечной абе
левой группы Gd порядка d (нуль группы).

теорема об оценке числа шагов

Теперь рассмотрим случай, когда эле
мент 

si
g  имеет порядок ds, отличный от 

порядка d группы Gd. Из теории групп из

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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вестно, что порядок элемента является де
лителем порядка группы [1]. В этом случае 

0ss id g g=  и все элементы группы Gd нельзя 
получить как кратные элемента .

si
g  Будем 

рассматривать смежные классы группы Gd 
по подгруппе, порожденной элементом 

si
g  

[1].
Пусть 'g  – элемент группы, не являю

щийся кратным элементу .
si

g  Тогда значе
ние ( ')s gψ  – это неизвестное. Предвари
тельно полагаем 

1' ( ') ( ').s sg g−ψ = ψ

Затем для всех элементов смежного клас
са, определяемого элементом ',g  последо
вательно вычисляем значения ' ( ' ),

ss ig rgψ +  
рассматривая их как предварительные зна
чения функции ψs: 

1' ( ' ) min{ ( ' );

' ( ' ) }, 1, 2, ..., .
s s

s s

s i s i

s i i s s

g rg g rg

g rg g r d
−ψ + = ψ +

ψ + − + π =

После ds шагов получаем 0ss id g g=  
и значение ' ( ' ).

ss s ig d gψ +  Если 

1' ( ' ) ( '),
ss s i sg d g g−ψ + ≠ ψ  то полагаем 

'' ( ') ' ( ' ).
ss s s ig g d gψ = ψ +

и последовательно вычисляем значения

1'' ( ' ) min{ ( ' );

'' ( ' ) }, 1, 2, ... .
s s

s s

s i s i

s i i s

g rg g rg

g rg g r
−ψ + = ψ +

ψ + − + π =

Как только вычисленное значение 
'' ( ' )

ss ig rgψ +  станет равным значению 
' ( ' ),

ss ig rgψ +  процесс прекращается.
Чтобы получить значения функции 

( )s gψ  для всех ,dg G∈  процедура, описан
ная в двух последних абзацах, повторяется 
для ( )/ 1sd d −  начальных элементов, зада
ющих различные смежные классы.

теорема об оценке числа шагов. Вычисле-
ния остановятся  через q шагов, 2 ,s sd q d≤ ≤  
и вычисленные значения функций 'sψ  и 

''sψ  дадут истинные значения ( ' ),
ss ig rgψ +   

r = 1, 2, …, ds.
Доказ а т ельс тво . Из равен

ства 1' ( ') ( ')s sg g−ψ = ψ  следует, что  
' ( ') ( ')s sg gψ ≥ ψ (минимум из двух величин 

всегда меньше или равен каждой из этих 
величин), а также

' ( ' ) ( ' ), 1, 2, ..., 
s ss i s i sg rg g rg r dψ + ≥ ψ + =

(следует расписать левую и правую части 
последнего неравенства). При этом воз
можны два случая.

Случай 1. Для некоторого значения r', 
1 ' ,sr d≤ ≤  имеет место равенство 

1( ' ' ) ( ' ' ).
s ss i s ig r g g r g−ψ + = ψ +

Тогда 

' ( ' ) ( ' ), ' ,
s ss i s i sg qg g qg r q dψ + = ψ + ≤ ≤  

и 

'' ( ' ) ( ' ),

1, 2, ..., ' 1.
s ss i s ig qg g qg

q r

ψ + = ψ +

= −
Для указанного значения r' имеем 

1' ( ' ' ) ( ' ' )

( ' ' ),
s s

s

s i s i

s i

g r g g r g

g r g
−ψ + ≤ ψ + =

= ψ +
а также 

' ( ' ) ( ' ), ' .
s ss i s i sg qg g qg r q dψ + ≤ ψ + ≤ ≤

Сопоставляя неравенства (12) и (11), 
получаем, что для последующих q вычис
ленные значения ' ( ' )

ss ig qgψ +  совпадают со 
значениями ( ' ).

ss ig qgψ +
Ход рассуждений для функции 

'' ( ' )
ss ig qgψ +  аналогичен (q = 1, 2, …, r' − 1).

Случай 2. Для всех r = 1, 2, …, ds выпол
няются неравенства 

1( ' ) ( ' ).
s ss i s ig rg g rg−ψ + ≠ ψ +

Тогда 

( ' ) ( ' ) .
s s ss i s i i sg rg g rg gψ + = ψ + − + π ; 

также для всех r и 
( ') ( ' )

( ' ( 1) ) ... ( ') .
s

s

s s s i

s s i s s s s

g g d g

g d g g d

ψ = ψ + =

= ψ + − + π = = ψ + π
 

Полученное равенство ( ') ( ')s s s sg g dψ = ψ + π
( ') ( ')s s s sg g dψ = ψ + π  приводит к противоречию, если 

0.sπ ≠
Пусть 0,sπ =  а '

si
g g rg= +  – произволь

ный элемент из смежного класса, определя
емого элементом g'. Из определения функ
ции ( )s gψ  следует, что 

1
0 1

1

( ) ( ' )

min ( ' ( ) )

( ' ' )

s

s

s s

s

s s i

d
t s s i

s i

g g rg

g r t g

g r g

−
= −

−

ψ = ψ + =

= ψ + − =

= ψ +

 

для некоторых r и r' (1 ≤ r ≤ ds, 1 ≤ r' ≤ ds).  
Заметим, что когда ts пробегает значения 0, (11)

(10)

(9)

(8)

(7)

(12)
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1, 2, …, ds − 1, аргумент ' ( )
ss ig r t g+ −  дает 

все элементы рассматриваемого смежного 
класса. Поскольку r выбиралось произволь
но, получаем в частности, что 

1( ' ' ) ( ' ' ).
s ss i s ig r g g r g−ψ + = ψ +

Следовательно, и для πs = 0 имеет место 
случай 1. 

Теорема доказана.
Покажем, как вычислить коэффи

циенты неравенства, задающего (n − 1)
мерную грань nмерного многовершинника  
P(Gd, N, h). Будем искать это неравенство в 
нормированном виде: 

1

1.
n

j j
j

t
=

π ≥∑
(в неравенстве (3) всегда π0 > 0, поэтому 
нормируем его путем деления на π 0).

Сначала все коэффициенты πj, j = 1, 2, 
…, n  неизвестны. Предположим, что уже 
вычислены коэффициенты πj и функции 
ψj(g) для j = 1, 2, …, s −1; s −1 < n. Тогда 

1 1

1

max (1 ( )) / ,

если ( ) 1;

0,  если не существует 

значения ,  на котором 

достигается максимум,

s

s

s

d
r s i

s i

s

s

h rg r

h rg

r

= −

−

 − ψ −


ψ − <


π = 





где ds – порядок элемента ,
si

g  (ds ≤ d; s = 1, 
2, …, n). 

Теперь уже можно вычислить и значе
ния функции ψs(g), .dg G∈

Представленные вычисления дают 
именно такие коэффициенты линейного 
неравенства, при которых соответствую
щее неравенству уравнение задает грань 
многовершинника группового уравнения; 

эта грань проходит через фиксированную 
точку. Чтобы в этом убедиться, рассмотрим 
n целочисленных точек, лежащих в гипер
плоскости πt = 1, и докажем, что эти точки 
линейно независимы.

В качестве первой следует взять це
лочисленную точку (t '1, 0, …, 0), t '1 > 0  
(напомним, что эта точка задается). 
Если πs = 0, то в качестве точки с ин
дексом s возьмем точку 1 ,s s sv d e− +  где  
ds – порядок элемента ,

si
g  es – sй единич

ный вектор (s ≥ 2). Если же πs  ≠ 0, то в каче
стве sй берем точку, координаты которой 
определяются следующим образом: 

sя координата равна положительному 
целому числу rs, найденному при вычисле
нии πs в равенствах (14); 

координаты с номерами s − 1, s − 2, …, 
2, 1 находятся с помощью индексной функ
ции is(g) из равенств (6); 

остальные координаты равны нулю.
Записав координаты точек в строку и 

расположив строки в порядке их построе
ния, получим целочисленную нижнюю 
треугольную матрицу, на главной диагона
ли которой находятся положительные це
лые числа. Определитель такой матрицы, 
очевидно, не равен нулю, что и доказывает 
линейную независимость точек.

Заключение

Представленные в статье рекуррентные 
соотношения и теорема об оценке числа 
шагов служат теоретической основой для 
конструирования алгоритма заполнения 
стандартной таблицы. Этот алгоритм пред
назначен для решения практических и тео
ретических задач с помощью реализующей 
его программы на компьютере.

(13)

(14)
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АЛГОРИТМ ЗАПОЛНЕНИЯ СТАНДАРТНОЙ ТАБЛИцЫ

В статье описана вычислительная схема для численного решения практиче
ских и теоретических задач. Такая схема реализует алгоритм заполнения стан
дартной таблицы (сверху вниз и слева направо). К вычислительным особен
ностям этой схемы относятся экономная память, возможность оценить число 
выполняемых операций, распараллеливание вычислений. Приведены расчет
ные формулы, используемые в схеме, а работа алгоритма заполнения стандарт
ной таблицы иллюстрируется тремя числовыми примерами.

АЛГОРИТМ, ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ СХЕМА, ПАМЯТь КОМПьЮТЕРА, ЧИСЛО ВыПОЛ
НЯЕМыХ ОПЕРАцИЙ, РАСЧЕТНАЯ ФОРМУЛА, АЛГОРИТМ ЗАПОЛНЕНИЯ СТАНДАРТНОЙ 
ТАБЛИцы, ВЕРШИНА МНОГОВЕРШИННИКА, ГРАНь МНОГОВЕРШИННИКА.

 Введение

В работе [4] нами были представлены 
рекуррентные соотношения и теорема об 
оценке числа шагов алгоритма. Они служат 
теоретической основой для создания алго
ритма заполнения стандартной таблицы. 
Указанный алгоритм предназначен для ре
шения на компьютере практических и тео
ретических задач с помощью реализующей 
его программы. 

Данная статья ставит своей целью пред
ложить удобную вычислительную схему для 
реализации алгоритма; схема обладает не
сомненными преимуществами перед тради
ционно используемыми аналогами. 

Сначала будет указан общий вид стан
дартной таблицы, а затем на трех конкрет
ных числовых примерах иллюстрируется 
алгоритм ее заполнения. Все величины, 
входящие в стандартную таблицу, были 
уже вычислены в работе  [4]. Однако для 
удобства мы снова приведем расчетные 
формулы. В позиции стандартной табли
цы, где стоят вопросительные знаки, сле
дует включать значения вычисленных ве
личин.

В дальнейшем мы придерживаемся уже 
использованных прежде обозначений: n со
ответствует числу слагаемых в левой части 
группового уравнения; 

ji
g  и 

si
g  отражают 

представление элемента конечной группы 
его номером, то есть неотрицательным це
лым числом [3]. 

расчетные формулы,  
используемые в схеме вычислений

Согласно предлагаемой схеме вычисле
ний, сначала находим порядок ds элемен
та ,

si
g  рассматривая при этом кратные 

si
kg  

вплоть до получения нуля g0 группы Gd, 
где d – порядок группы Gd (k = 1, 2, …, ds;  
ds ≤ d; s = 1, 2, …, n).

Коэффициенты πs нормированного ли
нейного неравенства

1

1,
n

j j
j

t
=

π ≥∑  

задающего (n − 1)мерную грань nмерного 
многовершинника группового уравнения 
вида 

1

,
j

n

i j
j

g t h
=

=∑  

вычисляются как 

1 1

1

max (1 ( )) / ,

если ( ) 1;

0,  если не существует

 значения ,  на котором 

достигается максимум,

s

s

s

d
r s i

s i

s

s

h rg r

h rg

r

= −

−

 − ψ −


ψ − <


π = 





где ds – порядок элемента 
si

g  (ds ≤ d; s = 1, 
2, …, n).

Значения функций ( )s gψ  и ( )si g  вычис
ляются по формулам 

1( ) min ( ), ( ){ }
ss s i ss g g g g−= ψ ψ − + πψ

и 

(1)

(2)
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(7)

1 1( ), если ( )  

( ) ( ) ,

, если иначе
s

s s

s s i s

i g g

i g g g

s

− − ψ <


= < ψ − + π



( 1 ,2 , ..., = ss s si i ig g g d g ; ds ≤ d; s = 1, 2, …, n).
Значения функций ' ( ),s gψ ' ( )si g  и 

'' ( ),s gψ '' ( )si g  вычисляются следующим об
разом.

Сначала полагаем

1 1' ( ') ( '), ' ( ') ( ')s s s sg g i g i g− −ψ = ψ =

(g' не является кратным элементу 
si

g ; ds < d).  
Затем вычисляем 

1' ( ' ) min{ ( ' ),

' ( ' ) },
s s

s s

s i s i

s i i s

g rg g rg

g rg g
−ψ + = ψ +

ψ + − + π
 

а также

1

1

' ( ' )

( ' ),

если ( ' )

' ( ' ) ;

,  если иначе

s

s

s

s s

s i

s i

s i

s i i s

i g rg

i g rg

g rg

g rg g

s

−

−

+ =

+


ψ + <= 
< ψ + − + π




(r = 1, 2, …, ds; ds < d; s = 1, 2, …, n).
Если 1' ( ' ) ( '),

ss s i sg d g g−ψ + ≠ ψ  то пола
гаем 

'' ( ') ' ( ' ),

'' ( ') ' ( ' )
s

s

s s s i

s s s i

g g d g

i g i g d g

ψ = ψ +

= +

и вычисляем 

1'' ( ' ) min{ ( ' ),

'' ( ' ) }
s s

s s

s i s i

s i i s

g rg g rg

g rg g
−ψ + = ψ +

ψ + − + π

а также

1

1

'' ( ' )

( ' ),

если ( ' )

'' ( ' ) ;

,  если иначе

s

s

s

s s

s i

s i

s i

s i i s

i g rg

i g rg

g rg

g rg g

s

−

−

+ =

+


ψ + <= 
< ψ + − + π




(r = 1, 2, …; ds < d; s = 1, 2, …, n).

Вычислительные особенности алгоритма  
заполнения стандартной таблицы

Память. Для вычисления пары столбцов 
( )s gψ  и ( ),si g  которые находятся между 

первой и второй горизонтальными линия

ми, рекомендуется хранить в памяти не всю 
таблицу, а только предыдущую пару столб
цов. Это дает существенную экономию па
мяти. 

Операции. Предлагаемый алгоритм по
зволяет легко подсчитать число операций,  
необходимых для его выполнения. 

Параллельные вычисления. Для ds < d в 
алгоритме заполнения стандартной табли
цы имеется возможность естественно рас
параллелить вычисления.

Стандартная таблица

Приводим вид стандартной таблицы 
(табл. 1), при заполнении которой вычис
ляются: 

1) коэффициенты линейного нормиро
ванного неравенства

1

1,
n

j j
j

t
=

π ≥∑
задающего (n – 1)мерную грань nмерного 
многовершинника группового уравнения

1

, , , ;
j j

n
n

i j i d d
j

g t h t Z g G h G+
=

= ∈ ∈ ∈∑
2) значения функций ( )s gψ   и ( )si g   

(s = 1, 2, …, n);
3) компоненты n целочисленных точек, 

задающих нормированную линейную ги
перплоскость 

1

1;
n

j j
j

t
=

π =∑
4) вспомогательные величины.
Напомним, что обозначения 

ji
g  и 

si
g  

отражают представление элемента конеч
ной группы его номером. 

Алгоритм заполнения стандартной та
блицы вписывает в нее полученные значе
ния сверху вниз и слева направо. 

Первый числовой пример

Вычислим коэффициенты неравенства, 
задающего грань многовершинника груп
пового уравнения

1 1 2 2 3 3 4 4 4

4
5 4 5, , .

ji

g t g t g t g t g

t Z g G g G+

+ + + =

∈ ∈ ∈

Результаты вычислений представлены в 
табл. 2.

(4)

(5)

(6)

(3)
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Таблица  1

Вид стандартной таблицы

si
g

1i
g

2i
g … ni

g

ds ? ? … ? 

rs ? ? … ? 

πs ? ? … ? 

g ψ0 i0 ψ1 i1 ψ2 i2 … ψn in

g0 0 0 0 … 0

g1 +∞ 0 ? ? ? ? … ? ? 

         

gd–1 +∞ 0 ? ? ? ? … ? ? 

πs ? ? … ? 

v1 ? 0 … 0

v2 ? ? … 0

  

 

vn ? ? … ? 

Таблица  2

Коэффициенты неравенства, задающего грань многовершинника  
группового уравнения (пример первый)

si
g g1 g2 g3 g4

ds 5 5 5 5

rs 4 1 1 1

πs 1/4 2/4 3/4 4/4

g ψ0 i0 ψ1 i1 ψ2 i2 ψ3 i3 ψ4 i4
g0 0 0 0 0 0

g1 +∞ 0 1/4 1 1/4 1 1/4 1 1/4 1

g2 +∞ 0 2/4 1 2/4 2 2/4 2 2/4 2

g3 +∞ 0 3/4 1 3/4 2 3/4 3 3/4 3

g4 +∞ 0 4/4 1 4/4 2 4/4 3 4/4 4

πs 1/4 2/4 3/4 4/4

v1 4 0 0 0

v2 0 2 0 0

v3 1 0 1 0

v4 0 0 0 1
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При заполнении стандартной табли
цы (см. табл. 2) удобно воспользоваться 
табличкой кратных элементов g1, g2, g3, g4  

(табл. 3).
Нетрудно убедиться в том, что значения 

величины r2, равные 1 и 2, дают одну и ту 
же вершину v2.

Второй числовой пример

Покажем, как найти неравенство, кото
рое задает грань многовершинника P(G6, N, 
h), проходящую через его вершину (3, 0, 0, 

0, 0), где G6 – циклическая группа шестого 
порядка, N = {g1, g2, g3, g4, g5} и h = g3 [3, 5]. 
Групповое уравнение имеет вид 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 3

5
6 3 6, , .

ji

g t g t g t g t g t g

t Z g G g G+

+ + + + =

∈ ∈ ∈

Результаты вычислений коэффициен
тов этого неравенства представлены в табл. 
4, где  результаты вычисления функций  

( )s gψ  и ( ),si g  s = 2, 3, 4,  записаны в 
один столбец. Эти индексные функции 
дают возможность найти точки, лежащие  

Таблица  3

Кратные элементы коэффициентов группового уравнения (пример первый)

1g1 = g1 1g2 = g2 1g3 = g3 5g3 = g0 1g4 = g4

2g1 = g2 2g2 = g4 2g3= g1 4g3 = g2 2g4 = g3

3g1 = g3 3g2 = g1 3g3 = g4 3g3 = g4 3g4 = g2

4g1 = g4 4g2 = g3 4g3 = g2 2g3= g1 4g4 = g1

5g1 = g0 5g2 = g0 5g3 = g0 1g3 = g3 5g4 = g0

Т аблица  4

Коэффициенты неравенства, задающего грань многовершинника  
группового уравнения (пример второй)

si
g g1 g2 g3 g4 g5

ds 6 3 2 3 6

rs 3 1 1 2 1

πs 1/3 2/3 3/3 1/3 2/3

g ψ0 i0 ψ1 i1 ψ2 i2 ψ3 i3 ψ4 i4 ψ5 i5
g0 0 0 0 0 0 0

g1 +∞ 0 1/3 1 1/3 1 1/3 1 1/3 1 1/3 1

g2 +∞ 0 2/3 1 2/3 2 2/3 2 2/3 4 2/3 4

g3 +∞ 0 3/3 1 3/3 2 3/3 3 3/3 4 3/3 5

g4 +∞ 0 4/3 1 4/3 2 4/3 3 1/3 4 1/3 4

g5 +∞ 0 5/3 1 5/3 2 5/3 3 2/3 4 2/3 5

πs 1/3 2/3 3/3 1/3 2/3

v1 3 0 0 0 0

v2 1 1 0 0 0

v3 0 0 1 0 0

v4 1 0 0 2 0

v5 0 0 0 1 1
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на гиперплоскости πt = 1.
Используя равенства (1), вычисляем ко

эффициенты πs и rs: 
6

1 1 0 3 1

0 3 1 0 3 1

1

max {(1 ( )) / |

( ) 1} (1 ( 3 )) / 3

1 / 3,  3;

r g rg r

g rg g g

r

=π = − ψ −

ψ − < = − ψ − =

= =
3

2 1 1 3 2

1 3 2 1 3 2

2

max {(1 ( )) / |

( ) 1} (1 ( 1 )) / 1

2 / 3,  1;

r g rg r

g rg g g

r

=π = − ψ −

ψ − < = − ψ − =

= =
2

3 1 2 3 3

2 3 3 2 3 3

3

max {(1 ( )) / |

( ) 1} (1 ( 1 )) / 1

3 / 3,  1;

r g rg r

g rg g g

r

=π = − ψ −

ψ − < = − ψ − =

= =
3

4 1 3 3 4

3 3 4 3 3 4

4

max {(1 ( )) / |

( ) 1} (1 ( 2 )) / 2

1 / 3,  3;

r g rg r

g rg g g

r

=π = − ψ −

ψ − < = − ψ − =

= =
6

5 1 4 3 5

4 3 5 4 3 5

5

max {(1 ( )) / |

( ) 1} (1 ( 1 )) / 1

2 / 3,  1.

r g rg r

g rg g g

r

=π = − ψ −

ψ − < = − ψ − =

= =

 

Заметим, что коэффициент π1 = 1/3 мож
но вычислить без использования табл. 4,  
то есть из условия π1∙3 = 1. Именно такой 
случай имеет место в прямом методе.

Таким образом, неравенство 

1 2 3 4 5

1 2 3 1 2
1

3 3 3 3 3
t t t t t+ + + + ≥

задает грань многовершинника P(G6, N, h), 
проходящую через точку (3, 0, 0, 0, 0).

Функции ψ1 и i1, ψ5 и i5 вычисляются по 
формулам (2) и (3).

В табл. 5 показаны результаты вычис
ления коэффициентов функций ψ2 и i2, ψ3 
и i3, ψ4 и i4.

Известно, что в качестве начального 
элемента может быть взят любой элемент 
смежного класса. Рассмотрим, например, 
смежный класс {g1, g3, g5}. Из данных табл. 
5 видно, что переход к другому начальному 
элементу не меняет значений функции для 
элементов этого класса, но меняет порядок 
вычисления значений.

Вычисление вершин. Такую процедуру 
называют также обратным ходом. Вершина 
есть по сути оптимальное решение груп
повой задачи минимизации со специально 
построенной линейной целевой функцией. 
Для получения нужного результата рассма
триваем нулевой вектор (0, 0, 0, 0, 0), за
меняем 0 в позиции 1 на r1  = 3, и тогда 
получаем вершину v1 = (3, 0, 0, 0, 0) (за
данную).

Далее, рассматриваем нулевой вектор 
(0, 0, 0, 0, 0), заменяем 0 в позиции 2 на 
r2 = 1. Вычисляем 1 2 11 ,h h g g= − =  в табл. 4 
находим индекс i2(g1) = 1, увеличиваем 0 в 
позиции 1 в векторе (0, 1, 0, 0, 0) на едини
цу, получаем 2 2 1 01 1h h g g g= − − =  и верши
ну v2 = (1, 1, 0, 0, 0); на этом заканчиваем 
вычисление вершины.

Снова рассматриваем нулевой вектор 
(0, 0, 0, 0, 0), заменяем 0 в позиции 3 на  
r3 = 1. Вычисляем 1 3 01 ,h h g g= − = , получа
ем вершину v3 = (0, 0, 1, 0, 0); на этом опять 
заканчиваем вычисление вершины.

Еще раз рассматриваем нулевой вектор 
(0, 0, 0, 0, 0), заменяем 0 в позиции 4 на  

Таблица  5 

результаты вычисления значений функций  
ψs(g) и is(g), s = 2, 3, 4 (пример второй)

g ψ'2 i '2 ψ'2 i '2 ψ'3 i '3 ψ'3 i '3 ψ'3 i '3 ψ'4 i '4 ψ'4 i '4
g0 0 0 0

g1 1/3 1 1/3 1 1/3 1

g2 2/3 2 2/3 2 2/3 4

g3 3/3 2 3/3 3 3/3 4

g4 4/3 2 4/3 3 1/3 4

g5 5/3 2 5/3 3 2/3 4
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r4 = 2. Вычисляем 1 4 12 ,h h g g= − =  в табл. 4  
находим индекс i4(g1) = 1, увеличиваем 0 в 
позиции 1 в векторе (0, 0, 0, 2, 0) на еди
ницу, получаем 2 4 1 02 1h h g g g= − − =  и вер
шину v4 = (1, 0, 0, 2, 0); на этом заканчива
ем вычисление вершины.

Опять рассматриваем нулевой вектор 
(0, 0, 0, 0, 0), заменяем 0 в позиции 5 на  
r5 = 1. Вычисляем 1 5 41h h g g= − = , в табл. 4  
находим индекс i5(g4) = 4, увеличиваем 0 в 
позиции 4 в векторе (0, 0, 0, 0, 1) на едини
цу, получаем 2 5 4 01 1h h g g g= − − =  и верши
ну v5  = (0, 0, 0, 1, 1);  на этом заканчиваем 
вычисление вершины.

Проверка правильности результата. При
водим соотношения для проверки.

1 3 1 2 3 3 3

1 4 3 4 5 3

3 , 1 1 , 1 ,

1 2 , 1 1 ;

g g g g g g g

g g g g g g

= + = =

+ = + =

1 1 2 3
3 1, 1 1 1, 1,

3 3 3 3
1 1 1 2
1 2 1, 1 1 1.

3 3 3 3

= + = =

+ = + =

Таким образом, мы показали, как с по
мощью табл. 4 получить пять точек, опре

деляющих гиперплоскость πt = 1. Эти точ
ки являются вершинами многовершинника 
P(G6, N, h). Они уже приведены в табл. 4 
под второй горизонтальной чертой. При 
этом их координаты записаны в строку.

третий числовой пример

Приведем пример вычисления коэф
фициентов неравенства, задающего грань 
многовершинника группового уравнения 
вида 

1 1 2 2 3 3 3

3
4 3 4, , .

ji

g t g t g t g

t Z g G g G+

+ + =

∈ ∈ ∈

Результаты вычислений представлены в 
табл. 6.

Приведем пример вычисления коэф
фициентов неравенства, задающего грань 
многовершинника группового уравнения 
вида 

3 3 2 2 1 1 3

3
4 3 4, , .

ji

g t g t g t g

t Z g G g G+

+ + =

∈ ∈ ∈

Результаты вычислений представлены в 
табл. 7.

Очевидно, что уравнения (8) и (9) эк

Таблица  6

Коэффициенты неравенства, задающего грань  
многовершинника группового уравнения (8) (пример третий) 

si
g g1 g2 g3

ds 4 2 4

rs 3 1 1

πs 1/3 2/3 1

g ψ0 i0 ψ1 i1 ψ2 i2 ψ3 i3
g0 0 0 0 0

g1 +∞ 0 1/3 1 1/3 1 1/3 1

g2 +∞ 0 2/3 1 2/3 2 2/3 2

g3 +∞ 0 3/3 1 3/3 2 3/3 3

πs 1/3 2/3 1

v1 3 0 0

v2 1 1 0

v3 0 0 1

(8)

(9)
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вивалентны. Многовершинник P имеет три 
вершины и пять граней: две построенные и 
три координатные плоскости.

Все целочисленные точки v1, v2, v3 в 
табл. 6, определяющие соответствующую 
плоскость, являются вершинами многовер
шинника P, а точка v '2 из табл. 7  вершиной 
не является.

Обозначим через v1, v2, v3 вершины 
многовершинника P, а через f1, f2, f3 (t1 = 0),  
f4 (t2 = 0), f5 (t3 = 0) – его грани. Тогда по
лучим вершиннограневую матрицу инци
денции:

f1 f2 f3 f4 f5
v1 1 0 0 1 1

v2 1 1 0 0 1

v3 1 1 1 1 0

Заключение

Итак, данная статья представляет удоб
ную вычислительную схему для численного 
решения практических и теоретических за
дач, обладающую рядом несомненных пре
имуществ перед традиционно используемы
ми. К преимуществам этой схемы следует 
отнести экономную память, возможность 
оценить число выполняемых операций и 
распараллеливание вычислений.  Работа ал
горитма заполнения стандартной таблицы 
иллюстрируется тремя числовыми приме
рами, которые доводят решение поставлен
ной задачи вплоть до стадии создания про
граммы на компьютере. Заключительным  
шагом может быть написание конкретной 
программы и проведение соответствующе
го вычислительного эксперимента.

Таблица  7 

Вычисленные коэффициенты неравенства,  
задающего грань многовершинника группового уравнения (9) (пример третий)

si
g g1 g2 g3

ds 4 2 4

rs 1 1

πs 1 0 1

g ψ0 i0 ψ1 i1 ψ2 i2 ψ3 i3
g0 0 0 0 0

g1 +∞ 0 3 1 1 2 1 3

g2 +∞ 0 2 1 0 2 0 2

g3 +∞ 0 1 1 1 2 1 3

πs 1 0 1

v '1 1 0 0

v '2 1 2 0

v '3 0 1 1
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Khokhlyuk V.I. THE ALGORITHM FOR COMPLETING THE STANDARD TABLE.

The present article describes the computational scheme for numerical solving practical and theoretical 
problems. This scheme realizes the algorithm for completing the standard table (from top to bottom and 
from left to right). 

Among the computation features of this scheme are computer memory saving, the possibility to estimate 
the number of executed operations, parallelization of computations. The calculating formulae used in the 
scheme are given and the work of the algorithm for  completing  the standard table is illustrated with three 
numerical examples.

The first example describes the simplest case when every coefficient of the group equation induces the 
whole finite group.

The second example describes the general case. There could be some group elements among the 
coefficients of the group equation, which order is smaller than the finite group one.

The third example shows that not all the points defining the hyperplane are the vertices of the polytope 
of the group equation. Note that in the applications the coefficients of the inequation, which defines the face 
of the polytope, are calculated with the filling of the standard table (this inequation is called the cut or the 
valid inequation in discrete optimization).
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ФАНОВЫЕ МОДЕЛИ эЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ  
НУКЛОНОВ И эЛЕКТРОНОВ

В статье строятся модели, описывающие потенциал распределенных элек
трических зарядов с помощью вырождающихся уравнений с частными про
изводными. Доказано, что потенциал облака электрона в атоме водорода в 
основном состоянии и сам атом водорода могут быть описаны такими уравне
ниями. Представленное описание освобождает от необходимости использовать 
понятие точечного заряда; ответственность за свойства среды возлагается на 
коэффициенты уравнений (обращаются в бесконечность), а также на выбор 
решения из определенного класса функций.

ФАН, ФАНОВАЯ МОДЕЛь, НУКЛОН, ЭЛЕКТРОН, АТОМ ВОДОРОДА, ТОЧЕЧНыЙ ЗА
РЯД, РАСПРЕДЕЛЕННыЙ ЗАРЯД, ПОТЕНцИАЛ, ВыРОЖДАЮщЕЕСЯ УРАВНЕНИЕ С ЧАСТ
НыМИ ПРОИЗВОДНыМИ,  КОЛЛОИДНыЙ РАСТВОР, СУПРАХИМИЯ.

Введение

Современные задачи нанотехнологии, 
биомедицины, прогнозирования свойств 
новых материалов требуют расчета ло
кальных электромагнитных полей в осо
бых неоднородных средах, содержащих, в 
частности, наночастицы, квантовые точки, 
кластеры молекул. Во многих случаях при
менение квантовой механики для расчета 
локальных полей в таких средах оказыва
ется невозможным ввиду огромного объема 
вычислений. В связи с этим задача постро
ения новых физикоматематических моде
лей подобных сред и физических явлений в 
таких объектах весьма актуальна. 

Необходимо отметить, что в настоящей 
статье не рассматриваются какиелибо но
вации квантовой механики. Предметом ис
следования является лишь электростатиче
ское поле с точки зрения разрабатываемой 
фановой теории.  

В работе [1] нами был рассмотрен при
мер использования вырождающихся урав
нений с частными производными для опи

сания электрического поля протона. При 
этом было показано, что одно и то же яв
ление можно адекватно описать различны
ми моделями. В частности, потенциал поля 
внутри протона можно сопоставить с по
тенциалом поля некоторого «фана» (назва
ние произведено от слова «фантом» (phan
tom); подробности описаны в работе [1]). 

Естественно, для развития теории фанов 
было бы желательно найти и другие при
меры частиц и их совокупностей, электро
статические поля которых описываются с 
помощью фановой теории. Однако чтобы 
быть ближе к известным распределениям 
электростатических полей реальных частиц, 
нами были рассмотрены распределения 
электростатических полей как облака элек
трона атома водорода, так и самого атома 
водорода, находящегося в основном состо
янии. Это позволило проиллюстрировать 
использование теории фанов для описания 
электростатических полей рассмотренных 
частиц, включающих и одноименные, и 
противоположные по знаку заряды.  
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Понятие «фана» было введено в работе 
[2], а затем использовано в работах [3 – 5] 
как объекта, потенциал u которого удовлет
воряет уравнению 

1 2div( grad ) (1 ) (0)u q qε = − β δ

при условии, что в окрестности нуля функ
ция u и коэффициент ε ведут себя следую
щим образом:

0 1~ ;r q r −β
→ε

12
0~ ,

4r

q
u r cβ−

→ +
π

где q1, q2, β, c – постоянные; δ – дельта
функция; константа β = βр = 3 для прото
на.  

Такое определение рассматривало еди
ничный фан, у которого фановая проница
емость ε имела особенность только в одной 
точке. Затем это определение было расши
рено на систему точечных зарядов на осно
ве использования уравнения  

1

1
div grad 4 ( 1) ( ),

i i i
i ii

u r
r β

  ±
+ ε = π β − δ     

∑ ∑

где ri обращаются в нуль в точках располо
жения заряда; ε1 – некоторая гладкая функ
ция; поведение потенциала фана u в каждой 
точке ri согласовывается с особенностями ε, 
в соответствии с формулами (2) и (3).

цель данной статьи – показать, что при 
распределении зарядов на поверхностях 
фановая проницаемость может иметь осо
бенности и на этих поверхностях. 

Основные определения

Под «фаном» будем понимать объект, 
который описывает электрические или гра
витационные поля. Его свойства должны 
определяться уравнениями типа Максвелла 
или Шредингера с коэффициентами, при
нимающими произвольные значения, в том 
числе нулевые или обращающиеся в беско
нечность в некоторых точках или поверх
ностях в пространстве. 

Вполне вероятно, что в процессе раз
вития фановой теории и ее применения в 
различных областях это определение будет 
претерпевать видоизменения.

Коэффициент ε, используемый в зада
чах, решения которых описывают электри
ческие поля, будем называть «электрической 
фановой проницаемостью». Поскольку вы
рождающиеся уравнения могут аналогично 
описывать и гравитационные поля, позво
ляя плотности пространства иметь особен
ности, коэффициент ε в соответствующих 
задачах мы будем рассматривать как «гра
витационную фановую проницаемость». 

Разумеется, не следует формально вос
принимать вышеприведенные понятия как 
изменение классических представлений о 
диэлектрической и магнитной проницае
мости, о плотности материи или восприни
мать их как новые требования к прежним 
фундаментальным основам теории электро
магнитного поля. «Фановые проницаемо
сти» ε – это коэффициенты в уравнениях 
типа (1), позволяющие строить новые мо
дели сред и объектов, которым во многих 
задачах можно придать определенный фи
зический смысл. 

Например, в центральносимметричных 
случаях, в области, где отсутствуют особен
ности коэффициента ε, уравнение (1) ста
новится однородным и имеет вид

2
2

1
( ) 0.r rr u

r
ε =

Отсюда следует, что

2
,

r

c
r u

ε =

где c  – постоянная.

Преимущества и недостатки  
фановых моделей

Формула (6) позволяет определять ε 
экспериментально, для чего необходимо 
измерять силу, действующую на пробный 
заряд, так как сила связана с градиентом 
потенциала, который в этом случае выра
жается через ur. 

Использование в фановых моделях вы
рождающихся уравнений типа (5) позволяет 
отказаться в некоторых задачах от решения 
уравнения Пуассона. Для этого необходи
мо допустить, что коэффициенты вырож
денных уравнений, представляющие такие 
параметры среды, как электрическая и/или 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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(7)

(8)

(9)

магнитная фановая проницаемость, а так
же фановая плотность материи могут обра
щаться в нуль или бесконечность. 

Однако в фановых моделях отсутствует 
свойство суперпозиции. Это означает, что 
если два заряда созданы с помощью фа
новых проницаемостей ε1 и ε2, то при этом 
вовсе не подразумевается, что сумма их по
тенциалов будет обеспечиваться сложением 
величин ε1 и ε2. 

Действительно, пусть потенциал u1 в 
стационарном центральносимметричном 
случае удовлетворяет уравнению

2
1 12

1
( ) 0,r rr u

r
ε =

где ε1 имеет особенность в точке r = 0. 
Пусть аналогично потенциал u2  удовлет

воряет уравнению

2
2 22

1
( ) 0,r rr u

r
ε =

где ε2 также имеет особенность в точке r = 0. 
Найдем фановую проницаемость ε3, при 

которой создается суммарный потенциал 
u3, равный 

u3 = u1 + u2 .

Для этого необходимо, чтобы выполня
лось равенство 

2
3 32

1
( ) (0),r rr u

r
ε = δ

или

2
3 1 22

1
( ( )) (0).r r rr u u

r
ε + = δ

Из уравнений  (7) и (8) следует, что

1
1 2

1

;r

c
u

r
=

ε
 2

2 2
2

.r

c
u

r
=

ε

В силу равенства (9) получим следую
щее соотношение:

1 2
32

1 2

1
(0).

r

c c
r

  
ε + = δ   ε ε  

Тогда выражение для величины ε3 при
нимает такой окончательный вид:

2 1 2
3

1 2 2 1

(0) .r dr
c c

ε ε
ε = δ

ε + ε∫
Здесь интересно отметить, что величина 

ε3 вне точки  r = 0 может быть представлена  
в виде

1 2
3

1 2 2 1

.
c c

ε ε
ε =

ε + ε
Полученное выражение, несомненно, 

напоминает формулу 

1 2

1 1 2 2

* ,
y y

ε ε
ε =

ε + ε
которую обычно используют для вычисле
ния эффективной диэлектрической про
ницаемости последовательно соединенных 
диэлектриков с диэлектрическими прони
цаемостями ε1, ε2 и долями объемного со
держания (объемные концентрации) перво
го и второго компонента y1, y2 в плоском 
конденсаторе.

Следует отметить, что все аналитиче
ские результаты в этой работе получены 
для центральносимметричного случая. 
При расчетах электростатических полей в 
расчетных областях более сложной формы 
необходимо применять численные методы. 
Так, в работе [1] был приведен пример, по
казывающий, что задача численного расче
та полей в наносредах неустойчива и что 
для подобных сред необходимо применять 
только блочные численноаналитические 
методы (BNAM) [5]. Указанные методы 
основаны на значительном использовании 
аналитических приемов, обладают повы
шенной точностью и позволяют численно 
решать краевые задачи в средах, где потен
циал резко меняется как по величине, так 
и по форме. 

Следует отметить, что фаны обладают 
значительной гибкостью за счет возможно
сти выбора различных порядков обращения 
в бесконечность коэффициентов как в точ
ках, так и на поверхностях, а также воз
можностью почти произвольного выбора 
значений функции ε в местах, где нет осо
бенностей. Это позволяет моделировать та
кие сложные среды, как биологические, как 
растворы, как материалы с наночастицами. 
Особую пользу эти модели могут принести 
в супрахимии, где известно пространствен
ное расположение зарядов и необходимо 
найти их силовое взаимодействие с учетом 
перекрытия электронных оболочек.
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Фановая модель облака электронов

Для построения фана, соответствую
щего облаку электрона в атоме водорода 
в основном состоянии, рассмотрим плот
ность распределения электронов в атоме 
водорода, которая представляется функци
ей D = 4πr 2|Ψ|2 (рис. 1),  а также потенциал 
u в облаке, который удовлетворяет уравне
нию

2 /

0

4
,r beq

u r e−π ⋅
∆ = −

ε
где qе – заряд электрона. 

Найдем значение εe, при котором по
тенциал u удовлетворяет уравнению

1 2div( grad ) (1 ) (0).e u q qε = − β δ

В силу центральной симметрии уравне
ние (10) можно записать в виде

2 2 /
2

0

41
( ) ,r be

r r

q
r u r e

r
−π ⋅

= −
ε

откуда следует, что
2

3 2

0

2 3 / 1
2

4
( 6

18 24 ) ,

e

r b

b q
u r br

r

c
b r b e c

r
−

π
= − + +

ε

+ + + +

где с1, с2 – постоянные.
Выберем значения с1 и с2 такими, чтобы 

потенциал в начале координат был конеч

ным. Для этого воспользуемся разложени
ем

2 3
/

2 3
1 ... .

2 6
r b r r r

e
b b b

− = − + − +

Тогда  для потенциала u получим сле
дующее представление:

5 4

0

3 4 1
2

1
( 96 24

 4 2 ....) .

eq
u b b

r

c
br r c

r

π
= − ⋅ + +

ε

+ + + + +

Если положить, что постоянные с1 и с2  

следуют выражениям
5

1
0

96
;eb q

c
π

=
ε

4

2 3
0

24
,eb q

c c
π

= − +
ε

где с3
 – произвольная константа, то полу

чим для потенциала u представление (11) и 
его значение в начале координат (12):

2
3 2 2 3 /

0

5 4
1 1

3
0 0

4
( 6 18 24 )

96 241
,

r be

e e

b q
u r br b r b e

r

a b q a b q
c

r

−π
= − + + + +

ε

π π
+ − +

ε ε

3 4
3

0

(4 2 ...) .eq
u br r c

π
= + + +

ε
Отметим, что в силу выражения (12) по

Рис. 1. График функции плотности электронного облака в атоме водорода;  
a0 – радиус первой боровской орбиты

(10)

(11)

(12)
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тенциал ur в начале координат имеет нуль 
второго порядка. Вне начала координат 
уравнение (1) однородно и из него следует, 
что

4
2e

r

c
r u

ε =

и, следовательно, εe будет иметь особен
ность четвертого порядка. 

Таким образом, для потенциала u и εe 
выполнены условия (2), (3) при β = 4, а сам 
потенциал удовлетворяет уравнению (1). 
При этом εe определяется по формуле (13), 
а ur – по следующей формуле:

5
/ 3 2 2 3 4 1

0 0

964 1
4 12 24 24 .r be

r

q a bb
u e r br b r b b

r r
−   ππ

= − + + + + −   ε ε  
5

/ 3 2 2 3 4 1

0 0

964 1
4 12 24 24 .r be

r

q a bb
u e r br b r b b

r r
−   ππ

= − + + + + −   ε ε  
 

Можно заключить, что облако электро
нов в атоме водорода, в основном своем со
стоянии, также является фаном и для его 
описания может быть использована фано
вая математическая модель.

Фановая модель системы зарядов различных 
знаков в точках и на поверхностях

В моделях, использующих фаны, нет 
понятия точечного заряда, а наличие заряда 
обуславливается присутствием особенно
стей определенного порядка у функции ε в 

вырождающемся уравнении. Способ нахо
дить величину ε при наличии особенностей 
в точках, мы уже показали на предыдущих 
примерах. 

Рассмотрим теперь методику нахожде
ния величины ε для случая, когда ее осо
бенности находятся как в точке, так и на 
поверхности. Для этого рассмотрим потен
циал,  удовлетворяющий уравнению

2 /
1

0

4
( ) .r beq

u r r r e−π
∆ = − −

ε

В правой части этого уравнения стоит 
функция, изменяющая знак при переходе 
через значение r = r1, то есть заряд имеет 
положительное значение при r < r1 и отри
цательное при r > r1. Такое распределение 
имеет место, например в нейтроне (рис. 2) 
или в атоме водорода.

Найдем εn такое, чтобы оно имело осо
бенности различного знака  в начале ко
ординат и на сфере при r = r1. При этом 
особенности у εn должны быть такого типа, 
чтобы оператор 

div( grad ),nε •

вычисленный от потенциала u, выбрасывал 
δфункции, сосредоточенные в начале ко
ординат и на сфере r = r1.

В силу центральной симметрии можно 
записать:

(14)

Рис. 2. Радиальные распределения плотности зарядов в протоне (1) и нейтроне (2);  
ρ(r) – функция плотности заряда

(13)
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2 4 /
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откуда следует, что 

2 4 / 2
1 2
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4
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q c
u r r r r e dr

r
− −π  = − − − ε  ∫

Для исследования поведения ur в начале 
координат, заменим под интегралом функ
цию e –r/b ее разложением в ряд Маклоре
на:
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Тогда справедливо выражение  
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Если положить 
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Таким образом, потенциал ur имеет нуль 
второго порядка в начале координат, а для 
потенциала u будет характерно поведение 
вида (3) при β = 4. 

Действительно, в точке начала коорди
нат  имеем:

2
31

0
0

4 ( 5 )
~ ;

3
e

r

b r b q
u r c→

π − +
− +

ε

2
21

0
0

4 ( 5 )
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r r

b r b q
u r→

π − +
−

ε
Теперь рассмотрим уравнение

div( grad ) 0n uε =

вне начала координат и вне точки r = r1. 
Найдем также функцию εn, при которой 
функция u удовлетворяет уравнению (16). 

В силу центральной симметрии из урав
нения (16) следует, что

4
2n

r

c
r u

ε =

и, следовательно, в силу выражения (15) 
функция εn будет иметь особенность чет
вертого порядка в начале координат. Дей
ствительно,

4 0
0 2 4

1

1
| .

4 ( 5 )n r

c
b r b r→

ε
ε = − ⋅

π − +
 

Таким образом, величины ε и u будут 
удовлетворять условиям (2), (3) при β = 4, 
и, следовательно, будут давать вклад в пра
вую часть уравнения, равный

44 (0).cπ ⋅ δ  

Рассмотрим теперь вклад в правую 
часть уравнения, определяемый поведени
ем функции u при r = r1. Поскольку уравне
ние (16) однородно, выберем εn следующим 
образом:

4
12

4
12

, ,

, .

r
n

r

c
r r

r u

c
r r

r u

 <
ε = 
− >


Это естественно, так как εn отражает 
свойства пространства, обеспечивающие 
величину заряда, а условия склейки опре
деляются на основе физической постанов
ки задачи. 

Воспользуемся определением оператора 
Лапласа в терминах пространств Соболева 
и обобщенных функций. Тогда, если φ  – 
финитная функция на промежутке [0, ∞], 
то имеем:

(15)

(16)

(17)
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Ввиду того, что функция u удовлетворя
ет уравнению (16), третий и шестой инте
гралы представления I1 будут равны нулю. 
В этом случае
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В силу финитности функции φ  выраже

ние принимает вид
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С учетом (17) можем записать I1 как

1 2

1 2

1 4 4

4 4

4 ( )

 4 ( ) .

r r r
r

r r r
r

u
I c c

u

u
c c

u

= −ε

= +ε

= π φ − φ +

+ π φ − φ

Налагаем условие, согласно которому

1
0 .r ru = =

Поскольку нуль в точке r1 у функции u 
будет более высокого порядка, чем у функ
ции ur , справедливо равенство

1
0 .r r

r

u
u = =

Следовательно, переходя к пределу при 
ε2 → 0, получим:

1 4 18 ( ).I c r= − π ⋅ φ

Таким образом, интеграл I1 выбросил 
значение φ  в точке r1, а это значит, что 
оператор будет выражаться как

1 4 1( ) 8 ( ) .n r ru c r=∇ ε ∇ = π ⋅ δ

Учитывая приведенные выше выкладки, 
получим следующее равенство:

4 4 1div( grad ) 4 (0) 8 ( ).n u c c r+ −ε = π δ − π δ

Заключение

Сравнение результатов, полученных в 
данной статье, с представленными ранее 
и основанными на формуле (4), показыва
ет, что в итоге проведенного исследования 
появляются новые возможности использо
вания фановой модели. Так, можно допол
нительно строить фановые модели облаков 
зарядов, расположенных в различных обла
стях сред и объектов:

в сферическом слое;
в шаре с одним знаком заряда и с окру

жающим его сферическим слоем зарядов 
противоположного знака.

Во втором случае необходимо задавать 
особенности  функции ε как в центре шара, 
так и на его поверхности. 

Кроме того, важно отметить, что «элек
трическая фановая проницаемость» ε может 
быть функцией, зависящей от времени. В 
предлагаемой статье зависимость ε от вре
мени не рассматривалась, однако авторами 
уже получена фановая модель квантовой 
точки, излучающей на частоте, зависящей 
от размеров квантовой точки и от материа
ла, в котором она создана. Результаты рас
четов совпадают с известными эксперимен
тальными данными. Все это подтверждает 
необходимость дальнейшего расширения 
понятия фана.

Следует повториться, что при более слож
ных расчетных областях необходимо при
менять блочные численноаналитические 
методы (BNAM), использующие в значи
тельной степени аналитические выкладки 
и позволяющие численноаналитически 
решать краевые задачи в наносредах.
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Pashkovsky A.V., Pashkovsky V.I. PHAN MODELS OF ELECTRIC FIELD OF NUCLEONS 
AND ELECTRONS. 

In this article, we construct a model which describes the potential of electric charges distribution using 
degenerate partial differential equations. It has been proved that the potential of the electron cloud in the 
hydrogen atom being in the ground state and a hydrogen atom itself can be described by such equations. This 
description obviates the need to use the notion of a point charge. The medium properties are modeled by the 
equation coefficients, which can turn into infinity, solutions being sought in a certain class of functions. We 
name the constructed models “phan models”. We put forward a construction technique of phan models for 
different media containing divided charges, such as colloids and biological media. The models may be used 
in suprachemistry to calculate force interactions between the particles. Phan models are close to the Maxwell 
ones. Their applications are promising for cases when the quantummechanical calculations are too complex 
and conventional electromechanical models are not able to reflect accurately the medium properties. The 
examples given show the possibilities for the further development of phan theory. 

PHAN, PHAN MODEL, NUCLEON, ELECTRON, HYDROGEN ATOM, POINT CHARGE, POTENTIAL, DEGENERATE 
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION, COLLOIDAL SOLUTION, SUPRACHEMISTRY.
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XXVII ВСЕРОССИЙСКАЯ НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНцИЯ  
СТУДЕНТОВ-РАДИОФИЗИКОВ

Представлена информация о xVII Всероссийской научной конференции 
студентоврадиофизиков, которая прошла 22 – 23 апреля 2014 года в Петродвор
це в учебном комплексе СантПетербургского государственного университета. 

НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНцИЯ, СТУДЕНТРАДИОФИЗИК,  НАУЧНыЙ ДОКЛАД, ДИПЛОМ 
УЧАСТНИКА КОНФЕРЕНцИИ.  

Очередная, уже семнадцатая по счету 
Всероссийская научная конференция сту
дентоврадиофизиков, организуемая Санкт
Петербургским государственным универ
ситетом (СПбГУ) и СанктПетербургским 
государственным политехническим универ
ситетом (СПбГПУ), прошла 22 – 23 апреля 
2014 года в Петродворце на базе физиче
ского факультета СанктПетербургского го
сударственного университета. С этого года 
время проведения конференции перенесено 
с декабря на конец апреля с тем, чтобы дать 
возможность студентам выпускных курсов, 
будущим бакалаврам и магистрам, предста
вить уже законченные исследования. К со
жалению, ввиду указанных изменений кон
ференция в 2013 году не проводилась.

В конференции 2014 года приняли 
участие около 40 студентов и аспирантов, 
а также преподаватели ряда вузов Санкт
Петербурга.  Количество докладов остается 
примерно постоянным уже несколько лет, 
и на этот раз  их было 35.  

Перечислим российские университе
ты, которые прислали своих докладчиков: 
СанктПетербургский государственный 
университет, СанктПетербургский госу
дарственный политехнический универси
тет, СанктПетербургский государственный 
университет телекоммуникаций, Южный 
федеральный университет, Сыктывкарский 

государственный университет, Балтийский 
федеральный университет им. И. Канта, 
Московский государственный технический 
университет радиотехники, электроники и 
автоматики (МИРЭА), Самарский государ
ственный университет, Владимирский го
сударственный университет. 

Наибольшее количество докладов пред
ставили СПбГУ (9) и СПбГПУ (5).

Тематика докладов, представленных на 
конференции, отражает многие направле
ния современной радиофизики. Это тео
рия колебаний, излучение и распростране
ние электромагнитных волн, электронные 
устройства и системы, квантовая радиофи
зика, а также физические явления, которые 
исследуются радиофизическими методами. 

По традиции заседания проводятся по
следовательно, что дает возможность сту
дентам познакомиться с докладами других 
направлений и расширить свой кругозор в 
области радиофизики. Общий уровень до
кладов в этом году оказался довольно вы
соким, что вызвало интерес и множество 
вопросов, а также поставило перед жюри 
конференции сложную задачу. 

По окончании конференции жюри, в 
которое вошли члены оргкомитета, после 
долгих обсуждений подвело итоги, назвав 
лауреатов. Было решено поставить на первое 
место и наградить дипломами первой степе
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ни сразу два доклада: студентов И.В. Агее
ва (6й курс, кафедра физики твердого тела 
СПбГУ) и  Е.А. Данилогорской (6й курс, 
кафедра радиофизики СПбГУ).

В докладе И.В. Агеева «Краткий обзор 
результатов высокотемпературных измере
ний интенсивности рассеяния электромаг
нитного излучения в стеклах и их распла
вах» рассматривается рассеяние видимого 
света, и на этой основе изучаются флук
туационные явления в стеклах и их распла
вах. В свою очередь, понимание сущности 
флуктуационных процессов, происходящих 
в температурном интервале стеклования, 
необходимо для дальнейшего развития тео
рии стеклообразного состояния. Совокуп
ность экспериментальных результатов по 
поведению интенсивности рассеяния элек
тромагнитного излучения в интервале сте
клования, полученную в последние десяти
летия, сложно интерпретировать в рамках 
существующих представлений. Поведение 
интенсивности рассеянного света харак
теризуется существованием гистерезиса ее 
температурной зависимости, отличитель
ная особенность которой – это образова

ние максимума в режиме нагрева стекла 
через интервал стеклования (рис. 1). 

В результате исследований, выполнен
ных методом рассеяния видимого света для 
целого ряда оксидных стекол, было уста
новлено, что такой вид зависимости интен
сивности рассеяния от температуры в ин
тервале стеклования носит универсальный 
характер.

Работа студентки Е.А. Данилогорской 
«О вкладе горизонтальных градиентов в 
ошибки измерения координат местополо
жения объектов глобальными навигацион
ными спутниковыми системами» находится 
в русле традиционного направления иссле
дований, проводимых на кафедре радиофи
зики СПбГУ и относящихся к распростра
нению волн и свойствам ионосферы.

Существующие подходы к определе
нию ошибки измерения дальности, воз
никающей изза присутствия неоднород
ной ионосферы, базируются на решении 
геометрооптических уравнений с исполь
зованием теории возмущений по прямым 
лучам, где малым параметром является 
квадрат отношения плазменной частоты к 
рабочей. В представленной работе пред
лагается явная процедура суммирования 
всех частотных эффектов в виде точного 
решения для сферическислоистой среды, 
а горизонтальные градиенты электронной 
плотности ионосферы учитываются в рам
ках теории возмущений.

Два диплома второй степени присужде
ны докладу студента А.С. Мязина (4й курс, 
кафедра радиофизики СПбГПУ) и коллек
тивному докладу студенток Е.Г. Курдю
ковой (3й курс, кафедра радиофизики и 
электроники СыктГУ) и Е.С. Пилипец (5й 
курс, та же кафедра). Эти доклады хотя и 
подготовлены по материалам бакалаврских 
работ, в том числе будущих магистерских, 
но выделяются из прочих высоким науч
ным уровнем, что и оценило жюри.

Презентация работы студента А.С. Мя
зина «Повышение точности измерения 
электрических полей при помощи интег
ральнооптического волоконного поляриза
ционного датчика» была посвящена иссле
дованиям в области свойств и применений 
волоконнооптических датчиков, проводи

Рис. 1. Температурные зависимости  
поляризованной Vvсоставляющей света,  

рассеянного фосфатным стеклом (9,4 мол.% 
Na2O∙57,7 мол.% znO∙32,9 мол.% P2O5)  

в интервале стеклования при его охлаждении 
со скоростью 10 °С/мин (кривая 1)  
и последующем нагреве с разными 

скоростями,°С/мин: 10 (2), 30 (3) и 50 (4)
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мых в лаборатории профессора О.И. Кото
ва на кафедре радиофизики СПбГПУ. 

В докладе рассмотрены методы мини
мизации погрешностей, возникающих при 
измерении напряженности электрических 
полей с помощью волоконнооптического 
поляризационного датчика (рис. 2). При
ведены результаты теоретического анализа 
оптической схемы прибора, измерения по
ляризационных характеристик входящих в 
нее элементов, практические результаты из
мерения полей, полученные на созданном 
лабораторном макете. Эксперименты де
монстрируют возможности существенного 
повышения точности измерений на основе 
результатов проведенных исследований.

Доклад студенток Е.Г. Курдюковой, 
Е.С. Пилипец «Моделирование нелиней
ной динамики двух взаимодействующих 
магнитных диполей» относится к области 
теории колебаний. Работа посвящена ис
следованию нелинейной радиочастотной 
динамики системы двух взаимодействую
щих изотропных магнитных частиц в фор
ме эллипсоидов вращения. В результате 
численного эксперимента были построены 
временные зависимости и прецессионные 
портреты колебаний намагниченности. 
Рассмотрены случаи слабого и сильно

го взаимодействий между частицами. При 
слабом магнитном взаимодействии обнару
жено семь различных режимов колебаний 
векторов намагниченности частиц, в том 
числе автоколебательный и хаотический 
режимы. Для случая сильного магнитного 
взаимодействия было обнаружено около 
десяти различных колебательных режимов. 
Определены также области существования 
различных режимов магнитных колебаний 
в зависимости от частоты и амплитуды пе
ременного поля для случаев слабого и силь
ного магнитных взаимодействий частиц. 
Получены зависимости времени релакса
ции магнитных колебаний от амплитуды 
переменного поля и зависимость периода 
магнитных колебаний частиц от частоты 
переменного магнитного поля.

Дипломами третьей степени отмечены 
доклады студентов А.А. Гофмана (5й курс, 
кафедра радиофизики СПбГУ), С.В. Кру
тиева (6й курс, кафедра прикладной 
электродинамики и компьютерного моде
лирования ЮФУ) и А.А. Попов (6й курс, 
кафедра радиофизики СПбГПУ)

В работе А.А. Гофмана «Солнечные ми
кровсплески» рассмотрены микровсплески 
в дециметровом диапазоне радиоизлучения 
активных областей Солнца. Исследование 

Рис. 2. Предлагаемая конструкция волоконнооптического поляризационного датчика: 
1 – объем для укладки волокна с заданным радиусом, 2 – канавка для кембрика  

с подводящим и отводящим оптическим волокном, 3 – разъем для чувствительного элемента



Конференции

151

представляет собой как теоретическое опи
сание механизма генерации излучения, так 
и анализ экспериментальных данных, по
лученных с использованием радиотелеско
па РАТАН600. В результате была опреде
лена длительность отдельного всплеска 
и построен частотный спектр излучения. 
Существование явления микровсплесков 
было подтверждено анализом статистиче
ских характеристик записей радиотелескопа 
РАТАН600. Для описания обнаруженного 
явления были рассмотрены плазменный и 
гиросинхротронный механизмы генерации 
излучения при различных видах распреде
ления энергичных электронов по скоро
стям. Определен ряд характеристик области 
генерации микровсплесков на основе плаз
менного механизма генерации радиоволн.

Доклад С.В. Крутиева «Волноводный 
полоснопропускающий фильтр на слож
ных резонансных диафрагмах» относится 
к практической задаче синтеза резонатор
ных полоснопропускающих фильтров, 
связанной с радиоэлектронной темати

кой конференции. Приводятся результаты 
электродинамического анализа одиночных 
резонансных диафрагм в виде прямоуголь
ного окна с двумя Lобразными гребнями 
в прямоугольном волноводе, а также ре
зультаты синтеза полоснопропускающих 
фильтров на их основе. Электромагнитные 
поля и критические волновые числа прямо
угольного волновода с двумя Lгребнями, 
образующего апертуру диафрагм, определе
ны методом частичных областей с учетом 
особенности поля на ребре.

Предложенная апертура диафрагмы по
зволяет не только получать более высокую 
добротность резонаторов, по сравнению с 
обычными прямоугольными окнами, но и 
обеспечивать уровни затухания, рекордно 
низкие для данного типа фильтров в полосе 
заграждения, благодаря наличию антирезо
нанса в переходной характеристике филь
тра (рис. 3).

В докладе студента А.А. Попова (6й 
курс, кафедра радиофизики СПбГПУ) 
«Исследование возможностей и особен

Рис. 3. Характеристики двух модулей матрицы рассеяния фильтров:  
S11 (1) и S21 (2). Представлена структура фильтра (3)
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ности работы микроволнового спектроме
тра, предназначенного для дистанционного 
мониторинга влажностных характеристик 
атмосферы» рассматриваются теоретиче
ские основы и способ построения СВЧ 
радиометрического комплекса для анали
за интегрального влагозапаса в атмосфере. 
Эту работу также можно отнести к тема
тике анализа и синтеза радиоэлектронных 
устройств СВЧ. В ней проводится исследо
вание возможностей микроволнового спек
трометра (рис. 4), предназначенного для 
дистанционного мониторинга влажностных 
характеристик атмосферы и позволяющего 
измерять радиояркостные температуры ат
мосферы в широком диапазоне частот.

Были получены регрессионные зависи

мости между радиояркостной температурой 
атмосферы в зените и интегральными влаж
ностными характеристиками атмосферы 
для разнообразного набора метеоусловий. 
Проведено сравнение с известными ранее 
результатами российских и зарубежных ис
следователей для отдельных точек диапазо
на частот.

Помимо дипломов всем студентам были 
выданы грамоты участников конференции. 

В заключение необходимо отметить, что 
в этом году всероссийская конференция 
получила статус «конференции с междуна
родным участием» благодаря тому, что на 
ней были представлены доклады иностран
ных студентов.

Рис. 4. Внешний вид радиометрического комплекса: 
1 – блок радиометра с антенной, 2 – регистратор, 3 – управляющий компьютер
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КАФЕДРА ВЫСшЕЙ МАТЕМАТИКИ САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКОГО  
ГОСУДАРСТВЕННОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.  

ИСТОРИЯ И СОВРЕМЕННОСТЬ

В статье изложены основные этапы становления и развития кафедры выс
шей математики СПбГПУ – одной из крупнейших в вузах России. Большое 
внимание уделено истории развития Политехнического института, неотъемле
мой частью которого с самого его основания является кафедра высшей матема
тики. Наряду с историей большое внимание уделено современному состоянию 
математического образования в Политехническом университете, а также зада
чам, стоящим перед коллективом кафедры в настоящее время.

ВыСШАЯ МАТЕМАТИКА, ПРОФЕССОР, КАФЕДРА, УЧЕНыЙ, АЛГЕБРА, ТЕОРИЯ 
ОПТИМИЗАцИИ, МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНыХ СИСТЕМ.

Со дня основания СанктПетербургского 
политехнического института одним из важ
нейших предметов была высшая математи
ка. Высочайшее соизволение Императора 
Николая II о создании Политехнического 
института последовало 19 февраля 1899 
года. Эту дату принято считать днем осно
вания Политехнического института. И уже 
23 февраля была образована «Особая стро
ительная комиссия  по сооружению зданий 
Политехнического института в г. Санкт
Петербурге». Разработка положения и шта
тов Политехнического института прово
дилась с 21 августа 1900 года при учебном 
отделе министерства финансов особой «Ко
миссией по выработке положений о Поли
техническом институте в СанктПетербурге 
в составе отделений коммерческого, элек
тромеханического, кораблестроительного, 
металлургического» под председательством 
инженергенерала Н.П. Петрова. 22 августа 
1900 года комиссия была разделена на две 
части: одна, под председательством В.И. Ко
валевского, занима лась коммерческим от
делением, а другая, под председательством 
В.Л. Кирпичёва, – техническими отделени

ями. По результатам работы комиссии ми
нистром финансов была создана докладная 
записка «Об учреждении Политехнического 
института в СанктПетербурге» от 23 ноя
бря 1900 года за № 31403, которая и была 
внесена в Госсовет. Законопроект и пояс
нительная записка к нему были не только 
представлены в Госсовет, но и разосланы 
в различные ведомства, которые были в 
этом заинтересованы. В начале 1901 года  
от ведомств в министерство финансов по
ступили замечания и предложения по 
предлагаемому законопроекту. На эти за
мечания министр финансов ответил запи
ской от 4 мая 1901 года за № 5459, которая 
была разослана членам Госсовета. В конце  
1901 года был создан временный орган «Со
вещание г.г. директора и деканов  Санкт
Петербургского политехнического инсти
тута», утвержденный министром финансов. 
Только 19 октября 1901 года Госсовет начал 
рассматривать представление министра фи
нансов об учреждении Политехнического 
института в СанктПетербурге. После дли
тельного обсуждения 4 февраля 1902 года 
Император утвердил заключение Госсовета 

К 115-летию со дня основания СПбГПУ
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об учреждении Политехнического институ
та в СанктПетербурге, и затем 2 мая 1902 
года Император Николай II на документе 
«Положение СанктПетербургского поли
технического института и его штат» напи
сал: «Быть по сему». 

Высшая математика была одной из пер
вых дисциплин, преподаваемых во вновь 
открытом институте. Первым ординарным 
профессором по кафедре математики с 1902 
вплоть до 1935 года был Иван Иванович 
Иванов. Экстраординарным профессором 
по кафедре математики (также с 1902 года) 
был Виктор Иванович (Виктор ЭмерикЯн) 
Станевич; он работал в институте до 1919 
года включительно. Распределение препо
давания высшей математики между И.И. 
Ивановым и В.И. Станевичем было произ
ведено на первом Соединенном собрании 
технических отделений 29 мая 1902 года.  
В сентябре 1903 года на должность штат
ного преподавателя по кафедре математики 
был зачислен Алексей Алексеевич Адамов 
(экстраординарный профессор с 1908 года); 
он работал в вузе по 1927 год. Лекции по 
математике читали все трое: в первых двух 
семестрах – параллельно И.И. Иванов 
(аналитическая геометрия) и В.И. Стане
вич (анализ бесконечно малых), а затем – 
А.А. Адамов.

В то время курс высшей математики был 
общим для всех технических отделений. 
Иван Иванович Иванов (1862 – 1939) руко
водил коллективом математиков вплоть до 
1935 года. В 1924 году его избрали в члены
корреспонденты АН СССР, а в 1933 году 
ему было присвоено почетное звание заслу
женного деятеля науки РСФСР.

И.И. Иванов – один из крупнейших ма
тематиков своего времени, ему принадле
жит около 70 научных публикаций, бóльшая 
часть которых связана с теорией чисел. 
Значительная часть работ И.И. Иванова 
посвящена изуче нию некоторых тождеств 
и неравенств, стоящих в связи с теорией 
степенных вычетов. Он с полным правом 
может быть отнесен к той когорте ученых, 
которая создавала мировую славу русской 
науке. Работы И.И. Иванова уже своей те
матикой  прокладывали путь дальнейшим 
успехам отечественной математики. 

Профессор А.А. Адамов преподавал 
математику вплоть до своей кончины в  
1927 году. В 1920е гг. с участием профессо
ра А.А. Адамова и под редакцией профессо
ра Н.М. Гю нтера  был издан «Сборник за
дач по высшей математике», выдержавший 
13 переизданий в течение полувека. 

Существенное влияние на развитие ка
федры оказал видный ученый и педагог 
Иван Матвеевич Виногра дов (1891 – 1983), 
работавший здесь с 1920 года. Он окончил 
СанктПетербургский университет в 1914 
году, стал впоследствии действительным 
членом АН СССР (с 1929 года), почетным 
членом пятнадцати иностранных академий 
и научных обществ, дважды Героем Социа
листического Труда, лауреатом Ленинской 
премии. Основные работы И.М. Виногра
дова, относящиеся к области использования 
метода оценок тригонометрических сумм 
в теории чисел, который был им создан в 
1934 году, заслужили высокую оценку. Бла
годаря этому методу ему удалось впервые  
(1937) решить знаменитую тернарную про
блему Гольдбаха.

Членкорреспондент АН СССР, заслу
женный деятель науки РСФСР Николай 
Максимович Гюнтер (1871 – 1941) пришел 

Иван Иванович Иванов (1862 – 1939)
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в коллектив в 1926 году. Этот ученый вы
двигал оригинальные идеи в своих трудах 
по математической физике, публикация 
которых началась в 1923 году. Большой 
цикл образуют его работы по гидродина
мике идеальной жидкости, в связи с кото
рыми им были проведены исследования по 
классической теории потенциала.

Профессор Родион Осиевич Кузьмин 
(1891 – 1949), членкорреспондент АН 
СССР с 1946 года, преподавал математику 
в институте с 1922 года, а заведовал кафе
дрой математики в 1945–1949 гг. Научное 
наследие Р.О. Кузьмина весьма разно 
образно: труды по алгебре, теории чисел, 
теории вероятностей, конструктивной тео
рии функций, теории упругости. В работе 
«Об одном арифметическом свойстве алге
браических функций» (1927) он предложил 
простое доказательство знаменитой теоре
мы Гильберта.

Профессор Александр Яковлевич Били
бин (1879 – 1935), будучи доцентом, а за
тем профессором, преподавал математику в 
институте в 1924 – 1930 гг., затем с 1930 
года – в Ленинградском машиностроитель
ном институте, а потом в Ленинградском 
индустриальном институте. 

Профессор Сергей Иванович Амосов 
(1891 – 1969)  работал на кафедре в 1928 – 
1969 гг., а руководил ею в 1949 – 1951 гг. 
Его научные интересы распространялись на 
область прикладной ма тематики. Так, ис
следуя теплопроводность в процессе свар
ки, он решил плоскую задачу теплопровод
ности при подвижном источнике тепла. 
Кроме того, он предложил метод реше
ния некоторых сложных трансцендентных 
уравнений с эллиптическими интегралами. 
Не одно поколение выпускников института 
помнит его как опытнейшего лектора и та
лантливого педагога. 

Профессор Иван Александрович 
ЛаппоДанилевский (1896 – 1931), член
корреспондент АН СССР с 1931 года, при
шел на кафедру в 1929 году. В конце 1920х 
гг. им был опубликован цикл работ по ана
литической теории систем линейных диф
ференциальных уравнений. Для этого он 

разработал и применил теорию функций от 
матриц, которая теперь применяется мате
матиками во всем мире.

В соответствии с приказом ВСНХ  
СССР от 30 июня 1930 года, Ленин
градский политехнический институт 
им. М.И. Калинина был ликвидирован. 
В начале 1930х гг. в отраслевых вузах 
стали создаваться кафедры современ
ного типа, в том числе и кафедры выс
шей математики, которые возглавили 
видные ученые: в Ленинградском ме
таллургическом институте – академик 
АН СССР И.М. Виноградов, в Ленин
градском электромеханическом – член
корреспондент АН СССР И.И. Иванов, 
в Ленинградском гидротехническом – 
профессор Р.О. Кузьмин, в Ленинград
ском физикомеханическом – профессор  
А.Ф. Гаврилов, в Ленинградском маши
ностроительном – профессор Д.Л. Гавра, 
во Всесоюзном котлотурбинном инсти
туте – профессор  Н.Н. Семенов (мате
матик). 

В 1934 году было проведено объеди
нение отраслевых институтов в Ленин
градский индустриальный институт. С 
1935 года заведующим кафедрой стал про
фессор Сергей Натанович Бернштейн  
(1880 – 1968), действительный член АН 
СССР с 1929 года; он руководил кафедрой 
до 1941 года. Решив в 1903 году девятнад
цатую, а в 1908 году двадцатую проблемы 
Гильберта, он смело вошел в науку. За ре
шение девятнадцатой проблемы ему была 
присуждена степень доктора наук. Значи
тельная часть его исследований посвящена 
теории функций. Он первый построил ак
сиоматику теории вероятностей и получил 
общие результаты по предельным теоремам 
для зависимых и независимых случайных 
величин. 

1934 –1941 гг. – это период наиболь
ших научных и педагогических успехов ка
федры. Именно в это время здесь работала 
настоящая плеяда талантливейших ученых, 
таких как С.Н. Бернштейн, И.И. Иванов, 
Р.О. Кузьмин, Н.М. Гюнтер, Н.Н. Гернет, 
М.Л. Франк, С.И. Амосов. Понастоящему 
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одержимые наукой, они создавали вокруг 
себя атмосферу творчества и взаимопони
мания.  

Профессор Надежда Николаевна Гер
нет (1877 – 1943)  в 1898 году окончила 
Высшие женские (Бестужевские) курсы  
(г. СанктПетербург), после чего продол
жала заниматься математикой в Геттин
генском университете под руководством 
великого Гильберта. В 1901 году она за
щитила диссертацию на степень доктора «с 
высшей похвалой», с 1901 года преподавала 
на Высших женских курсах, причем после 
защиты магистерской диссерта ции в 1915 
году – в должности профессора. Это была 
вторая женщинаматематик (после С.В. 

Ковалевской), получившая ученую степень 
в русском университете. Она начала работу 
на кафедре в 1930 году, и затем работала 
вплоть до гибели от голода в 1943 году в 
блокадном Ленинграде. Некоторые науч
ные результаты, полученные Н.Н. Гернет, 
вошли в учебники вариационного исчисле
ния.

Профессор Михаил Людвигович Франк 
(1878 – 1942) работал на кафедре с 1930 
по 1941 год. Его главные труды относятся 
к двум областям: геометрии и прикладной 
математике. Из геометрических работ на 
первое место следует поставить его ориги
нальное исследование об односторонних 
поверхностях, о котором он докладывал на 

Н.М. Гюнтер (1871 – 1941) Р.О. Кузьмин (1891 – 1949) Н.Н. Гернет (1877– 1943)

С.Н. Бернштейн (1880 – 1968) С.И. Амосов (1891 – 1969) Д.С. Горшков (1916 – 1978)
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съезде математиков в 1934 году.
В 1930е гг. на кафедре трудился ученик 

Н.М. Гюнтера, профессор Николай Павло
вич Еругин (1907 – 1990), ставший впослед
ствии действительным членом АН БССР. 
Успех его работ по теории дифференциаль
ных уравнений был обеспечен соединением 
метода ЛаппоДанилевекого, которым он 
свободно владел, с идеями А.М. Ляпунова, 
что позволило ему создать общую тео рию 
приводимых систем. Работы Н.П. Еругина 
обеспечили также существенный прогресс 
качественной теории дифференциальных 
уравнений и теорию устойчивости.

Значительный вклад в развитие матема
тических наук и преподавание внесли про
фессора Е.В. Вороновская (1898 – 1972), 
А.И. Попов (1899 – 1973), В.М. Филиппов 
(1876 – 1941), Я.С. Безикович (1886 – 1958), 
Б.М. Коялович (1867 – 1941), Н.Н. Лебедев 
(1911 – 1994).

Годы Великой Отечественной войны 

представляют собой трагическую страни
цу в истории кафедры. Многие сотрудни
ки ушли на фронт. Среди них был доцент  
К.У. Шахно (1909 – 1995), работавший на 
кафедре с 1930 по 1984 год, автор тринад
цати учебных пособий по элементарной 
и высшей математике. Погибли во вре
мя блокады в Ленинграде М.А. Гельбке,  
Н.Н. Гернет, М.С. Елецкий, В.И. Никонов, 
часть сотрудников кафедры эвакуировались 
вместе с институтом в Пятигорск, затем в 
Ташкент, часть не выдержала суровых во
енных испытаний. Талантливые математи
ки Т.Н. Блинчиков и Н.А. Розенсон были 
расстреляны немцами в Пятигорске.  

Непосредственно после реэвакуации 
кафедрой заведовал Р.О. Кузьмин, которо
го затем сменил С.И. Амосов. С 1952 по 
1954 год кафедрой заведовал профессор 
Г.И. Джанелидзе (1916 – 1964). Его науч
ная работа относится к теориям колебаний, 
упругости и пластичности. 

Сотрудники кафедры высшей математики во главе с академиком С.Н. Бернштейном 
(третий справа в первом ряду). Фото 1939 года
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С 1945 по 1974 год на кафедре высшей 
математики работал Дмитрий Сергеевич 
Горшков (1916 – 1978), который руково
дил ею с 1954 по 1974 год. После ранения 
на фронте и длительного лечения он воз
вращается в Казанский университет, окан
чивает его  и поступает в аспирантуру Ле
нинградского отделения Математического 
института к профессору Д.К. Фаддееву.  
В 1954 году Д.С. Горшков защитил канди
датскую диссертацию в ЛГУ, однако ученый 
совет рекомендовал ее как докторскую; в 
1957 году ему была присвоена ученая сте
пень доктора физикоматематических наук, 
в 1963 году – ученое звание профессора. Из 
многих глубоких работ Дмитрия Сергееви
ча наиболее замечательными являются его 
исследования знаме нитой задачи Маркова 
о спектре арифметических миниму мов не 
определенных бинарных квадратичных 
форм с вещест венными коэффициентами. 

Многолетняя педагогическая деятель
ность Д.С. Горшкова разнообразна и пло
дотворна. Он был сторонником препо
давания математики на высоком уровне 
строгости. целью курса он считал создание 
у учащегося определенного уровня матема
тического развития и боролся против ути
литарного подхода к высшей математике 
как к предмету, дающему сумму фактов и 

умений. Большая заслуга Дмитрия Сергее
вича – это предпринятая по его инициа
тиве коренная переработка действовавших 
в ЛПИ программ по высшей математике, 
необходимость которой диктовало время и 
новые задачи науки и техники.

В период  1945 – 1959 гг. кафедра актив
но трудилась над переработкой и новыми 
изданиями знаменитого трехтомного сбор
ника задач по высшей математике, впервые 
опубликованного в 1911 году под редакци
ей Н.М. Гюнтера. В ряду его первых деся
ти составителей было трое политехников: 
А.А. Адамов, Н.М. Гюнтер, А.А. Фридман. 
В дальнейшем в число его авторов (в свя
зи с расширением тематики) добавились 
политехники Р.О. Кузьмин, С.Н. Берн
штейн, С.И. Амосов, Н.Н. Гернет. После 
войны под руководством Р.О. Кузьмина, 
Г.И. Джанелидзе, С.И. Амосова над пере
работкой трудилась целая бригада препода
вателей кафедры из 15 человек. Последнее 
(четырнадцатое) издание вышло в 1959 году 
и было приспособлено для нужд втузов. 

Некоторое время (с 1972 по 1985 год) 
кафедра высшей математики была разделе
на на две: № 1 и № 2. Заведовали  ими 
профессора А.П. Аксенов, Д.С. Горшков,  
И.С. Сребрянский, И.Ю. Рыжаков,  
В.М. Калинин. После объединения в 
1985 году кафедрой заведовал профессор  
Е.С. Озеров, а затем (с 1987  по 2003 год) –  
профессор Ю.А. Хватов. С 2003 года ка
федрой заведует доктор наук, профессор  
В.И. Антонов. 

В соответствии с общей концепцией де
ятельности физикомеханического факуль
тета, направленной на развитие современ
ных средств организации исследований, 
в 1962 году была создана кафедра вычис
лительной математики. Ее создание было 
определено началом интенсивного распро
странения в СССР электронной вычисли
тельной техники и возросшим интересом 
ученых и инженеров к ее использованию в 
технических расчетах. Эти же обстоятель
ства  определили научные интересы вновь 
созданного коллектива, который с тех пор 
можно рассматривать как родственный ка

Заведующий  
кафедрой высшей математики СПбГПУ,  
профессор Валерий Иванович Антонов.  

Фото 2010 года
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федре высшей математики.
Организатором и первым заведующим 

кафедрой был молодой талантливый вос
питанник школы Анатолия Исааковича Лу
рье – доктор физикоматематических наук, 
профессор Владимир Александрович Тро
ицкий. В настоящее время кафедра носит 
название «Прикладная математика».

К числу родственных можно также от
нести кафедру «Информационные системы 
в экономике и менеджменте» Инженерно
экономического института. Ее организа
тором  и первым заведующим был доктор 
экономических наук, заслуженный дея
тель науки и техники РСФСР, профессор   
С.А. Соколицын. Принял активное участие 
и оказал поддержку в организации кафедры 
лауреат Нобелевской премии по экономике, 
академик  Л.В. Канторович.  В настоящее 
время этой кафедрой заведует доктор эко
номических наук, профессор И.П. Ильин  
(бывший сотрудник кафедры высшей ма
тематики).

Следует заметить, что наряду с созда
нием «родственных» кафедр, в 1990е гг. 
наметилась тенденция передачи чтения 
некоторых специальных разделов высшей 
математики представителям выпускающих 
кафедр. Действительно, в то время на этих 
кафедрах было немало сотрудников, по
лучивших хорошее фундаментальное об
разование в области математики. В связи 
с отсутствием соответствующей нагрузки 
кафедру математики покинули несколько 
талантливых профессоров. Большинство из 
них нашло применение своим способно
стям на математикомеханическом факуль
тете СанктПетербургского государствен
ного университета.

В последнее время начинает прояв
ляться обратная тенденция: выпускающие 
кафедры все чаще обращаются к кафедре 
математики с предложением чтения спе
циальных разделов математики, в основ
ном для магистров. В первую очередь это 
связано с отсутствием «смены поколений». 
Нет сомнений, что уровень математиче
ской культуры большинства современных 
выпускников вузов существенно ниже, чем 

у их предшественников, а поколение по
следних, как говорится, не вечно. Поэто
му перед кафедрой стоит задача освоения 
новых курсов, во многом приближенных к 
потребностям выпускающих кафедр.

В настоящее время на кафедре высшей 
математики работают 102 преподавате ля, из 
них 19 докторов наук и профессоров и более 
60 кандидатов наук. Научные исследования 
ведутся по нескольким направлениям: ал
гебра, теория оптимизации, теория графов, 
теория приближений, теория обыкновен
ных дифференциальных уравнений и урав
нений с частными производными, функ
циональный анализ, теория вероятностей и 
математическая статистика, программиро
вание, численные методы, математическое 
моделирование, в том числе – нейросетевое 
(профессора Д.А. Тархов, А.Н. Васильев). 
За последние годы достигнут ряд интерес
ных результатов, представляющих немало
важный вклад в математическую науку. 

Профессор Д.Ф. Кузнецов активно ра
ботает в области стохастических диффе
ренциальных уравнений, защитил доктор
скую диссертацию по этой тематике, издал 
и переиздал монографию «Стохастические 
дифференциальные уравнения: теория и 
практика численного решения».

Профессор Г.Л. Шевляков получил но
вые результаты в области робастной ста
тистики и опубликовал несколько моно
графий по этой тематике в России и за 
рубежом.

Профессор В.Д. Ногин плодотворно ра
ботал над проблемами многокритериаль
ной оптимизации. По этой тематике им 
опубликовано несколько монографий в из
дательстве Политехнического университета 
и внешних издательствах.

Профессор Г.С. Осипенко разработал 
новые методы исследования устойчивости 
решений дифференциальных уравнений. 

Важно отметить, что в связи с развити
ем современных вычислительных средств и 
программных комплексов существенно из
меняются направления научных исследова
ний в области математики. В технических 
университетах на первый план выходят за
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дачи, связанные с математическим модели
рованием реальных процессов: физических, 
технических, экономических, социальных 
и многих других. Для создания хороших 
математических моделей уже недостаточ
но быть математиком или инженером. Как 
правило, наиболее интересные задачи ле
жат на стыке наук.

Кафедра высшей математики старается 
идти в ногу со временем, работать в соот
ветствии с новыми задачами. В настоящее 
время основным направлением научной 
деятельности кафедры является анализ 
поведения сложных систем методами ма
тематического моделирования. Научным 
руководителем этой тематики является  
В.И. Антонов, автор более ста работ в дан
ной области. 

В рамках выбранного направления про
водятся исследования в следующих обла
стях: 

1. Разработка методов анализа биоло
гических сигналов методами нелинейной 
динамики и фрактального анализа с целью 
предсказания изменений в поведении та
ких систем и переходов в критические со
стояния; 

2. Математическое моделирование слож
ных техносферных систем и процессов;

3. Разработка математических моделей 
физикохимических процессов для полу
чения новых материалов и создания новых 
технологий.

Для координации проводимых научных 
исследований на кафедре периодически 
функционирует научный семинар. В его 
работе участвуют как математики, так и 
представители смежных наук, для которых 
и разрабатываются математические модели. 
Руководит работой семинара заведующий 
кафедрой, профессор В.И. Антонов.

Важной частью научных исследований 
является проведение конференций и выпу
ски сборников трудов. 

В 2004 году кафедрой была проведена 
крупная научная конференция «Модели 
долговечности, старения и деградации в те
ории надежности, здравоохранении, меди
цине и биологии». В работе конференции 

приняли участие многие крупные россий
ские и зарубежные ученые. Двухтомное из
дание трудов конференции на английском 
языке стало важным вкладом в развитие 
взаимопонимания между учеными, рабо
тающими в различных областях науки. 

В 2008 году были изданы труды научно
методического семинара кафедры под ре
дакцией В.И. Антонова и Д.В. Серова.

В 2013 году проведен международный 
семинар по нелинейным феноменологи
ческим моделям. Содержание докладов на 
английском языке вышло под редакцией 
В.И. Антонова и Д.В. Серова.

Большое внимание сотрудники кафе
дры уделяют выпуску учебнометодической 
литературы.

Профессорами В.И. Антоновым и  
Ю.Д. Максимовым подготовлен и в 2011 году  
издан сборник, посвященный истории и 
современному состоянию математических 
наук, под названием «Исторические очер
ки, научные обзоры  математических наук 
от возникновения до наших дней».

Историческая и философская тематика 
в учебной и научной работе кафедры за
нимает значительное место. Профессором  
Ю.Д. Максимовым изданы книги 
«Историкофилософские вопросы матема
тики» (2012), «Великие математики в общей 
истории от палеолита по ХХ век» (2013), 
готовится к изданию в 2014 году книга 
«Российская математика в общей истории 
от Рюрика по ХХ век». 

Профессорами В.И. Антоновым и  
Ю.Д. Максимовым   подготовлена и в  
2011 году издана книга  «История кафедры 
высшей математики СанктПетербургского 
государственного политехнического уни
верситета. 1902 – 2010. Очерки. Научные 
обзоры. Биографии».

До периода перестройки в нашей стране 
многие преподаватели трудились над реше
ниями научных проблем на условиях  хоз
договорных работ.

Преподаватели кафедры постоянно ве
дут большую работу в направлении поиска 
наиболее эффективных методов обучения, 
подготовки научнометодических посо
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бий, применения компьютеров в учебном 
процессе, активно участвуют в программах 
«Высшая школа России». 

Профессорами Ю.Д. Максимовым и 
Ю.А. Хватовым изданы две книги методи
ческого направления «Базис дисциплины 
высшая математика» и «Структурирован
ная программа». Профессорами В.И. Ан
тоновым и Ю.Д. Максимовым подготовлен 
и издан в 2009 году специальный сборник 
«Методические рекомендации для препода
вателей и студентов», посвященный чтению 
лекций, проведению практических занятий 
и выполнению других видов учебной рабо
ты по математике.

Кафедра активно внедряет в учебный 
процесс современные технологии кон
троля в преподавании высшей математи
ки: письменные экзамены, двухступенча
тые экзамены, тестовой контроль знаний 
(профессор Ю.А. Хватов). Эти технологии 
обеспечивают объективную оценку каче
ства усвоения учебного материала, воз
можность более четкого представления 
о необходимом уровне усвоения той или 
иной темы (знания, умения, навыки) и 
оказывают свое влияние на содержание 
курсов, на понимание преподавателем не
обходимости их переработки. На кафедре 
разрабатываются принципы конструиро
вания тестов, основы их использования, 
оценки валидности и трудности. Для об
щетехнических и экономических специ
альностей уже созданы пакеты тестов, 
которые активно используются в учебном 
процессе. Одновременно создается банк 
заданий по высшей и элементарной мате
матике, на базе которого разрабатывают
ся генераторы тестов. Банк заданий соз
дается в стандартном формате Ворда, что 
делает банк легко доступным для любого 
пользователя. 

Много внимания кафедра уделяет под
готовке учебников и учебных пособий. 
Профессор В.Д. Ногин является одним из 
авторов книги «Основы теории оптимиза
ции», а профессор Л.В. Васильев – одним 
из авторов монографии «Недифференци
руемая оптимизация».

В 1995 году кафедра выиграла конкурс, 
объявленный Государственным комитетом 
РФ по высшему образованию, на создание 
учебника по математике для бакалавров 
технических направлений. В 1999 году вы
шел 1й том «Общие разделы математики», 
в 2001 году – 6й том «Вероятностные раз
делы математики». Подготовленный мате
риал для остальных томов использован для 
создания других учебников. В 1999 году из
дательство «Специальная литература» вы
пустило учебник по математике для гума
нитарных специальностей, подготовленный 
кафедрой высшей математики СПбГПУ. 
Сотрудники кафедры Ю.Д. Максимов, 
М.Ф. Романов, А.В. Ястребов написали со
вместно с кафедрой социологии и права 
монографию «Математические методы мо
делирования процессов управления в соци
альной сфере». Книга вышла в издательстве 
«Нестор» в 1999 году и также успешно ис
пользована в учебном процессе для подго
товки бакалавров и магистров в области со
циологии. Уже использована и может быть 
в дальнейшем использована монография 
«Математические методы и модели в эко
логии», переиздававшаяся уже четыре раза 
с различными дополнениями. В ее подго
товке принимали участие профессора кафе
дры М.Ф. Романов и Ю.Д. Максимов. Про
фессором А.П. Аксеновым издано учебное 
пособие в четырех томах по математике для 
студентов физикомеханического факульте
та. Профессор И.Ю. Рыжаков подготовил и 
издал несколько выпусков курса математи
ки, обеспечивающих преподавание на ряде 
физических специальностей.

В содружестве с Дрезденским техниче
ским университетом в 1986 году издана, а 
в 1992 году переиздана книга «Введение 
в теорию массового обслуживания». В ее 
написании участвовали профессор Ю.Д. 
Максимов и доцент Н.Н. Амосова. Эта 
книга стала основой другого учебного по
собия – «Теория массового обслуживания», 
написанная теми же авторами и изданная 
под редакцией профессора В.В. Глухова в 
СПбГПУ в 2013 году.

В 2007 году профессор Ю.Д. Максимов 
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издал монографию «Новые методы детер
минационного и корреляцонного анализа», 
а в период 2008 – 2010 гг. он же выпустил 
еще три учебных пособия: «Теория вероят
ностей и случайных процессов», «Теория 
и практика  математической статистики. 
Конспектсправочник по теории вероят
ностей», «Случайные процессы. Теория и 
задачи».

Кафедрой создан новый вид учебного 
пособия – опорные конспекты по всем раз
делам курса математики. Уже издано девять 
выпусков. Они пользуются большой попу
лярностью и периодически переиздаются. 
В опорном конспекте материал излагается 
в логической последовательности с иллю
страциями и примерами; второстепенные 
вопросы и трудные доказательства опуще
ны, а приведены только небольшие.

В 2013 году коллективом авторов ка
федры подготовлен к изданию задачник в 
четырех частях под редакцией профессора 
В.И. Антонова, охватывающий весь курс 
математики для общетехнических специ
альностей; причем курс ориентирован на 
новые условия работы кафедры.

В организационном плане кафедра раз

делена на секции по числу обслуживаемых 
институтов. Секции возглавляются про
фессорами и ведущими доцентами. Работе 
заведующего кафедрой помогают три за
местителя: по учебной работе (профессор 
С.П. Преображенский), по методике пре
подавания  (профессор Ю.А. Хватов), по 
научной работе (профессор И.А. Халидов). 
Заведующий кафедрой, его заместители и 
руководители секций, а также профорг со
ставляют совет кафедры, который система
тически собирается и обсуждает основные 
рабочие вопросы.

Кафедра высшей математики СПбГПУ 
является крупнейшей математической ка
федрой вузов СевероЗапада и одной из 
крупнейших в стране. Неудивительно, что 
она пользуется заслуженным авторитетом 
среди своих коллег. Так, заведующий ка
федрой В.И. Антонов активно работает в 
составе научнометодического совета по 
математике при Министерстве образования 
и науки РФ. Сотрудники кафедры приняли 
активное участие в обсуждении концепции 
математического образования в России, 
проходившей в этом году.

Кафедра постоянно поддерживает свя

Совет кафедры высшей математики СПбГПУ. Фото 2014 года
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зи с  Российской Академией наук. Почет
ными профессорами нашего университета 
являются выдающиеся математики России 
Ю.С. Осипов и В.А. Садовничий. Ряд на
ших коллег входят в международные мате
матические общества.

В настоящее время перед сотрудниками 
кафедры стоят важные задачи, связанные с 
участием нашего университета в программе 
вхождения пяти российских вузов в состав 
ста лучших мировых университетов. Ча
стью этой программы является существен
ное улучшение качества научной работы 
на фоне сокращения количества педагоги
ческих работников университета. Решить 
такую, во многом противоречивую, задачу 
можно только смещением акцентов при 
формировании коллектива преподавателей 
в пользу талантливых, активно работающих 
математиков.

Однако известно, что за последние 
годы уровень подготовки выпускников 
школ существенно снизился. Ввиду этого 
обстоятельства, педагогам общих кафедр 
приходится тратить все больше сил на до
полнительную работу с нерадивыми сту
дентами. Трудно ожидать, что этим будут 
заниматься талантливые ученые. 

Выходом из сложившейся ситуации 
может стать перераспределение функций 
сотрудников без ущемления их законных 
прав. Так, активные ученые могут иметь 
меньшую учебную нагрузку и получать до
полнительное вознаграждение за результа
ты своей научной работы. В то же время 
существенное увеличение учебной нагруз
ки также должно приводить к увеличению 
заработной платы. В любом случае следует 
воздержаться от слишком больших переко
сов в уровне оплаты труда различных кате
горий преподавателей, чтобы избежать со
циальных конфликтов.

Несмотря на все объективные и субъ
ективные трудности, мы с определенным 
оптимизмом смотрим в будущее. При этом 
постоянно помним о такой важной за
даче, как передача своего опыта новому 
поколению сотрудников. Пусть пока про
фессия педагога не является престижной 
для молодежи. Обязательно должно прий
ти понимание того, что этот труд имеет 
огромное значения для формирования ба
зовых устоев нашего общества. Мы ждем 
молодежь на кафедру высшей математики 
СПбГПУ и готовы поделиться с ней свои
ми знаниями. 

Кафедра высшей математики, 1990 г.
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рования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная кол-
легия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция направляет автору 
мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечающих тематике 
журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончиться ДОСРОЧНО.

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции:
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Александра Сергеевна
или по e-mail: physics@spbstu.ru


