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Научная статья
УДК 538.91
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ВОЛЬТАМПЕРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПЕРОВСКИТНЫХ ПЛЕНОК MaPbI3, СФОРМИРОВАННЫХ
ОДНОСТАДИЙНЫМ МЕТОДОМ ЦЕНТРИФУГИРОВАНИЯ

М. К. Овезов 1 ✉, А. А. Рябко 1, А. Н. Алешин 1, 

В. А. Мошников 2, В. М. Кондратьев 3, 4, А. И. Максимов 2 
1 Физико-технический институт им. А. Ф. Иоффе РАН, Санкт-Петербург, Россия;

2 Санкт-Петербургский государственный электротехнический университет
«ЛЭТИ» имени В. И. Ульянова (Ленина), Санкт-Петербург, Россия;

3 Академический университет имени Ж. И. Алфёрова РАН, Санкт-Петербург, Россия;
4 Московский физико-технический институт

(Национальный исследовательский университет), Москва, Россия 
✉ strontiumx94@gmail.com

Аннотация. В работе исследованы свойства пленок MaPbI3, изготовленных с 
применением осадителя либо без него. Образцы обладали планарной геометрией на 
основе керамических подложек со встречно-штыревыми золотыми электродами, 
а также на основе стеклянных подложек. Образцы облучали зеленым светом от 
светодиодного источника, а для измерения вольтамперных характеристик использовали 
специальную установку. Поликристаллические пленки продемонстрировали высокую 
фоточувствительность (увеличение тока примерно на 2 порядка при облучении). Ширина 
их оптической запрещенной зоны была одинаковой вне зависимости от использования 
осадителя, однако предельные напряжения заполнения ловушек оказались весьма 
чувствительными к такому использованию. По данным оптической микроскопии, для 
микроструктуры пленки характерно образование крупных дендритных структур, т. е. при 
ее изготовлении происходило зародышеобразование в толще раствора. Этот механизм 
может быть удобным для использования пленок MaPbI3 в фотодетекторах.

Ключевые слова: металлорганический перовскит, полупроводящий полимер, 
механизм транспорта, солнечный элемент

Финансирование: Исследование проведено при финансовой поддержке Российского 
научного фонда (РНФ), грант № 23-42-10029; https://rscf.ru/en/project/23-42-10029/.
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Кондратьев В. М., Максимов А. И. Вольтамперные характеристики перовскитных 
пленок MaPbI3, сформированных одностадийным методом центрифугирования // 
Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2023. Т. 16. 
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Введение

Металлорганические перовскиты, такие как (Fa)(Ma)MX3, где Fa – формамидиний 
CH(NH2)2, Ma – метиламмониум CH3NH3, металл M = Pb, галоген X = Br или I, в по-
следние годы привлекают все большее внимание для применения в солнечных элемен-
тах (СЭ) и фотодетекторах, детекторах рентгеновского излучения, а также мемристор-
ных структурах [1 – 3]. СЭ на основе металлоорганических перовскитов демонстрируют 
эффективность, сравнимую с кремниевыми солнечными элементами (25,8 %) [4]. Для 
использования в СЭ, помимо пленок металлоорганических перовскитов, применяются 
пленки неорганических перовскитов CsPbX3 [5]. При этом перовскитные пленки CsPbX3 
формируют не только из раствора, но также из суспензий коллоидных квантовых точек, 
использование которых позволяет управлять спектром поглощения СЭ, регулируя раз-
меры квантовых точек [6 –8]. Стоит также отметить растущий интерес к бессвинцовым 
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перовскитным материалам, связанный, в первую очередь, с их низкой токсичностью [9]. 
Несмотря на то, что СЭ на основе бессвинцовых перовскитов демонстрируют меньшие 
значения КПД, по сравнению со свинцовыми (примерно на 6 %), показатели их стабиль-
ности вплотную приближаются к 2 тыс. часам работы в азотной атмосфере [10]. Наконец, 
перспективным направлением является создание тандемных структур на основе различ-
ных СЭ в сочетании с перовскитными фотовольтаическими элементами [11].

Среди перечисленных материалов со структурой перовскита для создания СЭ наиболее 
успешно применяется металлоорганический перовскит CH3NH3PbI3 (далее используется 
обозначение MaPbI3), который также широко используется для создания фотодетекторов 
и детекторов рентгеновского излучения. В последнее время для указанных детекторов 
применяют перовскит MaPbI3 в виде монокристалла, демонстрирующий плотность лову-
шечных состояний порядка 1010 см–3 и длину диффузии носителей заряда, превышающую 
175 мкм [12, 13]. Хотя монокристаллический перовскит MaPbI3 также применим для соз-
дания фотовольтаических структур, сложность создания монокристалла большого диаме-
тра делает его использование для СЭ экономически нецелесообразным. Для создания СЭ 
используют поликристаллические пленки, которые наносят из раствора такими методами, 
как распылением, струйной и трафаретной печатью, центрифугированием и другими [14].

Как правило, поликристаллические слои MaPbI3 наносят методом центрифугирования 
в две стадии, если растворы PbI2 и CH3NH3I наносят раздельно, либо за один прием, если 
наносится раствор CH3NH3PbI3. Изготовители материалов отмечают, что двустадийный 
метод позволяет получать более однородные пленки, но он более сложен технологически, 
тогда как пленки, изготовленные двумя разными методами, демонстрируют сравнимые 
показатели, причем некоторые (например, размер зерна) лучше у пленок, приготовлен-
ных одностадийным методом [15, 16]. 

Анализ имеющихся сведений позволил нам сделать выбор в пользу одностадийного 
метода. Часто при нанесении пленки используется осадитель, что позволяет добиться зна-
чительного повышения качества пленки [17 – 19]. В качестве осадителя можно использо-
вать многие реагенты, но среди них выделяется этилацетат (ЕА), использование которого 
позволяет достичь достаточно высокого КПД фоточувствительного слоя (до 19,53 %). 
Кроме того, этот слой способен сохранять до 84,8 % изначальной эффективности при ра-
боте СЭ в условиях воздушной атмосферы в течение долгого времени (более 1900 ч) [20]. 
Отдельно стоит отметить сравнительно низкие стоимость и токсичность этилацетата, что 
значительно повышает его перспективность для коммерческого применения.

В данной работе исследовалось влияние технологии изготовления перовскитной плен-
ки MaPbI на ее вольтамперные характеристики в планарных структурах, причем эта тех-
нология предусматривала внесение этилацетата в процессе одностадийной процедуры. 

Материалы и методы
Для приготовления образцов использовались порошки металлоорганических перов-

скитов MaPbI3, приобретенные в корпорации «Сиань полимер лайт технолоджи корп.» 
(КНР). Пленки наносили методом центрифугирования из раствора диметилформамида 
и диметилсульфоксида (объемное соотношение 4:1) с массовой концентрацией MaPbI3 
300 мг/мл с дальнейшим отжигом при температуре 110 °C в течение 10 мин. Скорость 
центрифугирования составляла 3000 об/мин (в течение 30 с) c предварительным центри-
фугированием на скорости 1000 об/мин (10 с). Образцы были получены двумя способами: 
с использованием этилацетата в качестве осадителя и без него. Введение осадителя осу-
ществлялось на быстрой стадии центрифугирования.

Для измерения вольтамперных характеристик перовскитные пленки наносили на кера-
мические подложки со встречно-штыревыми золотыми электродами (сенсорная платфор-
ма, “Tesla Blatna” АО Чехия). Толщина электродов и расстояние между ними составляло 
25 мкм (рис. 1).

Для исследования морфологии образцов методами оптической и растровой электрон-
ной микроскопии слои перовскитной пленки MaPbI3 наносили также на кремниевые под-
ложки. Для определения ширины запрещенной зоны через обработку спектров оптиче-
ского поглощения, такие слои наносились и на стеклянные подложки с покрытием ITO. 
Последнее представляет собой раствор, состоящий из индия (indium), кислорода (oxigen) 
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и олова (tin), т. е. оксида индия In2O3 и ок-
сида олова Sn2O3.

Вольтамперные характеристики (ВАХ) 
образцов были измерены на пикоамперме-
тре Keithley 6487 (США) в условиях темно-
ты и при облучении светодиодным источ-
ником с длиной волны 535 нм. Измерения 
спектров поглощения производились на 
спектрофотометре ПЭ-5400УФ (Россия). 
Микроструктура объектов исследовались с 
помощью поляризационного микроскопа 
ПОЛАМ-312 (Россия). Морфология по-
крытий исследовалась также с помощью 
растрового электронного микроскопа Zeiss 
Supra 25 (Германия).

Рис. 1. Фотография керамической подложки 
с встречно-штыревыми электродами 

NiCr/Ni/Au 
(сенсорная платформа, “Tesla Blatna”).

Размер области с этими электродами – 4,2 × 4,2 мм

Результаты и их обсуждение

Полученные в работе образцы тонких поликристаллических пленок MaPbI3 демонстри-
ровали характерный спектр оптического поглощения (кривая 1 на рис. 2,a). Оптическую 
ширину запрещенной зоны образцов определяли в координатах Тауца – (αhν)1/r от hν – путем 
экстраполяции линейного участка на ось абсцисс, где значение r выражает тип зависимости 
коэффициента поглощения полупроводника от длины волны облучения (большей края по-
глощения полупроводника). Поскольку MaPbI3 является прямозонным полупроводником,  
коэффициент поглощения описывается корневой зависимостью от длины волны  
(r = 1/2).

Согласно полученным результатам, оптическая ширина запрещенной зоны Eg изготов-
ленных пленок составила Eg ≈ 1,58 эВ, причем это значение не зависело от использования 
осадителя; оно является характерным для поликристаллических пленок MaPbI3.

Результаты измерений ВАХ в темноте и при световом облучении показаны на рис. 3 
и 4. Воздействие на образцы светового излучения зеленого цвета приводит к изменению 
тока приблизительно на два порядка, при этом использование осадителя не оказывает 
заметного влияния. Вольтамперные характеристики в темноте демонстрируют гистерезис, 
что связано с миграцией ионов (преимущественно это ионы I–), а также с режимом тока, 
ограниченного пространственным зарядом [20]. В то же время наблюдается влияние тех-

Рис. 2. Результаты исследования слоев MaPbI3 (кривая 1 на рис. 2,a и кривые 3, 4 на рис. 2,b), 
а также светодиода (кривая 2 на рис. 2,a): 

1 – типичный спектр оптического поглощения; 3, 4 – спектры оптического поглощения в координатах 
Тауца для определения оптической ширины запрещенной зоны; представлены зависимости для образцов, 
приготовленных с применением осадителя (3) и без него (4); 2 – спектр электролюминесценции зеленого 

светодиода, использованный для регистрации фотоотклика образцов
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нологии изготовления образцов: различаются значения предельного напряжения заполне-
ния ловушек VTFL для образцов, полученных с применением осадителя и без него.

Мы также обнаружили некоторое повышение величины VTFL после светового облуче-
ния образцов (использован светодиод зеленого свечения), что указывает на увеличение 
концентрации ловушек во время экспозиции.
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Рис. 3. ВАХ образцов, приготовленных без использования осадителя (a) и с его использованием 
(b) в условиях темноты (нижние кривые) и светового облучения зеленого цвета (верхние). 

Стрелками показаны режимы изменения напряжения, приложенного к образцам
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Рис. 4. Фрагменты ВАХ образцов, приготовленных без использования 
осадителя (a) и с его использованием (b) в условиях темноты, созданной до 

(кривые черного цвета) и после (красного цвета) светового облучения. 
Наблюдается разница в значениях VTFL

В работе [20] отмечается, что подобное облучение может значительно ускорить или 
вызвать миграцию ионов и такая миграция наблюдается в широком температурном ди-
апазоне. Сообщается также о снижении примерно в пять раз энергии активации мигра-
ции ионов (с 0,82 до 0,15 эВ при увеличении интенсивности светового излучения от 0 до 
20 мВт/см2) [21].

Предельное напряжение заполнения ловушек VTFL прямо пропорционально их концен-
трации:

2

TFL
0

,
2

teN LV =
εε

                                                 (1)

где e – заряд электрона, Nt – концентрация ловушек, L – расстояние между электродами 
(25 мкм для нашего случая), ε – диэлектрическая проницаемость материала (для MaPbI3 
ε = 32), ε0 – диэлектрическая постоянная [18]. 
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Отсюда концентрацию ловушек можно рассчитать по формуле

0 TFL
2

2 .t
VN

eL
εε

=                                                 (2)

Для напряжения VTFL, равного приблизительно 0,65 – 0,70 В для образца без осадите-
ля и около 1,13 – 1,30 В для образца с осадителем, были получены значения Nt, равные  
(1014 см–3): 3,68, 3,81, 6,09 и 7,01, соответственно.

Значения VTFL, а значит и концентрации ловушек, оказались меньше для образца, по-
лученного без осадителя, что не согласуется с литературными данными [16, 22]. 

Результаты растровой электронной микроскопии (рис. 5,c, d ) показали, что исполь-
зование осадителя (этилацетата) в данных условиях приводит к увеличению размеров 
кристаллитов пленки, по сравнению с пленкой без использования осадителя. Также в 
пленках наблюдаются поры, вызванные условиями испарения растворителя. Согласно 
данным оптической микроскопии (рис. 5,а) образца, полученного с осадителем, наблюда-
ются области подложки, не покрытые перовскитной пленкой, однако области, покрытые 
пленкой MaPbI3, – однородны. В то же время для образца, полученного без использова-
ния осадителя, наблюдается не только гетерогенное зародышеобразование на интерфейсе 
с подложкой, но и рост крупных вытянутых (~ 50 мкм) дендритных структур (рис. 5,d).

Очевидно, что при нагреве испарение растворителя из раствора MaPbI3 может приво-
дить к увеличению концентрации растворенного вещества в приповерхностной области. 
Также градиент температуры от поверхности подложки к поверхности пленки приводит к 
снижению растворимости пленки MaPbI3 в приповерхностной области. 

Таким образом, обеспечиваются условия нуклеации в приповерхностной области 
пленки раствора с последующим ростом дендритных структур. В то же время энер-
гетически выгодна нуклеация на границе раздела фаз, которая обусловливает рост  

a) b)

c) d)

Рис. 5. Микрофотографии слоев MаPbI3 для образцов, приготовленных
с использованием осадителя (a, c) и без него (b, d), полученные методами 

оптической (a, b) и растровой электронной (c, d) микроскопии
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поликристаллической пленки непосредственно на поверхности подложки (рис. 5,b). Сле-
довательно, осадитель приводит к увеличению размеров кристаллитов пленки, сформиро-
ванных на границе раздела фаз, однако условия роста пленки без использования осадите-
ля приводят к росту вытянутых структур MaPbI3 большего масштаба.

Хотя условия формирования пленок при использовании полированной поверхности 
кремниевых подложек и керамических подложек различны ввиду различной концентра-
ции позиций нуклеации на поверхности подложки и гидрофобности, мы предполагаем, 
что особенности формирования пленок должны быть аналогичны. Таким образом, плен-
ка, состоящая из вытянутых структур, имеет меньшую концентрацию границ зерен, что 
приводит к снижению концентрации ловушек и напряжения VTFL. Хотя такой механизм 
роста негативным образом сказывается на использовании поликристаллической пленки 
в фотовольтаических структурах, он может оказаться удобным для использования пленок 
MaPbI3 в фотодетекторах. В то же время использование осадителя предпочтительно с точ-
ки зрения морфологии такой пленки для создания фотовольтаических структур.

Выводы

Изготовленные для исследования пленки металлоорганического перовскита MaPbI3 
демонстрируют высокий отклик на световое облучение в видимой области спектра (на 
излучение зеленого цвета светодиодом), а также на характерный режим тока, ограни-
ченного пространственными зарядами. Темновые вольтамперные характеристики (ВАХ) 
демонстрируют гистерезис, обусловленный миграцией ионов. 

Было обнаружено, что пленки MaPbI3, приготовленные по описанной методике без 
использования осадителя, содержат крупные дендритные структуры, обеспечивающие 
снижение предельного напряжения заполнения ловушек. Мы предполагаем, что такая 
морфология пленок может способствовать их успешному использованию в качестве фо-
тодетекторов. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Sakhatskyi K., Türedi B., Matt G. J., et al. Stable perovskite single-crystal X-ray imaging 
detectors with single-photon sensitivity // Natural Photonics. 2023. Vol. 17. June. Pp. 510–517.

2. Wang H., Sun Y., Chen J., Wang F., Han R., Zhang C., Kong J., Li L., Yang J. A. Review of 
perovskite-based photodetectors and their applications // Nanomaterials. 2022. Vol. 12. No. 24. P. 
4390.

3. Nenashev G. V., Aleshin A. N., Shcherbakov I. P., Petrov V. N. Effect of temperature variations 
on the behavior of a two-terminal organic-inorganic halide perovskite rewritable memristor for 
neuromorphic operations // Solid State Communications. 2022. Vol. 348–349. 1 June. P. 114768.

4. Roy P., Ghosh A., Barclay F., Khare A., Cuce E. Perovskite solar cells: A review of the recent 
advances // Coatings. 2022. Vol. 12. No. 8. P. 1089.

5. Wang J., Zhang J., Zhou Y., Liu H., Xue Q., Li X., Jen A. K. Highly efficient all-inorganic 
perovskite solar cells with suppressed non-radiative recombination by a Lewis base // Nature 
Communications. 2020. Vol. 11. January. P. 177.

6. Sadhu A. S., Huang Y.-M., Chen L.-Y., Kuo H.-C., Lin C.-C. Recent advances in colloidal 
quantum dots or perovskite quantum dots as a luminescent downshifting layer embedded on solar cells 
// Nanomaterials. 2022. Vol. 12. No. 6. P. 985.

7. Srivastava A. K., Zhang W., Schneider J., Halpert J. E., Rogach A. L. Luminescent down-
conversion semiconductor quantum dots and aligned quantum rods for liquid crystal displays // 
Advanced Science. 2019. Vol. 6. No. 22. P. 1901345.

8. Александрова О. А., Галиева Д. М., Дробинцева А. О. и др. Наночастицы, наносистемы и 
их применение. Ч. 1. Коллоидные квантовые точки. Под ред. В. А. Мошникова, О. А. Алек-
сандровой. Уфа: Аэтерна, 2015. 236 с.

9. Shi Z. J., Guo J., Chen Y. H., Li Q., Pan Y. F., Zhang H. J., Xia Y. D., Huang W. Lead-free 
organic-inorganic hybrid perovskites for photovoltaic applications: Recent advances and perspectives 
// Advanced Materials. 2017. Vol. 29. No. 16. 3 February. P. 1605005.



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 16 (4) 2023

16

10. Gao W., Ran C., Li J., Dong H., Jiao B., Zhang L., Lan X., Hou X., Wu Z. Robust stability of 
efficient lead-free formamidinium tin iodide perovskite solar cells realized by structural regulation // 
The Journal of Physical Chemistry Letters. 2018. Vol. 9. No. 24. Pp. 6999–7006.

11. Li H., Zhang W. Perovskite tandem solar cells: From fundamentals to commercial deployment 
// Chemical Reviews. 2020. Vol. 120. No. 18. Pp. 9835–9950.

12. Rong Sh.-Sh., Faheem M. B., Li Y.-B. Perovskite single crystals: Synthesis, properties, and 
applications // Journal of Electronic Science and Technology. 2021. Vol. 19. No. 2. P. 100081.

13. Lian Zh., Yan Q., Gao T., Ding J., Lv Q., Ning Ch., Li Q., Sun J.-L. Perovskite CH3NH3PbI3(Cl) 
single crystals: Rapid solution growth, unparalleled crystalline quality, and low trap density toward 108 

cm−3// Journal of the American Chemical Society. 2016. Vol. 138. No. 30. Pp. 9409–9412.
14. Zhang Y., Zhang H., Zhang X., Wei L., Zhang B., Sun Y., Hai G., Li Y. Major impediment 

to highly efficient, stable and low-cost perovskite solar cells // Metals. 2018. Vol. 8. No. 11. P. 964.
15. Xiao M., Huang F., Huang W., Dkhissi Y., Zhu Y., Etheridge J., Gray-Weale A., Bach U., 

Cheng Y., Spiccia L. A fast deposition-crystallization procedure for highly efficient lead iodide 
perovskite thin-film solar cells // Angewandte Chemie International Edition. 2014. Vol. 53. No. 37. 
Pp. 9898–9903.

16. Ahmed D. S., Mohammed B. K., Mohammed M. K. A. Long-term stable and hysteresis-free 
planar perovskite solar cells using green antisolvent strategy // Journal of Materials Science. 2021. Vol. 
56. No. 27. Pp. 15205–15214.

17. Shaikh J. S., Shaikh N. S., Sheikh A. D., Mali S. S., Kale A. J., Kanjanaboos P., Hong C. K., 
Kim J. H., Patil P. S. Perovskite solar cells: In pursuit of efficiency and stability // Materials & 
Design. 2017. Vol. 136. 15 December. Pp. 54–80.

18. Li D., Shi J., Xu Y., Luo Y., Wu H., Meng Q. Inorganic-organic halide perovskites for new 
photovoltaic technology // National Science Review. 2018. Vol. 5. No. 4. Pp. 559–576.

19. Zhang W., Li Y., Liu X., Tang D., Li X., Yuan X. Ethyl acetate green antisolvent process for 
high-performance planar low-temperature SnO2-based perovskite solar cells made in ambient air // 
Chemical Engineering Journal. 2020. Vol. 379. 1 January. P. 122298.

20. Zhang P., Gu N., Song L., Chen X., Du P., Zha L., Chen W.-Hs., Xiong J. The disappearing 
additive: introducing volatile ethyl acetate into a perovskite precursor for fabricating high efficiency 
stable devices in open air // Nanoscale. 2022. Vol. 14. No. 13. Pp. 5204–5213.

21. Khan R., Ighodalo K. O., Xiao Z. Ion migration in metal halide perovskites solar cells, soft-matter 
thin film solar cells: Physical processes and device simulation. Melville, New York: AIP Publishing 
LLC, 2020. Pp. 1−283.

22. Zhao Y.-C., Zhou W.-K., Zhou X., Liu K.-H., Yu D.-P., Zhao K. Quantification of light-
enhanced ionic transport in lead iodide perovskite thin films and its solar cell applications // Light: 
Science & Applications. 2017. Vol. 6. No. 5. 5 May. P. e16243.

REFERENCES

1. Sakhatskyi K., Türedi B., Matt G. J., et al., Stable perovskite single-crystal X-ray imaging 
detectors with single-photon sensitivity, Nat. Photon. 17 (June) (2023) 510–517.

2. Wang H., Sun Y., Chen J., et al., Review of perovskite-based photodetectors and their applications, 
Nanomater. 12 (24) (2022) 4390.

3. Nenashev G. V., Aleshin A. N., Shcherbakov I. P., Petrov V. N., Effect of temperature variations 
on the behavior of a two-terminal organic-inorganic halide perovskite rewritable memristor for 
neuromorphic operations, Solid State Commun. 348–349 (1 June) (2022) 114768.

4. Roy P., Ghosh A., Barclay F., et al., Perovskite solar cells: A review of the recent advances, Coat. 
12 (8) (2022) 1089.

5. Wang J., Zhang J., Zhou Y., et al., Highly efficient all-inorganic perovskite solar cells with 
suppressed non-radiative recombination by a Lewis base, Nat. Commun. 11 (Jan) (2020) 177.

6. Sadhu A. S., Huang Y.-M., Chen L.-Y., et al., Recent advances in colloidal quantum dots or 
perovskite quantum dots as a luminescent downshifting layer embedded on solar cells, Nanomater. 12 
(6) (2022) 985.

7. Srivastava A. K., Zhang W., Schneider J., et al., Luminescent down-conversion semiconductor 
quantum dots and aligned quantum rods for liquid crystal displays, Adv. Sci. 6 (22) (2019) 1901345.



17

Физика конденсированного состояния

8. Aleksandrova O. A., Galieva D. M., Drobinceva A. O., et al., Nanochastitsy, nanosistemy i ikh 
primeneniye. Ch.1. Kolloidnyye kvantovyye tochki [Nanoparticles, nano systems and their application. 
Part 1. Colloidal quantum dots], Aeterna Publishing, Ufa, 2015 (in Russian).

9. Shi Z. J., Guo J., Chen Y. H., et al., Lead-free organic-inorganic hybrid perovskites for photovoltaic 
applications: Recent advances and perspectives, Adv. Mater. 29 (16, 3 Febr.) (2017) 1605005.

10. Gao W., Ran C., Li J., et al., Robust stability of efficient lead-free formamidinium tin iodide 
perovskite solar cells realized by structural regulation, J. Phys. Chem. Lett. 9 (24) (2018) 6999–7006.

11. Li H., Zhang W., Perovskite tandem solar cells: From fundamentals to commercial deployment, 
Chem. Rev. 120 (18) (2020) 9835–9950.

12. Rong Sh.-Sh., Faheem M. B., Li Y.-B., Perovskite single crystals: Synthesis, properties, and 
applications, J. Electron. Sci. Technol. 19 (2) (2021) 100081.

13. Lian Zh., Yan Q., Gao T., et al., Perovskite CH3NH3PbI3(Cl) single crystals: Rapid solution 
growth, unparalleled crystalline quality, and low trap density toward 108 cm−3, J. Am. Chem. Soc. 138 
(30) (2016) 9409–9412.

14. Zhang Y., Zhang H., Zhang X., et al., Major impediment to highly efficient, stable and low-cost 
perovskite solar cells, Metals. 8 (11) (2018) 964.

15. Xiao M., Huang F., Huang W., et al., A fast deposition-crystallization procedure for highly 
efficient lead iodide perovskite thin-film solar cells, Angew. Chem. Int. Edit. 53 (37) (2014) 9898–
9903.

16. Ahmed D. S., Mohammed B. K., Mohammed M. K. A., Long-term stable and hysteresis-free 
planar perovskite solar cells using green antisolvent strategy, J. Mater. Sci. 56 (27) (2021) 15205–15214.

17. Shaikh J. S., Shaikh N. S., Sheikh A. D., et al., Perovskite solar cells: In pursuit of efficiency 
and stability, Mater. Design. 136 (15 Dec) (2017) 54–80.

18. Li D., Shi J., Xu Y., et al., Inorganic-organic halide perovskites for new photovoltaic technology, 
Natl. Sci. Rev. 5 (4) (2018) 559–576.

19. Zhang W., Li Y., Liu X., et al., Ethyl acetate green antisolvent process for high-performance 
planar low-temperature SnO2-based perovskite solar cells made in ambient air, Chem. Eng. J. 379  
(1 Jan) (2020) 122298.

20. Zhang P., Gu N., Song L., et al., The disappearing additive: introducing volatile ethyl acetate 
into a perovskite precursor for fabricating high efficiency stable devices in open air, Nanoscale. 14 (13) 
(2020) 5204–5213.

21. Khan R., Ighodalo K. O., Xiao Z., Ion migration in metal halide perovskites solar cells, soft-
matter thin film solar cells: Physical processes and device simulation, AIP Publishing LLC, Melville, 
New York (2020) 1−283. 

22. Zhao Y.-C., Zhou W.-K., Zhou X., et al., Quantification of light-enhanced ionic transport in 
lead iodide perovskite thin films and its solar cell applications, Light Sci. Appl. 6 (5, 5 May) (2017) 
e16243.

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ

ОВЕЗОВ Максат Кемалович – младший научный сотрудник лаборатории неравновесных про-
цессов в полупроводниках Физико-технического института имени А. Ф. Иоффе Российской ака-
демии наук, Санкт-Петербург, Россия.

194021, Россия, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 26
strontiumx94@gmail.com
ORCID: 0009-0009-6273-1478

РЯБКО Андрей Андреевич – кандидат технических наук, младший научный сотрудник лабора-
тории неравновесных процессов в полупроводниках Физико-технического института имени А. Ф. 
Иоффе Российской академии наук, Санкт-Петербург, Россия.

194021, Россия, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 26
a.a.ryabko93@yandex.ru
ORCID: 0000-0001-9626-7612



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 16 (4) 2023

18

АЛЕШИН Андрей Николаевич – доктор физико-математических. наук, заведующий лабора-
торией неравновесных процессов в полупроводниках Физико-технического института имени А. Ф. 
Иоффе Российской академии наук, Санкт-Петербург, Россия.

194021, Россия, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 26
aleshin.transport@mail.ioffe.ru
ORCID: 0000-0001-5449-4446

МОШНИКОВ Вячеслав Алексеевич – доктор физико-математических наук, профессор 
кафедры микро- и наноэлектроники Санкт-Петербургского государственного электротехниче-
ского университета «ЛЭТИ» имени В. И. Ульянова (Ленина), Санкт-Петербург, Россия.

197376, Россия, г. Санкт Петербург, ул. Проф. Попова, 5
vamoshnirov@mail.ru
ORCID: 0000-0001-6500-5492

КОНДРАТЬЕВ Валерий Михайлович – аспирант Академического университета имени  
Ж. И. Алфёрова Российской академии наук, г. Санкт-Петербург; младший научный сотрудник 
Московского физико-технического института (Национального исследовательского университе-
та), г. Москва, Россия.

194021, Россия, г. Санкт-Петербург, ул. Хлопина, 8/3
kvm_96@mail.ru
ORCID: 0000-0002-3469-5897

МАКСИМОВ Александр Иванович – кандидат физико-математических наук, доцент 
кафедры микро- и наноэлектроники Санкт-Петербургского государственного электротехниче-
ского университета «ЛЭТИ» имени В. И. Ульянова (Ленина), Санкт-Петербург, Россия.

197376, Россия, г. Санкт Петербург, ул. Проф. Попова, 5
aimaximov@mail.ru
ORCID: 0000-0003-0195-8870

THE AUTHORS

OVEZOV Maksat K.
Ioffe Institute, RAS
26 Polytekhnicheskaya St., St. Petersburg, 194021, Russia
strontiumx94@gmail.com
ORCID: 0009-0009-6273-1478

RYABKO Andrey A.
Ioffe Institute, RAS
26 Polytekhnicheskaya St., St. Petersburg, 194021, Russia
a.a.ryabko93@yandex.ru
ORCID: 0000-0001-9626-7612

ALESHIN Andrey N.
Ioffe Institute, RAS
26 Polytekhnicheskaya St., St. Petersburg, 194021, Russia
aleshin.transport@mail.ioffe.ru
ORCID: 0000-0001-5449-4446

MOSHNIKOV Vyacheslav A.
St. Petersburg Electrotechnical University "LETI"
5 Professor Popov St., St. Petersburg, 197376, Russia
vamoshnirov@mail.ru
ORCID: 0000-0001-6500-5492



19

Физика конденсированного состояния

KONDRATYEV Valeriy M.
Alferov University, RAS
Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University)
8/3 Khlopin St., St. Petersburg, 194021, Russia
kvm_96@mail.ru
ORCID: 0000-0002-3469-5897

MAXIMOV Alexander I.
St. Petersburg Electrotechnical University "LETI"
5 Professor Popov St., St. Petersburg, 197376, Russia
aimaximov@mail.ru
ORCID: 0000-0003-0195-8870

© Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 2023

Статья поступила в редакцию 14.09.2023. Одобрена после рецензирования 20.10.2023. 
Принята 20.10.2023.

Received 14.09.2023. Approved after reviewing 20.10.2023. Accepted 20.10.2023.



20

Научная статья
УДК 538.913
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.16402

АНИЗОТРОПИЯ ПОЛЯРИЗУЕМОСТИ АТОМОВ КИСЛОРОДА 
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Аннотация. В работе проанализированы особенности структуры перовскитоподобных 

материалов вида ABO3, ответственные за формирование антисегнетоэлектрических фаз. 
С этой целью сопоставлено описание ряда монокристаллов с помощью трех моделей: 
адаптированной дипольной Слэтера (I), оболочечной Каули (II) и модели Борна – 
Кармана, дополненной учетом диполь-дипольных сил и параметризованной на основе 
первопринципных расчетов Госеза (III). Определены параметры модели I, при которых 
наблюдается качественное согласие с данными по неупругому рассеянию рентгеновского 
излучения из экспериментов с гафнатом свинца. Анализ всех результатов привел к 
заключению, что модель I и параметризация Госеза подтверждают гипотезу о ключевой 
роли латеральной компоненты поляризуемости атомов кислорода над ее аксиальной 
компонентой для формирования антисегнетоэлектричества. Однако результаты 
использования модели II этого не подтверждают.
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Abstract. The paper analyzes the structural features of perovskite-like ABO3 type materials 
responsible for the formation of antiferroelectric phases. For this purpose, the descriptions of 
some single crystals have been compared using three models: the adapted Slater dipole model 

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 16 (4) 2023
St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2023. Vol. 16. No. 4

© Ганжа А. Е., Князева М. А., Филимонов А. В., Бурковский Р. Г., 2023. Издатель: Санкт-Петербургский 

политехнический университет Петра Великого.



21

Физика конденсированного состояния

© Ganzha A. E., Kniazeva M. A., Filimonov A. V., Burkovsky R. G., 2023. Published by Peter the Great St. Petersburg 

Polytechnic University.

(I), the Cowley shell model (II) and the Born – Karman model supplemented with consid-
eration of dipole-dipole forces and parameterized basing on ab initio calculations by Ghosez 
(III). The parameters of model I were found at which qualitative agreement with the data on 
inelastic X-ray scattering obtained by experiments with lead hafnate was observed. An analysis 
of all the results led to the conclusion that model I and the Ghosez parameterization confirmed 
the hypothesis about the key role of the lateral component of the oxygen atoms’ polarizability 
over its axial component for the antiferroelectricity formation. However, model II data did not 
support this.
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Введение

Структурные нестабильности в перовскитах привлекают усиленное внимание, посколь-
ку кристаллы перовскитов и тонкие пленки на их основе находят множество технических 
применений в электромеханических сенсорах и приводах, пироэлектрических сенсорах, 
электрокалорических охладителях, накопителях энергии и запоминающих устройствах  
[1 – 5].

Когда кристалл теряет стабильность по отношению к одной из фононных мод, про-
исходит структурный фазовый переход. Представить этот процесс можно следующим об-
разом. Кристалл, состоящий из N атомов, обладает 3N степенями свободы, связанными 
со смещениями этих атомов из фиксированных положений равновесия (по три степени 
свободы на каждый атом). 

Внутреннюю энергию в гармоническом приближении можно выразить квадратичной 
формой вида

1 ,
2

T ⋅ ⋅u U u

где u – вектор смещений длиной 3N, U – матрица силовых констант для вектора u. 
Некоторые собственные числа (СЧ) квадратичной формы будут обязательно равны 

нулю, например СЧ, которые соответствуют однородному смещению кристалла как цело-
го. Однако остальные СЧ должны быть положительными, чтобы при внешнем возмуще-
нии кристалл стремился вернуться в состояние равновесия. Последовательно эта теория 
изложена в ряде работ и учебников по динамике решетки [6, 7]. Когда в перовскито-
подобных кристаллах происходит структурный фазовый переход из кубической фазы в 
низкосимметричную фазу (которая характеризуется каким-либо искажением кристалли-
ческой решетки), СЧ, соответствующее данному искажению, становится равным нулю 
или отрицательному числу. Если же речь идет о сегнетоэлектрических фазовых переходах, 
то это СЧ должно соответствовать нулевому волновому вектору, т. е. Г-точке кубической 
зоны Бриллюэна. Для других переходов, например антисегнетоэлектрических, СЧ будет 
соответствовать другой точке зоны Бриллюэна.

Таким образом, вопрос, почему перовскиты испытывают фазовые переходы и почему 
все эти переходы столь различны, сводится к более конкретным вопросам, а именно – 
почему какое-то из собственных чисел могло бы оказаться отрицательным и почему 
это отрицательное СЧ соответствует именно этой, а не какой-либо другой точке зоны  
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Бриллюэна. Так, в рамках одного из подходов, изложенного в работе Джона Слэтера [9] 
для титаната бария BaTiO3, предложено разделить все силы, действующие на ионы, на две 
группы.

К первой группе относятся короткодействующие силы расталкивания, которые возни-
кают (в наиболее простой интерпретации) ввиду стремления электронных облаков ионно-
го кристалла уменьшить степень взаимного перекрытия. Указанные силы расталкивания 
тяготеют к стабилизации высокосимметричной кубической фазы, иными словами – к 
сохранению всех собственных чисел энергетической квадратичной формы положитель-
ными.

Вторая группа сил – это диполь-дипольные, обусловленные кулоновским взаимо-
действием. В отличие от первой группы, диполь-дипольные силы действуют на боль-
ших расстояниях. При учете влияния таких диполей друг на друга оказывается, что в  
кристаллах со структурой перовскита такие диполи склонны выстраиваться в линии, про-
ходящие вдоль цепочек O–B в структуре ABO3. Такая тенденция к формированию цепо-
чек со стороны диполь-дипольных сил может приводить к отрицательному значению СЧ, 
соответствующего этому искажению. Указанная деформация приводит к сегнетоэлектри-
ческому свойству, поскольку в каждой из ячеек ABO3 смещения организованы одинако-
во. Эта структурная перестройка формируется как следствие преобладающего влияния  
диполь-дипольных сил именно на центр зоны Бриллюэна [8]. 

Таким образом, теория Слэтера отвечает на оба поставленных вопроса для такого сег-
нетоэлектрика, как титанат бария BaTiO3: почему и какое именно собственное число 
становится отрицательным.

Однако начиная с 1990-х годов, взгляды Джона Слэтера регулярно подвергаются крити-
ческому переосмыслению. Например, с развитием квантовомеханических расчетов было 
обнаружено, что эти кристаллы далеко не абсолютно ионные, т. е. перекрытие электрон-
ных облаков приводит не только к отталкиванию, но и к притяжению в результате гибри-
дизации орбиталей и формирования частично ковалентных связей. Другими словами, де-
стабилизация кубической фазы происходит не только ввиду действия диполь-дипольных 
сил, но и вследствие влияния частичной ковалентности связи. Роль диполь-дипольных 
сил при этом сохраняется, поскольку ковалентные силы являются короткодействующи-
ми. В противном случае трудно объяснить, каким именно образом могут формироваться 
упорядочения структуры на дальних расстояниях, а также какой именно точке зоны Брил-
люэна будут соответствовать результирующие искажения.

В недавней работе Р. Г. Бурковского [10] модель Слэтера [9] использована для описа-
ния антисегнетоэлектрических несоразмерных фаз: установлено, что диполь-дипольные 
силы могут усиливать не только однородную поляризацию (центр зоны Бриллюэна), но 
и несоразмерные искажения; однако для этого нужны более сложные характеристики ко-
роткодействующих сил, которые могли бы отменить стремление диполь-дипольных сил к 
повышению поляризации вдоль цепочек O–B. Это возможно, если структура кристалла 
такова, что даже при наличии диполь-дипольных сил сформировать диполь вдоль такой 
цепочки оказывается очень затратным с энергетической точки зрения. Например, необхо-
димы немалые затраты энергии, если ионы расположены очень плотно и не могут сильно 
сдвигаться вдоль этих цепочек O–B, а их электронные облака также не могут вытяги-
ваться в этом направлении. Мерой плотности упаковки атомов для перовскитоподобных 
кристаллов выступает фактор толерантности: при его значениях меньше единицы, атомы 
плотно упакованы вдоль цепочек O–B [11]. Для кристалла семейства цирконата свинца 
PbZrO3 фактор толерантности равен 0,756, что удовлетворяет такому случаю: ионный ра-
диус B-иона (Zr4+) велик и анионы кислорода О2– оказываются «зажатыми» между кати-
онами циркония. При подавленной способности формировать дипольные цепочки O–B, 
высвобождаются другие возможности упорядочения диполей. Например, благодаря ком-
бинации сильной поляризуемости атомов кислорода в плоскостях O–А (перпендикулярно 
цепочкам O–B) с сильной поляризуемостью иона А, энергетически выгодной может ока-
заться такая потеря кубической симметрии, при которой диполи образуют несоразмерную 
модуляционную волну, распространяющуюся в плоскости O–А.

Модель Слэтера – отнюдь не единственная, которая бы позволила объяснить, почему в 
перовскитах возникают несоразмерность и антисегнетоэлектричество. Стоит рассмотреть 
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оболочечную модель, которая описывает энергию всей решетки, а не только ее дипольной 
подсистемы, а также модель Борна – Кармана с учетом диполь-дипольных сил, которую 
также использовали ранее для параметризации энергии решетки перовскитоподобных 
кристаллов. Эти две модели ранее не сопоставлялись, и мы предпринимаем первые шаги 
в этом направлении.

Цели и метод исследования

Чтобы выяснить, насколько существенно влияет комбинация поляризуемости атомов 
кислорода в плоскостях O–А с сильной поляризуемостью иона А на формирование экс-
периментально наблюдаемых несоразмерных и антисегнетоэлектрических фаз в кристал-
лах семейства цирконата свинца, мы сопоставляем значения поляризуемости различных 
групп атомов в кубической фазе гафната свинца PbHfO3. С этой целью мы проанализиро-
вали экспериментальные данные по неупругому рассеянию рентгеновского излучения на 
монокристаллах антисегнетоэлектрика гафната свинца в рамках двух моделей: дипольной 
[10] и оболочечной [12, 13]. 

Математический аппарат, основанный на оболочечной и дипольной моделях и ис-
пользованный нами для описания рассматриваемых явлений, представляется нам слиш-
ком объемным, чтобы в полной мере изложить его в этой работе, тем более что яв-
ное математическое изложение этих моделей представлено в работах Р. А. Каули [13] и  
Р. Г. Бурковского [10]. Имеющиеся результаты мы сравниваем со значениями поляризу-
емости, полученными из первопринципных (ab initio) квантовомеханических расчетов П. 
Госеза и соавторов [14]. 

Оболочечная модель впервые была предложена Б. Г. Диком и А. У. Оверхаузером [15] и 
адаптирована для перовскитов Р. А. Каули [13]. В рамках модели поляризуемость склады-
вается из суммы ионной и электронной поляризуемостей. Первая связана со смещением 
всего иона из положения равновесия. Смещению иона под действием внешних сил пре-
пятствуют короткодействующие силы между оболочкой иона и оболочками его соседей. 
Помимо смещения иона как целого, заряженное ядро смещается внутри электронной 
оболочки. Этот процесс отождествляется со второй, электронной, поляризуемостью.

Дипольная модель считается упрощением оболочечной. Упрощение состоит в том, что 
для описания внутренней энергии в кристалле достаточно учитывать дальнодействующие 
силы и лишь части короткодействующих, которые описывают поляризуемость атомов 
кристаллической решетки [10].

В работе Ф. Госеза и соавторов, с результатами которой мы проводим сравнение по-
ляризуемостей, проведено разложение межатомных взаимодействий на короткодействую-
щие и дальнодействующие составляющие для нескольких перовскитоподобных кристал-
лов: антисегнетоэлектрика цирконата свинца PbZrO3 и сегнетоэлектриков титаната бария 
и титаната свинца (BaTiO3 и PbTiO3). Мы выполнили пересчет поляризуемостей из пара-
метров Госеза как Z 2/k, где Z – борновские эффективные заряды, а k – соответствующие 
силовые константы.

Далее изложены основные результаты проведенного анализа.
Экспериментальные фононные дисперсионные кривые и их описание на основе обо-

лочечной модели представлены на рис. 1, a и b [12]. Видно, что оболочечная модель адек-
ватно воспроизводит анизотропию фононных дисперсионных кривых для поперечных 
фононов.

Для описания экспериментальных данных (см. рис. 1, a,b) с помощью дипольной 
модели, мы пересчитали ветви акустических фононнов в дипольную жесткость α по фор-
муле 

α = СE2,

где E, Дж, – энергия фонона; С, Кл2/(Дж2·м3), – размерный коэффициент.
Мы считаем такой пересчет вполне справедливым, поскольку частота поперечных 

акустических фононов и дипольная жесткость – симбатные величины: чем выше зна-
чение дипольной жесткости, тем большую энергию должны иметь фононы, создающие 
такие дипольные волны. На рис. 1,c представлен трехмерный график дипольной жестко-
сти в плоскости hk0 зоны Бриллюэна: качественное согласие с экспериментальными 
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Рис. 1. Экспериментальные фононные дисперсионные кривые гафната свинца в кубической 
фазе (символы) и их аппроксимации оболочечной моделью (сплошные линии) для поперечных 
фононов, распространяющихся в направлениях [100] (a) и [110] (b), а также описание 

акустической фононной ветви (TA) дипольной моделью (с)

данными по неупругому рассеянию на монокристаллах гафната свинца достигнуто при  
С = 0,12 Кл2/(Дж2·м3). Для такого изображения жесткости в рамках дипольной модели 
поляризуемость А-иона αA должна быть выше поляризуемости В-иона αВ; получено, что 
параметр анизотропии атомов кислорода δ = αO-A/αO-B в этом случае равен 1,40.

Анализ результатов, представленных на рис. 1, позволяет заключить, что обе модели 
адекватно воспроизводят анизотропию фононных дисперсионных кривых вдоль различ-
ных направлений, а значит можно ожидать определенного совпадения при использовании 
дипольной и оболочечной моделей. 

В таблице представлены значения поляризуемости атомов, полученные с использова-
нием трех моделей, а также аналогичные данные для титаната бария BaTiO3, полученные 
А. В. Туриком и А. Г. Хасабовым [16] с помощью оболочечной модели и модели Слэтера 
[9]. 

Значения поляризуемостей αA и αB А- и В-катионов в гафнате свинца оказались, по 
нашим оценкам, очень схожими при использовании дипольной и оболочечной моделей 
(их строгое равенство в таблице – случайное), однако поляризуемости анионов кислоро-
да – различными. Более того, в рамках описаний по двум моделям получены различные 
прогнозы для отношения поляризуемостей атомов кислорода вдоль различных направле-
ний: для оболочечной модели параметр анизотропии δ = αO-A/αO-B = 0,75, тогда как для 
дипольной модели δ = 1,40. 

Это неожиданный результат, который можно объяснить упрощением оболочечной 
модели, а именно тем, что дипольная модель не учитывает всех особенностей, связанных 
с воздействием короткодействующих сил на атомы. Однако проблема требует расширен-
ного исследования, и на данном этапе нельзя сделать однозначный выбор в пользу ка-
кой-либо модели.

Согласно ab initio расчетам Госеза, значение параметра анизотропии атомов кисло-
рода δ превышает единицу только для антисегнетоэлектрика PbZrO3, в то время как для  
сегнетоэлектриков BaTiO3 и PbTiO3 этот параметр менее единицы. Это позволяет предпо-
ложить, что анизотропия поляризуемости кислорода, при которой подавлено формирова-
ние диполей вдоль цепочек O–B и усилено в плоскостях O–A, выступает действительно 
важным фактором в формировании антисегнетоэлектричества.

Стоит отметить большое численное различие между поляризуемостями, полученными 
из первопринципных (ab initio) расчетов Госеза, и таковыми по предсказаниям моделей. 
На наш взгляд, причиной различия может быть нестабильность кристалла, которую пред-
полагает модель Госеза (в отличие от допущений дипольной и оболочечной моделей), а 
значит, поляризуемости по этой модели могут оказаться выше. Кроме того, при расче-
тах поляризуемостей по модели Госеза мы использовали борновские заряды; однако при  

а)  b)   c)
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Таблица

Сравнение значений поляризуемости, полученных по разным 
расчетным моделям для кислородного аниона в двух позициях 

кристаллических решеток и для различных катионов

ABO3 Модель 
Поляризуемость, Å3

αA αB αO-A αO-B

PbHfO3

Оболочечная [12, 13]
4,90 0,37

2,74 3,63
Дипольная [10] 3,90 2,78

PbZrO3

Ab initio расчеты Госеза [14]
177,43 22,33 55,80 12,48

PbTiO3 89,86 52,73 21,70 32,39

BaTiO3

10,07 52,17 9,97 38,86
Оболочечная [16] 1,95 0,18 0,64 3,80

Слэтера [9] 1,94 0,19 2,38
Обозначения : αA, αB – поляризуемости катионов A2+ и B4+; αO-A, αO-B – поляризу-
емости аниона О2– в плоскостях O–A и вдоль цепочек O–B.
Примечание . Для оболочечной модели представлены значения электронной  
поляризуемости, для остальных моделей – полной поляризуемости.

вычислениях локальных свойств кристалла, к которым относится и поляризуемость от-
дельных атомов, на применение таких зарядов иногда накладываются ограничения.

Обсуждение
В данной работе мы проанализировали особенности структурной организации перов-

скитоподобных материалов с тем, чтобы выделить ее специфические свойства, приводя-
щие к формированию антисегнетоэлектрических состояний при структурных фазовых 
переходах.

С этой целью мы описали наблюдаемый на эксперименте фононный спектр гафната 
свинца PbHfO3 двумя моделями: оболочечной [12] и дипольной [10]. Эти модели в прин-
ципе обладают сходством: внутренняя энергия кристаллической структуры складывается 
из двух сил различного характера, оказывающих влияние на ионы, – короткодействую-
щих и дальнодействующих. Первые возникают вследствие перекрытия электронных обла-
ков соседних ионов и включают как силы расталкивания, направленные на поддержание 
высокосимметричной фазы в кристалле, так и силы притяжения, вызванные гибридиза-
цией электронных орбиталей и формированием частично ковалентных связей. Вторые, 
дальнодействующие силы, будучи кулоновскими по своей природе, определяют внутрен-
нюю организацию кристалла на удаленных расстояниях, ввиду упорядочения диполей в 
кристалле. Дипольная модель является некоторой рационализацией оболочечной и удоб-
на для представления несоразмерных фаз в антисегнетоэлектриках. Упрощение состоит в 
ограниченном описании внутренней энергии в кристалле, включающем учет лишь части 
короткодействующих сил, влияющих на поляризуемость атомов кристаллической решет-
ки (учет дальнодействующих сил сохраняется). 

Обе модели, как правило, адекватно воспроизводят экспериментальные данные, опи-
сания находятся в соответствии в отношении значений величин поляризуемостей А- и 
В-катионов, однако дают разные оценки поляризуемости анионов кислорода: согласно 
оболочечной модели, поляризуемость αO-A атомов кислорода вдоль плоскостей O–A мень-
ше таковой для атомов кислорода вдоль цепочек O–B; в рамках же дипольной модели 
результаты оказываются прямо противоположными. 

Сопоставление полученных параметров с результатами ab initio расчетов Госеза и со-
авторов [14] для сегнетоэлектрических и антисегнетоэлектрических перовскитов под-
тверждает гипотезу о ключевой роли особого характера анизотропии поляризуемо-
сти атомов кислорода для реализации в кристалле структурного фазового перехода в  



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 16 (4) 2023

26

антисегнетоэлектрическую, или несоразмерную фазу. Согласно результатам, полученным 
ab initio расчетами, как и по дипольной модели, для перехода кристалла в антисегнето-
электрическую фазу необходимо, чтобы значение αO-A превышало значение αO-В. В то 
же время количественного согласия между параметрами не наблюдается: значения пара-
метров по Госезу многократно превышают таковые для диполь-дипольной модели. Мы 
связываем это расхождение с тем, что при вычислении локальных поляризуемостей по 
модели Госеза мы использовали борновские заряды, которые, строго говоря, определены 
для смещений целых подрешеток, а не отдельных ионов, т. е. поляризуемость, вычислен-
ная с использованием борновских зарядов, может оказаться существенно завышенной.

Заключение
Каждое из полученных нами модельных описаний обладает некоторыми преимуще-

ствами перед остальными. Ценность описания дипольной моделью состоит в том, что 
в формировании экспериментального трехмерного распределения дипольной жесткости 
понятна роль каждого из параметров. Преимущество описания по оболочечной модели 
заключается в возможности прямого сопоставления расчетных результатов с экспери-
ментальными данными по неупругому рассеянию рентгеновского излучения. Описание 
же моделью Борна – Кармана, учитывающей диполь-дипольные силы, позволяет связать 
экспериментальные данные с расчетными по методу расчета электронной структуры си-
стем многих частиц (на основе теории функционала плотности, англ. Density Functional 
Theory (DFT)), т. е. с DFT-вычислениями. 

Причины несоразмерности и антисегнетоэлектричества в перовскитах еще не до кон-
ца понятны; предпринимаются различные попытки их объяснить, начиная от макро-
скопических моделей и заканчивая атомистическими моделями различной детализации  
[10, 17 – 21]. В настоящей статье мы ограничились тремя моделями, для которых можно 
выявить роль соотношения поляризуемостей различных атомов в изучаемом явлении. Со 
стороны этой специфики есть сходство предсказаний двух моделей, но они противоречат 
предсказанию третьей.   Пока представляется преждевременным сделать однозначный 
выбор в пользу какой-либо из моделей, поскольку каждая из них имеет свои преимуще-
ства и можно привести вполне разумные аргументы в их защиту.
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ТЕМПЕРАТУРНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СОЕДИНИТЕЛЬНЫХ 
ТУННЕЛЬНЫХ ДИОДОВ GaAs/AlGaAs 
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Аннотация. В температурном диапазоне 100 – 400 K исследованы вольтамперные 
характеристики двух типов структур соединительных туннельных диодов (ТД)  
n++-GaAs-(δSi)/i-(GaAs/Al0,2Ga0,8As)/p++-Al0,2Ga0,8As-(δBe), отличающихся температурой 
роста и толщинами эпитаксиальных слоев. Определены температурные зависимости 
основных параметров ТД: пикового значения плотности туннельного тока Jp, плотности 
тока долины Jv и дифференциального сопротивления Rd. Образцы ТД структуры А, 
выращенной при температуре 500 °С, обеспечивают в диапазоне 100 – 400 K наибольшие 
значения пикового тока Jp ≤ 220 A/см2 при температурной стабильности величины 
около 93 %. ТД структуры В, выращенные при температуре 450 °С, показали меньшие 
значения плотности пикового туннельного тока: Jp ≤ 150 А/см2, с существенной линейной 
температурной зависимостью. Полученные результаты могут быть использованы при 
разработке и создании монолитных многопереходных фотопреобразователей мощного 
лазерного излучения.
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Abstract. The current-voltage characteristics of two types of GaAs-(δSi)/i-(GaAs/ 
Al0.2Ga0.8As)/p++-Al0.2Ga0.8As-(δBe) tunnel diode (TD) structures grown at different temper-
atures and epitaxial layer thicknesses have been investigated in the temperature range 100–
400 K. Temperature dependences of the main TD parameters were determined: the peak value 
of the tunnel current density (Jp), the valley current density (Jv) and the differential resistance 
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(Rd). TD samples of structure A grown at 500 °C exhibited the highest values of the peak cur-
rent density (Jp ≤ 220 A/cm2) with temperature stability of 93 % over the whole temperature 
range. TD samples of structure B grown at 450 °C showed lower values of the peak tunneling 
current density (Jp ≤ 150 A/cm2), with significantly linear temperature dependence. Our find-
ings can be used in the design and development of monolithic multijunction photoconverters 
of powerful laser radiation.

Keywords: current-voltage characteristics, tunnel diode, epitaxial layer, differential resist-
ance, peak tunneling current 
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Введение

Мощные монолитные многопереходные фотопреобразователи (МП ФЭП) монохро-
матического оптического излучения перспективны для создания различных систем опто- 
электроники, работающих как на Земле, так и в космосе. К таким системам можно отнести 
радиофотонную фазированную антенную решетку [1], энергоавтономные приемопереда-
ющие станции атмосферных оптических линий связи [2], элементы питания автономных 
оптоэлектронных устройств и др. [3, 4]. В зависимости от мощности оптического излуче-
ния и области применения, МП ФЭП могут работать в широком диапазоне температур 
(100 – 400 K) [5, 6]. Монолитные МП ФЭП включают в себя несколько последовательно 
включенных фотоактивных p–n-переходов – субэлементов на основе полупроводника с 
одинаковой шириной запрещенной зоны, но с различной геометрией и уровнями леги-
рования слоев. Соединение субэлементов в МП ФЭП осуществляется встречновключен-
ными туннельными диодами (ТД). Эффективность и надежность МП ФЭП существенно 
зависит от температурной стабильности параметров соединительных ТД: пикового зна-
чения плотности туннельного тока Jp, дифференциального сопротивления Rd туннельной 
ветви и высокой оптической прозрачности в широком диапазоне рабочих температур. 
Характерной особенностью соединительных ТД является высокая степень вырождения 
субнаноразмерных слоев, достигаемая методом дельта-легирования. Однако в процессе 
эпитаксиального роста всей структуры МП ФЭП, в вырожденных слоях ТД происходит 
взаимодиффузия донорной и акцепторной примесей, которая ведет к размытию профи-
лей и снижению концентрации свободных носителей заряда. Эти факторы оказывают 
весомое влияние на параметры ТД и характер их температурной зависимости. 

В данной работе экспериментально исследованы вольтамперные характеристики (ВАХ) 
соединительных туннельных диодов GaAs/AlGaAs в температурном диапазоне от 100 до 
400 K, определены температурные зависимости параметров Jp и Rd и проведен анализ 
полученных результатов.

Экспериментальная часть

В работе исследовались соединительные p++–i–n++ ТД двух типов структур: А и В, 
которые были выращены методом молекулярно-пучковой эпитаксии (МПЭ). Распределе-
ния концентраций атомов в исследованных структурах, определенные методом вторичной 
ионной масс-спектрометрии (ВИМС), представлены на рис. 1. Между вырожденными 
областями обеих структур ТД формировались «квазинейтральные» i-области, состоящие 
из двух слоев различной толщины: i-GaAs и i-Al0,2Ga0,8As. Обе структуры ТД были выра-
щены на подложках GaAs (100) p-типа с концентрацией бериллия NA = 1·1019 см–3. После 
выращивания буферных слоев значения температуры эпитаксии снижали до 500 и до  
450 °С для структур A и В соответственно. 
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В обеих исследованных структурах ТД наблюдалась значительная диффузия легиру-
ющей примеси бериллия в вырожденную область n++-GaAs, легированную кремнием  
(см. рис. 1).
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Рис. 1. Распределения концентрации Nat легирующих примесей 
по толщине образца d в структурах ТД двух типов: А (a) и В (b), 
определенных методом вторичной ионной масс-спектрометрии. 
Кривые, относящиеся к разным элементам, показаны разными цветами

Анализ данных на рис. 1 позволяет заключить, что диффузия бериллия в структуре A 
способствовала уменьшению толщины слоя n++-GaAs и концентрации в нем свободных 
носителей заряда, ввиду перекомпенсации донорной и акцепторной примесей. Толщи-
на указанного слоя, не скомпенсированного примесью бериллия, составляла примерно  
5 нм при изменении концентрации атомов кремния от 1·1019 до 3·1019 см–3 в структуре A, и 
примерно 20 нм при изменении концентрации от 9·1018 до 6·1019 см–3 в структуре B. Диф-
фузия атомов бериллия привела к формированию скомпенсированных квазинейтральных 
областей между вырожденными n++- и p++-слоями. На рис. 1,a и b эти области названы 
“co-doped region”. У структуры A данная область имеет несколько большую толщину 
(около 25 нм) и состоит из двух слоев – GaAs:(Si, Be) и AlGaAs:(Si, Be) (см. рис. 1,а).  
У структуры B данная область состоит только из одного слоя AlGaAs:(Si, Be), имеющего 
толщину, не превышающую 10 нм (см. рис. 1,b). 

В структуре А измеренные пиковые значения концентрации атомов кремния и бе-
риллия в области перекрытия примерно совпадают и составляют не более 8·1019 см–3. 
Другая ситуация складывается в структуре B, где в области перекрытия AlGaAs кон-
центрация атомов кремния преобладает над концентрацией атомов бериллия, при этом  
ND = 5·1019 см–3, NА = 2·1019 см–3. 

С помощью постростовой технологии, на выращенных структурах ТД были сформи-
рованы массивы диодов с диаметром мезы 225 мкм, снабженные многослойными оми-
ческими контактами с n- и p- областями AuGe-Ni-Au и AgMn-Ni-Au, возожженными в 
атмосфере водорода при температуре 500 °C. 

Измерения ВАХ образцов ТД структур A и B выполнялись при напряжениях прямого 
смещения до 1 В.

Результаты и их обсуждение
Структура А, в отличие от структуры B, при температуре 300 K проявляла разброс зна-

чений Jp от 90 до 220 А/см2 по эпитаксиальной пластине диаметром около 6 см. В центре 
этой пластины значения Jp были близки к среднему значению – 116 А/см2, а к ее пери-
ферии плотность туннельного тока Jp возрастала примерно до 220 А/см2. Существенно 
меньший разброс значений, а именно Jp = 125 – 150 А/см2, был получен для образцов в 
центре и на периферии эпитаксиальной пластины структуры B.

Для исследования параметров Jp и Rd в температурном диапазоне 100 – 400 K были 
отобраны образцы ТД из центральных и периферийных частей эпитаксиальных пластин 
обеих структур. ВАХ отобранных образцов, измеренные в указанном диапазоне, представ-
лены на рис. 2.
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Согласно полученным экспериментальным ВАХ, для любых образцов структуры B и 
периферийных структуры А наблюдаются линейные зависимости большей части туннель-
ного участка ВАХ при понижении температуры до 100 K (см. рис. 2). В то же время для 
образцов из центра структуры А проявляется экспоненциальная зависимость на туннель-
ном участке ВАХ при понижении температуры. Такое поведение зависимостей может 
быть обусловлено влиянием сразу нескольких факторов. 
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Рис. 2. Результаты измерений прямых ВАХ образцов ТД двух типов структур: 
А (a) и B (b) при разных температурах. Образцы взяты на периферии (кривые A1p – A3p) и в 

центрах (A4c – A6c, B1c – B3c) эпитаксиальных пластин; T, K: 353 (A1p, A4с, B1c), 
223 (A2p, A5c, B2c) и 123 (A3p, A6c, B3c)

Как показано в работе [7], туннельный ток в ТД определяется двумя механизмами 
транспорта: межзонного квантового туннелирования и туннельно-ловушечным. Оба да-
ют вклад в величину пиковой плотности туннельного тока. Согласно первому, электро-
ны туннелируют из занятых состояний зоны проводимости на свободные состояния в 
валентной зоне через потенциальный барьер. Второй, туннельно-ловушечный механизм 
транспорта, обусловлен наличием локализованных примесных состояний (ловушек) в за-
прещенной зоне полупроводника. В этом случае электрон в процессе туннелирования 
захватывается ловушкой и далее туннелирует в разрешенные состояния валентной зоны. 
Понижение температуры способствует активному вымораживанию носителей заряда на 
ловушках, и тогда для преодоления локализованных примесных состояний необходимо 
увеличение электрического поля, что приводит к экспоненциальной зависимости тока от 
напряжения [8]. 

Согласно измерениям ВИМС для структуры А (см. рис. 1,а), данный механизм 
транспорта может являться доминирующим ввиду высокой степени перекрытия донор-
ных и акцепторных примесей в центральной области p++– n++ туннельного перехода. 

Из экспериментальных ВАХ и выражения (1) [9] нами рассчитывался нормированный 
температурный коэффициент пикового значения плотности туннельного тока:

100 %,
j RT

RT

T T
p p

p T
p

J J
J

J
−

∆ = ⋅                                         
(1)

где ΔJp – температурный коэффициент; ,j RTT T
p pJ J − плотности пикового туннельного 

тока при фиксированной Tj и комнатной (TRT = 300 K) температурах, соответственно.
Положительная величина ΔJp характеризует рост, а отрицательная – падение параме-

тра Jp относительно его значения при комнатной температуре. 
Зависимости Jp и ΔJp для структур А и В представлены на рис. 3,a, с. Образцы ТД 

из центральной (кривые Аc) и периферийной (кривые Аp) частей структуры А демон-
стрируют более высокую термостабильность пикового значения плотности туннельного 
тока, по сравнению с образцами из структуры B (кривые Вc). Для образцов ТД структу-
ры А из центра и периферии пластины, изменение максимального значения Jp составляют 
соответственно 17 % (кривая Аc на рис. 3,а) и 7 % (кривая Аp там же). Для образцов ТД 
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структуры B изменение максимального значения Jp составило 42 % (кривая Bc на  
рис. 3,а).

При нагреве от 300 до 400 K для образцов ТД, взятых из центра и периферии эпитакси-
альной пластины структуры А, параметр Jp снижается, и значение ΔJp в центре пластины 
составило –9,5 %, а на периферии –6,8 %, (кривые Аc и Аp на рис. 3,с). 

При понижении температуры от 300 до 100 K у образцов из центра пластины А на-
блюдался нелинейный рост параметра Jp с температурным коэффициентом ΔJp = 7,5 %, 
в то время как у периферийных образцов параметр Jp снижался с коэффициентом  
ΔJp = –4,0 %. 

Отметим, что для образцов структуры А на рис. 3,а наблюдаются плавные макси-
мумы значений пикового туннельного тока, соответственно в температурных областях  
150 – 250 K (кривая Аc) и 200 – 300 K (кривая Ар). Для образцов структуры B зависимость 
Jp демонстрирует линейный рост во всем температурном диапазоне (кривая Bc на  
рис. 3,а). При нагреве от 300 до 400 K значение ΔJp составило 14 %, а при охлаждении 
примерно до 100 K оно составило –29 %.

Рис. 3. Экспериментальные (кривые Аc, Аp, Bc) и расчетные (A, B) температурные зависимости 
ключевых параметров образцов ТД структур типов А и В: Jp (a), ΔJp (с), Jv (b), Rd (d). 

Образцы были взяты из центра (Аc, Bc) либо из периферии (Аp) 
эпитаксиальных пластин структур А и В.

Для сравнения приведена расчетная кривая (СС) из статьи [17] для двухбарьерного 
резонансного туннельного диода AlGaAs/GaAs

Поведение температурной зависимости Jp образцов ТД исследуемых структур А и B 
обусловлено несколькими факторами, действующими на величину Jp в противополож-
ных направлениях [6, 9]. Во-первых, с увеличением температуры уменьшается ширина 
запрещенной зоны Eg полупроводника, что ведет к снижению высоты потенциального 
барьера и росту вероятности квантового туннелирования и величины Jp. Во-вторых, уве-
личение температуры снижает степень вырождения энергетических уровней вследствие 
перераспределения по ним электронов. Количество электронов в зоне проводимости на 
уровнях ниже уровня Ферми EF в n-области Ec уменьшается, так как часть свободных 
электронов переходит на более высокие энергетические уровни, а уровень Ферми сме-
щается вниз. В результате уменьшается количество электронов, способных к туннелиро-
ванию, и величина Jp снижается.

Согласно результатам ВИМС-профилирования (см. рис. 1), уровень легирования ак-
цепторной примеси бериллия в вырожденной области p++-AlGaAs для обеих структур ТД 
примерно одинаков и составляет не менее 2·1019 см–3; в этом случае основное влияние на 
температурные характеристики ТД оказывает область n++-GaAs. При уменьшении уровня 
концентрации свободных носителей заряда (ниже 1·1019 см–3) в области n++-GaAs, основ-
ное влияние на туннельный ток Jp c ростом температуры начинает оказывать изменение 
положения уровня Ферми. Последний смещается ближе к дну зоны проводимости, и ве-
личина Jp падает. При более высоком уровне концентрации свободных носителей заряда 

a)

c)

b)

d)
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(выше 1·1019 см–3) основное влияние на значение Jp в диапазоне 100 – 400 K оказывает 
изменение ширины запрещенной зоны, а изменение положения уровня Ферми влияет 
незначительно; в итоге значение Jp растет по мере увеличения температуры. 

По модели, изложенной в работе [10], нами был выполнен расчет температурных за-
висимостей ΔJp ТД, аналогичных структурам А и B (см. рис. 1). Полученный результат 
показал качественное совпадение характера рассчитанных зависимостей ΔJp (сравните 
кривые А и B на рис. 3,с) с экспериментальными (кривые Аc, Аp, Bc на рис. 3,с).

Факт наличия отрицательного температурного коэффициента в диапазоне 300 – 400 K 
для исследованных образцов ТД структуры А, в отличие от ТД структуры В, указывает, 
что уровень концентрации свободных носителей заряда области n++-GaAs в центре и 
на периферии структуры А значительно ниже, чем в структуре B, ввиду большей тол-
щины области взаимного перекрытия и компенсации примесей кремния и бериллия  
(см. рис.1,а и 2,а). При этом, поскольку при температуре 400 K температурный коэффи-
циент структуры А из центра пластины по абсолютной величине больше для образцов ТД 
(ΔJp = –9,5 %), чем у образцов ТД из периферии (ΔJp = –6,8 %), уровень концентрации 
свободных носителей заряда области n++-GaAs периферийных образцов несколько выше, 
чем в центре пластины у структуры А, но ниже чем у структуры B. Это связано с тем, что 
для ТД структуры B величина Jp растет при нагреве с температурным коэффициентом 
ΔJp = 13,6 %. Разница в параметрах между периферийными и центральными образцами 
ТД на пластине структуры А может быть вызвана градиентом температуры по пластине 
еще в процессе роста структуры (на периферии температура на несколько градусов ниже, 
чем в центре). Это приводит к снижению степени перекомпенсации на периферии.

Величина Jp исследуемых ТД определяется уровнем легирования и величиной вы-
рождения слоя n++-GaAs ТД. Однако значение Jp периферийных образцов ТД структуры 
А составляет примерно 220 А/см2, в то время как для ТД структуры B соответствующее 
максимальное значение составляет около 150 A/см2. Согласно нашим предположениям, 
это может быть связано как с толщиной «квазинейтральной» перекомпенсированной 
области кремний–бериллий [10], так и с наличием в ней более высокой концентрации 
дефектов, обусловленных перекомпенсацией атомов примеси [11 – 16]. Это подтвержда-
ется и значениями плотности токов долины на темновых ВАХ образцов исследованных 
структур (см. рис. 2 и 3,b). С увеличением прямого напряжения смещения (см. рис. 2) 
плотность тока сначала возрастает до значения Jp при напряжении Up, а затем снижается 
до минимального значения плотности тока долины Jv при напряжении Uv вследствие 
уменьшения степени перекрытия зоны проводимости с валентной зоной [9]. Плотность 
тока долины связана с избыточной компонентой плотности тока ВАХ ТД. В свою оче-
редь эта избыточная компонента определяется концентрацией глубоких уровней внутри 
запрещенной зоны полупроводника и наличием (либо отсутствием) дефектов структуры 
различного рода. Дефекты способствуют доминированию дополнительного механизма 
транспорта носителей заряда, связанного с резонансным механизмом туннелирования. 

Поскольку область перекомпенсации расположена между вырожденными областями 
n++ и p++, она обеднена основными носителями заряда и является «эффективным» i-сло-
ем. В работе [10] нами было установлено с помощью численного моделирования, что 
зависимость величины Jp туннельных диодов

n++-GaAs-(δSi)/i-(GaAs/Al0,2Ga0,8As)/p++-Al0,2Ga0,8As-(δBe) (p−i−n)

от толщины i-области является немонотонной. При этом плотность пикового тока снача-
ла возрастает, достигая максимума, а затем снижается ввиду увеличения толщины потен-
циального барьера, через который туннелируют носители заряда. 

Таким образом, толщина «эффективной» i-области, обусловленной перекомпенсацией 
донорной и акцепторной примесей, может влиять на величину Jp.

Кроме того, вследствие высокой концентрации доноров кремния и акцепторов берил-
лия, в перекомпенсированном «эффективном» i-слое присутствует более высокая кон-
центрация дефектов и связанных с ними локализованных примесных состояний. В тун-
нельных диодах с резким профилем легирования межзонное квантовое туннелирование 
выступает главным механизмом транспорта носителей заряда [11]. Однако при наличии 
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значительной области перекомпенсации донорного и акцепторного профилей легирова-
ния и высокой концентрации локализованных примесных состояний в потенциальном 
барьере, начинает превалировать резонансное туннелирование (РТ) [12]. При этом резо-
нанс наступает в случае совпадения энергии состояний в зоне проводимости с энергиями 
примесных состояний на потенциальном барьере и разрешенных состояний в валентной 
зоне. Теория РТ через два локализованных примесных состояния изложена в работе [13]. 
Согласно работам [14 – 16], значительному росту величины Jp при малых положительных 
напряжениях смещения на ТД способствуют локализованные состояния, совпадающие 
по энергии и индуцированные парой донор-акцептор. Данные предположения подтвер-
ждаются температурной зависимостью Jp в резонансных туннельных диодах. 

На рис. 3,с (кривая СС) для сравнения представлена температурная зависимость ΔJp 
для двухбарьерного резонансного туннельного диода (РТД) AlGaAs/GaAs, смоделирован-
ная по модели Хартри, полученная авторами работы [17]. Анализ данной зависимости, 
полученной при нагреве от 300 до 400 K, показывает, что наблюдается падение величины 
Jp при отрицательном значении температурного коэффициента ΔJp = –5 %, так же, как 
и для структуры А (см. кривые Аc, Аp). При охлаждении же от 300 до 100 K величина Jp 
плавно растет и дает значение ΔJp = 7 %. Авторы исследования [17] объясняют наличие 
отрицательного температурного коэффициента ВАХ РТД при нагреве до 400 K рассеяни-
ем носителей заряда на фононах и электрон-электронным взаимодействием. 

Из экспериментальных ВАХ ТД при разных температурах нами было рассчитано 
дифференциальное сопротивление, отвечающее за паразитные потери при падении на-
пряжения на ТД в многопереходных ФЭП (рис. 3,d). Для эффективной работы МП 
ФЭП соединительные элементы должны обеспечивать сопротивление ниже 10 мОм·см2 
[6]. Зависимости дифференциального сопротивления исследованных образцов ТД от 
температуры, учитывающие сопротивление электрической схемы в криостате (около  
0,7 мОм·см2), представлены на рис. 3,d. Наилучшая температурная стабильность Rd 
наблюдается для образцов ТД структуры B (см. рис 3,d, кривая Bc). Во всем темпе-
ратурном диапазоне величина Rd для образцов ТД структуры B изменяется от 0,58 до  
0,42 мОм·см2. Для структуры А, при нагреве от 100 до 400 K, величина Rd изменяется от 1,59 до  
0,67 мОм·см2 для образцов ТД из центральной части и от 0,58 до 0,34 мОм·см2 для образ-
цов из периферийной части. 

Проведенные температурные исследования прямых ВАХ позволяют заключить, что 
разработанные соединительные ТД структуры А обеспечивают температурную стабиль-
ность параметров Jp, ΔJp около 93 % и параметра Rd – примерно 59 %, тогда как струк-
туры B обеспечивают соответственно около 83 и 72 %.

Заключение

В температурном диапазоне 100 – 400 K выполнены исследования прямых вольт- 
амперных характеристик соединительных туннельных диодов (ТД) вида 

n++-GaAs-(δSi)/i-(GaAs/Al0,2Ga0,8As)/p++-Al0,2Ga0,8As-(δBe)

для двух типов структур, полученных методом молекулярно-пучковой эпитаксии. 
Структура типа А содержала перекомпенсированный «эффективный» i-слой толщиной  
≤ 25 нм, образованный взаимодиффузией кремния и бериллия при температуре эпи-
таксиального роста 500 °С. Структура типа B имела «эффективный» i-слой толщиной  
≤ 10 нм, образованный аналогичным образом при температуре роста 450 °С. 

Согласно полученным результатам, установлено, что при нагреве до 400 K для ТД 
структуры А наблюдается плавное снижение плотности туннельного тока Jp, в то вре-
мя как для структуры B характерен линейный рост Jp. Для образцов ТД структуры А 
изменение значения Jp составляло 7 %, а для образцов ТД структуры B – 42 %. Такая 
зависимость величины Jp от температуры для структуры А связана с влиянием темпера-
турной диффузии преимущественно акцепторной примеси бериллия из слоя

p++-Al0,2Ga0,8As-(δBe)
в область 

n++-GaAs-(δSi)/i-(GaAs/Al0,2Ga0,8As).



37

Физика конденсированного состояния

Указанная диффузия способствовала снижению вырождения слоя ТД n++-GaAs-(δSi) 
за счет формирования перекомпенсированной области кремния и бериллия.

Линейный рост величины Jp с увеличением температуры для структуры В обусловлен 
меньшей толщиной «эффективного» i-слоя, меньшей глубиной диффузии примеси бе-
риллия в область n++-GaAs и, соответственно, бóльшим уровнем ее легирования и вы-
рождения. 

В температурном диапазоне 100 – 400 K полученные максимальные значения величи-
ны Jp составляли около 220 A/см2 для структуры А и примерно 150 A/см2 для структуры 
B. Такие значения Jp могут быть обусловлены как толщиной «эффективного» i-слоя, так 
и уровнем локализованных примесных состояний, инициирующих резонансное тунне-
лирование. 

На основе анализа измеренных ВАХ установлено, что в температурном диапазоне 
от 100 до 400 K значения дифференциального сопротивления для образцов ТД струк-
туры А лежат в пределах Rd = 0,58 – 0,34 мОм·см2, а для структуры В – в пределах  
0,58 – 0,42 мОм·см2. 

Согласно полученным результатам, образцы ТД, которые были взяты на периферии 
эпитаксиальной пластины структуры А, выращенной при температуре 500°C, обеспе-
чивают более высокую температурную стабильность и максимальные значения Jp при 
минимальных значениях Rd. Большая степень перекомпенсации легирующих примесей в 
активной области ТД, расположенных в центре пластины, приводит к снижению плот-
ности пикового туннельного тока. Образцы структуры В, выращенной при температуре  
450 °C, обеспечивают лучшую стабильность значения плотности пикового тока по пла-
стине, но с меньшим максимальным значением Jp и худшей температурной стабильно-
стью. Предполагаем, что оптимальные условия роста структуры ТД вида 

n++-GaAs-(δSi)/i-(GaAs/Al0,2Ga0,8As)/p++-Al0,2Ga0,8As-(δBe)

с максимальными значениями Jp, минимальными значениями Rd и высокой температур-
ной стабильностью будут лежать в температурном диапазоне эпитаксии 450 < T < 500 °C.

При разработке многопереходных фотоэлектрических преобразователей мощного оп-
тического излучения необходимо учитывать температурную диффузию примеси в вы-
соколегированных слоях соединительных ТД. Препятствием к паразитной диффузии 
примеси может служить включение между высоколегированными слоями ТД нелегиро-
ванного i-слоя толщиной до 10 нм, а также оптимизация температуры эпитаксиального 
роста. Кроме того, важно использовать лигатуру с меньшим коэффициентом диффузии, 
например углерод в качестве акцепторной примеси.

Отметим, что учет вклада резонансного туннелирования в соединительных ТД с вы-
сокой оптической прозрачностью может быть перспективным для создания высокоэф-
фективных многопереходных фотоэлектрических преобразователей мощного лазерного 
излучения.

Исследования методом ВИМС выполнялись на оборудовании ЦКП «Материаловедение и 
диагностика в передовых технологиях», ФТИ им. А. Ф. Иоффе, поддерживаемом Министер-
ством науки и высшего образования Российской Федерации.
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Аннотация. В работе получены распределения структурных нарушений при облучении 
альфа-фазы оксида галлия ионами фтора, фосфора и ксенона с энергией, измеряемой 
килоэлектронвольтами (температура комнатная). Установлено заметное влияние 
усредненной плотности индивидуальных каскадов столкновений на эффективность 
введения стабильных нарушений для поверхностного пика радиационных дефектов. В 
отличие от случаев ионной имплантации во многие другие полупроводники, впервые 
обнаружено, что в альфа-Ga2O3 между поверхностным и объемным максимумами 
структурных нарушений возникает дополнительный пик. Этот промежуточный максимум 
ясно виден на спектрах резерфордовского обратного рассеяния при малых уровнях 
повреждения. Изучены характерные особенности впервые обнаруженного максимума.
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Abstract. In the paper, the distributions of structure damage created in alpha-phase of 

gallium oxide by keV fluorine, phosphorus and xenon ion irradiation, have been obtained at 
room temperature. A noticeable effect of the average individual collision cascade density on 
the stable damage production efficiency at the surface was established. In contrast to many 
other semiconductors, an intermediate damage peak appeared in the alpha-Ga2O3 between the 
surface and bulk maxima. This intermediate peak visible in the RBS/C spectra at low damage 
levels was discovered for the first time. Characteristic peculiarities of the discovered maximum 
were investigated.
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Введение

Ионное облучение является одним из важных методов модификации структуры 
вещества в ряду современных технологий и инструментов исследования свойств различ-
ных материалов. Известно, что имплантация ионов в полупроводники всегда сопрово-
ждается образованием устойчивых структурных нарушений. Необходимость анализа ион-
но-стимулированных процессов, в частности возникновения повреждений структуры в 
материалах, обусловлена, в основном, двумя прикладными задачами. Во-первых, радиа-
ционное повреждение выступает в качестве основного лимитирующего фактора при раз-
работке технологий ионно-лучевой обработки для изготовления электронных приборов. 
Во-вторых, часто возникает необходимость определять стойкость электронных приборов, 
работающих в условиях высоких радиационных нагрузок и находить возможности ее по-
вышения. Поэтому соответствующие исследования начаты уже довольно давно. Однако 
радиационные дефекты в бинарных и более сложных по составу материалах имеют ком-
плексную природу и остаются малоизученными.

Для исследования накопления нарушений кристаллической структуры при ионной 
бомбардировке часто используется метод резерфордовского обратного рассеяния быстрых 
ионов гелия в сочетании с каналированием (англ. Rutherford Backscattering/Channeling 
(RBS/C)) [1]. С помощью этого метода установлено, что при облучении многих полупро-
водников, по крайней мере легкими ионами, распределения формируемых нарушений по 
глубине имеют бимодальный характер [2 – 5]. При этом формируется объемный максимум 
дефектов (ОМД), который обычно располагается на глубине максимума упругих потерь 
энергии тормозящихся ионов [3, 4], т. е. там, где генерируется основная масса первичных 
точечных дефектов. Кроме того, происходит разупорядочение кристаллической структуры 
непосредственно у поверхности бомбардируемой мишени. Этот поверхностный максимум 
дефектов (ПМД) возникает вследствие диффузии первичных дефектов к поверхности по-
лупроводника и их последующей коагуляции на этой поверхности (см., например, ста-
тью [6]). Помимо этого, иногда на распределении дефектов по глубине обнаруживается 
еще один максимум, локализованный между ПМД и ОМД; примером может служить 
результат облучения оксида цинка тяжелыми ионами. Такой максимум дефектов получил 
название промежуточного (ПрМД) [7 – 9]. В случае облучения оксида цинка ионами ксе-
нона с энергией 500 кэВ причиной возникновения ПрМД является образование сильно 
дефектного слоя, обогащенного цинком [9].
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Одним из наиболее перспективных полупроводниковых материалов для создания 
электронных приборов высокой мощности и оптоэлектроники нового поколения явля-
ется оксид галлия Ga2O3, обладающий такими преимуществами, как большая ширина 
запрещенной зоны (4,5 – 5,3 эВ для разных фаз), высокое значение напряжения пробоя  
(около 8 МВ/см) и др. [10]. Ранее были получены одни из первых данных по накопле-
нию структурных нарушений в α-Ga2O3 [11, 12] и β-Ga2O3 [11, 13] при их бомбардировке 
ускоренными атомарными ионами. Обнаруженное распределение стабильных нарушений 
структуры как для стабильной β-фазы, так и для метастабильного α-политипа, имеет би-
модальный характер. Доза ионов, необходимая для достижения приблизительно одинако-
вого уровня разупорядочения для α-Ga2O3, примерно в 10 раз выше, чем для стабильной 
β-фазы [11]. Дальнейшее развитие этих исследований показало, что при ионном облуче-
нии альфа-фазы оксида галлия могут возникать условия, при которых будет наблюдаться  
ПрМД. 

Цель настоящего исследования – описать обнаружение ПрМД в полупроводниковом 
материале α-Ga2O3 при ионном облучении и выяснить условия его появления.

Методика эксперимента

В работе исследовались эпитаксиальные слои альфа-фазы оксида галлия (α-Ga2O3) со 
структурой корунда толщиной примерно 2 мкм с ориентацией (0001), выращенные на 
c-плоскости сапфировой подложки методом хлорид-гидридной газофазной эпитаксии 
(англ. Hydride Vapour-Phase Epitaxy (HVPE)). 

Образцы облучали ионами фтора, фосфора и ксенона при комнатной температуре на 
(500 кВ)-имплантере производства HVEE (Нидерланды). Облучение проводилось под 
углом 7° от направления [0001] для минимизации эффектов каналирования. Параметры 
облучения были подобраны таким образом, чтобы генерация первичных дефектов, созда-
ваемых тормозящимися ионами, была приблизительно одинаковой по глубине мишени 
во всех случаях. Для этого значения энергий и токов ионов выбирали такими, чтобы при 
облучении ионами разной природы профили распределения концентраций смещенных 
атомов по глубине были подобными и различались только высотой максимума. 

Профили генерации смещений рассчитывались в приближении парных столкновений 
[14] . Дозы ионов выражались в среднем количестве первичных смещений атомов мишени 
(англ. displacements per atom (dpa)), рассчитываемом на глубине максимума функции гене-
рации. Расчет величины dpa производился кодом TRIM (версия SRIM-2013, http://www.
srim.org.) [14]. Плотность ионного потока при облучении различными ионами поддержи-
валась одинаковой в единицах dpa/c. Для удобства сравнения профилей распределения 
структурных нарушений при облучении различными типами ионов, дозы подбирались 
так, чтобы уровни повреждения в области ПМД были не слишком высокими и близкими 
друг к другу. Кроме того, для более глубокого изучения обнаруженного эффекта путем 
сравнения, было проведено облучение ионами иной природы (фосфора) и с более высо-
кой энергией (65 кэВ) при тех же значениях дозы и плотности тока и в единицах dpa, и 
dpa/c, что были использованы ранее.

Степень разупорядочения структуры кристалла после облучения измерялась методом 
резерфордовского обратного рассеяния в сочетании с каналированием (RBS/C). Для 
измерения использовался зондирующий пучок ионов гелия He++ с энергией 0,7 МэВ в 
направлении [0001]. Детектор рассеянных частиц располагался под углом 103° относи-
тельно направления падающего пучка. Для построения распределений относительного 
разупорядочения по глубине, полученные спектры RBS/C обрабатывались по стандартно-
му алгоритму [15]. 

Экспериментальные результаты и их обсуждение

На рис. 1,a приведены распределения структурных нарушений по глубине мишени 
α-Ga2O3, полученные после имплантации ионов с разной массой. Как уже отмечалось, 
дозы облучения были выбраны таким образом, чтобы результирующие уровни повреж-
дения в области поверхностного максимума были не слишком высокими и достаточ-
но близкими друг к другу. Нетрудно видеть, что значения доз, отвечающие этим тре-
бованиям, тем ниже, чем больше масса иона. Действительно, для достижения в ПМД  
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разупорядочения порядка 0,15 облучением ионами ксенона Хе требуется доза 0,30 dpa, 
ионами фосфора Р – 0,44 dpa, а ионами фтора F – уже 1,50 dpa. Напомним, что условия 
ионной бомбардировки были выбраны такими, чтобы скорости генерации первичных 
дефектов в бинарном приближении [14] и распределения дефектов по глубине совпадали 
для ионов разного типа.

a)

b)

Рис. 1. Распределения концентрации 
относительного разупорядочения по глубине 
мишени α-Ga2O3 после облучения ионами 
разных масс с разными энергиями и дозами 

(указаны на рисунке):
a – ионами фтора, фосфора и ксенона; b – только 
ионами фосфора с двумя разными энергиями и 
одинаковой дозой. Плотности ионного потока 
составляли (10–3 dpa/с): 2,41 (для ионов фтора) и 

0,08 (для остальных ионов)

Из этих результатов следует, что на уро-
вень повреждения кристаллической струк-
туры α-Ga2O3 существенное влияние мо-
жет оказывать еще один параметр, который 
изменяется от иона к иону при такой по-
становке эксперимента; этот параметр –  
усредненная плотность индивидуаль-
ных каскадов смещений. Прежние 
экспериментальные исследования показа-
ли, что облучение молекулярными ионами 
приводит к более эффективному формиро-
ванию ПМД; на это указывали результаты, 
полученные при облучении оксида галлия 
более высокими дозами ионов [12]. Ранее, 
в работе [16] мы предложили рассчитывать 
значение указанного параметра на основе 
приближения парных столкновений.

На рис. 2 представлены зависимости 
плотности каскадов, создаваемых ионами в 
мишени из альфа-оксида галлия, от ее глу-
бины, которые были получены расчетным 
путем на такой основе. Видно, что плот-
ность каскадов, создаваемых ионами фтора, 
меньше, чем таковая, создаваемая ионами 
фосфора и ксенона. Таким образом, и в 
этом случае, при довольно малых дозах и 
токах ионов, увеличение плотности каска-
дов смещений приводит к повышению эф-
фективности формирования поверхностно-
го максимума дефектов.

Обращает на себя внимание и появ-
ление еще одного хорошо различимо-
го пика между ПМД и ОМД на кривой,  

0 20 40 60

0.6

0.8

1.0

1.2

C
as

ca
de

 d
en

si
ty

, a
t.%

Depth, nm

 P 40 keV
 F25 keV
 Xe 120 keV
 P 65 keV

Рис. 2. Распределения плотности индивидуальных каскадов смещений по глубине мишени 
α-Ga2O3 после облучения ионами разных масс с разными энергиями (указаны на рисунке). 

Расчеты выполнены на основе приближения парных столкновений [14] по методу, 
предложенному в работе [16]
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представленной на рис. 1,a (распределение концентрации дефектов при бомбардировке 
ионами фтора с энергией 25 кэВ). Этот промежуточный максимум дефектов (ПрМД) рас-
положен на глубине мишени α-Ga2O3 около 17 нм. По нашему мнению, аналогичный пик 
присутствует и на распределении, полученном при облучении ионами фосфора с энергией 
40 кэВ. В случае же бомбардировки альфа-оксида галлия более тяжелыми ионами ксенона 
этот максимум не наблюдается. Отметим, что появление ПрМД – это новый феномен, 
который мы не наблюдали при имплантации ионов до более высоких доз. 

Для дальнейшего исследования этого феномена было проведено облучение ионами 
фосфора с более высокой энергией (65 кэВ) и той же дозой (0,44 dpa). Полученное распре-
деление структурных нарушений показано на рис. 1, b. Видно, что ширина поверхностного 
максимума с повышением энергии ионов фосфора становится несколько меньше. Кроме 
того, в этом случае в альфа-оксиде галлия наблюдается формирование довольно заметного 
промежуточного максимума, приблизительно на той же глубине, что наблюдался ранее 
для ионов фтора (см. рис. 1, а и b). Таким образом, ПрМД формируется не только при 
облучении ионами фтора, но и ионами фосфора. С повышением энергии ионов фосфора 
ПрМД становится более выраженным.

Как уже отмечалось выше, ПрМД ранее был обнаружен при имплантации ионов в  
оксид цинка. Однако природа его возникновения для данного случая (α-Ga2O3) и для ZnO, 
по-видимому, различна. Действительно, в оксиде цинка формирование ПрМД происходит 
только при облучении тяжелыми ионами и он заметен в широком диапазоне доз. Величина 
ПрМД в оксиде цинка не зависела от природы иона. В случае оксида α-Ga2O3 мы наблю-
даем ПрМД только при облучении легкими ионами и при малых дозах. Величина ПрМД в 
оксиде галлия при одинаковых условиях ионной бомбардировки – разная для ионов фос-
фора и фтора, и для ионов фосфора она возрастает с увеличением энергии. 

Стоит обратить внимание на различия в поведении кривых распределения плотности 
индивидуальных каскадов смещений для всех экспериментально рассмотренных случаев 
(см. рис. 2). Видно, что вблизи поверхности наиболее высокое значение параметра обна-
руживается при торможении тяжелых ионов ксенона. Ионы фосфора с энергией 40 кэВ 
формируют каскады с меньшей плотностью, а для ионов фтора значения плотности еще 
ниже. С увеличением энергии ионов фосфора от 40 до 65 кэВ плотность каскадов смеще-
ний снижается. Таким образом, в мишени α-Ga2O3, в отличие от ZnO, ПрМД возникает 
при малой плотности каскадов, а не при большой.

В то же время причины появления ПрМД на спектре пока не ясны. Для выявления 
деталей поведения и механизма образования ПрМД в α-Ga2O3 необходимы дальнейшие 
многосторонние и более глубокие исследования.

Заключение
В работе экспериментально получены распределения структурных нарушений по глу-

бине при имплантации в полупроводниковый материл α-Ga2O3 малых доз ионов фтора, 
фосфора и ксенона в диапазоне энергий, измеряемых килоэлектронвольтами. Рассчитана 
усредненная плотность индивидуальных каскадов смещений; результаты расчета, наряду 
с экспериментальными данными, указывают на рост эффективности радиационного по-
вреждения оксида галлия при увеличении такой плотности.

Обнаружено, что для использованных ионов со средними массами и выбранных тех-
нологических доз ионная бомбардировка мишени из оксида галлия, в отличие от других 
материалов мишени, приводит к появлению дополнительного максимума структурных на-
рушений, который расположен между поверхностным и объемными максимумами на со-
ответствующих кривых распределений.
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СРАВНЕНИЕ ДВУХ ПОДХОДОВ 
К ГЛОБАЛЬНОМУ АНАЛИЗУ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ

УСТОЙЧИВОСТИ НА ПРИМЕРЕ ЗАДАЧИ ОБТЕКАНИЯ ЦИЛИНДРА
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Аннотация. В работе впервые проведено прямое сравнение двух основных подходов 
к вычислению якобиана уравнений Навье – Стокса: континуального (КП) и дискрет-
ного (ДП).  На базе собственного конечно-объемного кода для моделирования течений 
реализован ДП к вычислению якобиана (в дополнение к уже существующему КП). ДП 
был успешно верифицирован путем сравнения полученного численного результата с 
решением нестационарных уравнений Навье – Стокса. Сравнение двух подходов про-
ведено на примере ламинарного обтекания цилиндра идеальным газом при околокри-
тических числах Рейнольдса (Re = 50 и 60). Установлено, что КП точнее предсказывает 
показатель роста возмущений, а ДП – их частоту и амплитуду в целом. Полученные 
результаты позволяют утверждать, что КП и ДП равнозначны по порядку точности и 
выбор конкретного подхода для проведения анализа устойчивости может определяться 
другими критериями (например, простота реализации, вычислительные затраты и др.).
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Финансирование: Работа выполнена при финансовой поддержке Российского науч-
ного фонда (грант № 22-11-00041).

Для цитирования: Голубков В. Д., Гарбарук А. В. Сравнение двух подходов к глобаль-
ному анализу гидродинамической устойчивости на примере задачи обтекания цилиндра 
// Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2023. Т. 16. 
№ 4. С. 50–62. DOI: https://doi.org/10.18721/ JPM.16405

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)

Original article
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.16405

A COMPARISON OF TWO APPROACHES TO THE GLOBAL 
STABILITY ANALYSIS USING THE EXAMPLE 

OF THE CYLINDER FLOW PROBLEM 

V. D. Golubkov ✉, A. V. Garbaruk  

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia
✉ golubkovvd@gmail.com

Abstract. In the paper, the two main approaches to calculating the Jacobian of the Navier– 
Stokes equations, namely, the continuum (CA) and discrete (DA) approaches, have been 
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directly compared for the first time. The DA to calculating this Jacobian was implemented 
based on in-house finite-volume code for hydrodynamics simulation (in addition to the already 
existing CA). The DA was successfully verified by comparison between the obtained numeri-
cal result and that of solving the transient Navier–Stokes equations. The comparison of these 
approaches was carried out using the example of a laminar flow past a cylinder by a perfect 
gas at the near-critical Reynolds numbers (Re = 50 and 60). It was established that the CA 
predicted the growth rate of perturbations more accurately, while the DA did their frequency 
and amplitude in toto. The results obtained allow to assert that both CA and DA are equivalent 
in terms of accuracy, and the choice of a particular approach for analyzing the stability may 
be determined by other criteria, e. g., ease of implementation, computational work and so on. 

Keywords: global stability analysis, Navier–Stokes equations, Jacobian, automatic differen-
tiation

Funding: The reported study was funded by Russian Science Foundation (Grant No. 22-
11-00041).

For citation: Golubkov V. D., Garbaruk A. V., A comparison of two approaches to the 
global stability analysis using the example of the cylinder flow problem, St. Petersburg State 
Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 16 (4) (2023) 50–62. DOI: https://
doi.org/10.18721/JPM.16405

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.
org/licenses/by-nc/4.0/)

Введение

Одним из наиболее мощных и развитых инструментов исследования устойчивости  
течений вязкой жидкости является линейная теория устойчивости, в рамках которой 
рассматривается развитие малых возмущений, не взаимодействующих друг с другом. 
В XX веке большинство исследований базировалось на линейной теории гидродина-
мической устойчивости в рамках локально-параллельного подхода (уравнение Орра – 
Зоммерфельда) или двумерных параболизованных уравнений (см. книги [1, 2] и обзорную 
статью [3]). Развитие вычислительной техники позволило к концу XX века проводить ли-
нейный анализ устойчивости двумерных и даже трехмерных решений уравнений Навье –  
Стокса; такой подход получил в литературе название глобального анализа устойчивости 
(ГАУ) [4].

В рамках ГАУ динамика развития малых возмущений определяется матрицей произ-
водных от определяющих уравнений по всем переменным, т. е. якобианом стационарных 
уравнений Навье – Стокса (точнее, его дискретной формой). В настоящее время при-
меняются два различных подхода к вычислению этого якобиана. Так, в работах [5 – 9], 
охватывающих широкий круг задач ГАУ двух-, трех- и квазитрехмерных течений, исполь-
зовался подход, названный в статье [10] континуальным. Его суть состоит в первоначаль-
ной линеаризации уравнений Навье – Стокса, приводящей к получению аналитического 
выражения для их якобиана, для которого затем формируется дискретное приближение 
при помощи той или иной разностной схемы. В противоположность этому методу, в ра-
ботах [11 – 18] использовался подход, называемый дискретным, в котором изначально 
дискретизируются определяющие уравнения, затем проводится их линеаризация.

Матрицы якобианов, полученные с помощью этих подходов, различаются, так как в 
общем случае операции линеаризации и дискретизации некоммутативны [10]. Однако по 
мере измельчения сетки разница между результатами этих подходов должна уменьшаться. 
Аспекты применения континуального и дискретного подходов были исследованы в кон-
тексте решения сопряженных уравнений для задач оптимизации [19, 20]. Но сравнение 
этих подходов при проведении ГАУ не было освещено в литературе и выбор конкретного 
подхода в работах [5 – 18] не был обоснован. 

Этот факт и определил цель настоящей работы, состоящую в сравнении результа-
тов ГАУ при использовании различных способов расчета матрицы якобиана на приме-
ре ламинарного обтекания цилиндра совершенным газом при околокритических числах 
Рейнольдса. 
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Глобальный анализ устойчивости стационарных ламинарных течений

Методика исследования глобальной устойчивости ламинарных течений содержит два 
основных этапа.

На первом находится численное решение обобщенной системы стационарных урав-
нений Навье – Стокса, включающей уравнения неразрывности, сохранения количества 
движения и энергии, которую можно записать в операторной форме:

( ) 0,R q =                                                     (1)

где { , , , }Tq u v E= ρ ρ ρ ρ −  вектор консервативных переменных; R – нелинейный дифферен-
циальный оператор стационарных уравнений Навье – Стокса.

Решение стационарных уравнений Навье – Стокса, удовлетворяющее уравнению (1) и 
получаемое при анализе течения на устойчивость, часто называют базовым. Устойчивость 
этого решения, обозначаемого как ,q  и подлежит нашему рассмотрению.

На втором этапе рассматривается эволюция возмущений базового решения во време-
ни. Уравнение для возмущений можно получить из нестационарных уравнений Навье – 
Стокса; они записываются в следующей операторной форме:

( ).q R q
t

∂
= −

∂
                                                   (2)

В ГАУ используется подход, традиционный для линейного анализа устойчивости, ко-
торый базируется на представлении решения системы уравнений (2) в виде суммы ее 
стационарного решения q  и малых возмущений qʹ:

.q q q′= +                                                     (3)

Для получения уравнений, линейных относительно qʹ, проводится линеаризация опе-
ратора R(q) в окрестности базового решения по этим возмущениям:

( ) ( ) ( ) ,RR q q R q q q
q

∂′ ′+ = +
∂                                         

 (4)

где ( ) ( )R q J q
q

∂
≡ −

∂
 якобиан уравнений Навье – Стокса (дифференциальный оператор, 

зависящий от базового решения).
Уравнение относительно малых возмущений получается в результате подстановки раз-

ложения (3) в уравнение (2) с учетом уравнений (1) и (4):

( ) 0.q J q q
t
′∂ ′+ =

∂
                                               (5)

В силу линейности системы дифференциальных уравнений (5), ее общее решение пред-
ставляется в виде суммы слагаемых (мод возмущений), каждое из которых также является 
решением системы (5). Каждую моду можно представить в виде

ˆ( , , ) ( , ) exp( ),q x y t q x y t′ = ω                                        (6)

где q̂ −  комплексный вектор амплитуд возмущения; ω – комплексное число ωr + iωi, дей-
ствительная часть которого ωr – скорость роста/затухания возмущения, а мнимая часть 
ωi – его частота (физический смысл имеет только действительная часть соотношения (6)).

Подстановка равенства (6) в систему (5) приводит к задаче на собственные значения 
для якобиана определяющих уравнений:

ˆ ˆ.Jq q= ω                                                     (7)

Численное решение этой задачи проводится на конечно-разностной сетке, поэтому 
все непрерывные векторы и операторы заменяются своими дискретными приближения-
ми. Дискретизация производных в каждой точке расчетной сетки по заранее известному 



53

Математическое моделирование физических процессов

шаблону численной схемы определяет зависимость этих производных от значений пере-
менных в соседних точках. Таким образом, задача (7) сводится к задаче на собственные 
значения дискретного приближения якобиана J – матрицы Mkl:

ˆ ˆ .kl l kM α = ωα                                                 (8)

Здесь вектор ˆ lα  является дискретизированным полем амплитуды возмущений ˆ,q  а 
дискретизированный якобиан Mkl – матрицей производных уравнений по всем перемен-
ным во всех точках расчетной сетки, поэтому индексы k и l в уравнении (8) принимают 
значения от 1 до Np × Nv, где Np – количество узлов расчетной сетки, Nv – количество 
переменных. 

Следует отметить, что в граничных точках расчетной области вместо линеаризации 
выражения (7) используется линеаризация соответствующих граничных условий, поэтому 
для этих точек вместо выражения (8) используется уравнение 

ˆ 0.kl lM α =                                                    (9)

Уравнения (8), (9) можно объединить, если сформулировать обобщенную задачу на 
собственные значения:

ˆ ˆ ,kmkl l mM Tα = ω α                                             (10)

где Tkm – диагональная матрица с Tii = 0 в граничных точках и Tii = 1 во внутренних точ-
ках.

Таким образом, определение устойчивости течения в рамках ГАУ сводится к решению 
обобщенной задачи (10) на собственные значения. Собственные числа матрицы Mkl соот-
ветствуют различным модам возмущений, причем вещественная часть собственных чисел 
равна скорости роста возмущений, а мнимая – частоте их колебаний. 

Собственные векторы соответствуют пространственным распределениям амплитуд 
мод. Течение является неустойчивым, если хотя бы одно собственное число имеет поло-
жительную вещественную часть (т. е. существует растущая мода возмущений), и устойчи-
вым в противном случае.

Как уже отмечено во введении, в настоящее время используются два различных подхо-
да для определения элементов матрицы Mkl во внутренних точках расчетной области. По 
способу вычисления этой матрицы ГАУ называется соответственно континуальным либо 
дискретным.

В рамках первого из них (см., например, статью [5]), называемого в работе [10] кон-
тинуальным, для якобиана J выводится аналитическое выражение, а потом проводится 
его дискретизация с помощью той или иной численной схемы, которая, вообще говоря, 
может отличаться от таковой, используемой для решения системы уравнений (1) при по-
лучении базового решения.

В отличие от этого, в рамках второго подхода (см., например, работы [11, 12]), назы-
ваемого в статье [10] дискретным, вычисление якобиана в задаче (7) проводится не на 
дифференциальном, а на дискретном уровне, т. е. дифференцируется не сам оператор 
R, а его дискретная форма, используемая для получения базового решения, называемая 
правой частью системы (2) (англ. Right-Hand Side, традиционно обозначаемая как RHSk); 
индекс k принимает значения от 1 до Np × Nv, как и в уравнении (10).

Дискретная форма якобиана в этом случае есть матрица частных производных RHSk по 
переменным αl (дискретная форма вектора основных переменных q) в каждой внутренней 
точке расчетной сетки:

RHS .k
kl

l

M ∂
=

∂α                                                (11)

Существуют два подхода для реализации дифференцирования формы (11). В рам-
ках первого из них для используемой численной схемы необходимо выписать явную 
зависимость RHSk(αl) и продифференцировать ее аналитически. Несмотря на то, что 
эта задача весьма трудоемка, особенно для современных схем повышенного порядка  
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точности, она была решена в работе [21], и разработанный подход с успехом применялся 
в статьях [11, 13, 16, 18].

В данной работе используется альтернативный подход, базирующийся на технологии 
автоматического дифференцирования (англ. Automatic Differentiation (AD)). Несмотря на 
достаточно давнее появление идеи AD [22], ее активное развитие началось только в по-
следние два десятилетия, в связи с интересом к решению сопряженных задач, связанных 
прежде всего с оптимизацией формы аэродинамических профилей [23].

Метод AD базируется на том, что алгоритм вычисления любой сложной функции (в 
том числе и RHS) состоит из последовательного применения элементарных операций φi 
(сложение, умножение, возведение в степень и т. п.):

1 2RHS ... .n= ϕ ϕ ϕ  
                                         (12)

Значения производной от элементарной функции на каждом шаге известны аналити-
чески, поэтому якобиан функции RHS можно вычислить по правилу дифференцирования 
сложной функции:

1 2 ... .nJ ′ ′ ′= ϕ ϕ ϕ                                               (13)

Библиотеки, реализующие AD (см., например, работы [24, 25]), накапливают результаты 
этого дифференцирования в ходе расчета исходной функции и вычисляют дискретизиро-
ванный якобиан. Важно отметить, что метод AD не является автоматическим в полном 
смысле этого слова и требует вмешательства в исходный код программы.

В отсутствие газодинамических разрывов, теоретически (т. е. при использовании вы-
числительных сеток, обеспечивающих получение сеточно-независимых решений для воз-
никающих возмущений), континуальный и дискретный подходы должны обеспечивать 
одинаковый результат. Однако на практике результаты, полученные с использованием 
различных подходов на конечных сетках, могут заметно различаться.

Следует отметить, что эволюцию возмущений можно рассматривать не только в рам-
ках ГАУ, но и в рамках прямого численного моделирования нестационарных уравнений 
Навье – Стокса (2). В таком случае в качестве начального приближения используется 
решение стационарных уравнений Навье – Стокса (1). Начальные возмущения определя-
ются погрешностью численного решения нестационарных уравнений. Если течение не- 
устойчиво, то в результате расчета наблюдается рост амплитуды возмущений. На линей-
ной стадии, когда наблюдается экспоненциальный характер роста возмущений, их разви-
тие должно быть согласовано с результатами ГАУ при дискретном вычислении якобиана. 

В настоящей работе на основе такого сравнения проводилась верификация выполнен-
ной нами реализации дискретного подхода к вычислению якобиана.

Постановка задачи устойчивости стационарного 
обтекания цилиндра и ее вычислительные аспекты

Сравнение результатов двух методов анализа устойчивости проводилось на примере 
задачи ламинарного обтекания цилиндра совершенным газом, с использованием сеток, 
последовательно измельчающихся в обоих направлениях. Задача рассматривалась в сжи-
маемой постановке при числе Маха M = 0,2 и двух значениях числа Рейнольдса, Re = 50 
и 60, незначительно превышающих число Рейнольдса потери устойчивости, Re ≈ 47 (см., 
например, статью [26]), когда число Рейнольдса построено по скорости набегающего по-
тока U0 и диаметру цилиндра D.

Размер расчетной области составлял 120D. Такой размер был достаточным, чтобы 
устранить влияние граничных условий на базовое решение и результаты ГАУ. В этой 
области была построена серия расчетных сеток О-типа (пример такой сетки приведен на 
рис. 1) с равномерным распределением узлов по угловой координате и сгущением к стен-
ке по радиальной координате (параметры построенных сеток приведены в табл. 1).

В настоящей работе для проведения расчетов использовался конечно-объемный CFD-
код “Numerical Turbulence Simulation” (код NTS) [27]. В этом коде для нахождения ста-
ционарных решений определяющих уравнений применяется метод установления. Для ап-
проксимации невязких потоков при расчете сжимаемых течений используется гибридная 
схема:
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Рис. 1. Пример расчетной сетки О-типа 
(сетка L1)

Таблица  1

Параметры использованных расчетных 
сеток О-типа и их значения

Сетка Nφ Nr ∆h1/D ∆hi+1/∆hi ∆hmax/D
L1 80 1,0·10–2 1,098 2
L2 160 5,0·10–3 1,040 2
L3 240 2,5·10–3 1,028 2
L4 320 1,0·10–3 1,023 2
L5 800 1,0·10–4 1,011 1

Обозначения : Nφ, Nr – количество узлов в окруж-
ном и радиальном направлениях, соответственно; ∆hi – 
шаг сетки, ∆hmax – его максимальное значение; D – 
диаметр цилиндра.

Roe 4( ) ,   1 – H U U C∆ =α ∆ + α ∆                                        (14)

где αU – вес противопоточной аппроксимации; ∆Roe, Δ4C – конечно-разностные операторы 
противопоточной схемы Роу третьего порядка точности и центрально-разностной схемы 
четвертого порядка точности, соответственно. 

Вязкие составляющие потоков аппроксимируются с помощью центрально-разностной 
схемы второго порядка. 

При расчете развития малых возмущений методом решения нестационарных уравне-
ний Навье – Стокса численное интегрирование по времени осуществлялось с помощью 
неявной схемы Эйлера второго порядка с шагом по времени Δt = 0,3·D/U0, что обеспечи-
вало значения числа Куранта меньше единицы практически во всей расчетной области и 
приблизительно 1 тыс. точек на период колебаний дорожки Кармана для всех сеток. 

Показатели роста или затухания возмущений и их частота определялись путем обра-
ботки зависимостей поперечной скорости от времени, полученных в результате нестаци-
онарных расчетов в нескольких точках пространства. При этом выделяли линейный этап 
развития возмущений, на котором их амплитуда возрастает экспоненциально.

При решении спектральной задачи расчет дискретной формы якобиана осуществлялся 
обоими методами (дискретным и континуальным). В рамках континуального метода, ре-
ализованного ранее в коде NTS, для дискретизации якобиана J использовалась конечно- 
разностная схема (подробнее она описана в статье [5]), которая представляет собой взвесь 
противопоточной схемы третьего и центральной схемы четвертого порядков:

3 4( ) ,   1 – H U U U C∆ =α ∆ + α ∆                                         (15)

где αU – вес противопоточной аппроксимации; Δ3U, Δ4C – конечно-разностные операторы 
противопоточной схемы и центрально-разностной схемы, соответственно.

Чтобы использовать дискретный подход, реализованный нами в настоящей работе, мы 
применяли метод автоматического дифференцирования (с помощью библиотеки ADF95 
[25]). Для численного решения задачи на собственные значения использовали метод  
Крылова – Шура, который реализован с помощью открытой библиотеки SPEPc/PETSc 
[28]. Указанный метод предназначен для решения задач на собственные значения с раз-
реженными неэрмитовыми матрицами большого размера (именно к этому типу относится 
рассматриваемая матрица). Он является модификацией неявно перезапускаемой версии 
метода Арнольди, который принадлежит классу методов Рэлея – Ритца, основанных на 
проектировании на подпространство Крылова (см., например, монографию [29]). Метод 
Крылова – Шура позволяет получать запрашиваемое количество наибольших по модулю 
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собственных чисел и соответствующих им собственных векторов. Поэтому при его ис-
пользовании исходная матрица предварительно преобразуется таким образом, чтобы наи-
более важные с точки зрения устойчивости собственные числа, имеющие наибольшую 
действительную часть, становились наибольшими по модулю. Это преобразование пред-
ставляет собой комбинацию сдвига и обращения матрицы (такой подход в англоязычной 
литературе называют “Shift-Invert Approach” [30]). 

Верификация результатов ГАУ, полученных при дискретном 
подходе к вычислению якобиана

На рис. 2 представлены пространственные распределения возмущений продольной 
скорости U' при числе Рейнольдса Re = 60 на сетке L4, полученные по дискретному ГАУ 
и прямым численным решением нестационарных уравнений Навье – Стокса. Для послед-
них локальные амплитуды возмущений получены в результате вычитания полей мгновен-
ного и базового решения с нормировкой на максимальное значение max| | .U ′  

В рамках дискретного ГАУ пространственное распределение возмущений определяется 
вещественной компонентой собственного вектора, соответствующего наиболее неустой-
чивому собственному числу. Для сравнения комплексные компоненты векторов EU, соот-
ветствующие возмущениям продольной скорости, были приведены по фазе и амплитуде 
к значению в точке, где амплитуда возмущений max| |U ′  максимальна. Анализ данных на 
рис. 2 позволяет заключить, что на сетке L4 дискретный ГАУ не только правильно пред-
сказывает форму возмущений, развивающихся ввиду неустойчивости, но и обеспечивает 
хорошее количественное согласие.

a) b)

Рис. 2. Пространственные распределения возмущений продольной скорости, полученные 
на сетке L4 прямым численным решением нестационарных уравнений Навье – Стокса (a) 

и с помощью дискретного ГАУ (b). Число Рейнольдса Re = 60, число Маха M = 0,2

                                                  Таблица  2

Сравнение результатов расчета параметров наиболее неустойчивых 
возмущений, полученных двумя методами на серии сеток 

Сетка
Расчетное значение параметра

Показатель роста ωr Частота ωi

I II I II
L1 0,0132 0,754 0,753
L2 0,0389 0,740 0,741
L3 0,0420 0,0421 0,738
L4 0,0430 0,0431 0,737
L5 0,0437 0,736

Обозначения : I – прямое численное решение нестационарных урав-
нений Навье – Стокса; II – применен ГАУ, дискретный подход.
Примечание . Число Рейнольдса Re = 60, число Маха M = 0,2.
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Показатель роста и частота развития наиболее неустойчивых возмущений при  
Re = 60 на серии сеток L1 – L5 приведены в табл. 2. Показатель роста и частота, по-
лученные по дискретному подходу, совпадают с высокой точностью (на всех сетках для 
обтекания ошибка не превышает 0,4 %) с решением нестационарных уравнений Навье – 
Стокса, что свидетельствует о правильной реализации подхода.

Сравнение результатов двух методов глобального анализа устойчивости

Непосредственное сравнение дискретного и континуального подходов, реализованных 
в коде NTS, затруднено различиями как в способах вычисления якобиана, так и в числен-
ных схемах, используемых для вычисления невязкой части потоков.

В дискретном ГАУ используется такая же вычислительная схема, как и при вычисле-
нии базового течения – гибридная схема с противопоточной добавкой Роу. Эта поправка 

Рис. 3. Влияние шага сетки на разность 
показателей роста ωr, рассчитанных по 
дискретному (d) и континуальному (с) 

методам ГАУ. 
Использованы гибридные схемы с двумя 

значениями веса противопоточной добавки α

Таблица  3

Результаты расчета параметров неустойчивой моды возмущений, 
полученных двумя методами на сетке L5 при варьировании числа 

Рейнольдса, а также сравнение с литературными данными

Метод расчета
Расчетное значение параметра

ωr ωi

Re = 50 Re = 60 Re = 50 Re = 60
ГАУ,                  подход дискретный –0,01099 –0,04368 0,72965 0,73637

континуальный –0,01093 –0,04372 0,72955 0,73633
[26], ГАУ, дискретный подход –0,013 –0,047 0,745 0,754
[31], прямое численное решение 

уравнений Навье – Стокса –0,012 –0,050 0,750 0,757

существенно нелинейная, что не позволяет 
ее использовать в рамках континуального 
ГАУ, поэтому в нем используется упрощен-
ная линейная противопоточная добавка. 
Избежать различия схем можно было бы 
через применение одинаковых центрально- 
разностных схем, однако на практике это 
невозможно из-за потери устойчивости при 
получении базового решения. Тем не ме-
нее, если снизить вес противопоточной до-
бавки, то можно кардинально уменьшить 
различие используемых схем.

Указанная возможность проиллюстри-
рована рис. 3, где представлена зависимость 
от шага сетки модуля разности показате-
лей роста d c

r r−ω ω  в окрестности цилин-
дра, полученных по результатам дискрет-
ного и континуального ГАУ. С уменьше-
нием веса противопоточной добавки эта 
разность снижается. Далее представлены 
результаты, полученные с использованием 
гибридных схем с весом противопоточной 
добавки α = 0,05.

На самой мелкой сетке L5 показатель роста и частота, полученные с помощью конти-
нуального и дискретного подходов (табл. 3), практически совпадают. В этой же таблице 
приведено сравнение с результатами работ [26, 31], подтверждающее репрезентативность 
результатов ГАУ.
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Для оценки погрешности вычисления показателя роста и частоты неустойчивой моды 
возмущений на более грубых сетках в качестве «референсного» значения ( , )ref ref ref

r iω = ω ω  
использовалось среднее арифметическое собственных чисел, полученных с использова-
нием дискретного и континуального подходов на сетке L5. 

Зависимости погрешности результатов ГАУ

0

( )ref D
U

ω − ω
∆ω =

от характерного шага сетки Δh, определяемого как средний шаг по угловой координате 
на расстоянии 4D от поверхности цилиндра, представлены на рис. 4 и позволяют сде-
лать следующие выводы.

a) b)

Рис. 4. Шаговые зависимости погрешностей вычисления показателя роста (a) и частоты (b). 
Получены дискретным (DA) и континуальным (CA) методами на сетках L1 – L4, при варьировании 
значения числа Рейнольдса (зависимости даны символами), и их аппроксимация экспоненциальными 

функциями (прямые в логарифмическом масштабе)

Погрешность расчета практически одинакова для обоих рассмотренных чисел 
Рейнольдса. Реальный порядок точности ГАУ, который определялся по степенным ап-
проксимациям зависимости ошибки от шага сетки, оказался примерно одинаковым для 
обоих методов: его значение составляет примерно 3,1 для скорости роста, а также 1,8 
(дискретный ГАУ) и 2,0 (континуальный ГАУ) для частоты. Эти значения согласуются с 
формальным порядком используемых схем, в которых конвективные слагаемые аппрок-
симируются по третьему порядку, а вязкие – по второму. Кроме того, следует учитывать, 
что на неравномерных сетках (а именно такие сетки используются в настоящей работе) 
реальный порядок схем может снижаться. Анализ данных на рис. 4 также позволяет за-
ключить, что ошибка в предсказании показателя роста оказалась меньше примерно в три 
раза при использовании континуального подхода, а ошибка в предсказании частоты воз-
мущений – меньше при использовании дискретного подхода.

Заключение

На примере задачи о ламинарном обтекании цилиндра при числах Рейнольдса, 
близких к критическим, было проведено сравнение двух методов глобального анализа 
устойчивости (ГАУ), которые различаются способами вычисления якобиана уравнений  
Навье – Стокса: дискретного (линеаризация этих дискретизированных уравнений) и кон-
тинуального (дискретизация этих линеаризованных уравнений).

Реализованный нами дискретный подход ГАУ был верифицирован путем сравне-
ния с результатами прямого численного моделирования нестационарного ламинарного  
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обтекания цилиндра при числе Рейнольдса Re = 60. Результаты сравнения продемонстри-
ровали, что показатель роста и частота колебаний наиболее неустойчивой моды совпали 
с высокой точностью на всех рассмотренных сетках. 

При использовании континуального и дискретного методов к вычислению якобиа-
на порядок точности ГАУ оказался одинаковым и соответствовал формальному поряд-
ку точности пространственной дискретизации по численным схемам, используемым для 
получения решения, устойчивость которого исследуется. При этом ошибка предсказа-
ния показателя роста возмущений меньше при использовании континуального подхода, 
а ошибка предсказания частоты колебаний возмущений меньше при использовании дис-
кретного подхода. 

Таким образом, можно утверждать, что континуальный и дискретный методы равно-
значны по порядку точности и выбор конкретного подхода для проведения анализа устой-
чивости может определяться другими критериями (простота реализации, вычислительные 
затраты и др.).

Работа выполнена при поддержке РНФ (грант № 22-11-00041). Все расчеты проведены на высо-
копроизводительном кластере «Торнадо» Санкт-Петербургского политехнического университета Петра 
Великого (http://www.spbstu.ru).
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Аннотация. В работе описана конструкция и принцип действия клапана, предназна-
ченного для испытаний прототипов ключевых элементов системы массивной газовой 
инжекции: седла и сверхзвукового сопла. Приведены результаты расчетов параметров 
сверхзвукового сопла, близких к оптимальным для выбранной конструкции клапана. 
Выполнено моделирование газовых потоков через седло и сопло, рассчитаны параметры 
формируемой струи на выходе системы инжекции в ближнем поле сопла. Обоснован 
выбор «ступенчатой» формы профиля сопла для первых испытаний. Сделана оценка 
требований к точности изготовления прототипов сопел.
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Abstract. The paper describes the design and operating principle of a valve designed for 

testing the prototypes of key elements of a massive gas injection system: a seat and a super-
sonic nozzle. The calculation results for supersonic nozzle parameters close to optimal for the 
selected valve design have been presented. The simulation of gas flows through the seat and 
nozzle was carried out, the parameters of the formed jet at the injection system outlet in the 
nozzle near field were calculated. The choice of the "stepped" nozzle profile for the first tests 
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Введение

Одной из принципиальных задач при создании термоядерной энергетики является не-
допущение либо существенное снижение вероятности срыва разряда токамака. Эта про-
блема пока полностью не решена, она находится только в процессе решения [1]. 

Изложим кратко ее суть. Если срыв тока разряда неизбежен, то в качестве крайней 
меры должны быть приняты быстрые действия по смягчению последствий, чтобы сни-
зить вероятность значительного повреждения вакуумной камеры и других элементов кон-
струкции токамака-реактора. Поскольку тепловая и магнитная энергия плазмы эффек-
тивно сохраняется в объеме камеры во время срыва, ее можно только перераспределить 
внутри камеры, но нельзя удалить. Этого перераспределения можно достичь, например, 
путем введения достаточно большого количества примесей. В качестве такой примеси 
используется, как правило, группа благородных газов (гелий, неон и аргон), которая 
предназначена для генерации изотропного излучения энергии плазмы на первую стенку и 
нацелена на предотвращение концентрированной нагрузки. 

Наиболее распространенной технологией инжекции, применяемой для быстрой  
доставки примесей, служит массивная газовая инжекция (МГИ). Один из прототипов 
МГИ описан в следующем разделе этой статьи.

Важным элементом системы МГИ является сверхзвуковое сопло Лаваля, которое обе-
спечивает формирование струи инжектируемой примеси в вакуумную камеру токамака 
[2]. Параметры сопла определяют скорость и распределение инжектируемого газа, что 
влияет на глубину проникновения примеси и задает распределение источника излучения 
внутри плазменного шнура. На докритическом (сужающемся) участке сопла движение 
газа происходит с дозвуковыми скоростями. В критическом (самом узком) сечении соп-
ла локальная скорость газа достигает звуковой, а на закритическом (расширяющемся) 
участке газовый поток движется со сверхзвуковыми скоростями. Внутренняя энергия газа 
преобразуется в кинетическую энергию его направленного движения. Кроме того, газ, 
проходя через сопло на значительной скорости, не успевает передать его стенкам замет-
ное количество своей тепловой энергии. Эта особенность процесса позволяет считать его 
адиабатическим, что существенно упрощает его моделирование.

В задачи данной работы входило моделирование процесса истечения массивной струи 
газа из системы МГИ для различных видов сопла и выбор его оптимального вида.

Критерием эффективности сопла служит достижение максимальной скорости газа при 
минимальном угле разлета струи на выходе сопла (это позволяет увеличить глубину про-
никновения инжектируемого газа в плазму).

Другим важным критерием для выбора прототипа сопла служит простота технологии 
его изготовления. Малые размеры критического сечения и сложная форма профиля сопла 
требуют привлечения лазерных и гальванопластических технологий. Возможность изго-
товления сопла без сложных процедур металлообработки создает существенное преиму-
щество при сопоставимых параметрах струи, формируемой соплом.
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Математическое моделирование физических процессов

Моделирование было выполнено в поддержку стендовых испытаний прототипа клапа-
на для массивной инжекции газа и не предполагало изменений параметров потоков газа 
и геометрии сопла в широких пределах.

Основная цель расчетов состояла в поисках оптимального распределения параметров 
потока газа в ближнем поле на выходе сопла. Оптимальные значения набора параметров 
необходимы для проектирования диагностики стенда системы МГИ, а также для моде-
лирования взаимодействия газовых струй с высокотемпературной плазмой установок с 
магнитным удержанием.

Изложение полученных результатов построено следующим образом. Сначала описан 
принцип действия и устройство газового клапана, предназначенного для формирова-
ния сверхзвуковой струи. Затем представлены результаты расчетов основных параметров 
сверхзвукового сопла. Далее приведено описание алгоритма построения расчетной сетки 
и результатов, полученных в ходе моделирования, а также представлен анализ процесса 
истечения газа через сверхзвуковое сопло. В заключение сформулированы основные вы-
воды работы.

Газовый клапан для испытаний прототипов седла и сопла

Метод МГИ относительно прост в реализации, но имеет тенденцию к формированию 
локального источника излучения примеси в периферийных областях плазмы, что может 
вести к низкой эффективности ввода примеси в центральные области плазменного шнура 
[3]. Позиционирование клапана МГИ, согласно оригинальному дизайну [4], позволяет 
приближать его к плазме, что увеличивает эффективность ввода примеси. Основная идея 
дизайна – обеспечить подвижность клапана на значительном расстоянии от привода, что 
позволяет перемещать выходной срез сопла клапана вплоть до последней замкнутой маг-
нитной поверхности (англ. Last Closed Magnetic Surface (LCMS)). Система подачи клапана 
обеспечивает его перемещение от положения за пределами шибера патрубка установки до 
положения рядом с LCMS. Перемещение сопла может достигать расстояния более метра, 
что обычно превышает размеры нейтронной защиты установок с нейтронами, включая 
токамак-реактор ИТЭР (первое название – международный экспериментальный термо-
ядерный реактор, англ. International Thermonuclear Experimental Reactor (ITER)). Такое 
перемещение может быть достаточно быстрым, что открывает перспективы использова-
ния такого варианта МГИ в радиационной обстановке токамака-реактора. Это избавляет 
от использования направляющих трубок для доставки струи от сопла клапана до плазмы, 
сокращает время срабатывания системы, уменьшает угловое расширение газовой струи.

Задаются следующие расчетные характеристики инжектора массивной газовой струи 
гелия:

поток газа – не менее 1023 ат/с (в максимуме);
общее число инжектируемых частиц – не менее 5·1023;
время срабатывания системы (появление газа на выходе сопла после получения сигнала 

запуска от системы предсказания срыва тока разряда) – не более 3 мс;
время доставки газа от выхода сопла до плазмы – менее 1 мс (при расположении сопла 

на расстоянии менее 10 см от LCMS.
С целью экспериментальных исследований процессов формирования газовой струи 

был разработан специальный клапан, обеспечивающий относительно легкий доступ к со-
плу, а также к седлу – элементу конструкции, предназначенному для надежной фиксации 
сопла и перекрытия газового потока.

На рис. 1 показан общий вид клапана для испытаний прототипов седла и сопла. В 
клапан можно независимо устанавливать как сменное седло 4, так и сменное сопло 2. 
Клапан допускает работу с давлениями газа до нескольких десятков атмосфер. Выходной 
патрубок 1 обеспечивает его подключение к вакуумной схеме стенда через порт с грибко-
вым типом уплотнения, которое используется для установки вакуумметрических датчиков 
типа ПМТ-6М.

Конструкция клапана включает электромагнит, магнитная цепь которого состоит из 
якоря 6, стопа 10 и набора магнитопроводов. Рабочий зазор магнитной цепи располагает-
ся между якорем и стопом. На нержавеющей трубке 8, в которую впаян стоп, установлена 
катушка электромагнита 9. Катушка подключается к внешнему импульсному источнику 
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Рис. 1. Схема газового клапана для испытаний прототипов седла и сопла: 
1 – выходной патрубок, 2 – сменное сопло, 3 – нижний магнитопровод, 4 – сменное седло, 5 – 
сепаратор, 6 – якорь с тарелкой, 7 – пружина, 8 – разделительная нержавеющая трубка, 9 – катушка 

электромагнита, 10 – стоп, 11 – входная газовая магистраль, 12 – печатная плата

питания через клеммы, установленные на печатной плате 12. К входному штуцеру стопа 
подключается внешняя газовая магистраль 11 для подачи рабочего газа в клапан. Внутри 
стопа и якоря располагается пружина 7, обеспечивающая закрывание клапана по оконча-
нии электрического импульса.

Принцип работы газового клапана следующий. Рабочий газ поступает из входной ма-
гистрали во внутренний канал стопа, затем через каналы в якоре поступает в окружаю-
щий якорь объем внутри нержавеющей трубки и через сепаратор 5 подается к сменному 
седлу 4, канал которого закрыт тарелкой якоря 6 клапана. При срабатывании электромаг-
нита тарелка клапана отходит от седла и газ сквозь седло проходит в сменное сопло 2, в 
котором и формируется сверхзвуковая газовая струя, истекающая через патрубок 1 в ва-
куумный объем, на котором установлен клапан. Для замены седла и/или сопла достаточ-
но, отключив газовую магистраль и напустив атмосферу в вакуумный объем, отвинтить 
выходной патрубок от нижнего магнитопровода 3. После этого можно вставить новые 
седло и сопло, заменив уплотнения (при необходимости).

Рабочий цикл применения клапана включает следующую последовательность действий.
На этапе подготовки клапана к работе необходимо подключить его к импульсному 

источнику питания и проверить срабатывание электромагнита клапана.
Следующим шагом надо подсоединить входную газовую магистраль 11 и откачать ее и 

внутренний объем клапана, состоящий из каналов в стопе 10, якоря 6 и сепаратора 5, для 
удаления рабочего газа и воздуха, заполнявших магистраль и внутренний объем клапана 
до начала работы.

После откачки следует заполнить входную газовую магистраль и входной внутренний 
объем клапана новым рабочим газом.

Затем, с соблюдением мер безопасности, следует проверить срабатывание клапана уже 
с рабочим газом и его выхлопом в атмосферу.

Далее клапан устанавливается на вакуумный объем, в который будет импульсно напу-
скаться рабочий газ, и необходимо выполнить откачку вакуумного объема.

В процессе работы импульсный источник питания разряжает конденсаторную батарею 
на катушку 9 электромагнита клапана. В результате формируется магнитный поток через 
цепь магнитопроводов, стоп 10 и якорь 6. Якорь притягивается к стопу и отрывает тарел-
ку от седла 4. На выходе седла формируется передний фронт газового потока, который 
проходит сквозь сменное сопло 2, где формируется сверхзвуковая газовая струя. 

Расчет параметров и оптимизация газовых потоков, формируемых этими элементами 
конструкции, составляет предмет данной работы. По мере разряда батареи источника, 
магнитное поле в электромагните ослабевает и клапан закрывается пружиной 7, что фор-
мирует задний срез газового импульса и завершает рабочий цикл клапана.

Расчет параметров сверхзвукового сопла для МГИ

Расчет параметров сопла Лаваля был выполнен с помощью методов и формул для од-
номерных стационарных течений идеального газа в каналах [5, 6]. Был рассчитан вариант 
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сопла Лаваля конического профиля, взятый за основу при изготовлении прототипов соп-
ла и седла. При этом использовались известные газодинамические соотношения и законы 
сохранения:
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где p0, ρ0, T0 – давление, плотность и температура покоящегося газа; γ – показатель ади-
абаты; λ – приведенная скорость,
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( *Sc – скорость звука при критических значениях параметров ρ*, T*, p*).
Параметры ρ*, T*, p* следуют выражениям:
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Параметры газа должны принимать свои экстремальные значения в самом узком сече-
нии сопла Лаваля, называемом «критическим сечением». Проектируемое сопло должно 
обеспечивать массовый поток гелия G = 3,8∙10–4 кг/c. В соответствии с законом сохра-
нения потока и заданными значениями давления, температуры и потока на входе сопла, 
определяется диаметр критического сечения:

0

0
,2crit

G Td B p= π                                               (4)

где 
( )

1
0,52 1

He2ñ 0,016 .
1ì

mB
R

γ+
γ−  Κ ⋅

= γ = γ + 
В данном расчете для гелия получаем значение dcrit = 0,73 мм.
При проектировании конического сопла необходимо также правильно выбрать угол 

раствора дозвуковой и сверхзвуковой частей сопла [7 – 9]. Рекомендуемые значения угла 
β раствора сверхзвуковой части сопла в конических соплах не должны превышать 15° [9]. 

Для представленных ниже расчетов были выбраны углы дозвуковой и сверхзвуковой 
частей сопла (α и β, соответственно: α = 26°, β = 12°), что определило значения длины 
этих частей как 10 и 20 мм соответственно.

При вычислении диаметра выходного сечения обычно обращаются к газодинамиче-
ской функции приведенного расхода:
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Из условия сохранения потоков при стационарном течении следует, что
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а сечение на выходе сопла выражается как

2
2

.1
( )critd d

q
=

λ
                                              (7)

В рассматриваемом случае диаметр выходного сечения d2 = 4 мм был задан конструк-
ционными параметрами клапана (см. рис. 1). Поэтому значение газодинамической функ-
ции приведенного расхода, найденное из равенств (5), позволяет получить значение при-
веденной скорости λ2 и скорости v2, реализующейся на выходе сопла:
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Результаты моделирования
Рассчитанный вышеописанным способом конический профиль сопла Лаваля имел 

следующие параметры: 
диаметр входного сечения d1 = 4,0 мм;
диаметр критического сечения dcrit = 0,7 мм;
диаметр сечения выхода d2 = 4,0 мм;
длина сверхзвуковой части сопла l2 = 20 мм;
полный угол раствора стенок β = 12°;
длина дозвуковой части l1 = 10 мм;
полный угол раствора стенок α = 26°.

Для первых экспериментов с прототипом клапана МГИ была выбрана геометрия кони-
ческого сопла с этими параметрами, упрощенная для изготовления. Было спроектировано 
сопло со ступенчатыми дозвуковой и сверхзвуковой частями, близкое к коническому про-
филю, которое технологически можно изготавливать методом последовательного свер-
ления заготовки (далее для краткости употребляется термин «ступенчатое сопло»). Для 
обеих частей сопла было задано по 7 ступеней. Шаг по диаметру ступеней был выбран 
равным 0,5 мм, шаг по длине – 1,4 мм для дозвуковой части и 2,8 мм – для сверхзву-
ковой. Перед входной частью сопла было установлено седло цилиндрической формы, с 
длиной, равной диаметру входного сечения, – 4 мм, необходимое для запирания газового 
потока и фиксации данного элемента в конструкции клапана.

Эскиз сопла с седлом и примером построенной расчетной сетки для моделирования 
изображен на рис. 2. Расчетная область была разделена на две зоны. В области сопла и 
седла, где параметры потока газа меняются быстрее, была построена более мелкая сетка, 
размер элемента которой составил 0,05 мм; в основном объеме, в пристеночной области, 
для улучшения разрешения пограничного слоя, размер сеточной ячейки был уменьшен 
до 0,01 мм для 10 ячеек, прилегающих к стенке. В области диагностической камеры, куда 
происходит инжекция струи, размер элемента сетки составил 0,15 мм. 

В данном разделе представлены результаты численного моделирования потока гелия 
через такое сопло. Подобное разделение, с теми же характерными размерами элемента 
сетки, применялось и в расчетах с другими профилями сопла (их основные результаты 
приведены в следующем разделе).

0,014 км/с.

Рис. 2. Пример расчетной сетки для ступенчатого сопла Лаваля с седлом 
(последнее выделено красным цветом). 

Показана область диагностической камеры (выделена желтым цветом)
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Моделирование было выполнено с помощью CFD-пакета ANSYS Fluent, где числен-
но решалась стационарная система из уравнений непрерывности и баланса импульса. 
Решалась осесимметричная задача с использованием неявной схемы интегрирования, со 
вторым порядком аппроксимации. В расчет была включена модель турбулентности k-ε 
Realizable [10]. При решении задачи были установлены следующие граничные условия: 

давление на входе сопла ………………...... 10 атм (1 МПа);
давление на выходе сопла ………......……. 1 Па;
температура на входе и выходе сопла … 300 K;
стенки считались без скольжения и без шероховатостей.

Выбор методики расчета был основан на следующих соображениях. Оценка числа 
Кнудсена при заданных параметрах задачи дает значения, не превышающие 2∙10–3 внутри 
сопла и 3∙10–2 на расстоянии 5 см от сопла, что позволяет применять с разумной точ-
ностью континуальный подход для данной задачи на не слишком больших расстояниях 
от среза сопла. Конструкция клапана предполагает его размещение в непосредственной 
близости от плазмы, на расстоянии не более 10 см от последней замкнутой магнитной по-
верхности установки, что позволяет ожидать высокую степень достоверности полученных 
расчетных результатов.

a)

b)

Рис. 3. Расчетные распределения скорости (a) и плотности (b) гелиевой струи при стационарном 
истечении из ступенчатого сопла с седлом

Рис. 4. Распределение скорости (кривая желтого цвета) и плотности (кривая черного цвета) 
струи вдоль оси инжекции для ступенчатого сопла с седлом
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На рис. 3 представлены расчетные распределения скорости и плотности для ступенчато-
го прототипа сопла Лаваля после установления стационарного течения. Внутри сверхзву-
ковой части сопла можно заметить периодические скачки параметров газа, возникающие 
в результате отражения ударных волн от ступенек внутри сопла. Такой характер истечения 
газа может приводить к турбулентному режиму течения газа внутри сопла и сказываться 
на его производительности. 

Логично предположить, что увеличение количества ступенек в профиле сопла вызовет 
уменьшение амплитуды данных скачков и, соответственно, установление более равномер-
ного характера течения газа внутри сопла. Риск перехода в турбулентный режим течения 
газа в таком случае будет снижен. Следует отметить, что на выходе сопла с таким профи-
лем из 7 ступенек получается струя с равномерными выходными профилями скорости и 
плотности потока газа, а расходимость струи – не велика.

Распределения скорости и плотности вдоль оси инжекции струи показаны на  
рис. 4. На них можно отчетливее наблюдать характер скачков параметров потока вдоль 
оси инжекции внутри сопла. Амплитуда колебаний по плотности не превышает 80 % от 
максимального значения, а по скорости потока она составляет около 40 %. Максималь-
ные колебания локализованы вблизи критического сечения сверхзвуковой части сопла. 
По мере приближения к выходу сопла амплитуда колебаний снижается.

Несмотря на особенности распределений параметров течения газа внутри ступенчатого 
сопла, общая картина распределения параметров струи за соплом остается такой же, как 
у обычного конического сопла, за исключением несколько большего угла разлета газа.  
Скорость непосредственно на выходе сопла уменьшается примерно до 1,5 км/с, но струя 
в диагностической камере разгоняется до значений скорости vmax = 1,7 км/с, что близко к 
теоретически максимальному (см. равенства (8)). Давление на выходном срезе сопла при 
заданных параметрах задачи составляет величину порядка 800 Па, что приводит к суще-
ственно недорасширенному режиму истечения струи [11]. Характерные размеры висячего 
скачка уплотнения, полученные из эмпирических формул [12], составляют около 10 см и 
сопоставимы с размерами диагностической камеры, что вполне соответствует расчетной 
картине истечения. Исследования крупномасштабной структуры струи лежат за рамками 
данной работы. Результаты расчетов для сопел с другими профилями, в том числе и глад-
кого конического, приводятся в следующем разделе работы.

Оптимизация профиля сопла
Коническая форма сопла является предельной для сопла со ступенчатым профилем, 

при увеличении количества ступенек до бесконечности. Параболическое сопло теорети-
чески должно давать оптимальные значения скорости и угла разлета газа на выходе [7]. 
Расчетная сетка для параболического сопла строилась следующим образом: размеры вход-
ного, выходного и критического сечения полагались такими же, как и при проектировании 
конического сопла (для сохранения массового расхода), а формы профилей дозвуковой и 
сверхзвуковой частей имели вид параболы вдоль оси сопла. В области критического сече-
ния производилось «сшивание» формы профилей дозвуковой и сверхзвуковой частей, с 
помощью метода устремления к нулю первой производной формы профиля сопла вдоль его 
оси. В ином случае образуется излом профиля сопла, что может приводить к возникнове-
нию ударных волн в этой его области.

Для сравнения угла разлета для трех видов сопла оценивалась полуширина струи. Рас-
считывалось распределение плотности струи в плоскости, поперечной оси инжекции струи, 
на расстоянии 3 см от выходного среза сопла. Далее определялось расстояние от оси ин-
жекции, на котором плотность газа падает вдвое относительно своего максимального зна-
чения, что и определяет полуширину струи, характеризующую масштаб разлета газа на 
выходе сопла.

Распределения плотности вдоль поперечного сечения струи для трех видов сопла, для 
которых проводились расчеты, приведены на рис. 5, а основные характеристики струи в 
диагностической камере приведены в таблице. Полученные результаты указывают на наи-
меньший разлет гелиевой струи и наибольшую ее скорость на выходе для гладкого кониче-
ского сопла. Параболическая форма сечения сопла дает промежуточные значения скорости 
и ширины, что, по-видимому, связано с неоптимальным выбором профиля такого вида 
сопла при заданных значениях сечений. 
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Подбор оптимального профиля сопла с параболическим сечением представляет собой 
сложную вариативную задачу, решение которой выходит за рамки данного исследования. 
Ступенчатое сопло дает менее, чем 10%-е снижение скорости струи на выходе и приводит 
к увеличению угла разлета струи примерно вдвое, по сравнению с коническим профилем 
сопла. Такое ухудшение параметров струи допустимо и вполне компенсируется техноло-
гической простотой его изготовления.

Анализ рис. 5 позволяет заключить, что распределения плотности струи в поперечном 
сечении – монотонные, с максимумами на оси инжекции для всех типов сопла. Абсо-
лютное значение плотности на оси инжекции для ступенчатого сопла падает в 4 раза 
относительно конического. Заметно также существенное увеличение угла разлета струи 
для случая ступенчатого сопла.

В ходе моделирования было также проведено варьирование диаметра критического 
сечения для ступенчатого сопла с целью оценки влияния точности изготовления сопла на 
параметры формируемой струи. Расчетная сетка соответствовала представленной на рис. 
2, с точностью до диаметра критического сечения, который задавался равным ±0,2 мм от 
расчетного оптимального значения 0,7 мм (получено по формуле (4)). В результате были 
рассчитаны распределения скорости и плотности газа на выходе из сопла. Основные па-
раметры струи сведены в ту же самую таблицу.

Рис. 5. Распределения плотности гелиевой струи вдоль ее поперечного 
сечения для трех видов сопла на расстоянии 3 см от среза выходного сечения. 

Расчет проведен для конической (кривая 1), параболической (2) 
и ступенчатой (3) форм сечения сопла

Таблица

Рассчитанные значения ключевых параметров работы сопла

Вид сопла
Скорость струи на 

выходе, м/с
Полуширина 

струи, мм
Массовый 
поток, г/с

Коническое 1715 5,0 0,32

Параболическое 1666 7,0 0,32

Ступенчатое….….…..…..обычное

….….….….с седлом

…с увеличенным до 0,9 мм
критическим сечением

1551 10,3 0,32

1549 11,0 0,32

1551 10,6 0,55

…с уменьшенным до 0,5 мм 1531 10,9 0,17
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Таким образом, при увеличении диаметра критического сечения до 0,9 мм было полу-
чено повышение массового расхода газа в 1,7 раза. При уменьшении этого диаметра до  
0,5 мм массовый расход снизился в 1,9 раза. Также расчеты показывают, что скорость 
струи в диагностической камере несущественно зависит от типа сопла, в то время как 
наименьший угол разлета струи получен для обычного ступенчатого сопла. Падение ско-
рости на выходе сопла и уширение профиля струи в случае варьирования площади крити-
ческого сечения не превышают нескольких процентов. Однако значительное изменение 
массового расхода газа при варьировании площади критического сечения указывает на 
необходимость соблюдения высокой точности размеров при изготовлении профиля сту-
пенчатого сопла (допуск по диаметру должен быть не хуже 0,01 мм).

Заключение

В работе были рассчитаны оптимальные параметры сверхзвукового сопла для задан-
ного массового расхода гелия 3,8∙10–4 кг/c. Диаметры входного и выходного сечений со-
ставили 4 мм, диаметр критического сечения – 0,7 мм, значения длины дозвуковой и 
сверхзвуковой частей сопла составили 10 и 20 мм, соответственно; полный угол раствора 
стенок для дозвуковой части составил 26°, для сверхзвуковой – 12°. Было промоделиро-
вано истечение газа через сопла различного профиля в диагностическую камеру с помо-
щью CFD-пакета среды ANSYS Fluent. Были детально рассчитаны параметры потока газа 
через ступенчатое сопло с седлом в ближнем поле струи. Было установлено, что такое 
сопло позволяет получать скорость потока газа около 1550 м/с на оси инжекции, с полу-
шириной разлета струи 11 мм на расстоянии 3 см от выходного среза сопла.

Моделирование подтвердило, что ступенчатое сопло с седлом дает несущественную 
разницу в значениях скорости и полуширины струи, по сравнению с соплом без седла. 
При заданных значениях сечений максимальную скорость на выходе и минимальный 
угол разлета струи можно достичь у сопла с конической формой профиля, ступенчатое же 
сопло с седлом показывает снижение качества не более10 % по параметру скорости струи 
на выходе, а по параметру полуширины струи – снижение примерно в 3 раза, что вполне 
приемлемо, если учитывать технологическую простоту его изготовления. 

Таким образом, оптимальным вариантом следует считать проектирование и изготовле-
ние ступенчатого сопла с седлом для его использования в первых экспериментах с прото-
типом клапана МГИ на установках с магнитным удержанием плазмы.

В ходе моделирования было предпринято варьирование площади критического сечения 
ступенчатого сопла с седлом. Результаты расчетов показали сильную зависимость массо-
вого расхода от критического сечения сопла; при этом скорость и полуширина струи на 
выходе изменялись незначительно. 

В целом, проведенное исследование указывает на высокие требования к точности из-
готовления профилей сопел. Допуски диаметров профиля сопла должны задаваться с точ-
ностью не хуже квалитета 10.
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Аннотация. В работе выполнено моделирование взаимодействия ускоренных ионов 

фуллерена С60 с монокристаллом кремния. Исследовано влияние размеров модельного 
монокристалла на получаемые параметры кратера, образующегося в мишени при ударе, 
и распыление веществ мишени и фуллерена. Предлагаются причины возникновения 
вычислительных артефактов: это возврат энергии ударной волны через периодическую 
границу и не вполне корректное описание распределения принесенной энергии 
между атомами мишени. Установлено, что для получения достоверных (без размерных 
эффектов) результатов моделирования акта падения на монокристалл ионов С60, 
обладающих энергиями 8 – 14 кэВ, необходимо использовать монокристаллы с 
размерами поверхности не менее 11 × 11 нм.
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Abstract. In the paper, the interaction of an accelerated C60 fullerene ion with silicon 
monocrystal surface has been studied using molecular dynamics simulation. The dependence 
of a resulting crater size and sputtering yield on the initial size of the target was obtained. 
We proposed that computational artifacts revealed in simulations appeared due to two main  
reasons: shock waves raised by impinging the C60 ion, came back through the periodic boundary 
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increasing the temperature around the impact point; dissipation of the energy, brought to the 
surface by the fullerene molecule, between small amount of atoms in the small cell might also 
affect the simulated results. It was established that 11 × 11 nm is the least size of lateral crystal 
dimensions required for the valid results of the simulation of the 8 – 14 keV C60 ion impact.
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Введение

Метод молекулярно-динамического (МД) моделирования широко используется в со-
временной науке для изучения различных явлений на микроуровне. Он заключается в 
моделировании эволюции системы объектов (атомов) во времени, которая рассчитыва-
ется с помощью численного интегрирования уравнений движения. В приближении клас-
сической механики, движение ансамбля частиц может быть однозначно задано гамиль-
тонианом, который определяется совокупностью обобщенных координат и импульсов. 
Этот гамильтониан характеризует полную энергию системы и полностью описывает ее 
динамическую природу. С помощью метода МД можно исследовать как простые кри-
сталлические структуры, так и сложные биологические молекулы [1]. Метод МД также 
часто используют для исследования эффектов, возникающих при облучении различных 
мишеней ускоренными ионами. С помощью МД-моделирования были изучены механиз-
мы формирования дефектов структуры [2] и рельефа поверхности мишени [3] при ионной 
бомбардировке. В частности, определены зависимости функции массопереноса и формы 
рельефа, получающегося на поверхности, от начального угла бомбардировки [3]. Кроме 
того, во многих работах изучали распыление ионов, падающих на поверхность: количе-
ство и состав вылетающих частиц, их угловое распределение по значениям начальной 
энергии бомбардирующих ионов [4]. 

Расчеты обычно направлены на определение сил, с которыми частицы взаимодейству-
ют друг с другом, поскольку их значения нужны, чтобы затем рассчитывать координаты 
и импульсы атомов в последующие моменты времени. Результирующая сила обусловлена 
потенциалом взаимодействия и пространственной конфигурацией частиц и вычисляется 
для каждого момента времени. 

Известно множество функций, разработанных для описания взаимодействия между 
частицами, например, парный потенциал Леннарда-Джонса [5], который позволяет вы-
числять силу взаимодействия двух атомов в зависимости от расстояния между ними. Его 
часто используют для моделирования двумерных структур, таких как графен или дихаль-
когениды переходных металлов. Однако парные потенциалы не учитывают зависимостей 
силы связи от направлений и положений соседних частиц в пространстве, что сужа-
ет сферу их применимости. Поэтому были разработаны многочастичные потенциалы, 
в частности, потенциал Терсоффа [6] и Стиллинджера – Вебера [7]. При определенных 
значениях параметров они хорошо описывают свойства монокристалла кремния, поэтому 
часто используются при вычислениях.

Важной особенностью, которую необходимо учитывать при проведении МД-симуля-
ций, является ограниченность размеров рассматриваемой системы. Моделировать пове-
дение макроскопических объектов с их помощью практически невозможно. Например, 
в экспериментах по бомбардировке поверхности ионами фуллерена [8] диаметр пучка 
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может составлять от 0,1 до 5 мм, тогда как размеры облучаемых образцов – еще больше. 
Время облучения составляет от десятков секунд до нескольких часов. Однако моделиро-
вание движения такого количества атомов требует слишком большой вычислительной 
мощности, поэтому приходится использовать модели, включающие всего несколько де-
сятков или сотен тысяч атомов. По сторонам мишени задаются периодические граничные 
условия, а для соответствия модели реальному образцу, на движение крайних слоев ато-
мов кристалла дополнительно накладываются термостатирующие условия, позволяющие 
регулировать потоки тепла и тем самым дополнительно сокращать время расчета.

Из проведенных ранее исследований [9] известно, что в области вокруг точки падения 
кластерного иона появляется кратер, а по его краю формируется небольшое скопление 
атомов выше поверхности – бруствер. Кроме того, для ионов С60 установлено, что если 
их начальная энергия превышает 1 кэВ, то при падении на поверхность монокристал-
ла кремния структура кластера полностью разрушается [10]. Атомы углерода проникают 
вглубь мишени и распределяются определенным образом, при этом часть частиц улетает с 
поверхности. Такие частицы называются распыленными и могут состоять как из одиноч-
ных атомов, так и из их конгломератов – кластеров. 

При падении ускоренного иона на поверхность, его энергия передается атомам ми-
шени, а часть ее (особенно при падении молекул или кластеров, состоящих их десятков 
и более атомов) может распространяться вглубь кристалла в виде ударной волны. Как 
уже отмечалось выше, размер применяемой при расчетах ячейки значительно влияет на 
вычислительные мощности и затрачиваемое расчетное время. С другой стороны, распро-
странение ударной волны по модели кристалла малого размера и процесс диссипации 
энергии, принесенной ионом в этой модели, могут существенно отличаться от таковых в 
реальной мишени. Соответственно, моделирование будет давать некорректные величины 
получаемых в результате расчета эффектов, таких как распыление, образование кратера 
и т. п. 

В настоящей работе проведено сравнение результатов моделирования одиночных слу-
чаев падения иона фуллерена С60 с энергиями 8 и 14 кэВ на поверхность монокристалла 
кремния, обладающего разными размерами, и проанализировано влияние этих размеров 
на получаемые результаты. 

На основе полученных данных даются рекомендации по выбору оптимального размера 
расчетной ячейки для моделирования взаимодействия ускоренных молекул фуллерена с 
монокристаллом кремния.

Описание модели

Для проведения расчетов методом МД-моделирования использовался свободно распро-
страняемый пакет Lammps [11]. Парное взаимодействие всех типов атомов описывалось 
с помощью потенциала Терсоффа [6]. Для описания взаимодействия частиц, обладающих 
высокой энергией, он был дополнен гладкосшитым потенциалом ZBL [12]. Исходная 
система состояла из кристалла кремния с открытой поверхностью (100), над которой на 
некоторой высоте была расположена молекула фуллерена С60. 

В латеральных направлениях применялись периодические граничные условия; три 
нижних слоя атомов были зафиксированы. По боковым и нижней сторонам кристалла 
применялся термостат Берендсена [13], состоящий из слоя атомов кремния толщиной в 
одну элементарную ячейку. 

Температура мишени составляла примерно 0 K. Потери энергии быстрых частиц на 
взаимодействие с электронами мишени (электронные потери) учитывались как сила ква-
зитрения, применяемая для частиц с энергией более 10 эВ. Рассматривалось несколько 
вариантов поперечных размеров мишени (в нм): 

5,4 × 5,4; 8,0 × 8,0; 11,0 × 11,0; 22 × 22; 33 × 33; 44 × 44,

что соответствует значениям (в длинах элементарных ячеек)

10 × 10, 15 × 15, 20 × 20, 40 × 40, 60 × 60 и 80 × 80.

Значения толщины мишени брались равными 11, 17 и 34 нм, т. е. в длинах ребра эле-
ментарной ячейки – 20, 31 и 63; длина ребра элементарной ячейки кремния равна 0,543 нм.
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В начальный момент времени всем атомам молекулы С60 задавалась одинаковая ско-
рость в нормальном направлении к поверхности мишени. Энергия падения фуллерена 
при этом принимала значения 8 и 14 кэВ, а исходная температура кристалла кремния 
равнялась 0 K. При расчетах использовался переменный временной шаг для увеличения 
точности вычислений на начальном этапе, а также для ускорения вычислений после того, 
как энергия частиц достаточно уменьшится. 

Наибольшее значение временного шага составляло 1 фс. Выбор общего времени мо-
делирования зависел от начальной энергии фуллерена, а именно – составлял 5 и 10 пс 
для значений 8 и 14 кэВ соответственно. После завершения моделирования проводился 
анализ структур, образованных на поверхности, и параметров распыленных частиц по 
методикам, описанным в работе [14]. Далее система приводилась в исходное состояние: 
молекулу фуллерена перемещали на малое случайное расстояние в латеральных направле-
ниях (в пределах 2 × 2 элементарных ячейки) и начинался расчет новой траектории. Для 
каждой комбинации «размер кристалла – энергия иона С60» рассчитывалось 50 независи-
мых траекторий с целью уменьшить статистический разброс результатов.

Результаты и их обсуждение

Как было сказано во введении, при проведении МД-моделирования вычисления про-
изводятся для кристаллов с малыми размерами и периодическими граничными услови-
ями. Добавление термостата вдоль граничных слоев обеспечивает диссипацию избыт-
ков энергии, принесенных в мишень ускоренным ионом. В то же время, при слиш-
ком малых размерах кристалла могут возникать различные вычислительные артефакты  
(т. е. результаты, не отображающие действительные процессы), поэтому необходи-
мо по возможности избегать подобных явлений. Была проведена серия расчетов па-
дений молекулы с энергиями 8 и 14 кэВ на кристаллы кремния различных размеров. 

Рис. 1. Поперечные срезы области кремниевой мишени толщиной 10 Å 
после падения иона фуллерена С60 с энергией 8 кэВ 
(4 варианта поперечных размеров мишени (в нм))

На рис. 1 показано, как меняется вид поперечного среза толщиной 1 нм в области 
падения фуллерена с энергией 8 кэВ по мере увеличения поперечного размера мишени. 
Здесь глубина модельного кристалла во всех случаях равна 17 нм (31 длина элементарной 
ячейки кремния). Видно, что с увеличением размера в латеральных направлениях форма 
кратера изменяется: он становится шире и более сферическим. Кроме того, с высокой 
вероятностью несколько изменяется объем аморфизованной области мишени. 

Рассмотрим изменение формы кратера более подробно, используя методики определе-
ния его объема, глубины и площади открытия, предложенные в работе [14]. На рис. 2,a 
показаны зависимости объема образующегося кратера от поперечных размеров модельно-
го кристалла при постоянном значении толщины 17 нм. Нетрудно заметить, что при обо-
их значениях энергии объем кратера увеличился примерно в 2 раза с увеличением размера 
модели от 5,43 до 21,70 нм (от 10 до 40 элементарных ячеек) Этот эффект оказывается еще 
более выраженным, если увеличивать площадь открытия кратера, которую мы определяем 
на уровне первоначальной поверхности мишени [14]. В случае бомбардировки фуллере-
ном с энергией 8 кэВ она изменяется от 3,0 до 5,5 нм2, а с энергией 14 кэВ – от 3,5 до 
8,0 нм2. Увеличение же поперечных размеров модели до 20 × 20 нм и более практически 
не влияет на формирование кратера (см. рис. 2). Отметим (см. рис. 2,с), что максимальная 
глубина кратера практически не зависит от используемых поперечных размеров мишени.
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Рис. 2. Полученные зависимости объема (a), 
площади поверхности (b) и максимальной 
глубины (c) кратера, образующегося в 
кремниевой мишени глубиной 17 нм, от ее 

поперечных размеров. 
Приведены результаты для значений энергии иона 

С60 8 и 14 кэВ

Рис. 3. Расчетные зависимости среднего объема 
кратера, образующегося при падении иона 
фуллерена с энергиями 8 и 14 кэВ, от глубины 
модельной мишени при поперечных размерах 

кристалла, равных 11 × 11 и 22 × 22 нм

Помимо поперечных размеров, суще-
ственную роль может играть и толщина 
рассматриваемого слоя мишени. Для выяс-
нения этого вопроса была проведена серия 
расчетов с разными значениями глубины 
модели при поперечных размерах кристал-
ла равных 11 × 11 и 22 × 22 нм. Получен-
ные значения объема кратера показаны на 
рис. 3. Видно, что уменьшение глубины от 
17 до 11 нм приводит к некоторым измене-
ниям в значениях получаемых объемов, в то 
время как ее увеличение до 34 нм никак не 
сказывается на результатах. Площадь рас-
крытия кратера и его глубина также прак-
тически не зависят от толщины расчетной 
модели в рассмотренном диапазоне. Таким 
образом, при моделировании падения фул-
леренов с энергиями 8 – 14 кэВ попереч-
ные размеры модели играют более суще-
ственную роль в формировании возможных 
вычислительных артефактов, чем ее толщи-
на, если последняя превышает 10 – 15 нм.

Как уже было упомянуто, при падении 
иона фуллерена часть атомов кремния по-
лучает кинетическую энергию, достаточную 
для преодоления сил межатомного притя-
жения, и вылетает с поверхности в виде 
распыленных частиц. Очевидно, что разме-
ры расчетной модели могут сильно влиять 
на характеристики распыления, получаемо-
го в результате моделируемого воздействия.

На рис. 4,a показаны полученные зави-
симости полного количества распыленных 
атомов и количества отраженных атомов 
углерода от поперечных размеров мише-
ни. Видно, что при их увеличении в лате-
ральных направлениях от 5 × 5 до 11 × 11 
нм общее количество вылетающих частиц 
снижается приблизительно в 2 раза. Еще 
более заметно изменяется количество от-
раженных атомов углерода. Действитель-
но, расчет с самой маленькой ячейкой дает  
12 – 13 распыленных атомов углерода и 
зависит от энергии падающего фуллерена. 
При переходе к ячейке размером 11 × 11 нм 
оно уменьшается до 6 – 7. Дальнейшее уве-
личение поперечных размеров кристалла не 
влияет на получаемое распыление.

Сходная картина наблюдается и при ана-
лизе угловых распределений распыленных 
частиц (рис. 4,b). Видно, что для кристал-
ла с малой площадью поверхности рас-
пределение имеет выраженный максимум 
в направлении 25° от нормали. С ростом 
размера распределение становится более 
симметричным, а максимум смещается к 
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a) b)

Рис. 4. Зависимости полного количества распыленных частиц и отраженных атомов углерода 
от поперечных размеров мишени (а), а также угловые распределения распыленных атомов для 

разных поперечных размеров кристалла глубиной 17 нм. 
Показаны случаи падения иона фуллерена С60 с энергиями 8 и 14 кэВ (а), а также 14 кэВ (b)

направлению 35 – 40°. Дальнейшее увеличение ячейки в диапазоне 22 – 44 нм не приво-
дит к изменению получаемого распределения.

 Отметим, что величина статистического разброса получаемых значений как полного, 
так и дифференциального распыления, ощутимо снижается при использовании мишени 
размером 22 × 22 нм и больших. Варьирование глубины модельного кристалла практиче-
ски не сказывается ни на абсолютном количестве распыленных частиц, ни на их распре-
делениях.

Для того чтобы разобраться в причинах, приводящих к появлению обнаруженных 
вычислительных артефактов, было проанализировано распространение ударных волн, 
возникающих в мишени. На рис. 5 показаны характерные картины, полученные путем 
МД-моделирования, которые могут возникать в ходе взаимодействия в моделях глубиной 
17 нм при разных поперечных размерах. Цвета атомов (мелкие кружки) отражают разные 
значения их кинетической энергии. 

Рис. 5. Характерные виды поперечного среза (толщина 10 Å) модели глубиной 17 нм, 
возникающие в ходе взаимодействия иона фуллерена с мишенью при трех разных поперечных 

размерах мишени (в нм). 
Цвета атомов (мелкие кружки) отражают разные значения их кинетической энергии 

(см. таблицу); стрелками указаны участки волн, прошедшие сквозь периодическую границу и 
распространяющиеся к области образования кратера 
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Таблица

Параметры отображения атомов мишени (см. рис. 5)

Поперечный размер 
мишени, нм

Кинетическая энергия 
атомов кремния, эВ

Промежуток 
времени, пс

8 × 8 × 17 0 – 0,20 0,4

11 × 11 × 17 0 – 0,05 0,5

22 × 22 × 17 0 – 0,01 1,1

Примечания . 1. Представлены промежутки времени между моментами касания 
поверхности ионом С60 и фиксациями паттернов, приведенных на рис. 5. 
2. Ион С60 обладал энергией 8 кэВ.

На двух верхних паттернах (см. рис. 5, модели размером 8 × 8 и 11 × 11 нм) стрелками 
показаны участки волн, прошедшие сквозь периодическую границу и распространяющи-
еся в направлении не от области образования кратера, а к ней. В случае же моделирова-
ния на ячейке 22 × 22 нм подобного явления обнаружить не удалось: все видимые волны 
распространялись от точки падения и угасали в области термостата.

В таблице приведены моменты времени, в которые сделаны снимки, и диапазоны 
энергий, использованные для удобства отображения волновых процессов в разных слу-
чаях. Отметим, что значения энергии атомов кремния достигают 0,20 и 0,05 эВ в ячейках 
размерами 8 × 8 и 11 × 11 нм соответственно, т. е. рассчитываемые значения температуры 
вблизи кратера превышают 900 K. В ячейке размером 22 × 22 нм все атомы имеют энер-
гию менее 0,01 эВ. Таким образом, энергия, принесенная ионом фуллерена, не успевает 
рассеяться в объем мишени при малых размерах ячейки и возвращается в область падения 
через периодические границы; это приводит к усиленной релаксации возникших дефектов 
и уменьшению размеров кратера за счет поддержания повышенной температуры в тече-
ние более длительного времени, чем в случае модельных кристаллов большего размера. С 
эффектом возвратной ударной волны может быть связано и усиление распыления, в том 
числе и в направлениях, расположенных ближе к нормали. В случае больших ячеек рассе-
яние и распределение принесенной энергии между атомами происходят более равномерно 
и лучше соответствуют картине, которая реализуется в экспериментальных условиях. 

Заключение

В работе проведено молекулярно-динамическое моделирование взаимодействия иона 
фуллерена С60, обладающего энергиями 8 и 14 кэВ, с поверхностью монокристалла крем-
ния. В частности, исследовано влияние размеров этого монокристалла на получаемые 
результаты.

Обнаружено, что при энергии 8 кэВ и поперечных размерах менее 11 × 11 нм возни-
кают различные вычислительные артефакты как в формировании кратера в мишени, так 
и в распылении частиц, вызванном ее бомбардировкой. Вариация глубины модельного 
кристалла в диапазоне от 11 до 33 нм практически не оказывала влияния на получаемые 
результаты. При энергии падающего иона фуллерена 14 кэВ, размеров ячейки 11 × 11 нм 
оказывалось недостаточно, поскольку при них были обнаружены несколько завышенные 
величины коэффициента распыления, хотя в формировании кратера артефактов не на-
блюдалось. 

Как установлено, причинами возникновения артефактов являлись, во-первых, возврат 
энергии, принесенной фуллереном через периодические границы в область формирова-
ния кратера, и во-вторых, не совсем корректное расчетное распределение принесенной 
энергии между атомами мишени в случае малых моделей. 

Анализ полученных результатов позволил сделать вывод, что моделирование взаимо-
действия с мишенью иона С60, обладающего кинетической энергией менее 8 кэВ, целе-
сообразно проводить на модели размерами 11 × 11 нм, а для случая энергии 14 кэВ реко-
мендуется использовать ячейки больших размеров в латеральных направлениях.
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задачи о трансформации внутренних волн в окрестности фокуса в неоднородной среде. 
Построенные интегралы Фурье опровергают широко распространенное утверждение, 
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Введение

Метод Фурье-преобразования дифференциального уравнения считается хотя и не 
единственным, но одним из наиболее эффективных методов решения краевых задач, ког-
да в многомерной задаче происходит разделение переменных. Однако широко распро-
странена ошибочная точка зрения о неприменимости Фурье-анализа для неоднородных 
сред. Например, в монографии Дж. Уизема [1, С. 365] говорится следующее (перевод с 
английского оригинала):

«Для неоднородной среды, или для нелинейных задач, где преобразование Фурье непримени-
мо…».

Аналогичное утверждение находим в книге Дж. Лайтхилла [2, С. 425] (тоже перевод):
«…необходимость использования разложения Фурье ограничивает нас однородными [курсив ав-

тора книги], системами, обычно описываемыми уравнениями с постоянными коэффициентами, 
так что каждая Фурье-компонента (синусоидальная волна постоянной амплитуды) по отдельности 
может быть решением уравнений движения». 

Авторы этих и многих других монографий (см., например, работы [3, 4]) полагают, что 
использовать Фурье-анализ можно только в тех случаях, когда коэффициенты дифферен-
циального уравнения постоянны и, наоборот, его нельзя применять, если эти коэффици-
енты не постоянны.

В данной работе мы доказываем, что Фурье-анализ можно применять в задачах, со-
держащих дифференциальные уравнения с переменными коэффициентами. Более то-
го, задача может быть двумерной и при этом с неразделяемыми переменными, однако  
Фурье-анализ все равно применим.    

Таким образом, цель данной работы – расширить границы области применимости  
Фурье-анализа, распространив его подходы на задачи в неоднородных средах.

Определение и основные свойства преобразования Фурье

Преобразование Фурье определяется следующим образом.
Прямое:

( ) ( ) ( )1 exp ;
2

k ikx x dx
+∞

−∞

ϕ = − Φ
π ∫                                   (1)

обратное:

( ) ( ) ( )1 exp .
2

x ikx k dk
+∞

−∞

Φ = + ϕ
π ∫                                   (2)

Свойства преобразования Фурье можно найти, например, в монографии [1]. Они вы-
водятся дифференцированием по параметру или путем интегрирования по частям (см, 
например, работу [5]). При этом считается, что функция Ф(x) убывает на бесконечности 
быстрее любой степени |x|−1. Перечислим кратко те свойства преобразования, которые 
нам понадобятся в дальнейшем.

Фурье-образ производной функции. Выведем это свойство путем интегрирования по 
частям формулы прямого преобразования Фурье (1):

( ) ( ) ( ) ( )1 exp exp .
2 2

ikikx dx ikx x dx ik k
x

+∞ +∞

−∞ −∞

∂Φ
− = − Φ = ϕ

∂π π∫ ∫                    (3)
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Отметим, что этот же результат можно получить путем дифференцирования по x как по 
параметру с помощью формулы (2) обратного преобразования Фурье:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2
2

1 exp exp .
2 2

ik
ikx dx ikx x dx k k

x

+∞ +∞

−∞ −∞

∂ Φ
− = − Φ = − ϕ

∂π π∫ ∫              (4)

Для краткости данное свойство преобразования Фурье можно записать следующим 
образом:

2, , .x xxik kΦ → ϕ Φ → ϕ Φ → − ϕ                                 (5)

Свойства (5) часто используются в задачах с постоянными коэффициентами для одно-
родных сред.

Фурье-образ функции с линейным множителем. Для представления данного свойства 
сначала проинтегрируем по частям преобразование (2):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1exp exp .
2 2

ikx dk ix ikx k dk ix x
k

+∞ +∞

−∞ −∞

∂ϕ
+ = − + ϕ = − Φ

∂π π∫ ∫        (6)

Идентичное выражение можно получить дифференцированием по параметру k соот-
ношения (1). Умножим обе части выражения (6) на мнимую единицу и запишем его в 
следующем виде: .kx iΦ → ϕ                                                    (7)

Фурье-образ второй производной с линейным множителем. Покажем это свойство, 
интегрируя по частям и дважды дифференцируя по параметру соотношение (2); тогда 
получаем следующую формулу:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2

1 1exp exp ,
2 2

k
ikx dk ix ikx k k dk ix

k x

+∞ +∞

−∞ −∞

∂ ϕ ∂ Φ
+ = − + ϕ =

∂ ∂π π∫ ∫      (8)

которую перепишем в виде

( )2 .xx k
x i kΦ → − ϕ                                                (9)

Одномерные эталонные уравнения

Нахождение решения с помощью преобразования Фурье разбиваем на два этапа. На 
первом строим формальное решение дифференциального уравнения в Фурье-простран-
стве с помощью операторного анализа (см. предыдущий раздел). На втором этапе решаем 
вопрос об условиях, при которых сходится это формально построенное решение. Опре-
деляем контур интегрирования в комплексном пространстве и находим асимптотические 
выражения в каждом секторе [6, 7]. 

Пример 1. Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение, возникающее при 
анализе волновых процессов в неоднородной плазме, а также при изучении неустойчиво-
сти в задаче Орра – Зоммерфельда [6], [8, уравнение (1.28), см. «Список литературы» на 
русском языке]:

( )2 0.yyyy yyyΦ + λ Φ + γ Φ =                                       (10)

Построим формальное решение для этого примера. В Фурье-пространстве (будем обо-
значать Фурье-пространство как l) образ уравнения (10) имеет вид

( )4 2 2 0.
l

l i l ϕ + λ − ϕ + γϕ =                                       (11)
Перепишем уравнение (11) в следующем виде:

2 2
2 2

1 0, .ll P i P P P l
l
γ

− + = = ϕ
λ

                                  (12)

Оно представляет собой однородное дифференциальное уравнение первого порядка 
(в математической литературе такие уравнения называют квадратурой (см., например, 
работу [9]). 



89

Математическая физика

Интегрируя уравнение (11), получаем следующее выражение:

3
2 2

1 1exp .
3

i l i
l l

γ ϕ = − + λ 
                                      (13)

Обратное преобразование Фурье дает такое решение:

3
2 2

1 1 1exp .
32

i l i ily dl
l l

+∞

−∞

γ ϕ = − + + λπ  ∫                             (14)

Далее следует сделать замену переменой t = il, которая преобразует интеграл Фурье 
в интеграл Лапласа. Здесь важно отметить, что многие рассматривают преобразование 
Лапласа как частный случай преобразования Фурье (см., например, книгу [5, ф-лы (1.4.1), 
(1.4.2), «Список литературы» на русском языке]).

Для сходимости интегралов воспользуемся теоремой Коши об аналитической функции 
и заменим пределы интегрирования на некие контуры в комплексной плоскости. Возни-
кающую при этом специфику обхождения полюса и выбор секторов, в которых проходит 
контур интегрирования, мы не рассматриваем в данной работе, так как эти вопросы под-
робно обсуждаются во многих монографиях, в частности в книге [12], где автор строит 
изложение, исходя из преобразования Лапласа, в отличие от соответствующего обсужде-
ния в монографии [5].

Таким образом, мы получаем следующий интеграл, который в литературе принято на-
зывать интегралом Лапласа:

3
2 2

1 1 1exp .
2 3C

t ty dt
i t t

γ ϕ = − + π λ ∫                                 (15)

В книге [6] этот интеграл приводится без выкладок. В нашей работе мы показываем, 
как самостоятельно вывести это формальное решение, причем с помощью преобразова-
ния Фурье, а не Лапласа.

Пример 2. Рассмотрим уравнение, описывающее топографические волны на неодно-
родном континентальном шельфе на f-плоскости. В монографии [19] говорится, что ре-
шение данного неоднородного уравнения можно построить с помощью преобразования 
Лапласа, и предлагается читателю сделать это самостоятельно. 

Мы же построим формальное решение при помощи преобразования Фурье и покажем 
тождественность подходов к преобразованиям и Фурье, и Лапласа. Рассмотрим уравнение

( )2 0.xx xx F F k k x F+ + µ − =                                      (16)

Введем безразмерную переменную χ = kx > 0 . Тогда уравнение (16) примет вид

( ) 0.F F k Fχχ χχ + + µ − χ =                                       (17)

В Фурье-пространстве по переменной χ (будем обозначать его как l) образ уравнения 
(17) имеет вид

( )2 0.ll
i l i l i− Φ + Φ + µ Φ − Φ =                                    (18)

Введем новую переменную s = il. Тогда уравнение (18) примет вид

( ) ( )2

1 1 .
1 2 1 2 1

s s
s s s

Φ µ − µ − µ +
= = −

Φ − − +
                                  (19)

Интегрируя уравнение (19) и выполняя обратное преобразование Фурье, получаем сле-
дующий формальный интеграл:

( ) ( )( )

( )( ) ( )
1 /2

1 /2

11 exp .
2 1C

s
F x skx ds

i s

µ−

µ+

−
=

π +∫                               (20)

Построенный здесь интеграл с точностью до множителя совпадает с формулой (25.20) 
в монографии [19], где также можно найти анализ интеграла (20) с выбором контуров 
интегрирования.
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Итоги раздела «Одномерные эталонные уравнения». Следуя подходу, изложенному в 
монографии [5], можно сделать замену переменной, и тогда свойства преобразования Фу-
рье перейдут в свойства преобразования Лапласа. Таким образом, согласно утверждению, 
сделанному в работе [5], преобразование Фурье – это некое базовое преобразование, из 
которого следуют остальные преобразования, например типа Лапласа и Меллина. Ана-
логичного подхода придерживаются авторы монографии [9], которые построили фунда-
ментальные решения оператора теплопроводности, операторов Лапласа и Гельмгольца, а 
также волнового оператора через преобразование Фурье.

Таким образом, в одномерных неоднородных средах не существует принципиальной 
разницы между Фурье-анализом и преобразованием Лапласа. Можно считать, что реше-
ние построено через преобразование Лапласа, но можно также и утверждать, что решение 
выводится через преобразование Фурье и теорему Коши. Следуя в дальнейшем работе [5], 
мы будем придерживаться второго подхода.

Нестационарная задача Коши для волн Россби на зональном течении

В качестве первого примера двумерного преобразования Фурье в неоднородных средах 
рассмотрим нестационарную задачу Коши для волн Россби. Эту задачу решил Т. Ямага-
та в 1976 году с применением конвективных координат [20]. Конвективные координаты 
являются распространенным способом для оператора типа ∂t + U(y) ∂x; для случая линей-
ного профиля скорости U(y) = Uyy конвективные координаты переводят неоднородное 
дифференциальное уравнение в однородное, а затем применяется преобразование Фурье 
по пространственным конвективным координатам (двумерное преобразование). Далее 
получается нестационарное дифференциальное уравнение по t. 

Принципиально важно, что нет смысла делать и преобразование Лапласа по перемен-
ной t, как это принято в некоторых математических школах (cм., например, работу [15]). 
Проще решить дифференциальное уравнение по t в явной форме, чем делать дополни-
тельное преобразование. Решив дифференциальное уравнение по t и взяв обратное пре-
образование Фурье по конвективным координатам, можно совершить переход от конвек-
тивных переменных к обычным и получить решение в виде двумерного преобразования 
Фурье.

Далее мы можем найти решение неоднородного дифференциального уравнения и, по-
вторив выкладки, получить решение Ямагаты, однако у нас другая идея. Мы не будем 
переходить к конвективным координатам с целью избавиться от неоднородности диффе-
ренциального уравнения, чтобы затем выполнить преобразование Фурье. Мы сразу при-
меним преобразование Фурье для неоднородного дифференциального уравнения, исполь-
зуя его свойства. Таким образом, с одной стороны, мы значительно сократим количество 
операций, а с другой – мы придем к известному результату и подтвердим правильность 
математических выкладок. Продемонстрируем этот подход на решенной выше задаче, 
однако решим ее новым, более коротким способом, который позволяет сразу найти Фу-
рье-образ неоднородного дифференциального уравнения.

Пример 3. Линейная задача Коши для баротропных бездивергентных волн Россби на 
зональном сдвиговом потоке рассмотрена в работе [20], а ее обобщение на случай дивер-
гентных волн – в работе [18]:

( )( ) 0,t y x xx yy xU y∂ + ∂ Ψ + Ψ + β Ψ =                                (21)

где Ψ – функция тока; β – классический параметр, 
df
dy

β =  (f = 2Ωsinφ, Ω – угловая ско-

рость вращения Земли, φ – широта); ось x направлена на восток, ось y – на север.
Пусть имеется неоднородное сдвиговое зональное течение U(y) = Uyy, где Uy = const. 

Выполним двумерное преобразование Фурье для неоднородного дифференциального 
уравнения (22) по двум пространственным переменным x и y (не переходя к конвектив-
ным переменным):

( ) ( ) ( )1, , , , exp .
2

x y t k l t i kx ly dk dl
+∞ +∞

−∞ −∞

Ψ = ϕ + +  π ∫ ∫                        (22)
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Тогда уравнение (21) в Фурье-пространстве принимает вид

( ) ( )2 2 2 2 0,yt l
k l U k k l i k   − − ϕ − − − ϕ + β ϕ =                             (23)

где нижние индексы обозначают частные производные. 
Данное уравнение однородно, содержит только первые частные производные и легко 

решается.
Перепишем уравнение (23) в следующем виде:

( )2 2
2 2 0, .t y l
i kP U k P P P k l

k l
β

− − = ≡ + ϕ
+

                          (24)

Сделав замену переменных (τ = t, l' = l + kUyt), получаем следующее уравнение:

( )22
0.

y

i kPP
k l kU

τ

β
− =

′+ − τ
                                      (25)

Уравнение (25) можно проинтегрировать явно (экспонента от арктангенса), и тогда 
окончательное решение имеет вид двойного интеграла Фурье:

( ) ( )
( )

( ){ }

2 2

1 22

1, , ,
2

exp arctan arctan

exp ,

y

y
y

y

k lx y t g k l
k l kU t

l li U t
kU k k

i kx l kU t y dk dl

+∞ +∞

−∞ −∞

+
Ψ = ×

π − −

 β      × − − ×           

 × + + − 

∫ ∫

                         

(26)

где решение нормировано на начальное условие

( ) ( ) ( )1
1, , , 0 exp .

2
g k l x y t i kx ly dx dy

+∞ +∞

−∞ −∞

= Ψ = ⋅ − +  π ∫ ∫                    (27)

Анализ двойного интеграла Фурье методом стационарной фазы и построение траекто-
рий волновых пакетов можно найти в работе [20]. Важно отметить, что эти работы сво-
бодны от предположения, что переменная времени должна быть большой. 

Нестационарная задача Коши для волн Россби на меридиональном течении
В качестве четвертого примера рассмотрим нестационарную задачу Коши для волн 

Россби на меридиональном течении. Решение этой задачи с применением конвективных 
координат можно найти в работе [20].

Пример 4. Он относится к случаю линейного профиля скорости меридионального те-
чения. Линейная задача Коши для баротропных бездивергентных волн Россби имеет сле-
дующий вид [20]:

( )( ) 0,t x y xx yy xV x∂ + ∂ Ψ + Ψ + βΨ =                               (28)

где β – классический параметр; ось x направлена на восток, ось y – на север.
Имеется неоднородное меридиональное сдвиговое течение V(x) = Vxx, где Vx = const. 

Как и ранее (см. Пример 3), выполним двумерное преобразование Фурье для неоднород-
ного дифференциального уравнения (28) по двум пространственным переменным x и y. 
Тогда уравнение (28) в Фурье-пространстве принимает вид

( ) ( )2 2 2 2 0.xt k
k l U l k l i k   − − ϕ − − − ϕ + β ϕ =                              (29)

Это уравнение однородно, содержит только первые частные производные и легко ре-
шается. Перепишем его в следующем виде:
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( )2 2
2 2 0, .t x k
i kP U l P P P k l

k l
β

− − = ≡ + ϕ
+                              

 (30)

Сделав замену переменных (τ = t, k' = k + lUxt), получаем следующее уравнение:

( )
( )2 2

0.x

x

i k lU P
P

k lU lτ

′β − τ
− =

′ − τ +
                                        (31)

Уравнение (31) можно проинтегрировать явно (экспонента от логарифма), и тогда 
окончательное решение имеет вид двойного интеграла Фурье:

( ) ( )
( )

( )

( ){ }

2 22 2

2 2 2 22

1, , , exp ln
2 2

exp ,

x

xx

x

k lU t lk lx y t g k l i
lU k lk lU t l

i k lU t x ly dk dl

+∞ +∞

−∞ −∞

  − ++ β Ψ = ×  π +− +     

× + − +  

∫ ∫
    (32)

где решение нормировано на начальное условие

( ) ( ) ( )2
1, , , 0 exp .

2
g k l x y t i kx ly dx dy

+∞ +∞

−∞ −∞

= Ψ = − +  π ∫ ∫                     (33)

Анализ двойного интеграла Фурье методом стационарной фазы и построение траекто-
рий волновых пакетов можно найти в работе [20].

Рассмотренные примеры являются простыми в том смысле, что полученные двойные 
интегралы уже известны. Новизна нашего решения состоит в том, что решение формаль-
но построено прямым Фурье-преобразованием неоднородного дифференциального урав-
нения без привлечения конвективных координат.

Перейдем теперь к более сложной задаче, где решение в виде интеграла Фурье кра-
евой задачи ранее не было известно, но оно рассматривалось в терминах специальных 
функций от комплексных переменных. Сама процедура построения некой комплексной 
переменной для специальной гипергеометрической функции и интегрирование по некой 
окружности в комплексном пространстве подсказывает, что должен быть способ получить 
данное решение через прямое преобразование Фурье исходного неоднородного диффе-
ренциального уравнения с неразделяемыми переменными.

Эталонное уравнение для двухмерной неоднородной среды. 
Аномальная фокусировка внутренних волн

В рассмотренных выше примерах решение искалось в виде двумерного интеграла  
Фурье, при этом неоднородность внешнего поля (поле скорости фонового течения, или 
топография), носили одномерный характер.

Теперь рассмотрим более сложный пример задачи с двумерной неоднородностью 
внешнего поля.

Пример 5. В теории аномальной фокусировки внутренних волн в двумерно-неоднород-
ной жидкости эталонное уравнение эллиптико-гиперболического типа для вертикального 
смещения в окрестности фокуса имеет следующий вид [13, уравнение (2.5)]:

2

2

2 0,zz yy y
y z y

y z
L L L

 
Ψ + + Ψ + Ψ =  

                                     
 (34)

где Ψ – функция тока; (x, y, z) – прямоугольная система координат; Ly, Lz – величины 
длины неоднородностей по осям y и z.

Будем искать решения, локализованные в малой окрестности некоторого уровня по 
вертикальной координате и экспоненциально затухающие вне этого уровня; здесь для 
случая внутренних волн введены следующие обозначения [13]:

2 2

2

1 12 ln , ,z z
y

y z

N
L L N

∇ Ω ∇
= ∇ Ω = −

Ω
                                 (35)
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где Ω = ω − kU (ω – частота, k – зональное волновое число, U (z, y) – неоднородное 

горизонтальное фоновое течение со сдвигом); 2
0( ) ln ( )dN z g z

dz
= − ρ  (ρ0(z) – плотность).

Значение всех производных берется в фокусной точке. Поскольку уравнение (34) ин-
вариантно относительно масштабного преобразования z = az', y = a2y', вводится некая 
автомодельная переменная. Решение строится как суммирование всех частных решений 
по гипергеометрическим функциям от комплексного аргумента. При этом сама процедура 
построения этой комплексной переменной не совсем понятна. Не совсем также понят-
но, что это за функции, которые рассматривают авторы работы [13], откуда эти функ-
ции появляются, какова их физическая природа и что означают первичное и вторичное 
квантование при построении асимптотик решения. Отметим при этом, что асимптотики 
двумерной функции строятся одномерными только на оси волновода.

Для того чтобы, с одной стороны, осмыслить эти решения в специальных функциях 
от комплексных аргументов, а с другой представить данные классы решений с помощью 
классического преобразования Фурье и его свойств (представлены выше), мы самосто-
ятельно построим решение в интегральной форме, найдем его двумерные асимптотики 
и покажем, что означают первичные и вторичные квантования в терминах классической 
задачи Штурма – Лиувилля. Для этого можно взять за основу известные интегральные 
представления гипергеометрической функции, и тогда идея нахождения решения станет 
более прозрачной. В некотором смысле мы идем от интегрального представления, но по-
иск решения лучше изложить в обратном направлении.

Решение уравнения (34) ищем в виде интеграла Фурье. Сначала ограничимся верхней 
половиной интеграла:

( ) ( ) ( )
0

, , , , , , exp .k y z G k l z ily dl
∞

Ψ ω = ω∫                              (36)

На самом деле возникает резонный вопрос, брать ли весь интеграл или только верх-
нюю (или нижнюю) его часть. Обсуждение этой проблемы мы дадим далее, в заключи-
тельной части работы. 

Используем снова свойства преобразования Фурье:

( )2 2, , , .y yy yy l
G i l G l G y i l GΨ → Ψ → Ψ → − Ψ → −               (37)

Первые три формулы в этой записи – это свойства преобразования Фурье производной, 
которые широко известны. Последняя же формула – это частный случай равенства (21) 
в монографии [9]. Несмотря на известность этой формулы, ее практическое применение 
в прикладных задачах отсутствует. В нашей работе делается акцент именно на практиче-
ском применении этой последней формулы из записи (37).

Подставим интеграл (36) в уравнение (34) и, принимая во внимание (37), для  
Фурье-образа G получаем следующее уравнение:

2 2 2

2 0.zz l
z y

l z lG G i G
L L

− − =                                         (38)

Равенство (38) не является уравнением с разделяющимися переменными. Чтобы оно 
стало таковым, выполним следующую замену переменных 

(z, l) → (η, φ),
где

1/2

1/2 ,
z

z l
L

η =   φ = l.                                              (39)

Якобиан такой замены имеет вид

( )
( )

1/2,
.

,
l

z l
∂ η ϕ

=
∂

                                                (40)
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Следует отметить, что в уравнениях (39) и (40) фигурирует l1/2. Технически именно этот 
факт и позволяет рассматривать только одну из частей интеграла Фурье. Для простоты 
мы выбрали сначала верхнюю, положительную часть интегрирования, с тем чтобы снять 
вопрос, относящийся к квадратному корню.

Здесь возникает вопрос, почему следует выбрать именно такую замену переменных. 
Ответ содержится в работе [17], где построено решение в ВКБ-приближении. Фактически 
оказываются лишними какие-либо рассуждения об автомодельности, так как в опреде-
ленном смысле вся автомодельность решения сводится к простой замене переменных 
вида (39). 

В новых переменных (η, φ) равенство (38) принимает вид уравнения с разделяющими-
ся переменными:

2 0.
2

z z

y y

L LG G i G i G
L Lηη η ϕ

η ϕ
− η − − =                                 (41)

И в таком случае ищем решение с разделяющимися переменными:

( ) ( ) ( ), .G H Fη ϕ = η ϕ                                          (42)

Для функции H(η) получаем следующее уравнение:

( )2
0 0,

2
z

y

LH i H H
Lηη η

η
− − η + µ =                                  (43)

где μ0 – постоянная разделения. 
Далее слагаемое с первой производной в уравнении (43) убираем следующей заменой:

( ) ( ) 2exp .
8

z

y

LH P i
L

 
η = η η  

 
                                    (44)

Для функции P(η) получаем следующее уравнение:
2

2
021 0.

16 4
z z

y y

L LP i P
L Lηη

  
+ −η − − µ + =      

                            (45)

Напомним, что мы ищем решения, локализованные в окрестности уровня z = 0. Анализ 
уравнения (45) позволяет заключить, что коэффициент при η2 должен быть положитель-
ным, поэтому мы получаем следующее условие существования локализованных решений:

2

21 0 0 4 .
16

z
z y

y

L L L
L

 
− > ⇔ < <  

 

                                    (46)

Условие (46) означает, что ветви параболы, которая ограничивает внутреннюю область 
прозрачности от внешней области тени, должны быть практически параллельны друг дру-
гу. В противном случае вертикальная мода не сформируется и волна не будет прибли-
жаться к критической точке бесконечно долго. Важно отметить, что если условие (46) не 
выполняется, то формально возможны и другие режимы трансформации решения. Ни о 
какой единственности решения здесь речи не идет.

Оценка параметров для внутренних волн показывает, что если принять масштабы, ко-
торые использовали авторы работы [13], то получается очень хорошая разница данных 
величин (Lz < 4Ly), а это свидетельствует об оправданности концепции параболической 
ловушки с физической точки зрения. 

Определим квантовые значения переменной разделения μ0 [10, 16]: 

( )
1/2

2

0 22 1 1 , 0,1, 2, ... .
4 16

z z

y y

L Lm i m
L L

   
− + = µ − − =      

   
                 (47)
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Отсюда можно найти собственные значения
1/22

0 2

161 1 ; 1 , 0,1, 2, ...
4 2 2

yz

y z

LL i m m
L L

  δ  µ = − + δ ≡ − =         
              (48)

и собственные функции

( )
1/4 1/2

2 22

2 2
0

1 exp 1 , 0, 1, 2,...,
16 2 16

z z
m

m y y

L LP H m
L L

∞

=

       η    η = η − − − =                  
∑     (49)

где Hm – полиномы Эрмита.
Перейдем теперь к определению второго множителя F(φ) в решении (42). Из формулы 

(41) получаем следующее уравнение:

0 0.z

y

Li F F
L ϕ

ϕ
− + µ =                                             (50)

Решение уравнения (50) имеет следующий вид:

( ) 0, .y

z

L
F i

L
µϕ = ϕ µ ≡ − µ                                         (51)

Окончательно получаем следующие собственные значения:

1 1 .
4 2 2

i mδ  µ = + + 
 

                                           (52)

Подставляя все найденные составные решения в исходный интеграл (36), находим 
собственные функции:

( ) ( )
1/4

21/2

1/2 2
0 0

1/2
22 2

2

, , , , 1
16

exp 1 exp ,
2 16 8

z
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m z y
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Lz lk y z A k l H
L L

Lz l zi l y dl
L L L
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µ

=

     Ψ ω = ω − ×        
      
 × − − ⋅ +               

∑ ∫
             (53)

где А(k, ω) – некоторая константа, определяющая спектральную плотность начального 
состояния. 

Далее полученные собственные функции (53) можно с помощью несложных преобра-
зований свести к вырожденной гипергеометрической функции от некоторого комплекс-
ного аргумента. Отметим, что именно интегральная запись (53) является предпочтитель-
ной для нахождения асимптотик собственных функций. Несмотря на то, что построенные 
собственные функции (53) выражают зависимость от двух физических переменных (z и у), 
интеграл для собственных функций является одномерным, что позволяет воспользоваться 
методом стационарной фазы [16].

Запишем мнимую часть интеграла (53) в следующем виде:

2 1exp ln .
8 2 2y

zi l y i m l
L

   δ  + + +          
                               (54)

Если продифференцировать это выражение по переменной l и приравнять нулю выра-
жение в квадратных скобках, то получим уравнение для точки lc:

2 1 .
8 2 2y c

zy m
L l

δ  + = − + 
 

                                       (55)
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Перепишем это соотношение в следующем виде:

2

1
2 .

2
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m
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zy
L

 δ + 
 = −

 
+  

 

                                             (56)

Полученное выражение (56) – это некое обобщение коротковолновой ВКБ-асимпто-
тики дисперсионного соотношения lc = y−1. Тогда вторая производная фазы по волновому 
числу пропорциональна 2 ,cl

−  и, следовательно, корень в минус первой степени из этой 
производной пропорционален 1.cl

Асимптотика собственных функций в окрестности критической точки принимает сле-
дующий вид:
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∑
                (57)

Анализ этого равенства позволяет заключить, что асимптотика решения эталонного 
уравнения в точности совпадает с ВКБ-решением [17], выраженным вертикальной модой 
в виде полиномов Эрмита, мажорированных гауссовской функцией, и дает классическую 
степень 5/4 для амплитуды вертикальной скорости. Если авторы работы [13] и имеют в 
виду некую моду, то мы с уверенностью утверждаем, что это не их вертикальная мода в 
виде ВКБ-решения по вертикальной координате, а совсем другая, которая построена в 
работе [17].

Построенные нами решения представляют собой функции не от переменных z, у, а от 
некоторых криволинейных переменных, имеющих следующий вид:

( )
2
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y
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z zy z y
L zy
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+   
  

                                 (58)

Таким образом, происходит в некотором смысле искривление пространства в окрест-
ности фокальной точки. Но вся эта «криволинейность» просматривалась и при решении 
задачи в ВКБ-приближении, где формально происходила следующая замена переменных: 

( ), , .zy z y
y

 
→   

 

 

Поэтому, по большому счету, асимптотики одномерных интегралов не дают каких- 
либо качественно новых результатов, отличных от ВКБ-решений, за исключением  усло-
вия (47), которое выполняется c большим запасом.

Приведение интеграла Фурье к гипергеометрической функции от комплексного перемен-
ного. Для сравнения нашего решения с решением Н. С. Ерохина и Р. З. Сагдеева [13] 
перепишем собственные функции (54) в следующем виде:

( )
1/2 2 2

1/2
1/2

0

, , , exp exp .
2 8 8m m

y y y

z l z l zk y z l H il y dl
L L L

∞
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Ψ ω = δ ⋅ − δ ⋅ +                  

∫          (59)
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Затем сделаем замену переменных (l → x), а аргумент

1/2
1/2

1/22 y

z l
L

 
δ  

   

полинома Эрмита примем за новую переменную
1/2 1/2

1/2 .
2 y

zlx
L
δ

=                                                 (60)

Из этого следует, что 

( )
2 1

2
2 2

0

exp 2 ( ) .m m
xax H x dx
z

∞ µ+

µ+Ψ ∝ −∫                                  (61)

В формуле (60) появилась комплексная переменная 2а, зависящая от двух простран-
ственных физических переменных – z и y:

( )2
2

1 12 8 .
2 2 ya i z y L

z
= − +

δ
                                     (62)

Двумерную задачу мы решили через одномерный интеграл, но только от комплексного 
аргумента. Нетрудно видеть, что

( )
2

2 2

1 2 *,
2 8 y

z
a z i z y L

δ
= ≡ τ

δ − +
                                   (63)

где τ – комплексная переменная Н. С. Ерохина и Р. З. Сагдеева [13] (звездочка означает 
комплексное сопряжение). 

Интегральное представление гипергеометрической функции через полиномы Эрмита 
имеет следующий вид [11, формулы 7.37, 7.38, см. «Список литературы» на русском язы-
ке]:

( )2
2

0

1 1 1; ; ; exp 2 ( ) ,
2 2 2 nF n ax x H x dx

a

∞
νν + − ∼ − 

  ∫                      (64)

где Re a > 0, Re ν > −1;
кроме того [11, ф-ла 7.376.3]: 

( )2
2 1

0

3 1; 1; ; exp 2 ( ) ,
2 2 2 nF n ax x H x dx

a

∞
ν

+

ν − + ∼ − 
  ∫                      (65)

где Re a > 0, Re ν > −2.
С учетом собственных значений (48) находим:

3 12 1 .
2 2

i m ν = µ + = + δ + 
 

                                     (66)

Следовательно, построенные решения регулярны, а интегралы сходятся. Сходство с ре-
шением Ерохина и Сагдеева [13] достигнуто по трем из четырех параметров. Определяем 
последний параметр гипергеометрической функции:

7 11 *,
2 4 2 2

i mν δ  + = + + ≡ γ 
 

                                      (67)

где γ – квантовый параметр из этой работы [1, формула (2.7)]. 
Аналогично находим, что

1 5 1 .
2 4 2 2

i mν + δ  = + + 
 

                                         (68)

Таким образом мы получили полное соответствие наших результатов с работой [13]. 
Если учесть вторую часть интеграла Фурье, для отрицательных волновых чисел, то через 
замену переменной его можно свести к интегралу по положительным волновым числам. 
Но тогда в исследуемом интеграле произойдет замена у мнимой единицы (i → − i1), а это 
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приведет к появлению второй части решения, где вместо τ и γ будут фигурировать ком-
плексно-сопряженные τ* и γ*.

Тем самым общее решение задачи есть сумма решений от τ и τ*, что физически равно-
сильно сумме падающей и отраженной волн. Это означает, что математически нет запрета 
на отражение и версия о бесконечной фокусировке сильно преувеличена. 

Обсуждение и выводы

В данном исследовании изложены основные сведения по операторному методу преоб-
разования Фурье, которые необходимы для практического решения конкретных физиче-
ских задач в неоднородных средах. Основные свойства выводятся двумя способами:

интегрированием по частям, что предполагает затухание функций на бесконечности;
дифференцированием по параметру прямого или обратного преобразования Фурье.
На пяти конкретных примерах мы показали, как работает Фурье-анализ в неоднород-

ных средах. В первых четырех примерах построены формальные интегральные решения, 
так как их дальнейший анализ хорошо известен и читатель с этим может самостоятельно 
ознакомиться, используя указанные ссылки. Отметим, что обычно эти интегралы (см. 
Примеры 1 и 2) приводятся без вывода и читателю предлагается самостоятельно полу-
чить этот вывод с помощью преобразования Лапласа. В нашей работе мы построили 
интегральные решения с помощью преобразования Фурье и теоремы Коши, показав их 
равнозначность с преобразованием Лапласа в одномерных неоднородных задачах.

В Примерах 2, 3 и 4 рассматривается двумерная задача, в которой неоднородность сре-
ды носит одномерный линейный характер. В Примере 2 решение можно получить двумя 
способами: через преобразование Фурье и через преобразование Лапласа. В Примере 5 
мы выполнили полный анализ краевой задачи. Мы построили интеграл Фурье, нашли 
его двумерные асимптотики с помощью метода стационарной фазы и свойств параболи-
ческого квантового осциллятора и также провели идентификацию найденного интеграла  
Фурье, сведя его к известной вырожденной гипергеометрической функции от комплекс-
ного аргумента. Тем самым мы показали, что утверждение о неработоспособности  
Фурье-анализа в неоднородных средах является ошибочным.

Таким образом, в терминах интеграла Фурье мы аналитически доказали идентичность 
решения эталонного уравнения для вертикальной фокусировки монохроматической вол-
ны в окрестности фокуса с решением эталонного уравнения в терминах вырожденной 
гипергеометрической функции от комплексного переменного, полученного в предыдущих 
исследованиях. Данное математическое решение успешно применяется также в задачах 
магнитогидродинамической неустойчивости и при описании внутренних гравитационных 
волн в двумерно-неоднородной жидкости [7, 13]. 

Показано, что вопрос о поглощении волн в фокальной зоне носит неоднозначный ха-
рактер и поэтому может наблюдаться как прохождение, так и отражение от особенности. 
Конкретные оценки для типичных параметров океанических градиентов гидрофизиче-
ских полей плотности и скорости показывают, что локализация, и, как правило, усиление 
волновых движений вполне реализуемы и будут проявляться в виде сильно локализован-
ных пространственных вихревых образований. 

Указанные особенности следует учитывать при исследовании геофизических полей, в 
частности при анализе мезомасштабной вихревой динамики в океане.

Аналитический метод, изложенный в данных пяти примерах, может быть использован 
при решении и других задач математической физики.
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Аннотация. Представлены общая схема и конструкция экспериментальной уста-

новки для изучения термоэлектрических явлений в точечных контактах разнородных  
материалов и в наноструктурах. Точеные контакты регулируемого размера  
формируются с помощью атомно-силового микроскопа, определяются зависимости 
термоэдс от разности температур и от силы воздействия зонда на образец. Проведе-
но численное моделирование распределения температуры в такой системе для различ-
ных условий, оценено влияние воздушной среды и жидкого слоя, формирующегося на 
поверхностях в условиях естественной атмосферы. Моделирование показало, что это 
влияние не является существенным, что делает необязательным проведение экспери-
ментов в высоком вакууме.
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Abstract. We present an experimental setup for the study of thermoelectric effect in point 
contacts between different materials and in nanostructures. Point contacts of controlled size are 
formed with the use of an atomic force microscope (AFM), thermopower dependences against 
the temperature drop and against the contact spot size determined from the force applied to 
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the probe. Computer simulations of heat transport in the system were performed to evaluate 
influence of atmospheric air and of a liquid layer covering solid surfaces in the atmospheric 
conditions onto temperature distributions. This influence was found to be insubstantial, which 
makes it possible to conduct experiments on the atmosphere and not in high vacuum. 
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Введение

Проблема повышения энергоэффективности становится все более актуальной для 
электроники. Сообщалось, в частности, что более 10 % электроэнергии в мире уже сейчас 
потребляется компьютерами и телекоммуникационным оборудованием, и эта доля быстро 
растет [1]. Потребляемая электронными устройствами энергия в конечном итоге выделя-
ется в виде тепла, и обратное преобразование части этого тепла в электроэнергию могло 
бы заметно повысить общую энергоэффективность. Наиболее естественным способом 
утилизации тепловой энергии электронных компонентов представляется использование 
твердотельных термоэлектрических генераторов (ТЭГ). Разработка и совершенствование 
ТЭГ ведется в течение многих лет (по меньшей мере, с 40-х гг. XX века), и успехи здесь 
весьма значительны. Однако на пути повышения эффективности ТЭГ имеются фунда-
ментальные физические ограничения.

Термоэлектрические материалы принято оценивать параметром термоэлектрической 
эффективности (качества) Z или, чаще, одноименной безразмерной величиной ZT, где Т – 
 абсолютная температура. Этот параметр характеризует отличие кпд термоэлектрического 
преобразования, достижимого с использованием данного материала, от кпд идеальной те-
пловой машины. Зависимость термоэлектрической эффективности от свойств материала 
задается формулой [1 – 4]:

2

,
el ph

S TZT σ
=

κ + κ                                                (1)

где S – коэффициент Зеебека (определяется как коэффициент пропорциональности 
между термоэдс и перепадом температуры); σ – электрическая проводимость; κel, κph – 
электронная и решеточная (фононная) составляющие коэффициента теплопроводности. 

По имеющимся оценкам, широкое использование ТЭГ в энергетике окажется эконо-
мически оправданным при достижении ZT = 3 – 4. Полученные к настоящему време-
ни значения ZT лучших термоэлектрических материалов (в частности, теллурид висмута 
Bi2Te3) при комнатной температуре близки к единице. Из формулы (1) очевидно, что 
для повышения термоэлектрического качества следует добиваться уменьшения тепло-
проводности материала и увеличения его электропроводности и коэффициента Зеебека.  
Металлы, обладая высокой электропроводностью, не являются оптимальными материала-
ми для ТЭГ, поскольку значения коэффициента Зеебека у них невелики: в большинстве 
случаев не превышают по модулю 10 мкВ/K. Кроме того, поток тепла в металлах пере-
носится преимущественно носителями электрического заряда, вследствие чего коэффи-
циенты тепло- и электропроводности металлов, стоящие в формуле (1) в знаменателе и 
в числителе соответственно, пропорциональны друг другу (закон Видемана – Франца), 
что затрудняет оптимизацию параметра ZT. В противоположность этому, полупроводники 
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обладают низкой электронной теплопроводностью, а тепловой поток в них переносится 
почти исключительно фононами. Коэффициент Зеебека полупроводящих материалов, как 
правило, достаточно велик (сотни мкВ/K), что определяется значительными вариациями 
функции энергетической плотности состояний электронов вблизи уровня Ферми [3 – 5]. 
Термоэлектрические свойства полупроводников можно оптимизировать выбором степе-
ни их легирования [6, 7] или смещением уровня Ферми иными способами [8]. В целом, 
полупроводники характеризуются наилучшими термоэлектрическими параметрами среди 
однородных объемных материалов, однако возможности их радикального совершенство-
вания все же ограничены.

В последние десятилетия перспективы создания коммерчески успешных термоэлектри-
ческих устройств связывают с наноструктурами и наноструктурированными материалами. 
Многие эксперименты (см., например, статьи [9 – 12]) принципиально подтвердили тео-
ретические предсказания, сделанные авторами работ [4, 13], о возможности использова-
ния размерных эффектов для селективного уменьшения теплопроводности за счет рассе-
яния фононов границами и дефектами при меньшем их влиянии на электропроводность. 

Не менее перспективным считается путь использования в термоэлектрических устрой-
ствах наночастиц, отдельных молекул или молекулярных слоев [2, 3, 12 – 16], обладаю-
щих дискретным спектром разрешенных электронных состояний, который можно опти-
мизировать для достижения высоких значений S и ZT. Разрабатываются наноструктуры, 
где есть возможность создать условия одновременно для деструктивной интерференции 
возбуждений решетки и конструктивной интерференции электронных волн [1, 2]. Рас-
чет термоэлектрических параметров устройств, использующих наноразмерные элементы, 
представляет собой сложную задачу, что повышает роль эксперимента в таких исследо-
ваниях.

Постановка задачи исследования

В данной работе представляются результаты первого, начального этапа нового иссле-
довательского проекта, цель которого состоит в экспериментальной проверке одной из 
теоретических моделей, предсказывающих возможность построения ТЭГ с повышенной 
эффективностью на основе использования особенностей переноса тепла и термоэлектри-
ческих явлений в наноструктурах на основе углерода. 

Углерод в состоянии sp2-гибридизации (однослойный и многослойный графен, угле-
родные нанотрубки, графит) обладает уникальными характеристиками [4, 17, 18]: низ-
кой эффективной массой носителей заряда, высокой теплопроводностью, высоким коэф-
фициентом поглощения оптического излучения. Электронные свойства графена и угле-
родных нанотрубок легко модифицируются не только легированием и дефектами, но и 
электрическим полем, что делает углерод в состоянии sp2-гибридизации перспективным 
материалом электроники. Среди прочего, рассматривалась и возможность его использо-
вания в составе термоэлектрических устройств [5, 19].

Е. Д. Эйдельман, автор работ [20, 21], предложил конструкцию ТЭГ на основе струк-
туры из нанометровых слоев алмазоподобного и графитоподобного углерода. Принцип ее 
действия базируется на предложенной им ранее теоретической модели [22, 23], которая 
обосновывает возможность получения повышенных значений коэффициента Зеебека S и 
параметра ZT при использовании явления увлечения носителей заряда баллистическим 
потоком фононов, причем даже при комнатной и более высокой температуре. В этом 
случае для достижения положительного результата требуется локализация электрического 
поля и перепада температуры в плоском нанослое sp2-углерода, где поток фононов остает-
ся баллистическим. Алмазоподобный слой играет роль «холодильника», отводя неисполь-
зованную часть этого потока. В качестве необходимого условия указывается также нали-
чие резких (не более нескольких периодов решетки) межфазных границ. На наш взгляд, 
экспериментальная демонстрация предсказанного эффекта в статье [21] была не вполне 
убедительной. Причиной этого, вероятно, стала объективная технологическая сложность 
формирования идеальной структуры, требуемой теорией; наличие дефектов, практически 
неизбежное при указанных значениях толщины и площади, могло приводить к электри-
ческому закорачиванию реальной структуры и снижению регистрируемого для нее термо-
электрического напряжения.
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Наше исследование нацелено на проведение экспериментальной проверки работоспо-
собности концепции, предложенной в статьях [20, 21], с использованием более простой в 
реализации структуры, основной частью которой может являться, например, углеродный 
наноостровок на поверхности кремниевой подложки (служащей в данном случае холо-
дильником или, наоборот, нагревателем). Второй термический и электрический контакт 
с островком должен устанавливаться посредством зонда атомно-силового микроскопа 
(АСМ). Островковые углеродные пленки требуемой структуры изучались нами ранее в 
связи с их способностью к эмиссии электронов [24 – 26].

Достоинством предлагаемого подхода является возможность проведения оперативного 
независимого тестирования термоэлектрических свойств многих островков, которые раз-
личаются размерами и свойствами интерфейса с подложкой. Это кажется необходимым, 
поскольку мы ожидаем, что высокую термоэлектрическую эффективность покажут лишь 
немногие из островков.

Такие ожидания связаны с важными особенностями, привносимыми тепловыми кон-
тактами малых латеральных размеров. 

Известно явление снижения термоэдс в наноконтактах [27 – 30], которое объясняют 
как раз подавлением фононного увлечения носителей заряда. Его причину видят в рас-
сеянии неравновесных фононов на «апертуре» наноконтакта, что снижает вероятность 
передачи их импульса электронам или дыркам. Поэтому, согласно теории, изложенной в 
статье [27], при малых диаметрах d контакта, в формуле для термоэдс увлечения появля-
ется дополнительный множитель d/Λp, где Λp – длина пробега фонона. 

В планируемых экспериментах предполагается исследование островков, высота кото-
рых имеет порядок длины пробега фонона, приближенно равной 5 нм (согласно оценке в 
статье [21]). Их латеральный размер будет в несколько раз большим, но размер контакта 
с зондом АСМ может оказаться малым и плохо контролируемым.

Однако граничное рассеяние фононов, по мнению многих исследователей, является 
лишь одной из причин зависимости коэффициента Зеебека и других кинетических коэф-
фициентов от размера области контакта. В частности, теорией предсказывается и уже экс-
периментально наблюдалось отклонение кинетических зависимостей от линейного вида 
при нарушении условия LT > Λp, где LT – расстояние, на котором температура меняется 
существенным образом; его можно определить, например, как

1 grad 
max .T

T
L

T
−  

=  
 

                                            (2)

Причину этого явления видят в нелокальности взаимодействия носителей заряда с 
решеткой [31 – 37]. При нарушении условия LT > Λp нельзя считать, что взаимодействие 
происходит в точке с определенными координатами. Зачастую при этом и значение тем-
пературы нельзя корректно определить, поскольку распределения фононов и носителей 
заряда оказываются существенно неравновесными [5, 38]. Одно из проявлений нело-
кальности – это зависимость величины термоэдс не только от приложенной разности 
температур, но и от ее профиля распределения, от максимальной величины ее градиента, 
т. е. от характеристик, которые едва ли можно предсказать для теплового контакта зонда 
с островком. 

Еще одной областью со свойствами, сильно изменяющимися от островка к островку, 
может оказаться область интерфейса с подложкой, поскольку островки формировались на 
слое естественного оксида; хотя в литературных источниках [30, 39, 40] и утверждается, 
что тонкие промежуточные слои не оказывают влияния на результаты измерения термо-
электрических параметров покрытий и наноструктур.

По указанным причинам, надежная регистрация факта получения высоких значе-
ний коэффициента Зеебека (в статье [21] оценка его ожидаемой величины составляет  
50 мВ/K) хотя бы для небольшой части углеродных наноостровков (или других аналогич-
ных тестируемых объектов), приводимых в контакт с имеющим отличную температуру зон-
дом АСМ, может рассматриваться как подтверждение теоретических предсказаний работ  
[20 – 23] и станет стимулом для последующих работ по практической реализации концеп-
ции ТЭГ, предлагаемой в работе [21]. 
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Экспериментальная установка

Экспериментальная установка для решения вышеописанной задачи создается на базе 
АСМ NanoDST (Pacific Nanotechnology, США). Такой подход не стоит считать новым: 
схемы на основе зондовых микроскопов с успехом использовались в аналогичных иссле-
дованиях, в частности, для картирования распределений тепловых и термоэлектрических 
параметров [5, 6, 39 – 44] и при изучении свойств молекулярных слоев и отдельных мо-
лекул [1, 5, 16, 39, 45]. Особенностями создаваемой установки являются минимальные 
доработки серийного АСМ и использование при ее работе стандартных АСМ-зондов, что 
возможно, поскольку на начальном этапе исследований будет решаться ограниченный 
круг задач.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки

Схема экспериментальной установки приведена на рис. 1. Массивный координатный 
столик (X-Y stage) и держатель зонда играют роль термостатов с температурой, равной 
температуре окружающей среды T0. Подложка изучаемого образца (Sample substrate) раз-
мещается на верхней поверхности элемента Пельтье (Peltier element), температура кото-
рой поддерживается (с помощью питающего элемент источника тока (Current source)) на 
заданном значении T = T0 + ΔT. Значения температуры контролируются при помощи 
термопар (Thermocouples). В ходе опыта зонд АСМ, начальная температура которого рав-
на T0, приводится в контакт с точкой образца, выбранной в ходе предварительного скани-
рования его поверхности. Формирующееся при контакте термоэлектрическое напряжение 
регистрируется цифровым вольтметром (Digital nanovoltmeter), синхронизованным с кон-
троллером АСМ (AFM controller). Одновременная регистрация его показаний и «кривой 
подвода» АСМ (англ. force-distance) позволит определить зависимость термоэлектрическо-
го напряжения от силы взаимодействия зонда с поверхностью, а значит, и от размера d 
области их контакта. Для выделения составляющей напряжения, связанной с контактной 
разностью потенциалов, эксперимент будет проводиться и для ΔT = 0.

Задача определения чисто тепловых параметров – величин тепловых потоков, тепло-
вых сопротивлений, теплопроводимости и теплопроводности – с точки зрения техники 
измерений представляет обычно наибольшую сложность [38, 46, 47]. На данном этапе 
исследований мы отказались от их определения, поскольку для оценки релевантности 
концепции ТЭГ, предложенной в работе [21], достаточно нахождения максимальных зна-
чений коэффициента Зеебека S, т. е. измерений температуры и термоэдс. В случае обна-
ружения воспроизводимых зависимостей S(ΔT) и S(d), получаемые результаты дадут до-
полнительную информацию о физике процессов переноса тепла и электрического заряда 
в изучаемой системе.

В дальнейшем планируется расширить возможности установки. 

Объекты исследования

Для первых экспериментов были выбраны следующие объекты исследования (ниже 
они даны в последовательности от простых к более сложным).

Наноконтакт АСМ-зонда с металлической пластиной или толстой пленкой (Cu, Au). 
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Поскольку значения коэффициента Зеебека для кремния существенно превосходят его 
значения для металлов, при контакте кремниевого зонда с металлической пластиной есте-
ственно ожидать, что величина термоэдс будет в основном определяться процессами в 
зонде. Таким образом, главная цель таких опытов состоит в определении вклада в термо-
эдс зондов разного типа: с металлическим покрытием и без покрытия, при разном раз-
мере пятна контакта. Такие данные необходимы для проведения последующих экспери-
ментов с другими объектами – для учета вклада АСМ-зонда в регистрируемые значения 
термоэдс.

Наноконтакт АСМ-зонда с кремниевой пластиной. Измерения термоэлектрических ха-
рактеристик наноконтактов, формируемых между АСМ-зондами и подложками, весьма 
важны для корректной интерпретации прочих экспериментальных результатов, так как 
углеродные наноостровки (это основные объекты экспериментов на данном этапе иссле-
дований) сформированы на кремниевых подложках. Однако существует и дополнитель-
ная мотивация для проведения таких опытов.

В проведенных ранее экспериментах была зарегистрирована способность к низко-
вольтной полевой эмиссии островковых пленок углерода и металлов (молибден, цирко-
ний, вольфрам), сформированных на кремниевых подложках [24, 25, 48]. Было высказано 
предположение о важной роли термоэлектрических потенциалов в физическом механиз-
ме эмиссионного процесса [26, 48, 49]. При этом отсутствие существенных различий 
эмиссионных параметров углеродных и металлических островков свидетельствовало в 
пользу того, что термоэлектрические потенциалы формируются не в самих островках, а 
в подложках вблизи островков. Теоретическое рассмотрение такого процесса с примене-
нием модели увлечения носителей заряда баллистическим потоком фононов [21] позво-
лило дать оценку эффективности термоэлектрического преобразования такой структурой. 
Результаты этого рассмотрения будут опубликованы позднее, они могут быть важными 
и в связи с задачами данного исследования. Это определяет дополнительный интерес к 
результатам планируемого экспериментального тестирования термоэлектрических харак-
теристик наноконтактов металлизированных зондов с кремниевыми подложками.

Следует признать, что свойства точечных контактов кремния уже изучались и ранее, 
с 1980 – 1990 гг. Однако эти ранние эксперименты проводились преимущественно с 
контактами микронных и субмикронных размеров (20 – 0,3 мкм) [29, 30, 50], которые 
формировались между заостренными кромками кремниевых клиньев, прижимаемых друг 
к другу с силой 1 – 100 мН [50]. Механическое сжатие приводило к появлению су-
щественных деформаций в приконтактной области, которые, по мнению самих авторов 
работ [30], были способны вызывать дополнительное рассеяние фононов и влиять на 
распространение потоков тепла. Размер контакта зонда АСМ с плоской поверхностью и 
силу их взаимодействия можно существенно снизить, чтобы более корректно имитиро-
вать контакт подложки со сформированным на ней наноостровком. Паспортное значение 
упругой постоянной АСМ-зонда типа CSG01 (НТ МДТ, Россия), предназначенного для 
контактной моды измерений, составляет 0,03 Н/м. На типичной «кривой подвода» зонда 
АСМ переход от сил притяжения к силам отталкивания (когда устанавливается непосред-
ственный контакт зонда с поверхностью) происходит на дистанции порядка 100 нм [41, 
42]. По этим значениям можно оценить силу механического взаимодействия зонда с по-
верхностью образца как F ≈ 3∙10–9 Н. Диаметр пятна контакта d можно вычислить путем 
решения задачи об упругом взаимодействии сферы радиуса R и плоскости [41]:

1/36 ,FRd
E

 =  
 

                                                (3)

где E – модуль Юнга (для кремния E = 109 ГПа), R – радиус острия зонда.
Для паспортного значения R = 10 нм это дает нам оценку минимального диаметра 

пятна контакта d ≈ 1,2 нм. При достижении давлением порога пластической деформации 
(например, для случая металлической пластины) эта величина может несколько возрас-
ти, но заведомо не превысит радиуса острия [41]. Таким образом, размер пятна контакта 
между зондом АСМ и кремниевой (или металлической) пластиной могут быть сделаны 
существенно меньшими, чем соответствующие величины, реализованные в классических 
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работах [29, 30, 50]. Сопоставление их результатов может представлять значительный  
интерес.

Углеродные наноостровки и листки графена (sp2-углерод). Как уже указывалось выше, 
термоэлектрические свойства углеродных наноостровков рассматриваются в качестве ос-
новного объекта данного исследования. Другим объектом станут листки многослойного 
графена, имеющие бóльшую площадь интерфейса с подложкой и представляющие собой 
более близкий аналог предлагаемой в структуры прототипа ТЭГ. Использование АСМ 
позволяет установить тепловой и электрический контакт с локальной областью отдельно-
го листка многослойного графена и варьировать силу его прижатия к поверхности под-
ложки.

Изображения и профили поверхности образцов естественно окисленных пластин крем-
ния с углеродными наноостровками и листками графена разной площади приведены на 
рис. 2,a – c. Они получены с помощью АСМ NanoDST (Pacific Nanotechnology), который 

Рис. 2. АСМ-изображения (слева) и профили 
топографии поверхности нанообъектов 
(справа) на естественно окисленных 

кремниевых подложках. 
Нанообъекты: листки многослойного графена 
большого (а) и малого (b) размеров, малый 
углеродный наноостровок (с) и металлические 

наночастицы вольфрама (d)

планируется использовать и в термоэлек-
трических экспериментах.

Металлические наночастицы. Особенно-
стью наноразмерных частиц в сравнении с  
объемными материалами является дис-
кретный характер спектра разрешенных 
состояний. Эта особенность является бла-
гоприятной с точки зрения возможности 
достижения высокой термоэлектрической 
эффективности. В соответствии с извест-
ной формулой Мотта, коэффициент Зее-
бека определяется величиной производной 
энергетической плотности состояний на 
уровне Ферми [4]:

( )

F

2 2
B

ln ( )
,

3
dk TS

e d
ε=ε

 σ ε π   =  ε  
      (4)

где kB – постоянная Больцмана, εF – энер-
гия Ферми, σ(ε) – величина дифференци-
ального вклада носителей заряда с энергией 
ε в электропроводность. 

Следует учитывать, что формула (4),  
вообще говоря, относится к металлам и 
вырожденным полупроводникам и мо-
жет быть не вполне корректной для sp2- 
углерода. Однако она полезна для пони-
мания общих тенденций: в окрестности 
дискретного энергетического уровня все 
производные по энергии велики, что, при 
оптимальном положении уровня Фер-
ми, может обеспечить большую величину 
коэффициента Зеебека [3]. Варьирование 
параметров, а именно – размера части-
цы, электрического потенциала и т. п. – 
позволяет осуществлять «настройку» от-
носительного положения уровня Ферми 
и разрешенных энергетических уровней, 
оптимизируя его для достижения высокой 
термоэлектрической эффективности. 

Сопоставление термоэлектрических 
свойств углеродных и металлических  
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наночастиц может позволить отделить влияние размерных эффектов от влияния элек-
тронной структуры конкретных материалов. На рис. 2,d представлены АСМ-изображение 
и профиль поверхности наночастиц вольфрама для образца, сформированного на крем-
ниевой подложке и приготовленного для исследования; подложка идентична таковым, 
используемым в остальных случаях.

Численное моделирование

В ходе общего планирования эксперимента было проведено численное моделирова-
ние распределения температуры по области контакта АСМ-зонда с плоской подложкой.  
Использовался программный пакет COMSOL Multiphysics, реализующий метод конеч-
ных элементов. При заданных геометрии и наборе граничных/начальных условий, пакет 
в принципе позволяет проводить поиск численных решений систем дифференциальных 
уравнений практически любого вида, в том числе систем, учитывающих размерные эф-
фекты и нелокальность; например, уравнений из теоретических работ [32 – 37]. Однако 
на данном этапе исследований моделировалось лишь распределение температуры (но не 
термоэлектрического потенциала), причем использовались стандартные уравнения ма-
кроскопической теории теплопереноса и табличные значения тепловых параметров ма-
териалов. Такой подход определяется тем, что задачи моделирования на данном этапе 
(планирования эксперимента) были ограниченными. 

Представим основные требования к этим задачам.
Во-первых, следовало установить, необходимы ли локальные измерения температуры 

вблизи области наноконтакта или достаточно определить температуры подложки образ-
ца и массивной части держателя зонда АСМ. Для этого фактически было необходимо 
оценить, какая часть общего перепада температуры между этими деталями (температуру 
которых измерить несложно) приходится на кантилевер стандартного зонда в типичных 
условиях эксперимента.

Во-вторых, требовалось определить, необходимы ли измерения в условиях вакуума или 
допустим эксперимент в атмосферных условиях. Для этого следовало оценить степень 
влияния воздушной среды и равновесного слоя адсорбата на свободных поверхностях на 
распределение температуры в области наноконтакта.

В-третьих, было необходимо определить, возможно ли использование стандартного 
металлизированного зонда в качестве металлического электрода наноконтакта металл/
sp2-углерод или металл/полупроводник.

В-четвертых, требовалось оценить время установления температурного распределения 
после формирования наноконтакта в условиях планируемых экспериментов.

Для решения этих задач была необходима оценка перепадов температуры прежде всего 
на вспомогательных элементах экспериментального прибора (в первую очередь, на канти-
левере АСМ-зонда), характерные размеры которых достаточно велики, чтобы вычисления 
по стандартной теории обеспечивали достаточную точность. Существенных погрешно-
стей расчетов при этом можно было ожидать для самой области наноконтакта (вероятнее 
всего, в сторону меньшей теплопроводимости), что учитывалось при анализе результатов. 
При выборе экспериментальной конфигурации требовалось, чтобы бóльшая часть созда-
ваемого перепада температуры концентрировалась в области наноконтакта. В этом случае 
максимальную оценку ожидаемой величины термоэдс можно получить простым умноже-
нием перепада температуры ΔT на даваемое теорией эффективное значение термоэлек-
трического коэффициента S (по данным статьи [21], для рассмотренной там структуры 
оно может достигать 50 мВ/K).

Расчеты распределения температуры проводили путем решения стандартного уравне-
ния теплопроводности вида

,p p
TC C T Q
t

∂
ρ + ρ ∇ + ∇ =

∂
u q                                       (5)

где ρ, Cp – массовая плотность и теплоемкость вещества; u – его локальная скорость 
(полагалась тождественно равной нулю); q – плотность потока тепла; Q – плотность 
источников тепла. 
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На данном этапе исследований постулировалась линейная связь величины q с гради-
ентом температуры (закон Фурье):

,T= −κ∇q                                                    (6)

где κ – коэффициент теплопроводности.
Использовались значения параметров материалов, приведенные в табл. 1. Был задей-

ствован модуль “Heat Transfer in Solids and Fluids” пакета COMSOL Multiphysics, а при 
расчете переноса тепла через воздушную среду – также и модуль “Laminar Flow”.

Таблица  1

Тепловые параметры материалов, использованные при моделировании

Параметр
Значение параметра для материала

Si Cu Pt Адсорбат (вода)

Теплоемкость, Дж/(кг∙K) 700 375 133 4200

Плотность, кг/м3 2329 8960 21450 1000

Теплопроводность, Вт/(м∙K) 130 394 71,6 0,56

Рис. 3. Геометрия задачи численного 
моделирования распределения температуры 
по области наноконтакта АСМ-зонда с 
плоской подложкой: а – общий вид, b – 

область наноконтакта

Моделировался контакт кремниевого 
зонда АСМ с медной подложкой (толстая 
пластина). Геометрия острия и кантилевера 
(рис. 3,а, табл. 2) была задана в соответ-
ствии с параметрами и изображением зонда 
NSG10, приведенными на сайте произво-
дителя (НТ-МДТ, Россия). Для упрощения 
расчетов решалась 2D-задача c осью сим-
метрии, проходящей через центр площад-
ки контакта зонда с плоской подложкой. 
Форма острия зонда задавалась как конус, 
сопряженный со сферой (рис. 3,b). Радиус 
сферы брался равным 10 нм. Эта же сфе-
рическая поверхность считалась границей 
острия с подложкой; предполагалось, что 
механическое прижимное действие зонда 
было достаточно сильным для пластиче-
ской деформации меди в области контак-
та. Отклонение 2D-геометрии от истинной 
3D-геометрии компенсировалось через за-
дание параметров материала кантилевера: 
его теплопроводность и теплоемкость в ле-
вой части (см. рис. 3,а) задавались таблич-
ными данными, а далее уменьшались по 
радиальной координате по закону 1/r.

В начальный момент времени темпера-
тура подложки задавалась равной 0°С, тем-
пература всех частей зонда – равной 100°С 
(при использовании линейных уравнений 
конкретные значения этих параметров не 

влияют на вид распределения). Граничные условия Дирихле ставились для нижней грани-
цы подложки (0°С) и для правого торца кантилевера (100°С). При решении задачи тепло-
проводности вычислялись стационарное распределение температуры, а также динамика 
установления этого стационарного состояния.
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Таблица  2

Геометрические параметры зонда АСМ, 
использованные при моделировании

Размер балки, мкм Размер острия, нм
Угол при вершине 

конуса, градДлина Ширина Толщина Высота 
Радиус 

кривизны

125 27 3 1,5·104 10 50

Рис. 4. Результаты решения задачи теплопроводности в области 
наноконтакта кремниевого зонда АСМ с медной подложкой. 

Представлены распределения температуры в условиях вакуума (а), с учетом 
теплопроводности через воздух (b) и присутствия на поверхности слоя жидкости (с), 

а также при наличии слоя металлизации зонда платиной (d)

На рис. 4 представлены результаты проведенного моделирования. Температурное рас-
пределение (см. рис. 4,а) было получено для кремниевого зонда, находящегося в контакте 
с чистой поверхностью медной пластины в условиях вакуума; перенос тепла электромаг-
нитным излучением считался несущественным [41]. Как и ожидалось, в этих условиях 
доминирующая часть перепада температуры приходится на зонд, материал которого ха-
рактеризуется меньшей теплопроводностью; геометрический фактор (коническая форма) 
также несколько увеличивает его тепловое сопротивление. Температура существенным 
образом изменяется лишь в области зонда вблизи наноконтакта, до расстояний порядка 
нескольких величин его радиуса. Перепад температуры на кантилевере пренебрежимо 
мал: заведомо не превосходит 1 % от полной разности температур.

Результаты моделирования стационарного распределения температуры в присутствии 
воздуха представлены на рис. 4,b. Были учтены потоки тепла через воздух за счет тепло-
проводности и конвекции. Здесь можно видеть непрерывное и приблизительно линейное 
изменение температуры в промежутке между пластиной и кантилевером. Из литературы 
известно [41, 51], что полный поток тепла между АСМ-зондом и подложкой при атмос-
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ферном давлении в большой степени определяется именно конвекцией. Однако расчет 
показал, что теплопроводность кантилевера достаточна для того, чтобы конвективный 
поток тепла не искажал заметным образом температурное распределение вблизи нано-
контакта и не изменял температуру основания (широкой части) зонда более чем на доли 
процента от ее полного перепада.

Сказанное выше относится и к влиянию слоя воды и адсорбированных газов, покры-
вающих свободные поверхности при нормальных условиях [41, 42]. Для оценки степени 
влияния адсорбата на распределение температуры, в модель был введен кольцевой слой 
(толщина 20 нм) с теплопроводностью воды, в область наноконтакта (см. рис. 4,c). Из 
сравнения результата расчета, представленного на рис. 4,c, с данными рис. 4,а видно, что 
влияние жидкого слоя на распределение температуры в наноконтакте минимально.

И наконец, была проведена оценка влияния металлизации зонда. Результат расчета 
температурного распределения для зонда, покрытого слоем платины толщиной 30 нм, 
показан на рис. 4,d. Видно, что значительная часть перепада температуры приходится 
именно на слой платины, имеющей относительно низкую теплопроводность. Следова-
тельно, использование зондов с платиновым покрытием в планируемых экспериментах 
нежелательно. Предпочтительнее использовать зонды с другим покрытием, например из 
золота (его теплопроводность – 317 Вт/(м∙K)) или другого металла с высокой теплопро-
водностью (например, из меди или серебра).

Таблица  3

Результаты моделирования времени установления стационарного 
распределения температуры при варьировании условий 

Условие
Время установления, мкс

Зонд без покрытия Зонд с покрытием 
из платины

Базовая модель (вакуум) 3,0 4,0

Атмосферный воздух 1,3 4,0

Слой жидкости на поверхности 4,0·103 4,0·103

Воздух + жидкость 4,0·103 –

Результаты моделирования динамики установления температурного распределения 
после приведения зонда в контакт с поверхностью показали, что в отсутствие воздуха 
характерное время такого процесса не превышает нескольких микросекунд (табл. 3). В 
экспериментах в режиме регистрации кривых подвода (force-distance) АСМ такая задерж-
ка может быть проигнорирована. При моделировании теплопереноса через воздух вре-
мя установления распределения температуры в воздушной среде оказалось существенно 
большим – миллисекунды. Однако и это, по всей видимости, не должно препятствовать 
измерениям, поскольку сам поток тепла через воздух должен слабо влиять на темпера-
туру зонда и подложки, а для приконтактной области время стабилизации температуры 
по-прежнему измеряется микросекундами. Этот вывод согласуется с литературными дан-
ными [45].

Таким образом, проведенное численное моделирование в упрощенной COMSOL- 
модели позволило решить его основную задачу: получить положительный ответ на вопрос 
о возможности постановки экспериментов по выявлению особенностей термоэлектриче-
ского эффекта в атмосферных условиях с использованием АСМ NanоDST и стандартных 
зондов.

Заключение
В работе представлены результаты начального этапа исследования, проводимо-

го в Высшей инженерно-физической школе СПбПУ Петра Великого и посвященного  
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изучению наноразмерных особенностей термоэлектрического эффекта. Конечной его це-
лью является создание термоэлектрических генераторов с улучшенными эксплуатацион-
ными характеристиками. 

В качестве первоочередной задачи выбрана экспериментальная проверка известной 
из литературы теории, описывающей возможность достижения высоких значений тер-
моэлектрической эффективности за счет использования феномена увлечения носителей 
электрического заряда баллистическим потоком фононов в пленочной наноструктуре. Мы 
считаем, что проверка данной концепции может быть проведена относительно простыми 
средствами, а именно – измерением термоэлектрических характеристик наноуглеродных 
наноостровков и листков графена, сформированных на кремниевой подложке. 

Результаты численного моделирования показали, что такие измерения можно провести 
с использованием атмосферного атомно-силового микроскопа со стандартными зондами 
после его дооборудования системами регулирования и измерения температуры образца.
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Abstract. This study presents the results of a complex physical modeling of a moderate 
power gyrotron operating at the 4-mm wavelength range. The characteristics of electrodes 
and magnetic coils in a four-stage recovery collector were optimized taking into account the 
coordinate and velocity distributions of electrons. These distributions were obtained through a 
trajectory analysis in the electron optical system and calculation of electron-wave interaction 
in the gyrotron cavity. To reduce parasitic effects of the bundles of a toroidal solenoid used 
to create an azimuthal magnetic field in the collector region, a sectioned electron beam was 
employed. The study demonstrated that the gyrotron's total efficiency of approximately 79 % 
could be achieved, being close to the maximum efficiency value achievable with separation of 
electron fractions with different energies, provided that the current of electrons reflected from 
a collector should not exceed 1% of the total current of an electron beam.
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Аннотация. В работе представлены результаты комплексного физического 
моделирования гиротрона средней мощности, работающего на длине волны 4 мм. 
Проведена оптимизация характеристик электродов и магнитных катушек в коллекторе с 
четырехступенчатой рекуперацией с учетом распределения электронов по координатам и 
скоростям. Эти распределения были получены путем траекторного анализа в электронно-
оптической системе и расчета электронно-волнового взаимодействия в резонаторе 
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гиротрона. Для снижения паразитного воздействия связок тороидального соленоида, 
используемого для создания азимутального магнитного поля в области коллектора, 
использован секционированный электронный пучок. Исследование показало, что можно 
получить общий КПД гиротрона около 79 %, что близко к максимальному значению, 
достижимому при идеальном разделении электронных фракций с разными энергиями, 
при условии, что ток отраженных от коллектора электронов не должен превышать 1 % 
от общего тока электронного пучка.

Ключевые слова: СВЧ-электроника, гиротрон, винтовой электронный поток, рекупе-
рация, возвращение остаточной энергии электронов
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Introduction

In recent years, there has been an intensive search for new ways to improve powerful gyrotron-
type devices due to the wide possibilities of their practical use. Gyrotrons occupy a leading position 
among effective sources of powerful microwave radiation in the millimeter and submillimeter 
wavelength ranges. They are irreplaceable in such an important application as electron-cyclotron 
plasma heating and current drive (ECH&CD) in magnetic confinement fusion systems designed 
to produce energy through controlled thermonuclear fusion (see, for example, Refs. [1 – 3]). The 
requirements to gyrotrons designed for thermonuclear fusion are exceptionally high. The ITER 
project requires gyrotrons operating at a frequency of 170 GHz, delivering an output power of 
approximately 1 MW and achieving a total efficiency exceeding 50 % [4]. The development of a 
new generation of nuclear fusion reactors will require resolving numerous physical and engineering 
tasks to improve gyrotrons performance. The DEMO project envisions usage of gyrotrons with a 
frequency exceeding 200 GHz and a total efficiency greater than 60 % at megawatt-level power 
[5]. Enhancement of device’s energy efficiency simplifies dissipation of spent beam energy at 
collector, which is critical for reliable and long-time operation of high-power gyrotrons operating 
in the continuous wave (CW) regime. Achieving such high efficiencies is one of the primary 
objectives for developers of powerful gyrotrons today.

Increasing the gyrotrons’ efficiency, as well as other vacuum sources of microwave radiation, 
can be achieved by recovering residual energy of spent electron beam in the collector. Almost all 
megawatt-level gyrotrons used in thermonuclear fusion systems are equipped by collectors with 
single-stage recovery which increase their total efficiency to 50 – 55% [6 – 8]. A further increase 
in efficiency is possible with multistage energy recovery systems. Such systems require spatial 
separation of electron beam fractions with different energies and deposition of these fractions on 
collector sections with different depressing potentials. However, to the best of our knowledge, no 
experiments have been conducted on gyrotrons with multistage recovery collector systems. The 
implementation of such systems has proven challenging due to specifics of velocity and coordinate 
distributions of electrons in helical electron beams (HEBs) of gyrotrons and due to the presence 
of residual magnetic field in collector region. A promising solution for spatial separation of 
electrons in gyrotron HEBs is the use of crossed electric and magnetic fields [9 – 11]. 

At Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University (SPbPU), a possibility of electron 
separation in longitudinal electric and azimuthal magnetic fields has been proposed and investigated 
theoretically for development of gyrotrons with multistage recovery collectors [12].

The achievement of high gyrotrons’ efficiency implies the high efficiency of transformation of 
electron energy to electromagnetic field energy in the cavity. The efficiency of this transformation 
is determined by quality of the HEB formed in the electron optical system. The research aimed 
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at improving the HEB quality was carried out at SPbPU using an experimental gyrotron with a 
frequency of 74.2 GHz and an output power of approximately 100 kW [13 – 15]. This gyrotron 
was equipped with unique diagnostic complex capable of measuring the HEB parameters and 
regulating distributions of electric and magnetic fields in electron optical system. The initial 
version of a four-stage recovery collector for this gyrotron was described in Ref. [16]. In this 
work, the collector system geometry was significantly modified and distributions of electric and 
magnetic fields were optimized, resulting in a noticeable enhancement of residual energy recovery 
efficiency. The multistage recovery system described in this paper has already been implemented 
in the SPbPU gyrotron.

This article is organized as follows.
Section I presents the results of trajectory analysis of the HEB in the electron optical system of 

the gyrotron. The approach that considers initial spread of electron velocities caused by roughness 
of cathode surface and by thermal velocity spread was implemented [17]. Regulation of electric 
field distribution in the cathode region allowed to increase the HEB's quality and maximum 
average pitch factor. 

Section II describes the results of the Particle-in-Cell (PIC) simulation in the cavity region of 
the gyrotron using the input HEB parameters determined from the trajectory analysis in the electron 
optical system. The output radiation parameters at TE12,3 operating mode and the characteristics 
of spent electron beam entering the collector region were obtained in this simulation. 

Section III presents the results of trajectory analysis in the four-stage recovery collector, where 
parameters of electrodes and magnetic coils were optimized to achieve the maximum recovery 
efficiency and to minimize the current of electrons reflected from the collector. All calculations 
were performed using the CST Studio Suite software. Specifics of conducting calculations in CST 
Studio Suite, such as model construction, meshing, choice of computational parameters, etc., 
employed in this study, were similar to those described earlier in Refs. [16, 18].

I. Electron optical system

Table 1 shows the parameters of the SPbPU gyrotron operating regime. Fig. 1 shows a schematic 
drawing of the electron optical system elements in the r–z plane, including calculated electron 
trajectories. An electron beam in the gyrotron is formed using a three-electrode magnetron-
injection gun (MIG). Thus, it is possible to modify parameters of the HEB by varying the voltage 
Ua between the anode and device's body. The accelerating voltage U0 between the cathode and 
body which determines an average electron energy in the HEB remained constant at 30 kV during 
the calculations described below. The cathode assembly includes a control electrode positioned 
behind the cathode emissive strip, which can be used to optimize distribution of electric field in 
the cathode region and to minimize the velocity spread of electrons by adjusting the voltage at 
control electrode Ucont [19]. At the values of U0, B0, Bc and Ib indicated in Table 1 and in the 
case of Ua = 0 and Ucont = 0, the average pitch factor of electrons α was approximately 1.3. All 
HEB parameters mentioned in this section were determined in the central plane of the cavity  
z = 260.5 mm (see Fig. 1). The objective of trajectory analysis in the electron optical system was 
to achieve a high pitch factor (α > 1.5) with a low velocity spread and minimal electron reflection 
from the magnetic mirror by regulating the voltages Ua and Ucont. Additionally, the magnetic 
compression coefficient B0/Bc was varied by adjusting the magnetic field induction near cathode 
Bc to ensure optimal beam radius in the cavity (see Section II).

The present calculations differ from the previous ones described in Ref. [16] by taking into 
account initial electron velocity spread caused by roughness of cathode surface and thermal 
velocity spread. As shown in Ref. [17], the velocity characteristics of electrons in the beam can be 
made approximately coincided for two cathode models: (a) a rough cathode with inhomogeneities 
on its surface in the form of micron-sized hemispheres with radius r0 and (b) a smooth cathode 
with Maxwell distribution of the initial velocities at an increased effective cathode temperature T* 
and a spread of the angle φ between the direction of the initial velocity vector and direction of 
the normal. The angle φ is uniformly distributed in the range from –Δφ to +Δφ. For instance, an 
initial transverse velocity spread is the same for the model (a) at r0 = 14 μm and for the model 
(b) at T* = 67 000 K and Δφ = ±90°. Therefore, at the appropriate values of T* and Δφ the 
velocity spread factor associated with roughness of the cathode surface can be taken into account 
when performing a three-dimensional trajectory analysis in the electron optical gyrotron system 
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with a smooth cathode. It should be noted that at the T* value being much higher than the actual 
cathode temperature Tc, the average electron energy in the HEB 〈W〉 and the energy spread δW 
additionally increase. An increase in the average energy can be compensated by changing of the 
accelerating voltage. The additional energy spread δW is much less than the energy spread caused 
by the beam potential depression [16]. Since T* >> Tc, an initial velocity spread set within the 
framework of this model can be considered as being caused by the combined effect of roughness 
of cathode surface and the thermal velocity spread. Further simulations were carried out at  
T* = 67 000 K and Δφ = ±90°. At such T* and Δφ values, the value of the transverse velocity 
spread δv⊥ obtained in the calculations was found to approximately coincide with the corresponding 
value of velocity spread determined in experiments with hexaboride lanthanum cathode in the 
SPbPU gyrotron [17].

An important aspect of the simulation discussed in this study is implementation of a sectioned 
cathode. Two azimuthal sectors without electron emission were symmetrically located on the 
emissive strip. This cathode sectioning allowed for a significant reduction of parasitic effects 
near toroidal solenoid bundles used to create an azimuthal magnetic field in the collector region, 
which affect efficiency of residual electron energy recovery and electron reflection from the 
collector (see Section III). In the previous simulations [16], the length of each cathode gap 
sector in azimuthal direction was Δθ = 70°. In this study, Δθ was decreased to 45° as a result of 
optimization of 4-stage collector geometry and operating regimes compared to the original version 
described in Ref. [16]. Calculations in the electron optical system were performed using Particle 
Tracking Solver, with number of emission points at the cathode set to 2700. To minimize parasitic 
effect of mesh step on parameters of high-energy beam, particularly on electron energy spread, a 
tetrahedral meshing of calculation domain was used.

Fig. 1. Schematic drawing of the gyrotron model in the r – z plane
 with beam trajectories 

Tab l e  1

The main geometric parameters of the gyrotron 
and the characteristics of its operating regime

Parameter, notation, unit Value

Accelerating voltage U0, kV 30

Beam current Ib, A 10

Magnetic field induction in the cavity center B0, T 2.75

Magnetic field induction at the cathode Bc, T 0.152

Operating mode TE12,3

Operating frequency f0, GHz 74.2

Cavity radius R0, mm 14.45 

Average radius of the cathode emissive strip Rc, mm 35.00
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In the experimental gyrotron, magnetic compression coefficient B0/Bc varies as a result of 
change in a number of turns of cathode coil [13]. The highest microwave output power in 
simulations was achieved at B0/Bc = 17.01, which corresponds to 26 turns of cathode coil. In this 
case, an average beam radius in the cavity was approximately 8.5 mm. In the optimized regime 
with T* = 67 000 K, Δφ = ±90°, Δθ = 45°, B0/Bc = 17.01, Ua = 7.85 kV and Ucont = –14.5 kV, 
an average pitch factor value α of 1.56 and a transverse velocity spread δv⊥ of 5.32 % were 
provided. The values of velocity and energy spreads were defined as relative standard deviations 
from the average value of corresponding quantities. The accelerating voltage U0, the magnetic 
field induction in the cavity center B0 and the beam current Ib had values listed in Table I. In this 
regime, one of 2700 electron trajectories was reflected from the magnetic mirror, resulting in a 
reflection coefficient Kref of approximately 4∙10–4. 

Note that, if we assume a Gaussian distribution of the electron velocities, for α = 1.56 and  
δv⊥ = 5.32%, the reflection coefficient from the magnetic mirror is Kref = 2.1∙10–4 [13]. It 
should be noted that reflection of electrons from the magnetic mirror limits an increase in the 
average pitch factor in the presence of the electron velocity spread. If the coefficient Kref exceeds 
threshold value, the parasitic low-frequency oscillations (LFOs) can occur in the electron space 
charge trapped between the cathode and cavity. These oscillations lead to a degradation of the 
HEB quality [14, 20 – 22]. Based on the experimental data of the SPbPU gyrotron, the threshold 
value of the reflection coefficient from the magnetic mirror was determined as approximately 
equal to 1.7∙10–3. In the gyrotron operating regime described above, the reflection coefficient was 
lower than this threshold value. Values of an average pitch factor α and the transverse velocity 
spread δv⊥ in the case of homogeneous emission from the cathode in the described operating 
regime were 1.57 and 5.21 %, respectively. Therefore, it can be concluded that there was no 
significant change in these HEB parameters in the case of transition from a homogeneous to a 
sectioned distribution of emission from the cathode. 

Fig. 2 presents the data characterizing particle distribution in the central plane of cavity at  
z = 260.5 mm. Azimuthal positions of the HEB sectors with no electrons correspond to angle 
ranges of 115° < θ < 157° and 295° < θ < 337°, where θ = 0° coincides with positive x-axis direction 
(see Fig. 2,a). As a result of the crossed electric and magnetic fields, these sectors experienced 
an azimuthal shift of approximately 18° in clockwise direction viewed along propagation of 
the HEB moving from the cathode to the cavity. An average potential depression due to the 
space charge ΔU is about 1.8 kV, with its minimum value located in the HEB areas adjacent to 
sectors without electrons (see Fig. 2,a). The energy spread δW, which is about 0.5 %, is mainly 
due to nonuniformity of the ΔU distribution in azimuthal direction. In comparison, the similar 
regime of the gyrotron operation with the homogeneous HEB is characterized by δW = 0.1 %. 
Under the action of the crossed azimuthal electric and longitudinal magnetic fields (diocotron 
effect), particles in areas close to the sectors without electrons move in the radial direction. 

Fig. 2. Simulation results for particle distributions in the central plane of the 
cavity at z = 260.5 mm: positions of HEB particles with energy W in the x – y 

plane (a) and the histogram of the particle radial positions (b). 
Azimuthal positions of nonemitting sectors on the cathode are shown in Fig. 2,a

а) b)
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This movement causes an increase in the HEB wall thickness ΔRb. As shown in Fig. 2,b, ΔRb is 
approximately equal to 1 mm if it is determined by the full width of the distribution f(r). In this 
regime, the radial spread of the leading Larmor centers is ΔRg ≈ 0.7 mm, and the average Larmor 
radius is r1 ≈ 0.17 mm. In Ref. [23], it was shown that ΔRg in a cavity should not exceed λ/6, 
where λ represents a wavelength of microwave radiation. The efficiency of an operating mode 
generation decreases and there is a possibility of exciting parasitic modes if a value of ΔRg exceeds 
this limit.

During the electron-optical system analysis, a special Particle Export Interface Monitor 
was employed to collect data including the velocities and coordinates of particles in the plane  
z = 222.5 mm (see Fig. 1). Subsequently, this monitor's output was used as an input interface for 
simulation in the gyrotron cavity.

II. Microwave cavity
The interaction of an electron beam with the electromagnetic field in the cavity of the 

SPbPU gyrotron was simulated using PIC Solver. Calculation domain was defined by the planes  
z = 222.5 mm and z = 320 mm (see Fig. 1). The cavity with a regular part length of 28 mm and 
a radius of 14.45 mm was designed for the operating TE12,3 mode. Simulation results indicated 

Fig. 3. Simulation results for interaction of an 
electron beam with the electromagnetic field in 
the cavity: (a) the time dependencies of signals of 
different modes in the output port (z = 320 mm); 
(b) the distributions of the wall radius r and the 

maximum E-value at 74.5 GHz along the z-axis;
(c) electron energy spectrum of the spent beam
( – normalized probability density, W – energy)

а)

b)

c)

that the maximum output microwave power 
in the operating mode was achieved at B0 = 
2.747 T. The results discussed below were 
obtained at this magnetic field induction 
value.

Fig. 3,a illustrates the time variation of 
the mode signals with the largest amplitude. 
It can be seen that there are two stable 
generation regions, namely, the former 
is with a time interval from 20 to 100 ns 
and the latter is with a time interval from 
approximately 130 ns to the simulation end at 
250 ns. At t = 100 ns and 250 ns, the average 
output power values of PRF are 15.5 kW and 
134.8 kW, respectively. These two regions 
are distinguished by their mode composition 
in the cavity. In the first excitation region, 
the TE11,3 mode with an azimuthal index 
one less than for the operating mode excited 
at a frequency of 71.5 GHz. Over time, this 
mode is suppressed simultaneously with 
excitation of the operating mode TE12,3 at 
a frequency of 74.5 GHz. In the same time 
interval, the excitation of the parasitic mode 
TE2,7 is also observed. Resonant frequencies 
of operating TE12,3 and parasitic TE2,7 
modes were calculated using the Eigenmode 
Solver in CST Studio Suite and were equal 
to 74.83 and 74.94 GHz, respectively. All 
modes exhibit two polarization components, 
and each with approximately the same 
amplitudes, resulting in the circular wave 
polarization within the cavity.

At time t = 250 ns, the high-frequency 
power 

12, 3TEP = 133.9 kW in the operating 
mode, and 

2 , 7TEP = 0.3 kW in the parasitic 
mode (see Fig. 3,a). One can also observe 
that the power ratio between operating and 
parasitic modes can be affected by the quality 
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of mesh in the calculation model. We compared the power values of operating and parasitic modes 
obtained for sectioned and homogeneous HEBs under the same gyrotron operating regime and mesh 
settings. For the homogeneous HEB, the power values PRF = 138.7 kW, 

12, 3TEP = 137.6 kW, and 

2 , 7TEP = 0.2 kW. Thus, the HEB sectioning has a detrimental effect on the beam quality resulting 
in a decrease of total output power and an increase in the parasitic mode power. Nonetheless, this 
change in power is negligible, and the efficiency of the converting electron energy into the high-
frequency field energy remains considerably high for the case of sectioned HEB. Specifically, at  
PRF = 134.8 kW, U0 = 30 kV, Ib = 10 A, the electronic efficiency ηel is determined to be  
44.9 %. The data on trajectory analysis and PIC simulation in the cavity for uniform and sectioned 
electron beams are combined in Table 2.

Tab l e  2

Comparison of the simulation results 
for homogeneous and sectioned helical electron beams 

Parameter, notation, unit
Helical electron beam (HEB)

Homogeneous Sectioned

HEB parameters in the central plane of the cavity (trajectory analysis)

Beam current Ib, A 10 10

Average pitch factor α 1.57 1.56

Transverse velocity spread δv⊥, % 5.21 5.32

Energy spread δW, % 0.1 0.5

Beam wall thickness ΔRb, mm 1.00 0.75

Coefficient of reflection 
from magnetic mirror Kref

– 4∙10–4

Output radiation parameters (PIC simulation in the cavity)

Average output power PRF, kW 138.7 134.8

Power of the operating mode 12, 3TEP , kW 137.6 133.9

Electronic efficiency ηel, % 46.2 44.9

Fig. 3,b presents a graph depicting the variation of E-field maximum amplitude at a frequency 
of 74.5 GHz with respect to longitudinal coordinate. The profile of the cavity r(z) is also shown 
in Fig. 3,b. In the cone transition region after regular part of the cavity, where the high-frequency 
field converts into a traveling electromagnetic wave, an interaction occurs between the electrons 
and this wave, which is referred to as aftercavity interaction. It is known that this interaction 
causes an alteration in spent HEB energy spectrum, leading to a decrease in minimum electron 
energy [24]. The electron energy distribution of spent HEB, in turn, influences the maximum 
total efficiency that can be achieved through implementation of collector systems with residual 
energy recovery.

Particle 2D Monitor located in the z = 320 mm plane recorded data on the coordinates, 
velocities, and macro-charge of particles in the spent HEB required for trajectory analysis in the 
collector region. The monitor collected particle parameters during time interval Δt = 3∙10–3 ns, 
resulting in an output file containing information on approximately 2∙104 particles for every 
moment in time t. The energy spectrum obtained after processing of monitor data for t = 250 ns 
is presented in Fig. 3,c. The minimum electron energy is approximately equal to 15 % of eU0. 
There is a noticeable number of accelerated particles with an energy exceeding eU0 value. The 
electronic efficiency ηel can be estimated by known energy spectrum f(W) using the formula
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The efficiency obtained for the spectrum is ηel = 44.9 %, which matches the efficiency value 

obtained from the output microwave power.

III. Collector
Collector design. Recovery of the spent beam energy in the SPbPU gyrotron collector is based 

on spatial separation of HEB electron fractions with different energies in the crossed longitudinal 
electric Ez and azimuthal magnetic Bθ fields [12]. Previously, collectors with multistage recovery 
based on this method were developed for various gyrotrons [16, 25 – 27]. These collectors utilize 
a toroidal-type solenoid with outer and inner winding for generation of azimuthal magnetic field. 
Unlike multistage collectors with non-adiabatic fields (see, for example, Refs. [28 – 31]) or 
collectors with azimuthal electric field (see, for example, Refs. [10, 11]), the developed collectors 
have extended region with crossed Ez and Bθ fields, which allows to reduce negative influence 
of velocity and positional spreads of electrons and uncontrolled misalignment of electrodes and 
magnetic coils on collector efficiency.

The upgraded collector described in this paper differs from its original version presented in Ref. 
[16] by modified geometry of magnetic coils and collector sections. The data from simulation of 
similar collector for prototype gyrotron of the DEMO project [27] was used for modernization of 
the collector for the SPbPU gyrotron. The main elements of the collector for the SPbPU gyrotron 
are presented in Fig. 4. The cylindrical part of the collector body contains sections S1 – S4 under 
negative potentials used to create an electric field. Correcting coils C1 – C5, in combination 
with the gyrotron magnetic system including the main coil, cathode and collector ones, provide 
required distribution of longitudinal magnetic field. A toroidal solenoid is used to create an 
azimuthal magnetic field. The end conductors of this solenoid, from the side closest to the 
cavity, are assembled into two radial bundles located in the tubes providing connection of inner 
and outer winding. The inner radius of cylindrical part of the collector body is 104.5 mm. The 
longitudinal coordinate z corresponding to the end of transition from a conical part to cylindrical 
one of the collector is 667 mm. The coordinate z corresponding to the middle of connecting 
tubes with bundles is 619 mm. The described collector system has been already equipped in the 
SPbPU gyrotron. The sectioned emitter for the gyrotron was created by mechanically removing 
two azimuthal sectors, 45° each, from lanthanum hexaboride emissive strip on the cathode.

Optimization of magnetic field distribution in the collector region. During the process of 
searching for the optimal distribution of the magnetic field, adjustments were made to geometry 
and currents of the toroidal solenoid and the correcting coils C1 – C5. Originally, trajectories 
of “single” electrons starting in the plane z = 320 mm were analyzed. The initial energy and 
radial coordinate of these electrons were equal to 20 keV and 9 mm respectively. The initial 
azimuthal coordinate θ was varied. Fig. 5 shows projections of electron trajectories on the r–z 

Fig. 4. Schematic drawing of the gyrotron collector region:
S1 – S4 are sections under negative potentials, C1 – C5 are correcting coils
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plane for different values of θ from 0° to 180° (Fig. 5,a) and longitudinal distributions of different 
components of magnetic field (Fig. 5,b) obtained after optimization. The relative position of the 
electron emission points with regard to toroidal solenoid bundles can also be seen in Fig. 5,a. 
The bundles are located in the planes θ = 90° and 270°. Due to system symmetry, the electron 
trajectories in the range of θ from 180° to 360° will coincide with those shown in Fig. 5,a. 
Potentials of the collector sections were set to zero during these calculations.

а)

b)

Fig. 5. Simulation results for search for the optimal distribution of the magnetic field B: (a) projections 
of electron trajectories with different azimuthal coordinates θ of the starting point; (b) the distributions 

of the B-field components (B-comps) along the z-axis. 
Fig 5,a: there are azimuthal positions of the starting point of electrons

and the bundles of toroidal solenoid in the x – y plane.
Fig 5,b: there is data on the axial B-comp created by the main gyrotron magnetic system and correcting coils 
(1) as well as azimuthal (2) and axial (3–6) B-comps of the toroidal solenoid; the data was obtained at different 

coordinate values of r, mm and θ, degs: 
80, 0.0 (1, 2); 60, 45.0 (3); 60, 67.5 (4); 60, 112.5 (5); 60, 135.0 (6)

The efficient operation of the multistage collector requires minimizing the spread of radial 
positions of electron trajectories with different azimuthal coordinates at the collector entry in 
the absence of voltages on sections. Calculations for the DEMO gyrotron [27] showed that a 
decrease in the radial spread can be achieved by selecting a positive direction of the azimuthal 
magnetic field (see Fig. 5,a). The decrease can also be achieved by choosing a required magnetic 
induction value of the main gyrotron magnetic system and correcting coils in the area of toroidal 
solenoid bundles at z ≈ 620 mm. The optimized distribution of magnetic field provides the small 
radial position spread in the recovery region (z > 700 mm), where the induction of longitudinal 
magnetic field Bz is approximately equal to 0.032 T and the azimuthal field Bθ is approximately 
0.044 T at r = 80 mm.

However, after optimization, the certain number of electrons which propagate near the bundles 
of the toroidal solenoid are still present, and their trajectories are noticeably perturbed under 
the action of bundles’ parasitic field. These electrons cannot reach the sections with potentials 
corresponding to their energies and settle on other electrodes of the collector. Alternatively, 
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they may be reflected from the collector towards the cavity, reducing electronic efficiency. In 
either scenario, the total gyrotron efficiency is diminished. For example, an electron with the 
initial coordinate θ = 112.5° settles on the connecting tube in which the bundle is located  
(see Fig. 5,a). It can be seen that the total longitudinal magnetic field determined by the sum 
of Bz values at azimuth θ = 112.5° (curves 1 and 5) is close to zero in the bundle region  
(see Fig. 5,b). To address this issue, the HEB was sectioned as described in Sections I and II 
to eliminate negative influence of such electrons on operation of the multistage collector. An 
additional displacement of the HEB in azimuthal direction during its movement between the 
planes z = 260.5 and 320 mm was insignificant and did not exceed 1°. 

For further calculations, the toroidal solenoid was rotated 19° clockwise to achieve a minimum 
reflection of particles from the collector due to parasitic action of the magnetic field created by 
bundles’ conductors.

Trajectory analysis in the collector with four-stage energy recovery. In the case of ideal 
separation, each fraction of spent HEB with energy W is deposited on the section under the 
most negative potential, the modulus of which does not exceed eW (e is the electron charge), 
and the collector body is under zero potential. The dependency of maximum total efficiency of 
the SPbPU gyrotron ηmax achieved with ideal separation on the number of recovery stages N was 
calculated before the collector modeling. The spectrum of spent HEB shown in Fig. 3,c was used. 
For this calculation, the spectrum was divided into 1000 intervals with different energies. 1 % 
of the HEB current with electrons having the lowest energy was assumed to be reflected from 
the collector. The maximum total efficiency was achieved at optimal potentials of the sections  
Ui (i = 1, 2, ..., N) determined through iterations over the values of these potentials with a step of 
0.2 kV. As in previous studies presented in [16, 25 – 27], the choice of four stages is dictated by a 
balance between the achieving maximum total efficiency of the gyrotron and practical difficulties 
associated with implementing a recovery system with a large number of stages. It should be noted 
that an increase in the number of collector sections does not substantially complicate the design 
of the described collector, unlike other designs with nonadiabatic fields [28 – 31].

Four cone-shaped sections are located in the cylindrical part of collector body (see Fig. 4). 
Changes in geometry of these sections compared with the original design described in Ref. [16] 
are due to modifications made to the collector magnetic system. Specifically, the direction of 
azimuthal magnetic field was changed to positive (see Fig. 5,a), so the sections were located in 
the region of smaller radii along the direction of electron drift in the crossed Ez and Bθ fields. 

It should be noted that in the regime in the absence of the azimuthal magnetic field and zero 
voltage on the collector sections, the beam wall thickness in recovery region (z > 700 mm) is 
approximately 10 mm. With optimized distributions of azimuthal and axial magnetic fields and 
the length of the cathode’s sectors without emission of 45° in the absence of voltages on the 
sections, approximately 94 % of the particles reached the final Section S4, 5 % deposited on the 
collector body, and less than 1 % deposited on Sections S1 – S3.

During a trajectory analysis in the collector, a Particle Import Interface was placed at the input 
plane z = 320 mm. It contained an array of particles that was determined during the simulation 
in the gyrotron cavity (as described in Section II). The initial potentials of collector sections  
US1 – US4 were set equal to the optimal values obtained with ideal separation. Subsequently, 
through a series of electron trajectory calculations of spent HEB in the collector, these potential 
values were adjusted to achieve the maximum total efficiency of the gyrotron with an electron 
reflection coefficient from the collector less than 1 %. At US1 = –7.1 kV, US2 = –10.7 kV,  
US3 = –14.3 kV, US4 = –25.2 kV and Ucoll = 0, the power dissipated over the collector 
sections and the body was PS1 = 6.2 kW, PS2 = 6.2 kW, PS3 = 11.7 kW, PS4 = 10.2 kW, and  
Pcoll = 1.2 kW respectively, with the collector reflection coefficient of 0.99 %. Consequently, 
the total power Pdiss dissipated on collector was 35.5 kW. At power PRF = 134.8 kW, the total 
efficiency was
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                                          (2)

and the collector efficiency was 
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Thus, through optimization of the magnetic field distribution and the collector sections' 
geometry, the total efficiency over 79 % was achieved. This value is about 2 % less than the 
maximum efficiency in a four-stage recovery system with ideal separation of electrons with 
different energies. For comparison, the total efficiency was 71.8 % in the initial version of the 
collector for the SPbPU gyrotron [16].

Fig. 6 shows positions of particles in the x – z plane, obtained as a result of intersection of 
the HEB trajectories with this plane. The picture demonstrates the drift of electrons in the radial 
direction by the action of crossed Ez and Bθ fields while propagating in the retarding electric field 
in the recovery region. The direction of field Bθ causes the drift towards smaller radii. Some of the 
electrons are deposited on the back walls of sections after changing their longitudinal movement 
direction. As the initial energy of electrons increases, they propagate a greater distance along the 
z-axis and deposit on sections with a more negative potential.

Fig. 6. Positions of particles in the plane x–z (the color corresponds to the particle energy W).
The directions of the longitudinal Bz and the azimuthal Bθ magnetic fields and the electron drift 

velocity vdr are shown

Conclusion
The present study consisted of complex simulation to investigate the possibility of achieving 

record values of the total efficiency for a moderate-power gyrotron operating in 4 mm wavelength 
range. High efficiency was achieved by enhancement of the HEB quality in the electron optical 
system and by recovering the residual electron energy using a multistage collector system. 
Parameters of the spent HEB were determined through a trajectory analysis in the electron optical 
system taking into account the spread of initial electron velocities at the cathode and simulation of 
interaction of formed HEB with a high-frequency field in the gyrotron cavity. Spatial separation 
of electron fractions with different energies in the collector was achieved using a method based on 
electron drift in the crossed longitudinal electric and azimuthal magnetic fields. A toroidal solenoid 
was used as a source of the azimuthal magnetic field. The end conductors of toroidal solenoid 
were assembled in bundles to increase the number of electrons passing to the recovery area. The 
negative influence of the magnetic field created by these bundles on the collector efficiency and 
the electron reflection coefficient was reduced through the sectioning of the electron beam.

It is important to underline the main differences between this study and the one described in 
Ref. [16] where the former version of the four-stage recovery collector for the SPbPU gyrotron 
was analyzed. In this study, a trajectory analysis in the electron optical system of the gyrotron 
has been performed considering the initial velocity spread of electrons on a cathode. As a 
consequence, characteristics of the beam entering the resonator, output radiation parameters, 
and, importantly for collector modeling, the spent electron beam parameters have undergone 
changes. The main distinction from Ref. [16] lies in the modification of the collector system's 
design. Alteration of the azimuthal magnetic field direction and optimization of the longitudinal 
magnetic field distribution using correcting coils enabled reducing the radial trajectory spread in 
the recovery region. Single-electron trajectory calculations in the collector region were employed 
for this purpose. The collector sections feature a new geometry, and their potentials were selected 
based on calculations of the maximum total efficiency with ideal separation of electrons of 
different energies. Compared to the results of Ref. [16], performed modernization of the collector 
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for the SPbPU gyrotron allowed for an increase in calculated total efficiency from 71.8 to  
79.2 % with a reflection coefficient from the collector of less than 1 % and for a reduction of the 
length of cathode gap sectors where emission is absent, from 70 to 45°. With incorporation of the 
new simulation data described in this work, an upgraded version of the collector for the SPbPU 
gyrotron has been manufactured. 

Continuation of this work may involve further improvement of the azimuthal magnetic field 
source, which will simplify the design of the collector.
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Аннотация. В статье рассмотрены аналитические модели высокочастотных 
электрических полей, которые можно эффективно использовать для быстрого 
качественного моделирования процессов фокусировки и транспорта ионных потоков 
в радиочастотных воронках. В частности, применение таких устройств в конструкции 
тандемного трехквадрупольного масс-спектрометра увеличивает количество ионов, 
собираемых в форвакуумной области газодинамического интерфейса электроспрейного 
источника ионов. Проанализированы случаи функционирования воронок с двух- 
и четырехфазными электрическими напряжениями (варианты I и II), а также с 
амплитудно-модулированными электрическими напряжениями, обеспечивающими 
режим псевдопотенциала с архимедовой волной (III). В результате проведенного 
анализа наиболее предпочтительной конструкцией оказался III вариант. Использование 
подобных аналитических моделей позволяет эффективно проверять перспективные 
варианты и тем самым существенно снизить трудозатраты на предварительный выбор 
принципиальной схемы устройства с заданными характеристиками, в том числе и в 
других масс-спектрометрических разработках.
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Abstract. The article considers analytical models of high-frequency electric fields which can 
be used effectively for fast, high-quality simulation of ion flow focusing and transport processes 
in the radio-frequency funnels. In particular, the use of such devices in the design of a tandem 
three-quadrupole mass spectrometer increases the amount of ions collected in the forevacuum 
region of the gas-dynamic interface of the electrospray ion source. The cases of funnels with 
two- and four-phase electrical voltages (options I and II), as well as with amplitude-modulated 
electrical voltages providing a pseudopotential mode with an Archimedean wave (III) have 
been analyzed. As a result, the most preferable design turned out to be option III. The use 
of such analytical models makes it possible to test effectively promising options and thereby 
significantly reduce costs for the preliminary selection of a principal scheme of a device with 
specified characteristics, including similar cases of other mass spectrometric designs.
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Введение

В статье рассматривается один из элементов тандемного трехквадрупольного масс- 
анализатора с ионизацией электрораспылением, а именно – радиочастотная воронка, 
размещаемая в форвакуумной области газодинамического интерфейса источника ионов. 
Ведущим исполнителем разработки такого масс-спектрометра, которая проводится в на-
стоящее время в рамках федерального проекта «Развитие отечественного приборострое-
ния гражданского назначения для научных исследований», осуществляемого под патро-
нажем Министерства науки и высшего образования Российской Федерации, является 
Национальный исследовательский ядерный университет МИФИ [1 – 10]. 

Особенности функционирования радиочастотных фокусирующих воронок [11], пред-
назначенных для снижения потерь ионов в газодинамическом интерфейсе источника  
ионов, изучаются в данной работе с помощью аналитических моделей. Прямое моделиро-
вание такого устройства требует, к сожалению, интенсивных ресурсоемких компьютерных 
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расчетов. Использование же аналитических моделей хотя и обеспечивает лишь качествен-
ные, а не количественные результаты функционирования воронок, позволяет эффективно 
отбирать перспективные направления оптимизации итогового конструктивного решения. 
Тем самым можно существенно уменьшить трудозатраты на первичный отбор перспек-
тивных вариантов, а в конечном счете добиться существенно лучших характеристик ито-
гового варианта конструкции.

В работе исследуются аналитические модели высокочастотных электрических полей 
радиочастотных воронок и на этой основе делается предварительный выбор, каким может 
быть базовое конструктивное решение такого элемента газодинамического интерфейса 
источника ионов с электрораспылением. При этом принимаются решения о перспектив-
ности той или иной конструкции. Настоящая статья имеет статус краткого научного сооб-
щения; более подробно эти результаты будут представлены в виде отдельной публикации.

Модельные электрические поля для каналов транспортировки 
с круговыми диафрагмами

Радиочастотные электрические ловушки типа SRIG (Stacked Ring Ion Guide), подробно 
рассмотренные в статьях [12, 13], представляют собой цепочку круговых диафрагм (рис. 
1), к которым прикладываются высокочастотные электрические напряжения с противо-
положными фазами на соседних диафрагмах. 

Для этих устройств запирающее действие радиочастотного электрического поля при 
удалении от оси и приближении к границам электродов растет экспоненциально с рас-
стоянием, тогда как для обычных мультипольных радиочастотных ловушек с длинными 
цилиндрическими электродами запирающее действие подобного электрического поля при 
удалении от оси и приближении к границам электродов растет полиномиально. Тем са-
мым ловушки типа SRIG обеспечивают более надежное удержание заряженных частиц (в 
нашем случае ионов), чем классические мультипольные радиочастотные ловушки.

а) b)

Рис. 1. Электродные конфигурации радиочастотных ловушек типа SRIG
с цилиндрическим (a) и коническим (b) каналами удержания

и транспортировки ионов

Для классической радиочастотной электрической ловушки типа SRIG с диафрагмами 
одинакового радиуса (см. рис. 1,а), у которой разность фаз радиочастотных напряжений, 
приложенных к соседним диафрагмам, равна π, электрический потенциал U(z, r, t)  
вблизи оси описывается с хорошей точностью любой из двух формул:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , cos , , , , cos ,C SU z r t U z r t U z r t U z r t= ω + ϕ = ω + ϕ               (1)
где 

( ) ( )

( ) ( )
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π π   =    π    

π π   =    π    

                               (2)



137

Физическая электроника

В формулах (1), (2) UR, ω, φ – амплитуда, круговая частота и фаза радиочастотных 
напряжений, приложенных к электродам; R − внутренний радиус круговых диафрагм;  
L – расстояние между соседними диафрагмами; 2 2r x y= +  – расстояние в радиальном 
направлении до оси от точки с декартовыми пространственными координатами (x, y, z); 
t – время; I0 – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка [14].

Для радиочастотной ловушки с конически сужающимся каналом транспортировки  
(см. рис. 1,b), у которого разность фаз радиочастотных напряжений, приложенных к со-
седним диафрагмам, равна π, электрический потенциал вблизи оси с хорошей точностью 
описывается любой из двух формул:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , cos , , , , cos ,C SV z r t V z r t V z r t V z r t= ω + ϕ = ω + ϕ              (3)
где 

( ) ( )

( ) ( )

0 1
0

0 1
0

, cos sin ,
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 π π π π        = +        π         
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                (4)

В этих формулах к прежним обозначениям добавляется I1 – модифицированная функ-
ция Бесселя первого порядка [14]. 

В случае необходимости, когда для достижения того или иного дополнительного эф-
фекта требуется нелинейным образом модифицировать электрическое поле воронки, мож-
но использовать аддитивные корректирующие поправки, квадратичные по координате z. 
При внесении подобных искажений поля, соответствующим образом должна изменяться 
и конструкция воронки, т. е. положения и диаметры отдельных круговых диафрагм. Зада-
ча расчета положения и формы электродов по заданному электрическому полю является 
элементарной, в отличие от противоположной задачи, что еще раз показывает преимуще-
ства аналитического подхода с использованием модельных распределений электрического 
поля. 

Для аналитического описания корректирующего потенциала W(z, r, t) с квадратичной 
зависимостью от координаты z (вдоль оси устройства) можно воспользоваться любой из 
этих формул:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , cos , , , , cos ,C SW z r t W z r t W z r t W z r t= ω + ϕ = ω + ϕ             (5)

где 
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π  π π      − +             
 π π π π       = − −        π        
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             (6)

I2 – модифицированная функция Бесселя второго порядка [14]. 
Чтобы проверить, удовлетворяют ли функции (2), (4), (6) трехмерному уравнению 

Лапласа и, следовательно, могут ли они рассматриваться как электрические потенциа-
лы некоторого электростатического поля, можно воспользоваться программой Wolfram 
Mathematica [15], обеспечивающей эффективный инструмент для символьных вычисле-
ний.
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Примечание. Для формул модельных электрических потенциалов (1), (3), (5) исполь-
зовано предположение о квазистатичности высокочастотного электрического поля. Оно 
справедливо, когда время характерного изменения электрических напряжений на элек-
тродах существенно превышает время распространения электромагнитного возмущения 
в пределах устройства. Типичные размеры электродных конфигураций, используемых в 
конструкциях масс-спектрометров, составляют десятки сантиметров. С учетом равенства 
скорости света и скорости распространения электромагнитного возмущения, это пред-
положение заведомо выполняется для частот электрических напряжений, используемых 
в масс-спектрометрах (они составляют несколько гигагерц). В таком случае высокоча-
стотный электрический потенциал, изменяющийся во времени и пространстве, можно 
выразить в виде произведения функции от времени (она описывает временнóе изменение 
электрических напряжений) на электростатический потенциал (соответствует постоян-
ным напряжениям на электродах). Такой шаг есть, по сути, пренебрежение электродина-
мическими эффектами, т. е. сопутствующей электромагнитной волной.

Псевдопотенциальная модель движения ионов 
при наличии эффекта вязкого трения

Для качественного описания движения заряженных частиц в высокочастотных элек-
трических полях полезно использовать псевдопотенциальную модель движения, согласно 
которой движение распадается на сумму из двух слагаемых: «медленной» составляющей в 
некотором эффективном квазистационарном силовом поле и движения в форме высоко-
частотных осцилляций с малой амплитудой. 

Пусть рассматривается движение ионов в высокочастотном электрическом поле, по-
тенциал которого имеет вид [16]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , cos , ,

sin , , ,

k
rf k k k

k

k
k k k

U x y z t p t t U x y z

q t t V x y z

= ω + ϕ +

+ ω + ϕ 

∑
                      (7)

где pk (t), qk (t) – «медленные» функции времени; ωk – «быстрые» частоты, далеко отстоя-
щие друг от друга на частотной шкале; U(k)(x, y, z), V(k)(x, y, z) – электростатические поля, 
соответствующие постоянным электрическим напряжениям на электродах устройства.

Здесь стоит отметить, что понятия «медленные», «быстрые» и «далеко отстоящие» со-
относятся с характерным временем T0 перемещения ионов в транспортирующем канале: 

( ) ( ) )0 0 0 0~ 1 , ~ 1 , 1 , : 1 ,k k k i jdp t dt T dq t dt T T i j Tω >> ∀ ≠ ω − ω >>  

в соответствии с псевдопотенциальной моделью движения ионов (см. статьи [16, 18] и 
библиографию в них).

В присутствии нейтрального газа, его действие можно заменить наличием эффектив-
ного вязкого трения, сила которого задается законом Стокса [17]. Далее, e, m – заряд и 
масса иона; Ω = γ / m – эффективная частота столкновений ионов с молекулами нейтраль-
ного газа (γ = γ (x, y, z, t) – коэффициент Стокса для эффективной вязкости, обуслов-
ленной столкновениями ионов с молекулами нейтрального газа в окрестности рассма-
триваемой точки пространства в рассматриваемый момент времени; этот коэффициент 
медленно меняется во времени и не зависит (в первом приближении) от относительной 
скорости ионов).

В дальнейших выкладках нижние индексы при функциях U(k)(x, y, z) и V(k)(x, y, z) будут 
обозначать частные производные потенциалов по соответствующим пространственным 
переменным, аргументы потенциалов для краткости будут опущены.

После аккуратного усреднения уравнений движения в высокочастотном электрическом 
поле оказывается, что упомянутое медленное движение иона осуществляется в псевдопо-
тенциальном электрическом поле с псевдопотенциалом ( ), , , ,U x y z t  который обусловлен 
пространственным градиентом амплитуды высокочастотного электрического поля. Этот 
псевдопотенциал выражается как [18]:
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              (8)

Кроме того, в уравнениях медленного движения присутствует непотенциальное псев-
доэлектрическое поле с компонентами ( ), , ,X Y ZE E E  связанное с наличием вязкого тре-
ния и с пространственным градиентом фазы высокочастотного электрического поля:
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Кроме этих псевдосил, в уравнения медленного движения входит также сила вязкого 
трения (изначально в них присутствовавшая) с компонентами ( ), , :X Y ZF F F
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                      (12)

где (uX, uY, uZ) – компоненты скорости потока газа (она медленно меняется во времени) 
в окрестности рассматриваемой точки пространства в рассматриваемый момент времени; 

, ,x y z  – компоненты скорости медленного (усредненного по быстрым осцилляциям) дви-
жения иона.

Анализ свойств конической воронки с двухфазным питанием
Используем псевдопотенциальную модель для описания движения ионов в высоко-

частотном электрическом поле (3). Псевдопотенциал вычисляется по общей формуле 
(8). Пространственный градиент фазы высокочастотного электрического поля в данном 
случае отсутствует, так что мы имеем дело с непотенциальной псевдоэлектрической си-
лой. Трехмерный график псевдопотенциала имеет форму некого желоба с краями, резко 
растущими при удалении от оси и приближении к электродам, причем наклон краев 
желоба растет по мере приближения к выходу из воронки. Это означает, что такое высо-
кочастотное электрическое поле эффективно «прижимает» ионы к оси устройства, и это 
прижимающее усилие существенно возрастает по ходу движения, делая пучок ионов все 
более узким. 

Неприятным эффектом можно считать наличие гофрировки псевдопотенциала на оси 
системы, так как она может создавать паразитные локальные ловушки для ионов. Кроме 
того, в такой конструкции не приходится надеяться на охлаждение ионов (сброс их избы-
точной кинетической энергии), поскольку высокочастотное электрическое поле на оси не 
равно нулю и, значит, ионы постоянно раскачиваются этим полем.
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Помимо этих недостатков, распределение псевдопотенциальной функции по оси  
воронки медленно растет к ее выходу, что будет тормозить движение ионов и затруднять 
их выход через выходное отверстие. Для такой воронки оказывается необходимым при-
кладывать дополнительное тянущее электрическое поле. Такую меру можно реализовать, 
если к диафрагмам прикладывать дополнительные статические потенциалы и обеспечи-
вать постоянное приращение статического электрического потенциала между соседними 
диафрагмами.

Анализ свойств конической воронки с четырехфазным питанием

Для радиочастотной ловушки с коническими электродами (см. рис. 1,b), у которой 
разность фаз радиочастотных напряжений, приложенных к соседним диафрагмам, равна 
π/2, электрический потенциал вблизи оси с хорошей точностью описывается выражением

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *, , , cos , sin ,C SV z r t V z r t V z r t= ω + ϕ + ω + ϕ                    (13)
где 
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           (14)

В этом случае на графике псевдопотенциала тоже возникает желоб, который  
эффективно «прижимает» ионы к оси устройства, причем сила такого воздействия ква-
дратично возрастает по мере приближении к выходу из воронки. А вот гофрировки псев-
допотенциала вдоль оси нет, что гарантирует отсутствие локальных паразитных ловушек 
для ионов вдоль оси их перемещения. Однако значение псевдопотенциала на оси все же 
не нулевое, а значит формируется высокочастотное электрическое поле, которое раскачи-
вает ионы. Следовательно, в такой конструкции также не приходится надеяться на охлаж-
дение ионов (сброс их избыточной кинетической энергии). Кроме того, распределение 
псевдопотенциальной функции по оси воронки медленно растет при увеличении расстоя-
ния от нуля по координате z, что несколько тормозит движение ионов и препятствует их 
прохождению через выходное отверстие, аналогично предыдущему случаю.

Помимо описанных особенностей модели, в случае высокочастотного электрического 
поля вида (13), имеется пространственный градиент его фазы. Но он играет позитивную 
роль, так как возникающая при этом непотенциальная электрическая псевдосила лишь 
дополнительно прижимает ионы к оси устройства и обеспечивает постоянное тянущее 
усилие, направленное к выходу из воронки. Этот фактор мог бы позволить обойтись без 
дополнительного тянущего статического электрического поля, однако тянущая электри-
ческая псевдосила зависит от массы и, следовательно, возможно новое препятствие – до-
полнительная дискриминация по массам ионов. Может возникнуть ситуация, когда для 
слишком больших значений массы тянущее усилие псевдосилы окажется неспособным 
преодолеть торможение движущихся ионов и возникнет препятствие для их выхода из 
воронки.

Анализ свойств конической воронки 
с архимедовой волной псевдопотенциала

Системы с бегущей волной псевдопотенциала рассматриваются в работах [19 – 21]. 
В данном случае исследуются свойства радиочастотной ловушки с коническими элек-
тродами, у которой высокочастотное электрическое поле формирует вдоль оси устрой-
ства медленно бегущую волну псевдопотенциала. В минимумах волны псевдопотенциала 
высокочастотное электрическое поле равно нулю, и именно в этих точках формируют-
ся локальные сгустки ионов, которые затем перемещаются вдоль оси устройства на вы-
ход из воронки, причем синхронно с перемещением локальных минимумов псевдопо-
тенциальной волны. Существенно, что таким образом обеспечивается транспортировка 
ионов, не зависящая от их массы, поскольку скорость перемещения минимумов волны  
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псевдопотенциала определяется параметрами высокочастотных напряжений, приложен-
ных к электродам устройства (и ничем иным). 

Для такой радиочастотной ловушки электрический потенциал вблизи оси описывается 
с хорошей точностью следующей формулой:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *, , , cos 2 , sin 2 cos ,C SV z r t V z r t T V z r t T t = π + π ω + ϕ            (15)

где T – период «медленного» времени, определяющий скорость транспортировки; потен-
циалы ( )* ,CV z r  и ( )* ,SV z r  задаются формулами (14).

В этом случае график также показывает гофрированный желоб псевдопотенциала, а по 
мере развития процесса во времени гофрировка медленно перемещается вместе с транс-
портирующей волной псевдопотенциала, эффективно прижимая ионы к оси устройства. 
Кроме того, на оси системы возникает медленно бегущая волна псевдопотенциала, при-
нудительно транспортирующая ионы от входа к выходу.

Бегущая волна псевдопотенциала на оси радиочастотной воронки характеризуется пе-
ременной максимальной амплитудой, которая квадратично растет по мере приближения 
к выходу из воронки, но при этом в точках минимума значение псевдопотенциала бегу-
щей волны равно нулю. Как уже отмечалось выше, в точках минимума происходит захват 
ионов и формирование их сгустков, а при медленном перемещении волны псевдопотен-
циала вдоль оси устройства осуществляется синхронизированная транспортировка ионов, 
не зависящая от их массы. Поскольку в центрах сгустков ионов высокочастотное элек-
трическое поле равно точно нулю, а при незначительных отклонениях ионов в пределах 
объема сгустка высокочастотное электрическое поле оказывается очень малым, вполне 
можно рассчитывать хотя бы на частичное охлаждение ионов в процессе транспорта через 
форвакуумную область газодинамического интерфейса. 

Пространственный градиент фазы высокочастотного электрического поля для элек-
трического потенциала (15) равен нулю, поэтому какие-либо дополнительные эффекты, 
связанные с наличием непотенциальной псевдоэлектрической силы (см. формулы (9) – 
(11)), в такой системе отсутствуют.

Заключение
Для радиочастотных ионных воронок с круговыми диафрагмами были построены ана-

литические модели высокочастотного электрического поля. С их помощью был выпол-
нен качественный анализ функционирования радиочастотных ионных воронок в разных 
режимах работы. В результате из всех рассмотренных вариантов наиболее перспективной 
конструкцией представляется радиочастотная воронка с коническим каналом транспор-
тировки и электрическим питанием, обеспечивающим формирование транспортирующей 
архимедовой волны псевдопотенциала на оси устройства.
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Аннотация. В работе развивается комплексный подход к учету неидеальных 
контактов (НК), появление которых вызвано разнообразными факторами (особенности 
микроструктуры, специфика процесса на мезоуровне и т. п.), при определении 
эффективных свойств материала различной природы, представляемых тензорами 
второго ранга. Макроскопические свойства определяются путем решения задачи 
гомогенизации для материала, состоящего из матрицы и изолированных эллипсоидальных 
неоднородностей, на границе которых поля не являются непрерывными. Рассмотрены, 
обобщены и сопоставлены существующие подходы к учету НК: подход, при котором 
НК моделируют, вводя скачок поля на границе раздела фаз через задаваемое отношение 
значений поля по обе стороны границы, а также подход, при котором в рассмотрение 
вводится неоднородность с поверхностным эффектом. С целью учета НК при нахождении 
эффективных свойств материала, рассматривается эквивалентная неоднородность 
с идеальными контактами на границе, вклад которой в макроскопическое свойство 
эквивалентен вкладу исходной неоднородности. В качестве примера решена задача об 
определении эффективной диффузионной проницаемости материала.
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Abstract. The paper develops a complex approach to accounting for imperfect contacts (IC) 
when determining effective properties of various nature. The IC are assumed to be caused by 
various factors (microstructure features, process’s specifity and so on). To obtain macroscopic 
properties, we seek a solution of the homogenization problem for the material containing iso-
lated ellipsoidal inhomogeneities when fields are discontinuous at the interphase boundaries. 
The paper considers, generalizes and compares two existing approaches to accounting for the 
IC, namely, an approach where IC is modeled by means of a field jump specified in terms 
of a ratio of field values on the outer and inner sides of the inhomogeneity boundary, and 
approach, which introduces inhomogeneity with a surface effect. To take into account IC, we 
have considered an equivalent inhomogeneity with ideal contacts at the boundary. Working the 
problem on determining the effective diffusional permeability of material provided an example.
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Введение

Свойства материала, неоднородного на микроуровне, непосредственно зависят от его 
структуры и могут быть определены в рамках континуальной теории с помощью методов 
гомогенизации. При этом в рассмотрение вводятся физические поля, которые, как пра-
вило, полагаются непрерывными на границах раздела фаз. С физической точки зрения 
это означает наличие «идеальных» контактов на внутренних границах. В то же время, при 
описании ряда явлений необходимо учитывать наличие неидеальных контактов, которые 
могут возникать как из-за особенностей микроструктуры материала, так и в связи со 
спецификой описываемого процесса [1 – 4].

Как правило, вопросы учета неидеальных контактов при определении эффективных 
свойств рассматриваются в литературе обособленно, в контексте описания процессов, 
разных по природе. Так, некоторые авторы обратили внимание на необходимость уче-
та явления сегрегации при определении эффективных коэффициентов диффузии. Под 
этим явлением подразумевается оседание примеси в дефектах структуры, характерное 
для массопереноса [2, 5 – 8]. Такой учет реализовывался посредством введения скачка 
концентрации через отношение концентраций с внешней и внутренней сторон границы 
раздела фаз (параметр сегрегации). С применением этого подхода авторы статьи [2] полу-
чили границы Фойгта – Рейсса и Хашина – Штрикмана для эффективной подвижности 
примеси, выразив диффузионный поток через градиент химического потенциала (по-
тенциал полагали непрерывным), после чего определили непосредственно эффективные 
коэффициенты диффузии. В статьях [5, 6] постоянный параметр сегрегации был введен 
в уравнения модифицированного метода эффективной среды. В работах [7, 8] указанный 
параметр был введен в уравнения методов эффективного поля. 

Отдельно в литературе рассматривались подходы к учету неидеальных контактов при 
определении эффективной тепло- или электропроводности микрогетерогенного материа-
ла [9 – 12]. Полагали, что такие контакты появляются вследствие наличия поверхностных 
дефектов (шероховатости, отслоения и т. п.). Моделирование неидеальных контактов осу-
ществлялось через рассмотрение неоднородностей с поверхностным эффектом (предпо-
лагали, что такие неоднородности покрыты слоем с экстремальными свойствами, толщи-
на которого стремится к нулю). Поверхностный эффект учитывали, либо определяя вели-
чины скачка поля из решения задачи об изолированной неоднородности в бесконечной 
матрице [9], либо аппроксимируя выражения для тензоров концентрации, связывающих 
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средние поля внутри неоднородности с приложенным полем [10 – 12].
Подобие уравнений диффузии, тепло- и электропроводности позволяет сделать пред-

положение о возможности разработки единого подхода к моделированию неидеальных 
контактов, вызванных разнообразными факторами, при определении для материала эф-
фективных свойств различной природы. В статье [13] мы обобщили подходы, представ-
ленные в литературе, и провели их сравнение на примере нахождения эффективного 
коэффициента диффузии примеси в материале со сферическими неоднородностями. 

Целью настоящей работы является дальнейшее обобщение и сравнение имеющихся 
подходов для случаев материала со сфероидальными и эллипсоидальными неоднородно-
стями. 

Постановка задачи гомогенизации

Эффективные свойства материала находятся через решение задачи гомогенизации 
для репрезентативного объема V, представляющего собой частицу сплошной среды на  
макроуровне. Эффективные свойства выражаются с помощью тензорных величин, связы-
вающих между собой поля, средние по репрезентативному объему. Как правило, предпо-
лагают, что гомогенизированный материал удовлетворяет простейшим линейным опре-
деляющим соотношениям. В силу подобия уравнений диффузии, тепло- и электропро-
водности ограничимся далее рассмотрением задачи диффузии, для которой справедлив 
закон Фика: 

,eff
V Vc= − ⋅ ∇J D                                             (1)

где Deff – эффективный тензор диффузионной проницаемости (тензор диффузии примеси 
в гомогенизированном материале), J – диффузионный поток, c – концентрация, ∇ –  

набла-оператор, ( ) ( )... 1/ ... .
V V

V dV= ∫
Для нахождения полей, подлежащих осреднению, решается стационарная задача диф-

фузии. Закон сохранения в отсутствие внутренних источников/стоков имеет следующий 
вид:

( ) 0,∇ ⋅ =J x                                                  (2)

где x – радиус-вектор точки внутри объема V.
Поток и градиент концентрации в каждой точке репрезентативного объема связывают-

ся линейным определяющим соотношением:

( ) ( ) ( ) ,c= − ⋅∇J x D x x                                             (3)

где D(x) – тензор диффузионной проницаемости материала в точке x.
Независимость эффективных свойств от условий на границе Σ репрезентативного объ-

ема допускает произвольность их выбора. Удобно задавать однородное условие Хилла, 
которое в случае задачи диффузии имеет вид ( ) 0c

Σ
= ⋅x G x . Тогда среднее значение гра-

диента концентрации полностью определяется граничным условием [14]:

0.Vc∇ = G                                                   (4)

Наличие границ внутри объема V (границ Γ раздела фаз) требует задания дополни-
тельных граничных условий. Эти условия будут разными в зависимости от способа учета 
неидеальных контактов. 

Рассмотрим далее материал, состоящий из изотропной матрицы, характеризующейся 
тензором диффузионной проницаемости D0 = D0I (I – единичный тензор), и неодно-
родностей эллипсоидальной формы объемом V1 с проницаемостью D1 = D1I, и приведем 
условия на границах раздела фаз.

Одним из простейших, известных из литературы способов учета неидеального контак-
та является введение скачка поля на границе раздела матрица (+) / неоднородность (–) 
через постоянное отношение значений поля с внешней и внутренней сторон границы. 
В контексте задачи диффузии скачок может испытывать либо поле концентрации, либо 
нормальная компонента потока. В первом случае на границе раздела фаз Γ с внешней 
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нормалью nΓ справедливы следующие условия: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ,, c
c c

D D c s c
n n →Γ+ →Γ−

Γ Γ→Γ+ →Γ−

∂ ∂
= =

∂ ∂ x x
x x

x x
x x                  (5)

где sc – параметр сегрегации. 
Скачок выражается как ( ) ( ) .[ ] 1cc s c

→Γ−
= −

x
x

При наличии скачка нормальной компоненты потока Jn, можно задать следующие  
условия, введя в рассмотрение параметр сегрегации sf: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 .,f
c c

D s D c c
n n →Γ+ →Γ−

Γ Γ→Γ+ →Γ−

∂ ∂
= =

∂ ∂ x x
x x

x x
x x                   (6)

Скачок в этом случае определяется как ( ) ( ) .[ ] 1n fJ s Γ →Γ−
= − ⋅

x
n J x

Другой способ учета неидеального контакта используется при рассмотрении неодно-
родностей с поверхностным эффектом. В общем случае в матрицу помещают неодно-
родности, представляющие собой конфокальные эллипсоиды, для которых проводимость 
внутреннего эллипсоида D1 = D1I, а проводимость внешнего слоя Ds = DsI. 

Главные полуоси внешнего эллипсоида b1, b2, b3 и внутреннего эллипсоида a1, a2, a3 
связаны следующим соотношением: 

2 2 ,i ib a= + ξ  

где i = 1, 2, 3; ξ – константа. 
На внутренних границах Γa внутреннего эллипсоида объемом Va с внешней  

нормалью 
aΓn  и Γb внешнего эллипсоида объемом Vb с внешней нормалью 

bΓn  имеют 
место идеальные контакты: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

1

, ,

, .

b b
b b

b b

a a
a a

a a

s

s

c c
D D c c

n n

c c
D D c c

n n

→Γ + →Γ −
Γ Γ→Γ + →Γ −

→Γ + →Γ −
Γ Γ→Γ + →Γ −

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂ ∂
= =

∂ ∂

x x
x x

x x
x x

x x
x x

x x
x x

                   (7)

Для учета поверхностного эффекта необходимо перейти к пределу при ξ → 0, а также 
(в контексте задачи диффузии) либо при Ds → 0, либо при Ds → ∞. В первом случае,  
соответствующем изолирующему покрытию, в рассмотрение удобно ввести эквивалент-
ную поверхностную сопротивляемость 

( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 3

0, 0
1 2 3

4
lim ,

6 s

s
D

s a a s

a a a a a aV
D S a a a S Dξ→ →

π + + ξ
β = =                        (8)

где 0lims b aV V Vξ →= − , Sa – площадь поверхности неоднородности объемом Va. 
Во втором случае, соответствующем проводящему покрытию, удобно ввести эквива-

лентную поверхностную проницаемость

( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 3

0,
1 2 3

4
lim .

6 s

s s
D s

a a

a a a a a aD V D
S a a a S ξ→ →∞

π + +
λ = = ξ                       (9)

Неоднородность с неидеальными контактами можно формально заменить эквивалент-
ной неоднородностью с идеальными контактами, влияющей на эффективные свойства 
так же, как и исходная. Для осуществления такой замены необходимо определить, какими 
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свойствами D* должна обладать эквивалентная неоднородность. Эти свойства будут раз-
ными в зависимости от способа учета неидеального контакта.

Введение в рассмотрение эквивалентной неоднородности обладает тем преимуществом, 
что появляется возможность использовать существующие методы гомогенизации, разра-
ботанные в предположении о непрерывности полей на реальной границе раздела фаз. В 
этом случае достаточно подставить соответствующие коэффициенты диффузии примеси 
внутри неоднородности в выражения, известные из литературы. Поскольку, таким об-
разом, наличие неидеальных контактов достаточно учесть на этапе определения диффу-
зионной проницаемости эквивалентной неоднородности, ограничимся в рамках данной 
работы качественным и количественным анализами выражений для D*. 

Отметим, что неидеальный контакт, моделируемый через задание скачка концентрации 
либо посредством рассмотрения неоднородности с изолирующим покрытием, может иметь 
место при скоплении примеси на границе раздела фаз. Неидеальный же контакт, который 
моделируется через задание другого скачка, а именно – нормальной компоненты протока, 
либо посредством рассмотрения неоднородности с проводящим покрытием, может суще-
ствовать при образовании дополнительных путей диффузии по границе раздела фаз.

В связи с этим для каждого из указанных случаев представляет интерес сравнить между 
собой два подхода к моделированию неидеальных контактов: 

посредством задания скачка поля через параметр сегрегации;
через рассмотрение неоднородности с поверхностным эффектом. 
Эффективное свойство можно выразить как функцию различных микроструктурных 

параметров. В настоящей статье использован подход, разработанный И. Севостьяновым 
и М. Качановым [14], согласно которому роль микроструктурного параметра играет сум-
ма тензоров вклада неоднородностей. Приведем далее выражения для этих тензоров при 
наличии в материале неидеальных контактов, моделируемых с помощью рассмотренных 
выше подходов.

Тензоры вклада

При определении тензоров вклада неоднородности считаются изолированными. Если 
на границе репрезентативного объема задана концентрация, то средний по репрезента-
тивному объему градиент с полностью определен, тогда как средний поток зависит от 
микроструктуры; его можно представить в виде суммы 

0 0 ,V = − ⋅ + ∆J D G J                                           (10)

где ΔJ – дополнительный поток, вызванный присутствием неоднородности.
Такой дополнительный поток есть линейная функция от приложенного поля [13]:

1
0 ,DV

V
∆ = − ⋅J H G                                             (11)

где HD – тензор вклада неоднородности в диффузионную проницаемость.
Тензор вклада можно найти через решение задачи Эшелби для диффузии. Последняя 

имеет аналитическое решение только для эллипсоидальной неоднородности. В этом слу-
чае тензор вклада можно выразить через тензор концентрации, линейно связывающий 
поле внутри неоднородности с приложенным полем. 

Таким образом, для нахождения тензора вклада необходимо решить задачу об осред-
нении полей и найти тензор концентрации. При этом наличие неидеальных контактов 
следует учитывать на обоих этапах. 

Далее будет представлено краткое описание обоих этапов.

Осреднение полей

Определим средние поля в случае идеальных контактов на границе раздела матрица/
неоднородность, что в рамках данной работы соответствует материалу с эквивалентной 
неоднородностью, а также при моделировании неидеальных контактов различными спо-
собами. 

Согласно теореме Остроградского – Гаусса, 
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( ) ( )1 1, ,V Vc c d d
V VΣ ΣΣ Σ

∇ = Σ = ⋅ Σ∫ ∫n x J n J x x                       (12)

где nΣ – внешняя нормаль к поверхности Σ репрезентативного объема V. 
Выражения (12) удобно переписать с учетом границ раздела фаз; при этом следует 

добавить и вычесть соответствующие поверхностные интегралы. Тогда при идеальных 
контактах на границе неоднородности объемом V1 получим известные формулы: 

0 1 0 1

1 1 1 11 , , 1V V V V V V

V V V Vc c c
V V V V

   ∇ = − ∇ + ∇ = − +   
   

J J J           (13)

где ( ) ( ) ( ) ( )
10 10

0 1 10. ... 1/ ... ... 1 ., / . .
V VV V

V dV V dV= =∫ ∫  

Случай материала с неоднородностью с покрытием конечной толщины, которое харак-
теризуется конечными свойствами, является частным случаем трехфазного материала, на 
внутренних границах которого имеются идеальные контакты. 

Средние поля в таком случае следуют выражениям

0

0

1 ,

1 ,

a s

a s

b a s
V V V V

b a s
V V V V

V V Vc c c c
V V V

V V V
V V V

 ∇

=

= − ∇ + ∇ + ∇ 
 

 − + + 
 

J J J J
                        (14)

где ( ) ( )... 1/ ...
a a

aaV V
V dV= ∫  и ( ) ( ) .... 1/ ...

s s
sV V sV dV= ∫

При наличии скачка концентрации на границе раздела фаз, средний градиент концен-
трации должен определяться следующим образом [6]:

[ ]
0 1

1 1 11 ,V V V

V Vc c c c d
V V V ΓΓ

 ∇ = − ∇ + ∇ + Γ 
  ∫ n                       (15)

тогда как средний поток вычисляется по формуле (13). 
Если задавать скачок концентрации через параметр сегрегации при условии (5), то 

формулу (15) удобно переписать в следующем виде: 

0 1

1 11 .cV V V

V Vc c s c
V V

 ∇ = − ∇ + ∇ 
 

                                (16)

Наличие скачка нормальной компоненты потока приводит к необходимости использо-
вания следующей формулы для среднего потока [6]: 

[ ]
0 1

1 1 11 ,nV V V

V V J d
V V V Γ

 = − + + Γ 
  ∫J J J x                          (17)

при этом средний градиент концентрации определяется по формуле (13).
В частном случае, когда скачок нормальной компоненты потока задан в соответствии 

с условием (6), средний поток определяется выражением

0 1

1 11 .fV V V

V Vs
V V

 = − + 
 

J J J                                    (18)

Выражая 
0V

c∇  через G0, получим следующие представления для среднего потока: 
для материала с эквивалентной неоднородностью –

( )
1

1
0 0 0

* ,
V V

V c
V

= − ⋅ − − ⋅ ∇J D G D D                               (19)

для материала с неоднородностью и покрытием конечной толщины (характеризующе-
гося конечными свойствами) – 

( ) ( )0 0 1 0 0 .
a s

a s
sV V

V Vc c
V V

= − ⋅ − − ⋅ ∇ − − ⋅ ∇J D G D D D D                (20)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 16 (4) 2023

152

Для материала с неоднородностью, на границе которой имеет место скачок поля, опре-
деляемый параметром сегрегации, справедливы следующие представления:

при наличии скачка концентрации – 

( )
1

1
0 0 1 0 ,cV V

V s c
V

= − ⋅ − − ⋅ ∇J D G D D                             (21)

при наличии скачка нормальной компоненты потока –

( )
1

1
0 0 1 0 .fV V

V s c
V

= − ⋅ − − ⋅ ∇J D G D D                             (22)

Представление тензоров вклада через тензоры концентрации

Средние градиенты концентрации, входящие в выражения (19) – (22), можно выразить 
для случая эллипсоидальной неоднородности через приложенное поле G0, для чего ввести 
тензоры концентрации Λ*, Λa, Λs, Λc, Λf, удовлетворяющие равенствам 

1
* 0V

c∇ = ⋅GΛ
 
(для эквивалентной неоднородности),

0
a

aV
c∇ = ⋅GΛ  и 0

s
sV

c∇ = ⋅GΛ (для неоднородности с покрытием), 

1
0cV

c∇ = ⋅GΛ (для неоднородности, на границе которой имеет место скачок концен-
трации, определяемый через параметр сегрегации),

1
0fV

c∇ = ⋅GΛ (для неоднородности, на границе которой имеет место скачок нормаль-
ной компоненты потока, определяемый через параметр сегрегации).

Выражения для этих тензоров концентрации были получены в работах [8, 10 – 14]. 
Принимая их во внимание и учитывая формулы (10), (11), ограничимся здесь приведени-
ем окончательных выражений для тензоров вклада неоднородностей:

( )*
0

0

*3

0
1

.
1

D
i i

i i i

ii

ii

D DD
D A D A=

−
=

+ −∑H e e                                   (23)

(для эквивалентной неоднородности с идеальными контактами [14]); 

( ) ( )

1 0 0 13

0
1

1 0 0 11 1

a
i

D a
i i

i a i
i i i i

a

SD D D D A
VD

S FA D A D A D D A
V H

=

− − β
=

 + − + − β − 
 

∑H e e               (24)

(для неоднородности с изолирующим покрытием); 

( )

( )

1 03

0
1

1 0

1

1 1

a
i

D a
i i

i a i
i i i i

a

SD D A
VD

S FA D A D A A
V H

=

− + λ −
=

 + − + λ − + 
 

∑H e e                    (25)

(для неоднородности с проводящим покрытием);

( )
3

1 0
0

1 1 0 1
D c

i i
i i c i

D s DD
A D s D A=

−
=

+ −∑H e e                                 (26)

(при наличии скачка концентрации, определяемого через параметр сегрегации sc [8]), 

( )
3

1 0
0

1 1 0 1
fD

i i
i i f i

s D D
D

A s D D A=

−
=

+ −∑H e e                                 (27)

(при наличии скачка нормальной компоненты потока, определяемого через параметр се-
грегации sf [13]).
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В случае сфероидальной неоднородности, при a1 = a2 = a, γ = a3/a справедливы  
следующие равенства: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 0 3 0

1 2 0 02 2

3 0 02 2

, 1 2 ,

1 1 1 1 2 ,
2

1 1 1 2 ,

A A f A f

F F f f
a

F f f
a

= = γ = − γ

 
= = γ − − γ   γ 

 
= − γ − − γ   γ 

 

где

( ) ( )
( ) ( )

2

2

0 2 2

2 2

11 arctan , 1;
11

,  
2 1 11 ln , 1.

2 1 1

g
f g g

−

 − γ
γ ≤

γγ − γ− γ γ = = γ = 
− γ  γ + γ −

  γ ≥  γ γ − γ − γ −  

 

В случае сферической неоднородности F1 = F2 = F3 = 0, f0(γ) = 1/3.
Отметим, что согласно выводам, представленным в монографии [9], где рассматрива-

лись только сферические неоднородности, наличие изолирующего покрытия приводит к 
появлению скачка концентрации на границе раздела матрица/неоднородность, а наличие 
проводящего слоя – к появлению скачка нормальной компоненты потока, которые опре-
деляются через решение задачи для составной неоднородности при предельном переходе. 
Это соответствует физическим представлениям о моделируемом явлении, что было отме-
чено выше. 

Для корректной реализации процедуры сравнения двух подходов к моделированию 
неидеального контакта (через задание скачка поля через соответствующий параметр се-
грегации и посредством рассмотрения неоднородности с соответствующим типом поверх-
ностного эффекта) определим далее, какой диффузионной проницаемостью D* должна 
обладать эквивалентная неоднородность, вклад которой в макроскопическое свойство 
совпадает с вкладом неоднородности с неидеальным контактом, моделируемым в рамках 
разных подходов. 

Эквивалентная неоднородность

Начнем с рассмотрения неидеального контакта, когда имеет место оседание примеси 
на границе раздела матрица/неоднородность. При моделировании такого контакта путем 
задания скачка концентрации через параметр сегрегации, из равенства тензора вклада, 
определяемого выражением (26), и тензора вклада эквивалентной неоднородности, опи-
сываемого формулой (23), следует, что

* *
1 ,cD D s= =D I I                                            (28)

т. е. материал эквивалентной неоднородности изотропен. 
Видно, что компоненты тензора D* зависят только от параметра сегрегации и  

диффузионной проницаемости неоднородности, но не зависят от ее формы. Увеличение 
параметра сегрегации приводит к уменьшению диффузионной проницаемости эквива-
лентной неоднородности. При отсутствии оседания примеси (при sc = 1) D* = D1. В зави-
симости от того, оседает примесь на границе раздела фаз снаружи или внутри, параметр 
сегрегации принимает соответственно значения sc > 1 или sc < 1. 

В первом случае D* < D1, что отражает физику процесса, поскольку примесь проникает 
в неоднородность в меньшей степени и, чтобы добиться такого же эффекта при рассмо-
трении эквивалентной неоднородности, необходимо уменьшить ее проницаемость. 

Во втором случае D* > D1, что также физически обосновано, так как эквивалентная 
неоднородность должна быть более проницаемой для примеси ввиду ее скопления внутри 
«реальной» неоднородности с неидеальным контактом.
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При sc → ∞ D* → 0; это объясняется тем, что вся примесь скапливается снаружи неод-
нородности и она непроницаема для диффузанта. 

При sc = D1/D0 имеем D* = D0, т. е. наличие скачка концентрации

( ) ( )1 0 0[ ]c D D D c
→Γ−

= −
x

x  

позволяет игнорировать присутствие неоднородности при нахождении эффективных 
свойств.

В случае использования второго подхода к моделированию неидеального контакта, из 
равенства тензора вклада неоднородности с эквивалентной поверхностной сопротивляе-
мостью (см. формулу (24)) и тензора вклада эквивалентной неоднородности (см. выраже-
ние (23)) следует, что

( )

( )

1 0
3

* 1
1

1 1

1 1

1
;

1

a i
i

a
i i

i a i
i i

a

S a D FR A
V D HD

S a FR A A
V H

=

− −
=

 + − − 
 

∑D e e                            (29)

здесь для удобства введен безразмерный параметр эквивалентной поверхностной сопро-
тивляемости R = D1β/a1. 

Тензор диффузионной проницаемости эквивалентной неоднородности, выраженный 
формулой (29), в общем случае ортотропен, группа его симметрии определяется формой 
неоднородности. При отсутствии поверхностного эффекта (при R = 0) тензор изотропен и 
D* = D1 ( )* * *

11 22 33 1D D D D= = = . В общем случае коэффициенты диффузии *
iiD  могут при-

нимать значения как большие D1, так и меньшие. Отметим, что при определенных зна-
чениях структурных характеристик (отношение коэффициентов диффузии примеси в ма-
трице и в неоднородности, параметры формы неоднородности, величина эквивалентной 
поверхностной сопротивляемости) формально могут проявляться такие особенности, как 
перенаправление диффузионного потока вследствие появления отрицательных значений 
компонент тензора D*, а также возникновение бесконечной проницаемости эквивалент-
ной неоднородности. Такие случаи нуждаются в отдельных качественном и количествен-
ном исследованиях, что выходит за рамки данной статьи. 

Выражение (29) существенно упрощается в случае сферической неоднородности: тогда 
эквивалентная неоднородность характеризуется изотропным тензором 

( )*
1 1 .D R= +D I  

Из сравнения этого выражения с выражением (28) следует, что два подхода к моде-
лированию неидеальных контактов на границе сферических неоднородностей совпадают 
при 

sc = 1 + R.                                                  (30)
Перейдем к рассмотрению неидеального контакта, когда в материале присутствуют 

дополнительные обходные пути диффузии на границе раздела фаз. При моделировании 
такого контакта посредством задания скачка нормальной компоненты потока через пара-
метр сегрегации, из равенства тензоров вклада, определяемых выражениями (27) и (23), 
следует, что

* *
1 .fD D s= =D I I                                             (31)

Тензор диффузии D*, определяемый формулой (31), зависит только от параметра се-
грегации и от диффузионной проницаемости неоднородности и не зависит от ее формы. 

Увеличение параметра сегрегации приводит к увеличению диффузионной проница-
емости эквивалентной неоднородности. При отсутствии поверхностных дефектов (при  
sf = 1) D* = D1. При sf → ∞ эквивалентная неоднородность характеризуется бесконечной 
проницаемостью независимо от свойств неоднородности (в этом случае вся примесь будет 
мгновенно диффундировать по поверхности). В случае sf = D0/D1 выполняется равенство 
D* = D0.

При моделировании неидеального контакта с использованием второго подхода, равен-
ство тензоров вклада, определяемых выражениями (25) и (23), дает следующий результат: 
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V HD S a FDK A

V D H
=

 + − + 
 =

+
∑D e e                              (32)

где введен безразмерный параметр эквивалентной поверхностной проницаемости  
K = λ/(D1a1).

Тензор диффузионной проницаемости эквивалентной неоднородности, определяемый 
выражением (32), в общем случае ортотропен. При отсутствии поверхностного эффекта 
(при K = 0) D* = D1. При наличии поверхностного эффекта коэффициенты диффузии   
могут принимать значения и больше D1, и меньше. В определенном диапазоне значений 
структурных характеристик, как и в случае изолирующего покрытия, компоненты *

iiD  
могут принимать значения меньше нуля, что с физической точки зрения означает пере-
направление потока, а также обращаться в бесконечность. Оба случая требуют отдельного 
исследования, выходящего за рамки настоящей работы. 

Выражение (32) в случае сферических неоднородностей имеет вид

( )*
1 1 2 ,D K= +D I  

откуда следует, с учетом формулы (31), что два подхода к моделированию неидеальных 
контактов эквивалентны при

1 2 .fs K= +                                                 (33)

Подводя итог, можно отметить следующие качественные различия между двумя подхо-
дами к моделированию неидеальных контактов.

1. При учете неидеального контакта посредством задания скачка поля через постоян-
ный параметр сегрегации, группа симметрии тензора диффузионной проницаемости эк-
вивалентной неоднородности совпадает с таковой для исходной неоднородности (в част-
ности, выше было показано, что изотропия тензора D1 влечет за собой изотропию тензора 
D*; более подробное исследование общего анизотропного случая представлено нами в 
статье [8]). В результате компоненты тензора диффузионной проницаемости эквивалент-
ной неоднородности зависят только от физических свойств неоднородности и параметра 
сегрегации. В случае моделирования неидеального контакта путем рассмотрения неод-
нородности с поверхностным эффектом, компоненты тензора D* зависят как от свойств 
покрытия и материала неоднородности, так и от ее формы. 

Два подхода к моделированию неидеальных контактов приводят к одним и тем же 
результатам только в случае материала со сферическими неоднородностями, при условии 
выполнения либо равенства (30), либо (33), в зависимости от типа неидеального контакта. 

2. При учете неидеального контакта посредством задания скачка поля через постоян-
ный параметр сегрегации, компоненты тензора диффузионной проницаемости эквива-
лентной неоднородности линейно зависят либо от величины (sc)

–1, либо от параметра sf. 
В случае моделирования неидеального контакта через рассмотрение неоднородности с 
поверхностным эффектом, компоненты тензора D* нелинейно зависят от характеристик 
покрытия R или K (или обратных к ним величин). При этом данные зависимости, во-пер-
вых, различны для разных направлений, во-вторых, при определенных значениях харак-
теристик структуры, могут принимать отрицательные значения, что, по всей видимости, 
означает перенаправление диффузионного потока, а также обращаться в бесконечность. 
Эти случаи нуждаются в дальнейшем исследовании на предмет соответствия физическим 
представлениям о моделируемом явлении.

Результаты моделирования неидеальных контактов

Проведем количественный анализ влияния способа учета неидеального контакта на 
границе раздела фаз на диффузионную проницаемость эквивалентной неоднородности 
на примере поликристалла. 

Поликристалл будем считать двухфазным материалом, состоящим из матрицы, ко-
торая моделирует границы зерен, и вытянутых сфероидальных неоднородностей,  
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моделирующих зерна меньшей диффузионной проницаемости [7, 16]. Примем для 
определенности значения D1/D0 = 0,2, γ = a3/a = 100 (a1 = a2 = a). В поликристаллах  
неидеальные контакты могут возникать по разным причинам, что должно моделироваться 
разными способами. Дадим их краткое описание.

1. Явление сегрегации, которое характерно для диффузии и под которой понимается 
оседание примеси по границам зерен с внешней стороны, можно моделировать либо че-
рез задание скачка концентрации с помощью параметра сегрегации sc (I), либо за счет 
рассмотрения изолирующего покрытия с эквивалентной сопротивляемостью R (II). До-
пустим, что sc = 1 + R, что, с одной стороны, справедливо для случая материала со сфе-
рическими неоднородностями, с другой, удовлетворяет условию sc = 1 при R = 0 в случае 
идеальных контактов в материале с неоднородностями произвольной формы.

2. За счет растрескивания, по границам зерен могут образовываться дополнительные 
ускоренные пути диффузии; их можно учесть либо путем задания скачка нормальной 
компоненты потока через параметр сегрегации sf (III), либо путем рассмотрения прово-
дящего покрытия, характеризующегося эквивалентной проводимостью K (IV). По тем же 
соображениям, что и при выборе зависимости sc(R), примем, что sf = 1 + 2K.

Зависимости диффузионной проницаемости эквивалентной неоднородности при на-
личии сегрегации, т. е. в случае неидеального контакта, моделируемого способами I и 
II, представлены на рис. 1,a. Увеличение параметра R приводит к уменьшению компо-
нент тензора D*. Это, в свою очередь, должно привести впоследствии (при дальнейшем 
применении методов гомогенизации, не рассматриваемых в рамках настоящей работы) к 
уменьшению эффективной проницаемости материала. 

Отметим, что параметр R формально может принимать значения от нуля до бесконеч-
ности. Для проведения количественного анализа мы, тем не менее, ограничились рассмо-
трением меньшего диапазона, при котором поток не меняет направление на противопо-
ложное, что имело бы место при отрицательных значениях коэффициентов *

iiD  и что, как 
отмечалось выше, нуждается в проведении дополнительного анализа. 

Стоит также отметить, что при использовании подхода II наблюдается разница в пове-
дении кривых убывания коэффициентов диффузии *

33D  вдоль оси симметрии неоднород-
ности и коэффициентов * *

11 22D D=  в плоскости изотропии.
При выбранном наборе параметров структуры, коэффициенты * *

11 22D D=  изменяются 
так же, как и компоненты изотропного тензора D*, вводимого при использовании I под-
хода.

Зависимости диффузионной проницаемости эквивалентной неоднородности при нали-
чии растрескивания, т.е. случае неидеального контакта, моделируемого способами III и 
IV, представлены на рис. 1,b. 

Рис. 1. Зависимости коэффициентов диффузии примеси в эквивалентной неоднородности от 
параметров R (a) и K (b) для случая неидеального контакта, моделируемого способами I, 

II (a) и III, IV (b) (см. пояснения в тексте).
Представлены следующие коэффициенты диффузии: * * *

11 22 33D D D= =  (сплошные линии I-1 и III-1) при 
использовании подходов I и III; * *

11 22D D=  (точечные линии II-2 и IV-2) и *
33D  (линии II-3 и IV-3) при 

использовании подходов II и IV 

а) b)
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Увеличение параметра K приводит к возрастанию компонент тензора D*, которые из-
меняются по-разному, в зависимости от способа моделирования неидеального контакта, 
а также от направления в случае подхода IV. В дальнейшем такой характер изменения 
проницаемости эквивалентной неоднородности должен привести и к увеличению эф-
фективной проницаемости материала. Параметр K, как и параметр R, формально может 
принимать значения от нуля до бесконечности, при этом при некотором значении K ком-
понента  обратится в бесконечность, что, как обсуждалось выше, нуждается в проведении 
дополнительного анализа, выходящего за рамки настоящей статьи. 

Важно, что компоненты *
iiD  принимают значения как меньшие, так и большие D0, в 

зависимости от величины K ( *
0iiD D  может быть как меньше, так и больше единицы). 

Таким образом, способ учета неидеального контакта на границе раздела матрицы и 
несферической неоднородности оказывает непосредственное влияние на эффективные 
свойства материала. Для выбора оптимального подхода необходимо сравнивать результаты 
численного моделирования с экспериментальными данными. Вопрос такого сравнения 
сопряжен, в свою очередь, со сложностями идентификации характеристик структуры и 
требует отдельного исследования.

Заключение

В работе предложено обобщение имеющихся в литературе подходов к моделированию 
неидеальных контактов на границе раздела фаз неоднородного на микроуровне материала 
при определении его эффективных свойств различной природы. 

Учтено, что такие контакты могут возникать в материале по разным причинам: в силу 
особенной внутренней структуры и в связи со спецификой описываемого процесса, что 
влияет на физическую интерпретацию модели, но не влияет на используемый математи-
ческий аппарат. Конкретизация проведена на примере диффузионной задачи. Рассмотрен 
общий случай материала с эллипсоидальными неоднородностями и проведено сравнение 
двух подходов к моделированию неидеальных контактов: посредством введения скачка 
поля (концентрации или нормальной компоненты потока) через постоянный параметр 
сегрегации и посредством рассмотрения неоднородности с поверхностным эффектом (со-
ответственно с наличием изолирующего или проводящего покрытия). 

Показано, что два подхода эквивалентны только в случае материала со сферическими 
неоднородностями, тогда как в иных случаях данные способы дают качественно и коли-
чественно разные результаты. 
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Аннотация. Данная статья продолжает исследования авторов, направленные на 

построение и развитие математической модели, используемой как для определения 
функции распределения клеток крови человека по размерам in vivo, так и для 
нахождения показателей крови, используемых в медицинской практике. На данном 
этапе работы была учтена несферичность частиц крови и оптимизирована сходимость 
процессов, описывающих многократное рассеяние лазерного излучения кровью за счет 
использования метода расширенных граничных условий, что позволило увеличить 
возможности применения Т-матричного метода. Математическая модель анализа 
биологических процессов получила материальное воплощение в новом программном 
комплексе. Параметры регуляризации определяются автоматически по заданным 
погрешностям ядра и «измеренным» данным с использованием разных критериев. 
Показана возможность теоретически предсказывать, используя разработанную модель, 
количество аномальных по размеру эритроцитов в биоматериале на основе измерения 
ширины найденного распределения эритроцитов по размерам.
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Abstract. This article continues the authors’ research aimed at constructing and developing 
a mathematical model used both to determine the size distribution function of human blood 
cells in vivo, and to find blood parameters used in medical practice. At this stage of the work, 
the nonsphericity of blood particles was taken into account and the convergence of processes 
describing multiple scattering of laser radiation by blood was optimized through the use of the 
method of extended boundary conditions, which made it possible to increase the possibilities 
of using the T-matrix method. The mathematical model for the analysis of biological processes 
has received material embodiment in a new software package. Regularization parameters are 
determined automatically based on specified kernel errors and “measured” data using different 
criteria. It is shown that, using the developed model, it is possible to theoretically predict the 
number of erythrocytes of abnormal size in a biomaterial based on measuring the width of the 
found erythrocyte size distribution.
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Введение

Гемореологические и микроциркуляторные дисфункции организма человека со-
провождают, как правило, подавляющее число его заболеваний и осложнений. По-
скольку 99 % от общего объема форменных элементов крови составляют эритроциты, 
изучение функциональных особенностей этих клеток становится первоочередной за-
дачей. Характерные размеры эритроцитов, их показатели преломления и механиче-
ские свойства, а также динамика изменений подобных индикаторов состояния орга-
низма несомненно должны исследоваться в случаях различных патологических состо-
яний; такие исследования всегда актуальны.

Эритроцит человека представляет собой эластичную клетку, имеющую в нормаль-
ном зрелом состоянии довольно сложную дисковидную форму. Более того, под раз-
личными внешними воздействиями, при патологиях разного рода, дисконцит (зре-
лая нормальная форма эритроцита) может претерпевать переход в другие формы, 
например платицид, аканоцид и т. п. [1].
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В ряде работ (см., например, [2 – 5]) изучались возможности теоретического исследо-
вания оптических характеристик диэлектрических тел разной формы и структуры.

Классическая задача о рассеянии светового излучения на частицах нерегулярной формы 
реализуется прямыми численными методами, которые позволяют свести данную пробле-
му к решению системы алгебраических уравнений либо к методу разделения переменных. 
В первом случае или составляют интегральное уравнение, или вводят разложение полей 
по векторным сферическим гармоникам – решениям волнового уравнения Гельмгольца с 
последующей их «сшивкой» на поверхности рассеивателя.

Стоит, на наш взгляд, перечислить некоторые удачные аппроксимации, позволяющие 
получать вполне удовлетворительные результаты. 

Во-первых, это метод Рэлея – Ганса – Дебая [6]. Во-вторых, допустимо использовать 
методы геометрической оптики, особенно в тех случаях, когда частицы можно считать до-
статочно крупными относительно длины волны падающего излучения [7]. В-третьих, это 
методы аномальной дифракции [8, 9]. Далее, заслуживают особого упоминания итераци-
онные методы [10]. Можно также отметить метод ВКБ (Вентцеля – Крамерса – Бриллюэ-
на), а также эйкональное приближение [11, 12] как наиболее известное в методе аномаль-
ной дифракции. Последнее есть, по сути, реализация приближения коротких волн либо 
высоких энергий. Стоит также выделить метод возмущений [13], который основан на 
разложении неизвестного решения задачи рассеяния по малому параметру в окрестности 
точного решения. В применении к несферическим частицам это означает, что решение 
ищется в виде малых отклонений от решения Ми, которые вызваны малыми отклонени-
ями формы от идеальной сферической. 

Наиболее удобным и надежным подходом к решению задачи светорассеяния на телах 
произвольной формы является, на наш взгляд, метод интегральных уравнений, получив-
ший название метода расширенных граничных условий [14, 15], так как он дает точное 
решение задачи рассеяния (в отличие от остальных методов) на частице произвольной 
формы, хотя это решение и имеет вид бесконечных рядов, но это допустимо. Максималь-
ное число членов разложения, которое требуется для достижения приемлемой точности, 
зависит от размера, формы и показателя преломления рассеивателя.

В настоящей работе мы исследуем некоторые аспекты проблемы светорассеяния на 
дисперсных элементах (здесь это клетки крови), которые нерегулярны по форме и лока-
лизованы в среде нетривиальной структуры (здесь это кожа – многослойное образование). 

Ставится задача моделирования рассеяния на дисперсных структурах с нерегулярной 
конфигурацией. 

Исследование предполагает рассмотрение светорассеяния на дисперсной системе (фор-
менные элементы крови), где форма неоднородностей нерегулярна, а их ориентация про-
извольна. При этом учитываются эффекты многократного рассеяния света, падающего на 
слоистую среду (кожа человека).

Такое рассмотрение включает несколько этапов.
На первом этапе решается задача светорассеяния на системе. 
На втором этапе изучается коэффициент отражения плоской волны от слоисто- 

структурированной поверхности, имеющей волнистую форму (берется случай отражения 
гауссова пучка).

На третьем, заключительном, этапе осуществляется поиск функции распределения по 
размерам форменных элементов крови (рассеиватели нерегулярной формы, помещенные 
в слоистую среду). Важно учитывать, что моделируемая система предполагается помещен-
ной в слоистую среду. 

Светорассеяние на j-й индивидуальной частице произвольной 
формы (матричная формулировка)

Начнем рассмотрение проблемы с допущения, что в моделируемой дисперсной среде 
(кровь) присутствуют только эритроциты. Оно вполне уместно и не противоречит по-
становке задачи, поскольку доля прочих форменных клеток крови составляет около 1% 
гематокрита.

В ряде работ эритроцит рассматривается как структурно-однородная сфера [16, 17], что 
можно считать первым приближением. При более глубоком анализе (микроскопический 



163

Биофизика и медицинская физика

уровень) корректнее рассматривать эритроцит как тело нерегулярной формы.
Для нахождения рассеянного поля на группе частиц, имеющих нерегулярную форму, 

будем использовать метод Т-матриц. Для последнего характерно быстродействие, по срав-
нению с большинством других методов теории дифракции света, основанных на строгом 
решении уравнений Максвелла.

Дисперсно-неоднородная среда рассматривается в трехмерной системе координат, и 
на совокупность неоднородностей падает линейно-поляризованная плоская волна. Пред-
полагается, что длина волны меньше типичных размеров эритроцитов, что поверхность 
дисперсного рассеивателя всюду регулярная, поэтому для нее можно определить непре-
рывную нормаль; также справедлива теорема Грина.

Запишем систему уравнений Максвелла для электромагнитного поля в окрестности 
частицы с условным номером j0, искаженного присутствием других частиц:

, , 0, 0,ik ik∇× = − ε ∇× = µ ∇ ⋅ ∇ ⋅H E E H E = H =

где k – волновое число; ε, μ – величины диэлектрической и магнитной проницаемости 
среды. 

На границе между частицей с условным номером j0 и окружающей ее средой потребуем 
выполнения граничных условий:

n × Ei − n × Es = n × EI, n × Hi − n × Hs = n × HI,                           (1)

где Ei, Es, EI – внутреннее, рассеянное и падающее поля, соответственно.
Суммарное поле можно представить в виде

( ) ( ) ( ).I sr r r′ ′ ′+E E E=
Запишем соответствующее интегральное уравнение следующего вида [18]:

( ) ( ) ( , ) (r) ( , ) 0.I s s

ir r G r r ds G r r ds
k

′ ′ ′+ ∇× × + ∇×∇× × × =
ε∫ ∫E n E n H            (2)

В уравнении (2) функция Грина определена следующим образом [18]:

3 1

1
3 1

( ) ( 1) [ ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

n
m

mn mn mn
n m n

mn mn

ikG r,r E kr kr

kr kr

∞

−
= =−

−

′ ′ ′ ′= − θ ϕ ⋅ θ ϕ +
π

′ ′ ′+ θ ϕ ⋅ θ ϕ

∑ ∑ M M

N N                      

 (3)

(для случая r r′> ),

1 3

1
1 3

( ) ( 1) [ ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )],

n
m

mn mn mn
n m n

mn mn

ikG r,r E kr kr

kr kr

∞

−
= =−

−

′ ′ ′ ′= − θ ϕ ⋅ θ ϕ +
π

′ ′ ′+ θ ϕ ⋅ θ ϕ

∑ ∑ M M

N N
                (4)

(для случая r r′ > ),
где Mmn, Nmn, M−mn, N−mn – векторные сферические гармоники.

Отметим, что выбор векторных сферических гармоник следует делать на основе свой-
ства инвариантности (в смысле замкнутости), а именно – при вращении системы коор-
динат такие гармоники Mmn, Nmn должны преобразовываться независимо друг от друга. 

Искомым свойствам инвариантности удовлетворяют следующие векторные сфериче-
ские гармоники [18]:

( ) ( 1) ( ) ( ) exp( ),J m J
mn n n mnrk d z kr im= − θ ϕM C                              (5)

( 1) 1( ) ( 1) ( ) ( ) z ( ) exp( ),J m J J
mn n n mn n mn

n nrk d z kr im
kr kr

+ = − θ + θ ϕ  
N P B             (6)

( ) ( ) ( ),
sin

n n
mn om om

d imd d
dθ ϕθ = θ + θ

θ θ
B i i                                 (7)
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( ) ( ) ( ),
sin

n n
mn om om

im dd d
dθ ϕθ = θ − θ

θ θ
C i i                                 (8)

2 1( ) ( ), .
4 ( 1)

n
mn r om n

nd d
n n

+
θ = θ =

+
P i                                   (9)

В качестве функции J
nz  может быть выбрана любая из четырех сферических гармоник 

вида

 (1) (2)
1 1
2 2

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
2 2n n z n n z n nn n

j z J z y z Y z h j z iy z h j z iy z
z z+ +

π π
= = = + = −

 
( )

( )
1 2

2 2 2( 1) ( )!( ) (1 cos ) 1 cos .
2 ! ( )! cos

nn m n m
n m
om n mn

n m dd
n n - m d

− −
−

−

 − +
θ = − θ − θ  θ 

Запишем разложение падающей волны EI на поверхность j-ой частицы по векторным 
сферическим гармоникам:

( )1 1

1
( ) .

n
j j

I mn mn mn mn mn
n m n

j iE p q
∞

= =−

= − +∑ ∑E N M                             (10)

Аналогично можно выписать разложение по векторным сферическим гармоникам как 
для внутреннего поля j-ой частицы Ei(j), так и для рассеянного поля Es(j):

( )1 1

1
( ) ,

n
j j

i mn mn mn mn mn
n m n

j iE d c
∞

= =−

= − +∑ ∑E N M                              (11)

( )3 3

1
( ) .

n
j j

s mn mn mn mn mn
n m n

j iE a b
∞

= =−

= +∑ ∑E N M                               (12)

В соответствии с процедурами, описанными в монографии [18], последовательно под-
ставим выражения (10), (11), (12), с учетом функций Грина (3), (4) и граничных условий 
вида (1), в интегральное уравнение (2); тогда получим:

( )

( )

32
1 1

3
1

32
1 11

3
11

( 1)

( 1) .

n
mnm j j

mn m n mn m ns
n m n mn

jn
mn mnm j j

mn m n mn m n js
n m n mn mn

ik c d ds

pik c d ds
q

∞
−

′ ′ ′ ′
= =− −

∞
−

′ ′ ′ ′
= =− −

 
− × + × +  π  

   ε
+ − × + × = −      π µ    

∑ ∑∫

∑ ∑∫

N
n M n N

M

M
n N n M

N

 

В матричной форме это выражение можно переписать как

21 12 22 11
1 1 1 1
22 11 12 21

1 1 1 1

,
j j

j j

I m I I m I d p
i

I m I I m I c q

    + ⋅ + ⋅
= −        + ⋅ + ⋅     

 

 

                           (13)

где m  – относительный показатель преломления частицы. 
Далее,

( )

( )

12
1 1

1
1

12
1 11

1
11

( 1)

( 1) .

n
mnm j j

mn m n mn m ns
n m n mn

jn
mn mnm j j

mn m n mn m n js
n m n mn mn

ik c d ds

aik c d ds
b

∞
−

′ ′ ′ ′
= =− −

∞
−

′ ′ ′ ′
= =− −

 
− × + × +  π  

   ε
+ − × + × = −      π µ    

∑ ∑∫

∑ ∑∫

N
n M n N

M

M
n N n M

N
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В матричной форме это выражение запишется в виде
21 12 22 11

1 1 1 1
22 11 12 21

1 1 1 1

.
j j

j j

I m I I m Ia d
i

b I m I I m I c

′ ′ ′ ′    + ⋅ + ⋅
= −         ′ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅    

 

 

                           (14)

Результатом объединения выражений (13) и (14) будет формула вида

121 12 22 11 21 12 22 11
1 1 1 1 1 1 1 1

22 11 12 21 22 11 12 21
1 1 1 1 1 1 1 1

.
j j

j j

I m I I m I I m I I m Ia p
b I m I I m I I m I I m I q

−
′ ′ ′ ′     + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= −          ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅     

   

   

         (15)

Введем обозначения для матриц 11
01 ,Q  31

01Q  и перепишем выражение (15) в более ком-
пактном виде:

111 31
1 1 01 1 01 1, ( , ) ( ) ,

j j
j j

j j

a p
T T Q k k Q k,k

b q
−   

 = = − ⋅        
   

                       (16)

причем элементы 1
jT -матрицы выражаются в виде поверхностных интегралов.

Рассмотрим нормаль n = nxi +nyj + nzk.
Для тела, расположенного произвольно, получаем следующее выражение:

( ) ( ) ( , ) ,
( , ) ( , ) ( , )

y,z z,x x ydS ∂ ∂ ∂
= +

∂ θ ϕ ∂ θ ϕ ∂ θ ϕ
n i j k+  

где компоненты вектора следуют выражениям
2 2

2

2 2

2

2 2

( , ) ( , )sin ( , )sin cos

( , ) ( , )sin cos ,

( , ) ( , ) cos ( , )sin sin

( , ) ( , )sin sin ,

( , )sin sin cos ( , ) ( , )sin

x

y

z

n dS r r r d d

r r d d

n dS r r r d d

r r d d

n dS r r r

ϕ

θ

ϕ

θ

θ

′ = θ ϕ θ ϕ ϕ + θ ϕ θ ϕ θ ϕ − 
′− θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

′ = − θ ϕ θ ϕ ϕ + θ ϕ θ ϕ θ ϕ − 
′− θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

′= θ ϕ θ θ θ − θ ϕ θ ϕ 2 .d d θ θ ϕ 

 

Уравнение поверхности частицы в сферической системе координат будет иметь следу-
ющий вид:

1 22 2 2
2

2 2 2

cos sin cos( , ) sin .r
a b c

−
  ϕ ϕ θ

θ ϕ = θ + +  
  

                         (17)

Уточним вид уравнения для эллипсоида вращения:
1 22 2

2 2 2 2 2 2

sin cos( ) .
cos sin

acr
a c a c

−
 θ θ

θ = + = 
θ + θ                         (18)

Отметим, что сфероид (эллипсоид вращения) получается вращением эллипса вокруг 
малой оси (сплюснутый эллипсоид) или большой оси (вытянутый эллипсоид). При этом 
две из трех полуосей этого эллипсоида имеют одинаковую длину. Соотношение сторон 
сфероида определяется как отношение большой полуоси a к малой c и описывает форму 
частицы, которая изменяется от сферы (а/с = 1) до диска для сплюснутого эллипсоида 
или иглы для вытянутого эллипсоида (а/с ≠ 1). 

Так, например, отношение а/с будет определять сплюснутый, а с/а – вытянутый сфе-
роид. При этом а – длина полуоси вдоль осей х и у, а с – длина полуосей вдоль оси z, 
которая является осью вращения.

Использовав формулы перехода от декартовых координат к сферическим, получаем 
следующие выражения:
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( )

( )

( )

2

sin cos sin sin cos

( , )sin ,

cos cos cos sin sin

( , ) ( , )sin ,

cos sin ( , ) ( , ) .

r x y z

x y z

y x
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r d d
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r r d d

n dS n n d d r r d d

θ

θ

ϕ θ

= θ ϕ + θ ϕ + θ θ ϕ =

= θ ϕ θ θ ϕ

= θ ϕ + θ ϕ − θ θ ϕ =

′= − θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ

′= ϕ − ϕ θ ϕ = − θ ϕ θ ϕ θ ϕ

Далее подставляем в поверхностные интегралы выражения для ndS, 1 ,mnN  1 ,mnM  3 ,mnN  
3
mnM  и получаем для них явные выражения:

11 ( )
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Итак, путем использования метода расширенных граничных условий получено реше-
ние задачи рассеяния для случая нерегулярной формы рассеивателя (эллипсоид). 

Коэффициенты разложения рассеянного и падающего электромагнитных полей ока-
зываются связанными линейными преобразованиями Т-матрицы. Последняя зависит от 
ряда параметров (размер рассеивателя по отношению к длине волны, показатель прелом-
ления и т. п.), но она есть инвариант относительно направления распространения падаю-
щего излучения для выбранной системы координат.

Следует также оговорить актуальную сложность применения Т-матричного метода для 
биологических сред, оптическая «мягкость» которых достаточно типична. Эта сложность 
связана (в оговоренных случаях) с плохой сходимостью рядов, им соответствующих, в 
расчетных формулах для элементов Т-матрицы. Возможность сильно осциллирующего 
поведения подынтегрального выражения может также снижать точность. Более того, чис-
ленное обращение матрицы будет плохо обусловленным для рассеивателей с нулевой (или 
малой) мнимой частью коэффициента преломления.

Следуя работам [22, 23], можно в значительной мере улучшить сходимость, если ис-
пользовать так называемую LU-факторизацию, основанную на применении расширенно-
го граничного условия. Графики, представленные на рис. 1, показывают справедливость 
этого утверждения.

a) b)

Рис. 1. Зависимости относительной нормы невязки от номера итерации для расстояний между 
частицами 1 мкм (a) и 2 мкм (b). 

Получены с помощью метода бисопряженных градиентов с предобуславливанием (см. табл. 1)

Таблица  1

Параметры модельной среды, включающей 5 частиц

Расстояние 
между 

частицами, мкм

Коэффициент преломления для частицы 

m1 m2 m3, m4, m5

1 1,37 1,34
1,33

2 1,35 1,33

Примечание . a = 18 мкм, c = 3 мкм для первых трех частиц, для 
остальных − a = c = 5 мкм, (a – значениe длины полуосей сфероида 
вдоль осей x, y; c − вдоль оси z).
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Многократное рассеяние на совокупностях несферических рассеивателей

Электромагнитные волны, падающие на поверхность j-го рассеивателя, будут форми-
ровать поле Ei(j), которое состоит из двух слагаемых: созданное первоначально падающи-
ми волнами и созданное рассеянием на совокупности частиц. Сумма слагаемых следует 
выражению

0( ) ( ) ( ).i s
i j

j j l, j
≠

= + ∑E E E                                       (27)

Под знаком суммирования стоит совокупность полей, рассеянных на j-й частице; (l, j) 
предписывает переход из системы координат l в систему координат j.

Выпишем отдельно выражение для падающего поля:

0 0, ,1 1
0

1
( ) ( ) .

imn
j j j j

mn mn mn mn mn
n m n

eiE p kr q kr
kr

ϕ∞

= =−

 
= − + 

 
∑ ∑E N M                     (28)

Отметим, что рассматривается падение волн относительно центра каждой j-й частицы 
в ее системе координат (j-система).

Для данной плоской электромагнитной волны коэффициенты разложения принимают 
следующий вид [18]:

0

0

0

0
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, 1 *
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Комплексное сопряжение стандартно отмечено звездочкой, обозначение 
0 ,( )ink ink j j,E k r  представляет вектор линейной поляризации.

Для поля, рассеянного частицами, справедливо следующее выражение:

, 1 , 1

1
,

n
l j l j

s mn mn mn mn mn
n m n

iE p q
∞

= =−
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где коэффициенты разложения имеют вид, представленный в статье [19].
Следующий этап состоит в построении бесконечной системы алгебраических уравне-

ний на основе объединения выражений (27) – (29), учитывающих выражения (16) для 
каждой j-й частицы произвольной формы:

,

12 ,

( , ) ( , )
.

( , ) ( , )

j i j j
j

j i j j
l j

a p A l j B l j a
T

B l j A l jb q b≠
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∑                         (30)

В статье [19] определены соответствующие коэффициенты.
Для решения представленной системы мы остановились на методе редукции с после-

дующим применением метода бисопряженных градиентов.
После нахождения коэффициентов системы (30) становится возможным записать и 

полное поле в дальней зоне:

3 3

1
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Покомпонентная запись рассеянного поля имеет вид:
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где функции от угла следуют выражениям
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Знак тильды (~) здесь подразумевает использование асимптотического приближения.
Более того, поскольку мы считаем, что рассматриваются процессы рассеяния на доста-

точно больших расстояниях от частицы, где электрические векторы рассеянного и падаю-
щего полей можно считать параллельными, можно еще упростить выражения (33) и (34) 
(считаем, что в дальней зоне только θ-компонента ненулевая).
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Моделирование отражения плоской волны от нетривиальной 
многослойной структуры

Рассмотрим нетривиальную слоистую структуру (под нетривиальностью подразумева-
ется «волнистость» слоев), где каждый слой обладает собственным показателем преломле-
ния, и воспользуемся некоторыми результатами, полученными в статье [20].

Плоская p-поляризованная волна (проще будет аналогичный вариант s-поляризации) 
падает на изучаемую модель под углом θ. Наша задача – найти отраженное поле. Выпи-
шем выражения для полей, сформированных световым излучением, прошедшим через 
указанные выше слои и отраженным от них, считая при этом, что фазы волн быстро ос-
циллируют, а амплитуды медленно изменяются:
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               (40)

5 5 1 2 3 1 2 3exp ( , , ) ( , , , , ).elap x y
iE E = τ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ε ε ε 

                         (41)

По аналогии с нашей работой [20], мы последовательно нашли члены ряда для иско-
мых амплитуд, а также выражение для гауссова пучка.

Функция распределения частиц, моделируемых эллипсоидами вращения
Определим параметры модельной среды, соответствующие нормальной коже человека 

(табл. 2).
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Пусть падающая плоская волна распространяется в направлении оси х (малая ось для 
сплюснутого эллипсоида) и обладает поляризацией в направлении оси z. 

Т аблица  2

Принятые характеристики модельной среды [20]

Параметр Обозначение
Значение параметра для слоя i

(2) (3) (4)

Толщина слоя, мкм di 65 565 90

Набор параметров 
искажения 

ai −0,0024 0,021 0,041

bi 0,0200 0,030 0,050

ci 0,010

Коэффициент 
преломления 

(действительная часть)
n0

i 1,50 1,40 1,35

П р и м е ч а н и я . 1. Параметры искажения представлены формулой 
Hi = ci sin (aix+biy). 2. Коэффициент преломления воздушной среды n1 = 1,000; 
для i-го слоя модельной поглощающей среды с ni = ni

0 + iχi было принято  
χ2 = χ3 = χ4 = χ5 = 10−5; n5

0 = 1,40.

На рис. 2 представлены изображения сплюснутого (oblate) и вытянутого (prolate)  
эллипсоидов и показана используемая система координат, связанная с ними.

Рис. 2. Изображения сплюснутого (a) и вытянутого (b) эллипсоидов;
a, c – длины их полуосей, направленных вдоль соответствующих осей координат.

Голубые стрелки указывают направление падающих лазерных лучей

b)a)

Модельная среда максимально приближе-
на к реальным показателям нормальной кожи  
человека.

Рассматривать эритроцит как однородный 
рассеиватель нам позволяет ряд следующих,  
хорошо известных фактов: мембрана эритроци-
та тонка и не оказывает существенного влия-
ния на процесс рассеяния лазерного излучения, 
а клеточные органеллы в структуру эритроцита 
не включены. Таким образом, наши расчеты  
выполнены для сплюснутого эллипсоида  
(рис. 3).

Математический подход, развитый нами, 
позволяет распознавать факт агрегирования 
частиц, а также определять их спектральные  

Рис. 3. Общий вид рассматриваемого 
сплюснутого эллипсоида размерами 

а = 18 мкм, с = 3 мкм
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параметры для случая in vivo. Представленные далее иллюстрации (рис. 4 – 6) демонстри-
руют возможности программного комплекса, созданного нами на основе представленного 
теоретического подхода. Видно, что как численные параметры, так и формы кривых из-
меняются при варьировании расстояний между рассеивателями.

Полученные результаты указывают на разницу в размерах клеток, многообразие их 
внутренних структур, влияние интерференции на картину волновых полей, рассеянных 
соседними частицами. 

Таким образом, разработанный метод создает новые возможности, позволяя учитывать 
и эффекты кооперативного взаимодействия частиц в случае более плотной упаковки эри-
троцитов.

Следующим этапом исследований выступает решение обратной задачи: найти рас-
пределение эритроцитов (считая их сфероидами) по соотношению сторон сфероида  
(ρ = а/с), основываясь на известной интенсивности рассеяния лазерного излучения (из-
меренной с некой погрешностью) на агрегированной совокупности частиц, находящихся 
в слое (случай in vivo).

Подобные задачи описываются линейными интегральными уравнениями Фредгольма I 
рода. Они имеют вид

max

( )
min

( , ) ( ) ( ),scatu I u d f
ρ

θ
ρ

≡ ρ λ ρ ρ = λ∫A                                   (42)

где А– интегральный оператор, Iscat(θ)(ρ, λ) – ядро интегрального уравнения, u(ρ) –  
искомое распределение клеток по размерам, f(λ) = Iblood(θ, λ) –интенсивность рассеяния.

Ядро Iscat(θ)(ρ, λ) определяется как интенсивность света, рассеянного в направле-
нии угла θ (угол выбирается в эксперименте) на несферической частице (см. формулу 
(35)). Будем предполагать, что это ядро есть функция, непрерывная в прямоугольнике 

([ , ] [ , ]),c d a bΩ = ×  и [ ],( ) c df Lλ ∈  ( min ,a ≡ ρ  max ,b ≡ ρ  min ,c ≡ λ  maxd ≡ λ ).
Обращение интегрального оператора А для обратной задачи (cм. уравнение (42)) неу-

стойчиво, поэтому для численного решения целесообразно использовать метод регуляри-
зации Тихонова [24, 25].

Автоматическое определение параметра регуляризации по заданным погрешностям 
ядра и «измеренным» данным возможно в рамках разработанного нами программного 
комплекса (в этот комплекс входят методы относительной невязки, обобщенный прин-
цип невязки (ОПН), метод L-кривой и критерий квазиоптимальности). 

Таким образом, мы предлагаем выбирать параметр регуляризации по нескольким кри-
териям. В задаче с известным модельным решением это позволяет найти диапазон наи-
лучших значений параметра α. Оказалось, что принцип невязки и ОПН дали одинаковое 
значение параметра и при их использовании в решении интегрального уравнения (42) 
восстановился профиль, близкий к модельному.

a) b)

Рис. 4. Функциональные зависимости интенсивности рассеянного света
от его длины волны на совокупностях частиц, дислоцированных в слое;

 расстояния между частицами 1 мкм (a) и 2 мкм (b) (см. табл. 1)
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a) b)

c) d)

Рис. 5. Результаты автоматического определения параметра 
регуляризации α по заданным погрешностям ядра и «измеренным» данным
с использованием разных критериев: невязки (a), квазиоптимальности (b),

L-кривой (c) и обобщенному принципу невязки (d)
для бимодального распределения (см. рис. 7,а)

a) b)

c) d)

Рис. 6. Результаты, аналогичные представленным на рис. 5, 
но для нормального распределения (см. рис. 7,b)

На рис. 7,а представлено сравнение двух кривых. Непрерывная черная соответствует 
асимметричному бимодальному распределению по размерам частиц, которое задано зара-
нее функцией, определенной в статье [26]. Заданное распределение моделирует наличие 
фракций нормоцитов и макроцитов. Точечная цветная кривая отвечает нашему численно-
му решению задачи и, как можно видеть, демонстрирует, что оба пика распределения по 
размерам восстановлены вполне удовлетворительно. Аналогичная непрерывная кривая на 
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рис. 7,b также соответствует заранее заданному распределению по размерам, но нормаль-
ному (см. статью [26]). В результате нашего численного решения задачи (точечная цвет-
ная кривая), при котором уровень шума в правой части уравнения (42) принят равным 
5 %, также получено вполне удовлетворительное согласие с заданной функцией. Итак, 
профили распределения частиц по размерам восстановлены с высокой точностью.

a) b)

Рис. 7. Бимодальное (a) и нормальное (b) распределения по размерам
 для сфероидальных частиц при двух значениях расстояния между 

рассеивателями: 1 мкм (a) и 2 мкм (b). 
Представлено сравнение графиков функций из статьи [26] (непрерывные линии) и 

результатов нашего численного решения (точечные линии) 

Рис. 8. Функция нормального распределения частиц по объему
(кривая Прайса – Джонса), полученная для расстояния 2 мкм

между рассеивателями

Анализ графиков на рис. 7 также позволяет заключить, что учет несферичности частиц 
точно восстанавливает кривую Прайса – Джонса (рис. 8), описывающую типичное рас-
пределение по объему форменных элементов крови человека.

Эритроцитные индексы

В данном разделе рассмотрим численную оценку эритроцитных индексов (стандартно 
используются в клинической практике), в частности средний объем эритроцита (англ. 
Mean Corpuscular Volume (MCV)) и степени разброса эритроцитов по объему. К ним от-
носятся отклонения относительной ширины распределения эритроцитов по объему (англ. 
Red Cell Distribution Width (RDW)) от среднего значения (англ. Coefficient of Variation 
(CV)) и от стандарта (англ. Standard Deviation (SD)).
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Другими словами, RDW-CV показывает в процентах отклонение объема эритроцита от 
среднего, а RDW-SD есть разница между самым крупным и самым мелким эритроцитом 
(измеряется в фемтолитрах, как и MCV).

Определим сначала объем тела, образованного вращением вокруг оси фигуры:
1

0
4 ( ) ,rotV xy x dx= π∫                                            (43)

где y(x) представляет семейство кривых Персея [27] – 

2 2 2 2 2( ) ( ) ;y x c a x p d= − − −                                  (44)

здесь представлены параметры фигуры: a, b – полуоси эллипса, c = a / b (a = 0,150662, 
с = 1,659376); d – расстояние от начала координат до центра эллипса (d = 1,768398); 
p – расстояние от оси тора до секущей плоскости (p = 1,637922). Выражение (44) опре-
деляет семейства кривых Персея. Они являются линиями пересечения поверхности тора 
плоскостями, параллельными его оси, и представляют собой алгебраические линии 4-го 
порядка.

Для этой фигуры объем вращения составляет
1 2 2 2 2

0
4 ( ) 1,2799.rotV xc a x p d dx= π − + − =∫  

Если принять, что диаметр эритроцита человека равен в среднем 7,55 мкм, то связь 
объема с радиусом эритроцита будет иметь вид VMCV = VrotR

3 и средний объем эритроцита 
составит VMCV = 1,2799·68,8536 мкм3.

Уравнение вида (44) запишем в сферической системе координат:
4 2

1 2 22 0,r rα − α −β =
 

и соответствующее решение этого биквадратного уравнения имеет вид

2
1 2 1 2 2

1

( )
( , ) ,r

α −α + α β + α
θ ϕ =

α                                          
  (45)

где 
2

2
1 1 2 1 2 22

2sin , sin , ;db p
a

α = γ θ α = β θ β = − γ  

здесь 

 

2 2
2 2 2 2 2

1 2 1 1 22 2 2sin cos , (1 ) , cos .b p dbb d
a a a

γ = ϕ + ϕ γ = + − β = γ γ − ϕ

Решение обратной задачи дает возможность найти функцию распределения по объему 
(см. рис. 8) с учетом уравнения поверхности (45).

Заметим, что аналогичные результаты были получены в статье [29].
В таком случае можно вычислить показатель гетерогенности размера эритроцита на 

основе полученного теоретического распределения по объему. 
В медицинской практике показатель RDW-SD представляет собой результат прямого 

измерения ширины эритроцитарной кривой на двадцатипроцентном уровне (при высоте 
кривой, принятой за 100 %) [28]. 

Например, RDW-SD = 118 – 36 = 82 фл. И тогда значения, находящиеся в пределах 
80 – 100 фл, характеризуют эритроцит как нормоцит, ниже 80 фл – микроцит, а выше 
100 фл – макроцит.

Следует отметить, что показатель RDW-SD более чувствителен к появлению некоторо-
го количества микро- и макроцитов в популяции эритроцитов, поскольку его измеряют 
на нижней части кривой распределения эритроцитов по объему. При ретикулоцитозе 
(превышение нормы ретикулоцитов (предшественники эритроцитов) в процессе кровет-
ворения) этот показатель будет меняться быстрее, поскольку будет наблюдаться некое 
уширение эритроцитарной кривой.
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Результаты и выводы

Основная задача представленного исследования состояла в выработке и уточнении 
электродинамической модели взаимодействия маломощного лазерного излучения с дис-
персной средой, включающей элементы нерегулярной формы (эллипсоид), которые 
представляют собой модели клеток крови (эритроцитов), расположенные в среде со сло-
истым строением (случай in vivo).

Сформулируем основные итоги представленного материала.
1. Изложены разработанные аналитические методы расчета светорассеивающих харак-

теристик частиц, расположенных в слоистой среде. Предполагается, что эти частицы про-
извольно ориентированы и имеют неправильную форму (несферические).

2. Реализованы меры, оптимизирующие сходимость процессов при использовании ме-
тода расширенных граничных условий; это позволило увеличить возможности примене-
ния Т-матричного метода.

3. Разработанная математическая модель анализа биологических процессов по рас-
считываемым оптическим характеристикам получила воплощение в новом программном 
комплексе. 

4. Разработанный подход к проблеме сделал возможным корректно восстанавливать 
традиционно применяемый показатель распределения форменных элементов крови 
(RDW-SD) для случая in vivo, причем с учетом отношения сторон и особенностей строе-
ния биологического агрегированного образования.

5. Найдена возможность теоретически предсказывать количество аномальных по раз-
меру эритроцитов в биоматериале, используя разработанную модель, на основе обычного 
измерения ширины распределения эритроцитов по размерам. Например, в случае при-
сутствия микро- и макроцитов, можно диагностировать степень аницитоза (изменение 
эритроцитов по размеру) поскольку ширина распределения будет выше референсного 
значения, а полученные кривые распределения эритроцитов по объему наглядно указыва-
ют различие клеток по размеру. 

Таким образом, индекс RDW – это содержательный и удобный диагностический лабо-
раторный маркер.

Полученные результаты, представленные в статье, служат основой предлагаемого ново-
го метода экспресс-анализа цельной крови. Согласно этому методу, необходимо находить 
распределения форменных элементов крови по характерным индексам, индекса RDW, а 
также геометрические характеристики эритроцитов, относящиеся к их объему и форме, 
для случая in vivo.
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ГЕНЕРАТОР ГЛУБОКОНЕУПРУГОГО РАССЕЯНИЯ ЛЕПТОНОВ
 НА ПРОТОНЕ НА ОСНОВЕ ГЕНЕРАТИВНО-СОСТЯЗАТЕЛЬНОЙ 

НЕЙРОННОЙ СЕТИ

А. А. Лобанов ✉, Я. А. Бердников 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Россия

✉ lobanov2.aa@edu.spbstu.ru
Аннотация. В работе рассмотрено применение генеративно-состязательной сети 

(ГСС) для создания генератора глубоконеупругого лептон-протонного рассеяния. 
Отмечена сложность эффективного обучения генератора на основе ГСС, которая 
связана с использованием сложных схем распределения физических характеристик 
(энергий, компонентов импульсов и т. п.) частиц в процессе глубоконеупругого 
лептон-протонного рассеяния. Показано, что ГСС позволяет точно воспроизводить 
распределения физических характеристик лептона в конечном состоянии.

Ключевые слова: инклюзивное глубоконеупругое рассеяние, нейронная сеть, 
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Abstract. The paper considers the application of a Generative Adversarial Network (GAN) 
for the development of a generator of deep inelastic lepton-proton scattering. The difficulty of 
effective training of the generator based on GAN is noted. It is associated with the use of com-
plex schemes of distributions of physical properties (energies, momentum components, etc.) of 
particles in the process of deeply inelastic lepton-proton scattering. It is shown that the GAN 
makes it possible to faithfully reproduce the distributions of lepton physical properties in the  
final state at different initial energies of the center of mass in the range between 20 and 
100 GeV.
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Введение

Обработка и анализ результатов экспериментальных исследований глубоконеупругого 
лептон-протонного рассеяния требует привлечения моделирования как самого процес-
са взаимодействия частиц, так и функционирования детекторных комплексов; при этом 
наиболее удобен метод Монте-Карло. Проблема заключается в том, что моделирование 
включает сложные физические модели, расчет которых требует больших вычислительных 
и временных затрат.

Альтернативой может служить использование методов машинного обучения для по-
строения генераторов событий. Преимуществом указанных методов можно считать 
возможность их обучения на разнородных данных, в качестве которых могут быть как 
экспериментальные результаты, так и данные, полученные путем моделирования всего 
рассматриваемого процесса (например, инклюзивного глубоконеупругого рассеяния). В 
итоге можно создать генератор событий, который способен быстро и с минимальными 
вычислительными затратами получать необходимые данные.

В настоящей работе рассмотрена одна из таких моделей машинного обучения – гене-
ративно-состязательная сеть (ГСС). [1].

Преимуществом рассмотренной модели является ее возможность воспроизводить с вы-
сокой точностью данные (называемые далее эталонными), на которых она обучалась.

Модель ГСС включает две нейронные сети: генератор и дискриминатор. Задача первой 
состоит в генерации некоторых величин, например характеристик частиц. Задача второй 
сети – выделить отличия величин, полученных генератором, от эталонных значений. 

Стараясь отличать эталонные значения от полученных генератором, дискриминатор 
таким образом корректирует генератор. С каждой новой итерацией обучения генератор 
все лучше справляется с генерацией величин, что, в свою очередь, корректирует работу 
дискриминатора [1].

Несмотря на успешное использование метода ГСС в различных приложениях 
(например, он позволяет генерировать фотографии и видео, неотличимые от реальных  
[2, 3]), этот метод не лишен некоторых недостатков, связанных с усложнениями в про-
цессе обучения модели.  

Эти усложнения проявляются вследствие сильной зависимости от параметров модели.
В результате такой зависимости часто возникают следующие неудобства:
неустойчивости при обучении,
несходимости, 
осцилляции параметров, 
переобучение моделей. 
Для решения перечисленных проблем существует множество подходов, например, 

представленные в работе [4]. 
Для настоящего исследования использован подход, предложенный в работе [5], кото-

рый подробно описан ниже в разделе «Методика исследования».
Применение ГСС в области физики высоких энергий и физики элементарных частиц 

создает новые затруднения. Самым важным из них является множество строгих ограни-
чений, продиктованных законами сохранения. В результате не любой результат генерации 
можно признать пригодным. 

Важна и точность предсказания; в противном случае возможны нарушения взаимо- 
связей между производными величинами, что также недопустимо. Подобные проблемы, 
например, описаны в работе [6].
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Рис. 1. Графики распределения компоненты импульса pz конечного лептона (a) 
и преобразованной величины T(pz) (b).
Начальная энергия электрона E0 = 30 ГэВ

Законы сохранения могут приводить к существенным нерегулярностям в распределе-
ниях физических величин (например, угловых, импульсных, энергетических и т. п.), ха-
рактеризующих взаимодействие частиц. Примером может служить распределение pz-ком-
поненты импульса конечного лептона (рис. 1,а). Под множественностью (Multiplicity) 
понимается (на рис. 1 и далее) число отсчетов бине, нормированное на общее число 
событий, т. е. это безразмерная величина. На рис. 1,а видно, что у распределения есть 
«острый» край, связанный с законами сохранения энергии-импульса: энергия (импульс) 
в конечном состоянии не может превышать уровень энергии (импульса) в начальном со-
стоянии. Существование такой нерегулярности плохо сказывается на обучении ГСС, что 
показано в работе [6].

Для решения проблем, связанных с нерегулярностями в распределении величины по 
некоторому физическому параметру, в работе [7] была предложена генерация не самих 
величин, а их преобразованных «двойников», причем измененных таким образом, чтобы 
новое распределение становились более гладким.

Для величины pz-компоненты импульса конечного лептона в данной работе использо-
вано следующее преобразование [7]:

[ ]( ) log ( ) (1  GeV ) .z 0 zT p = E p c−

В результате получено более гладкое распределение (см. рис. 1,b).
Аналогичное преобразование применялось для величины полной энергии рассеянного 

лептона El: [ ]( ) log ( ) (1  GeV ) .l 0 lT E = E E c−

Методика исследования
Поскольку в данной работе рассматривается инклюзивное рассеяние заряженного леп-

тона (e+, e–, μ+, μ–) на протоне, рассеянный лептон характеризуется 4-импульсом в систе-
ме центра масс лептона и протона:

( ), ,l lp E= p  

где p – трехмерный вектор импульса лептона, задаваемый компонентами px, py, pz; El – 
полная энергия рассеянного лептона. 

В качестве дополнительных параметров выступают полная энергия E0 налетающего 
лептона в системе центра масс лептон-протон и тип лептона (e+ либо e– или μ+ либо μ–). 
Данные параметры позволяют ГСС предсказывать конечное состояние различных лепто-
нов при разных рассмотренных начальных энергиях.
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Энергия E0 определяется как

0 2,lNE s≈  

где lNs – начальная энергия в системе центра масс лептон-протон. 
Для обучения были рассмотрены начальные энергии E0 = 10, 20, 30, 40, 50 ГэВ. 
Для получения конечных состояний лептонов использовалась программа PYTHIA8 [8]. 

Было сгенерировано по 100 тыс. событий при начальных энергиях lNs = 20, 40, 60, 80 
и 100 ГэВ для каждого типа лептона: (e+, e–, μ+, μ–). В каждом событии фиксировались 
значения 4-импульса конечного лептона (мы будем их называть эталонными).

Использование величин T(pz) и T(El) (мы будем их называть преобразованными) 
позволяет генератору избежать предсказания нефизических значений, а дискриминатору 
легче отличать эталонные данные от сгенерированных.

Для повышения точности дискриминатора ему на вход передаются величины 

pz, El, ( ) ( )2 2 , arctan , arctanT x y z T y xp p p p p  p p= + ϕ = θ =  

(эти величины мы будем называть дополнительными).
На вход генератора поступает 128-мерный вектор шума (вектор значений, полученных 

из распределения Гаусса со средним, равным 0, и дисперсией, равной 1), энергия E0 и 
тип лептона. Сеть генератора состоит из 4 скрытых слоев по 512 нейронов с функцией 
активации “Leaky ReLU” и показателем 0,2 [9]. Выходной слой состоит из 4 нейронов с 
линейной функцией активации. На выходе получаем четыре основных предсказываемых 
величины: px, py, T(pz) и T(El). Помимо этих, модель включает в себя предсказание допол-
нительных величин: pz, El, pT, φ, θ, полученных на основе предсказываемых. Основные и 
дополнительные величины далее передаются на вход дискриминатора.

Сеть дискриминатора представляет собой 4 скрытых слоя по 512 нейронов с функцией 
активации “Leaky ReLU” и показателем 0,2 [9]. Для каждого из слоев применяется так 
называемый “dropout layer” с коэффициентом 10 % [10], который случайным образом об-
нуляет 10 % весов слоя. Это помогает бороться с переобучением при классификации [11]. 
Также к каждому слою применяется спектральная нормализация [12], которая позволяет 
добиться 1-липшицева отображения для дискриминатора [13]. Выходной слой состоит из 
одного нейрона с линейной функцией активации. Чем больше полученное значение, тем 
дискриминатор «увереннее» считает рассмотренные значения «реалистичными».

В работе использована разновидность генеративно-состязательной сети с функцией 
потерь в виде наименьших квадратов. 

Для таких сетей справедливы следующие выражения для функций потерь дискримина-
тора (LD) и генератора (LG) [5]:

( ) ( )2 2
~ ( ) ~ ( )

1 1( | ) ( ( | )) ,
2 2dataD x p x z p zL E D b E D G a   = − + −   x y z y                (1)

[ ]{ }2
~ ( )

1 ( ( | )) ,
2G z p zL E D G c= −z y                                    (2)

где D(…) – сеть дискриминатора; G(…) – сеть генератора; x – эталонные данные; z – век-
тор шума; D(x) – значения, полученные дискриминатором на основе эталонных данных; 
D(G(z)) – значения, найденные дискриминатором на основе данных, полученных гене-
ратором; E – математическое ожидание; a, b – гиперпараметры данной функции потерь, 
равные 0 и 1 соответственно [5].

В данном исследовании генеративно-состязательная сеть обучалась 400 эпох. В каче-
стве оптимизатора градиентного спуска использовался RMSProp со значением ρ = 0,9 [14] 
и шагами обучения 1·10–4 для генератора и 5·10–5 для дискриминатора. Использование 
разных шагов обучения способствует лучшей сходимости при обучении, что показано в 
работе [15].
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Результаты моделирования 

Ввиду большого числа возможных конфигураций рассеяния (различные типы лептона 
и значения начальной энергии E0), для демонстрации работы ГСС далее приведены лишь 
некоторые конфигурации.

На рис. 2 представлены распределения компонент импульса мюона μ+ и электрона e– в 
конечных состояниях, полученные с помощью ГСС и программы PYTHIA8. Видно, что 
модель генерирует величины, распределения которых практически не различаются, о чем 
говорят приведенные на графиках значения χ2 и соответствующие им значения импульса 
(p-value) [17].

Рис. 2. Предсказанные графики распределений по компонентам 
импульсов рx, рy, рz для мюона μ+ (a, b, c) и электрона e– (d, e, f)

 при одинаковых значениях начальной энергии E0 = 30 ГэВ. Получены
 с помощью ГСС (кривые серого цвета) и PYTHIA8 (черного цвета). 

Для каждого распределения приведено соответствующее значение χ2 
и график отношения предсказания ГСС к PYTHIA8 (GAN/PYT)

На рис. 3 представлены распре-
деления pz-компоненты импульса 
конечного электрона при различ-
ных энергиях, полученные с помо-
щью ГСС и программы PYTHIA8. 
Анализ представленных результатов 
позволяет заключить, что модель  
способна предсказывать верные рас-
пределения как при энергиях, на 
которых проводилось обучение (10, 
20, 30, 40, 50 ГэВ), так и при интер-
полированных энергиях (15, 25, 35,  
45 ГэВ). Стоит также отметить, что 
модель может предсказывать значе-
ния pz и при бóльших энергиях E0 (60, 
70, 80, 90 ГэВ).

Представляют интерес не только 
значения импульса и энергии леп-
тона, но и значения производных от 
них величин, которые используются 

Рис. 3. Распределения компоненты pz-импульса 
электрона, предсказанные с помощью программы 
PYTHIA8 (кривые серого цвета) и с помощью 
ГСС (черного цвета), при разных значениях 

начальной энергии E0. 
Треугольными указателями отмечены значения энергии, 

при которых модель обучалась
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для характеристики рассеяния. К таким величинам относятся квадрат переданного им-
пульса Q2 = –q2 (q – импульс виртуального фотона) и переменная Бьёркина xBj = Q2/2Pq 
(P – импульс налетающего протона).

Рис. 4. Графики совместного распределения величин Q2 и xBj для 
электрона при значениях начальной энергии E0 = 10 ГэВ (а, c) и 40 ГэВ (b, d), 

предсказанные с помощью PYTHIA8 (а, b) и ГСС (c, d).
Для характеристики точности предсказания ГСС приведены значения χ2 

при каждом значении E0

На рис. 4 представлены совместные распределения Q2 и xBj при энергиях E0 = 10 и 
40 ГэВ, полученные на основе данных PYTHIA8 и ГСС. Сравнение между распределе-
ниями на рис. 4, а и b и таковыми на рис. 4, c и d, полученными двумя путями при двух 
значениях E0 (10 и 40 ГэВ), указывает на хорошее согласие между распределениями, полу-
ченными с помощью PYTHIA8 и ГСС. В качестве количественной оценки этого согласия 
приведены значения χ2, рассчитанные по всем бинам распределений. 

Заключение
В работе рассмотрено применение генеративно-состязательной сети (ГСС) для генера-

ции конечного состояния лептона в инклюзивном глубоконеупругом лептон-протонном 
рассеянии в диапазоне начальных энергий 20 – 100 ГэВ в системе центра масс.

Показано, что разработанная модель способна генерировать распределения различных 
характеристик разных конечных лептонов, включая величины, которые рассчитываются 
на основе изначально сгенерированных. ГСС способна генерировать распределения не 
только при начальных энергиях центра масс, при которых велось обучение, но и при ин-
терполированных значениях энергии (ГэВ): 15, 25, 35, 45. 

Кроме того, показано, что модель может генерировать требуемые распределения и при 
экстраполированных начальных энергиях (ГэВ): 120, 140, 160 и 180.

В дальнейшем несомненный интерес представляет рассмотрение полуинклюзивного, 
глубоконеупругого рассеяния с генерацией характеристик дополнительной частицы, в 
частности пиона. 
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ГЛУБОКОНЕУПРУГОГО РАССЕЯНИЯ ЛЕПТОНА 

НА ПРОТОНЕ ПРИ ЭНЕРГИЯХ 20 – 100 ГэВ НА ОСНОВЕ 
ГЕНЕРАТИВНО-СОСТЯЗАТЕЛЬНОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ
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Аннотация. Данная работа продолжает цикл статей, посвященных развитию 
возможностей генератора событий глубоконеупругого лептон-протонного рассеяния на 
основе генеративно-состязательной сети (ГСС). Здесь рассмотрены полуинклюзивные 
реакции глубоконеупругого рассеяния с регистрацией адрона. Показано, что ГСС 
позволяет с высокой точностью генерировать распределения физических характеристик 
конечных лептона и адрона в диапазоне начальных энергий 20 – 100 ГэВ в системе 
центра масс.
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Abstract. This paper continues a series of articles devoted to developing the capabilities of 
a deep inelastic lepton-proton scattering event generator based on the generative adversarial 
network (GAN). The investigation has focused on semi-inclusive reactions of deep inelastic 
scattering and, particularly, on hadron registration. The results confirmed that GAN could 
accurately generate distributions of physical properties of leptons and hadrons. It worked for 
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different types of leptons and hadrons in the range of initial energies from 20 to 100 GeV in 
the center-of-mass system. The GAN demonstrated the possibility to preserve the inherent 
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Введение

Как известно [1], в современных экспериментальных исследованиях в области фи-
зики высоких энергий приходится иметь дело со все большими и большими массива-
ми данных. Источниками последних выступают крупномасштабные эксперименты или 
результаты моделирования. Работа с этой информацией требует привлечения больших 
вычислительных мощностей и временных затрат. 

В качестве одного из подходов для решения вышеупомянутых проблем могут быть ис-
пользованы методы машинного обучения [2]. На основе этих методов можно построить 
программы компьютерного моделирования (называемые генераторами событий), откры-
вающие следующие новые возможности:

на основе экспериментальных результатов по изучению продуктов взаимодействия ча-
стиц и ядер в дискретных точках предсказывать по значениям начальной энергии харак-
теристики вторичных частиц при любых энергиях в исследуемом интервале на основе 
интерполяции (и, возможно, экстраполяции), причем быстро и без больших вычисли-
тельных затрат;

даже при отсутствии результатов экспериментов, для разработки вышеупомянутых 
программных продуктов можно использовать результаты моделирования исследуемых 
взаимодействий частиц и ядер, полученные на основе метода Монте-Карло [3].

В статье [4] было рассмотрено применение генеративно-состязательной сети (ГСС) для 
создания генератора инклюзивного, глубоко неупругого лептон-протонного рассеяния.

Данная работа продолжает развивать эту проблему; теперь рассмотрено распростране-
ние возможностей указанного генератора событий [4] на полуинклюзивное, глубоконеу-
пругое рассеяние с регистрацией адрона. 

Целью работы является построение генератора, который может обучаться на экспе-
риментальных (или полученных в результате компьютерного моделирования) данных и 
позволяет на основе интерполяции и экстраполяции получать промежуточные данные, 
поскольку эксперимент невозможно проводить при любых значениях начальной энергии.

Интерес к полуинклюзивным процессам вызван несколькими причинами. 
Во-первых, регистрация дополнительного адрона позволяет больше узнать о структуре 

протона. Так, тип рожденного в лептон-протонном взаимодействии адрона будет зависеть 
от того, с каким ароматом кварка в протоне провзаимодействовал виртуальный фотон, 
испущенный заряженным лептоном [5]. 

Во-вторых, характеристики дополнительного адрона могут нести информацию о про-
цессах адронизации партонов [5]. 

В-третьих, в ходе полуинклюзивных процессов есть возможность измерять различные 
спиновые и азимутальные асимметрии, а это позволяет составить представление о спи-
новой структуре протона [6].

Методика исследования

Характеристиками конечного состояния заряженного лептона (e+, e−, μ+, μ−) и адрона 
(π0, π+, π−, K+, K–) выступают их 4-импульсы pl = (El, pl) и ph= (Eh, ph) соответственно, 
где El – полная энергия рассеянного лептона; pl, pl – четырех- и трехмерный векторы 
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импульса лептона, причем последний определяется через его компоненты pxl, pyl, pzl; Eh – 
полная энергия адрона, ph, ph – четырех- и трехмерный векторы импульса адрона, и также 
компоненты последнего – pxh, pyh, pzh.

Для того, чтобы ГСС могла предсказывать 4-импульс различных адронов (π0, π+, π–, 
K+, K–), их тип (как и тип лептона) передаeтся на вход ГСС в качестве дополнительных 
параметров вместе с начальной энергией E0, определяемой как 0 2,lNE s≈  где lNs – 
начальная энергия в системе центра масс лептон-протон [4]. 

Поскольку в настоящее время получать характеристики конечных лептонов и адронов 
из эксперимента не представляется возможным (из-за отсутствия экспериментов), ко-
нечные состояния лептонов и адронов были получены с использованием программного 
пакета PYTHIA8 [7].

Для каждого типа лептона (e+, e−, μ+, μ−) и адрона (π0, π+, π–, K+, K–) было сгенерировано 
по 100 тыс. событий при начальных энергиях lNs  = 20, 40, 60, 80 и 100 ГэВ. Из каждого 
события были получены значения 4-импульсов конечного лептона и адрона (эталонные 
данные).

Для решения проблем, связанных с нерегулярностями в распределениях по величи-
нам El, Eh и pzl, в настоящем исследовании, как и в работе [4], использована генера-
ция не самих величин El, Eh, pzl, а величин, полученных в результате их преобразования  
(преобразованные величины):
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Распределение по преобразованным величинам, как показано в работе [4], становится 
более гладким и позволяет избежать предсказания нефизических значений.

Так же, как в статье [4], в данной работе генератор событий строится на основе ГСС с 
функцией потерь по методу наименьших квадратов [8].

Генератор состоит из 5 слоев по 512 нейронов с функцией активации «Leaky ReLU» и 
показателем 0,2 [9]. Ему на вход поступают 128-мерный вектор шума (вектор значений, 
полученных из распределения Гаусса со средним, равным 0, и дисперсией, равной 1), 
энергия E0, тип лептона и тип адрона. На выходе генератора получаем 8 характеристик:

pxl, pyl, T(pzl), T(El), pxh, pyh, pzh и T(Eh),
соответствующих лептону и адрону.

На основе этих характеристик в модели рассчитываются дополнительные величины, 
используемые для повышения точности предсказания ГСС, [4]:

2 2 2 2= , =T l x l y l T h x h y hp p + p p p + p −  поперечные импульсы лептона и адрона, соответ-
ственно; 

= arctan( ), = arctan( )l z l T l h z h T hp p p pϕ ϕ −  азимутальные углы лептона и адрона, со-
ответственно; 

= arctan( ), = arctan( )l y l x l h y h x hp p p pθ θ −  полярные углы лептона и адрона, соответ-
ственно. 

Все дополнительные величины далее передаются на вход дискриминатора при обуче-
нии.

Дискриминатор также состоит из 5 слоев по 512 нейронов с функцией активации 
«Leaky ReLU» и показателем 0,2 [9]. Для борьбы с переобучением дискриминатора [10], к 
каждому слою применяется «dropout layer» с коэффициентом 10 % [11], который случай-
ным образом обнуляет 10 % весов слоя. Для более стабильного обучения, ко всем слоям 
дополнительно применяется спектральная нормализация [12]. Выходной слой состоит из 
одного нейрона с линейной функцией активации. Чем больше полученное значение, тем 
«увереннее» дискриминатор считает рассмотренные значения «реалистичными».

Модель обучалась 400 эпох. Оптимизатор градиентного спуска был выбран 
RMSProp со значениями ρ = 0,9 [13], шагов обучения 1·10–4 для генератора и 5·10–5 для  
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дискриминатора. Использование разных шагов обучения способствует лучшей сходимо-
сти при обучении, что показано в работе [14].

В качестве критерия оценки степени расхождения между эталонными данными и сге-
нерированными ГСС было использовано расстояние Кульбака – Лейбера (КЛ) [15]. Дан-
ный критерий применялся для сравнения гистограмм полученных распределений. В этом 
случае расстояние Кульбака – Лейбера DKL определяется следующим образом [15]:

1
( ) log ,

n
i

KL i
i i

pD P Q p
q=

= ∑  

где P, Q – распределения эталонных и сгенерированных данных, соответственно; pi, 
qi – вероятности i-х бинов гистограмм эталонных и сгенерированных данных; n – число  
бинов.

Результаты моделирования 
По причине большого числа различных вариантов рассеяния (это разные типы  

лептонов и адронов, а также разные значения начальной энергии E0), для демонстрации 
результатов предсказания ГСС далее приведены лишь отдельные возможные варианты.

На рис. 1 представлены распределения по величинам pT, θ, φ для позитрона e+ и  
отрицательного каона K–, полученные с помощью ГСС и PYTHIA8. Под множественно-
стью (Multiplicity) понимается (на рис. 1 и далее) число отсчетов в бине, нормированное 
на общее число событий. Видно, что модель генерирует величины, распределения кото-
рых практически идентичны, о чем говорят приведенные на графиках значения рассто-
яния Кульбака – Лейбера, а также логарифмы отношения предсказаний ГСС к данным 
PYTHIA8, приведенные для каждого графика.

На рис. 2 представлены распределения величин pT, θ, φ для мюона μ– и положи-
тельного каона K+, полученные с помощью ГСС и PYTHIA8. Приведенные данные  

Рис. 1. Распределения по величинам pT, θ, φ для позитронов e+ (a, b, c) и отрицательных 
каонов K– (d, e, f) при начальной энергии E0 = 50 ГэВ. 

Данные получены с помощью ГСС (кривые серого цвета) и PYTHIA8 (черного цвета). Для каждого 
распределения приведено соответствующее значение расстояния КЛ (kl-div) и график логарифма 

отношения предсказания ГСС к PYTHIA8 (GAN/PYT)
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Рис. 2. Графики, аналогичные приведенным на рис. 1, но для мюонов μ– (a, b, c) и положительных 
каонов K+ (d, e, f) при начальной энергии E0 = 20 ГэВ 

демонстрируют, что модель способна так же точно работать с различными лептонами и 
адронами при разных начальных энергиях.

Рис. 3. Распределения по величинам xBj, z, Q
2 для реакций e−p→e−π−X (a, b, c) и 

e−p→e−π0X (d, e, f) соответственно, при начальной энергии E0 = 40 ГэВ.
Для каждого распределения приведено соответствующее значение расстояния КЛ (kl-div) и график 

логарифма отношения предсказания ГСС к PYTHIA8 (GAN/PYT)
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На рис. 3 представлены распределения величин квадрата переданного импульса  
Q2 = –q2 (q – импульс виртуального фотона), а также переменной Бьёркина xBj = Q2/2Pq 
(P – импульс налетающего протона) и доли энергии виртуального фотона, переданной 
адрону, z = P·Ph / P·q (Ph – импульс адрона) для ядерных реакций 

e–p → e–π–X и e–p → e–π0X,

где буквой X обозначены все остальные продукты реакции. 
Из представленных результатов следует, что распределения, сгенерированные моде-

лью, различаются слабо; на это указывают значения расстояния КЛ, полученные для 
каждого распределения.

На рис. 4 приведены распределения по величинам xBj, z, Q2 для реакций e+p → e+π+X и 
e+p → e+K–X. Анализ полученных данных приводит к заключению, что точность предска-
зания ГСС относительно эталонных данных PYTHIA8 сохраняется при различных типах 
лептона и адрона и разных значениях начальной энергии.

Рис. 4. Распределения по величинам xBj, z, Q2 для реакций e–p → e– π–X (a, b, c) и e–p → e–π0X 
(d, e, f) при начальной энергии E0 = 30 ГэВ. 

Для каждого распределения приведено соответствующее значение расстояния КЛ (kl-div) и график 
логарифма отношения предсказания ГСС к PYTHIA8 (GAN/PYT)

Заключение

В данной статье разработана модель генеративно-состязательной сети, способная пред-
сказывать характеристики конечных лептонов (e+, e–, μ+, μ–) и адронов (π0, π+, π–, K+, K–) в 
полуинклюзивном лептон-протонном, глубоконеупругом рассеянии в диапазоне началь-
ных энергий 20 – 100 ГэВ.

Установлено, что вышеупомянутая модель ГСС способна с высокой точностью полу-
чать компоненты 4-импульсов конечных лептонов и адронов.

Показано, что полученная модель способна с высокой точностью рассчитывать рас-
пределения для частиц: по поперечному импульсу частиц pT, по азимутальному (φ) и по-
лярному (θ) углам, по переменной Бьёркена xBj, по значениям доли энергии виртуального 
фотона z и квадрату переданного лептоном адрону Q2. Распределения по этим величинам 
показывают высокую точность относительно эталонных данных, что говорит о способно-
сти модели сохранять внутренние связи между величинами.
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Установлено также, что модель ГСС точно предсказывает характеристики лептонов и 
адронов как при начальных энергиях, при которых велось обучение, так и при интерпо-
лированных значениях начальной энергии (промежуточные значения энергии).
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Аннотация. В работе получено выражение для матрицы Джонса реального волокон-
ного световода spun-типа, которое учитывает слабое отклонение его свойств от таковых 
для случая идеализированного представления этого волокна матрицей поворота. Вывод 
проведен в рамках модели оптического элемента с фазовой анизотропией. Рассмотрены 
особенности использования полученной матрицы Джонса реального spun-волокна при 
анализе практических оптоволоконных схем и моделировании их сигналов. Выполнены 
эксперименты со spun-волокном, демонстрирующие отклонение параметров поляриза-
ционных мод реального волокна от идеализированной модели и позволившие оценить 
уровень этого отклонения.
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Abstract. In this paper, an analytical form for the Jones matrix of a real spun fiber has been 
obtained, taking into account a slight deviation of its properties from an idealized representa-
tion of this fiber by the rotation matrix. The derivation was made within the framework of 
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the optical element model with phase anisotropy. The features of using the Jones matrix of a 
real spun fiber in the analysis of practical fiber-optic circuits and modeling their signals were 
considered. The experiments with the spun fiber revealing the parameter deviations of the po-
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Введение

Совершенствование волоконно-оптических технологий способствовало активному раз-
витию различных видов специализированных оптических волокон. Одним из направлений 
в этой области стала разработка уникального класса волокон spun-типа (англ. spun – скру-
ченный), которые обладают специфической внутренней структурой анизотропии. Такие 
волокна имеют такую же внутреннюю структуру, как и волокна с линейной анизотропи-
ей, однако при смещении вдоль продольной оси волокна направление поляризационных 
осей претерпевает регулярное вращение. Такая специфика достигается путем кручения 
заготовки с двулучепреломляющей структурой (ДЛП-структура) при вытяжке волокна. 

Тип собственных поляризационных мод такого световода зависит от соотношения двух 
ключевых параметров в получаемой структуре волокна. Первый параметр – VL, рад/м, – 
это погонное приращение разности фаз линейных поляризационных мод локального 
участка волокна, которое характеризует линейную анизотропию, вызванную наведенной 
при изготовлении поперечной деформацией сердцевины. Второй – Vα, рад/м, – это по-
гонная скорость продольного вращения направления поляризационных осей. 

В зависимости от достигнутого отношения Vα/VL собственные моды spun-волокна мо-
гут иметь разный характер, но важно отметить, что с ростом значения Vα/VL собственные 
моды spun-волокна стремятся к ортогональным циркулярным поляризациям [1]. 

При этом известны spun-волокна двух типов: низкого (LoBi) и высокого (HiBi) двулу-
чепреломления.

Первый тип характерен тем, что высокое значение отношения Vα/VL реализуется ввиду 
формирования низкого значения VL. Эти волокна изготавливаются из заготовок без 
ДЛП-структуры с кручением при вытяжке и имеют собственные поляризационные моды 
с достаточно малой разностью фаз [2 – 4]. При ограниченной длине и слабых изгибах 
они функционируют как изотропный оптический световод, сохраняющий состояние по-
ляризации входного излучения. Волокна spun-LoBi используют, например, для усиления 
света в мощных волоконных лазерах с целью преодоления дрейфа состояния поляризации 
света в волокне из-за его нагрева при накачке [5, 6]. Однако эти волокна подвержены 
существенному влиянию наведенной анизотропии при изгибах и других внешних возму-
щениях волокна.

Второй тип – spun-HiBi-волокно, наоборот, имеет относительно высокое значение VL и 
изготавливается на основе заготовок с существенной поперечной ДЛП-структурой путем 
быстрого вращения заготовки при вытяжке волокна [7]. Благодаря относительно высо-
кому отношению Vα/VL, эти волокна также имеют собственные поляризационные моды, 
близкие к циркулярно-поляризованным [8], и при этом собственная анизотропия таких 
волокон слабо искажается при изгибах, сжатиях и других воздействиях. Волокна второ-
го типа используются для разных целей, например, создания чувствительного элемента 
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высокоточных волоконно-оптических датчиков тока [9 – 12]. Такое применение можно 
рассматривать как один из перспективных, широко известных и исследуемых вариантов.

Интерес к применению spun-волокон, особенно высокого двулучепреломления, вызван 
их потенциальной возможностью сохранять циркулярно-поляризованные моды. Однако 
такие собственные поляризационные моды соответствуют лишь предельному случаю при 
повышении значения Vα/VL. На практике, в силу ряда причин, это отношение ограниче-
но, поэтому даже без учета внутренних флуктуаций структуры, возникших при изготовле-
нии и наведенных при укладке волокна, собственные поляризационные моды реальных 
spun-волокон только приближаются к циркулярным и могут заметно отличаться от идеа-
лизированного варианта.

Анализу поляризационных свойств реальных spun-волокон посвящено много работ  
[1, 4, 8, 10, 12 – 15]. Однако указанные исследования направлены, как правило, на ана-
лиз сложных механизмов регулярного и случайного преобразования поляризации света 
в процессе его распространения в неоднородной анизотропной структуре волокна и ба-
зируются на применении формализма связи мод и на уравнениях связанных волн [4, 10, 
12, 13]. В ряде работ рассматривались и модели формирования матрицы Джонса spun- 
волокна, причем как дифференциальных матриц участка, так и результирующей инте-
гральной матрицы [1, 8, 14, 15]. Такие модели имеют сложную структуру в виде произве-
дения матриц, и в них необходимо учитывать (даже при приведении к интегральной ма-
трице) строгие значения Vα, VL и длины волокна, которые обычно неизвестны. Кроме того, 
такие модели для матрицы Джонса spun-волокна не позволяют учесть влияние возможных 
флуктуаций параметров и анизотропии, наведенной внешними возмущениями волокна. 
Поэтому результаты таких исследований хотя и описывают свойства spun-волокон, но их 
трудно применять для анализа и моделирования работы практических устройств на осно-
ве этих волокон. 

Цели данной работы – получить структуру матрицы Джонса реального spun-волокна 
в максимально простой интегральной форме без использования параметров внутренней 
структуры волокна, исходя лишь из условия малого отличия поляризационных мод такого 
волокна от идеализированного представления, и проанализировать свойства полученной 
матрицы.

Именно такой вариант матрицы Джонса spun-волокна эффективен при анализе и мо-
делировании устройств на основе этих волокон; кроме того, он весьма полезен, чтобы 
изучать влияние несовершенств (отличия реального spun-волокна от идеализированного) 
на работу этих устройств. 

Матрица Джонса идеализированного spun-волокна

Прежде всего, необходимо учитывать, что в научной литературе есть разные вариан-
ты определения поляризованной волны с правым или левым направлением вращения, 
а также разные варианты учета фаз компонент в векторах Джонса и, как следствие, в 
матрицах Джонса. В дальнейшем анализе важно понимание этих особенностей, поэтому 
в Приложении (дано в конце статьи) приведены те уточнения, которых мы придержива-
емся.

Как было отмечено выше, в идеализированном представлении spun-волокна его по-
ляризационные моды принято считать циркулярными. Устройство с циркулярными соб-
ственными векторами в линейном декартовом базисе векторов Джонса описывается ма-
трицей поворота. Следовательно, будем полагать, что матрица Джонса идеализированного 
spun-волокна имеет вид

( ) ( )
( ) ( )0

cos / 2 sin / 2
.

sin / 2 cos / 2
ϕ ϕ 

=  − ϕ ϕ 
M                                     (1)

Важно подчеркнуть, что представление об идеализированном spun-волокне, описывае-
мом матрицей поворота, не связано с представлением о spun-волокне с идеальной струк-
турой, в которой введен регулярный поворот направления осей линейной анизотропии. 
В такой структуре, даже с регулярными параметрами без флуктуаций, вид матрицы будет 
отличаться от представленного вида (1). Идеализированное spun-волокно, описываемое 
матрицей поворота, подразумевает именно идеализацию представления о преобразовании 
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состояния поляризации света в таком волокне, когда желательно иметь в оптической схе-
ме элемент с циркулярно-поляризованными собственными модами.

При уточняющих условиях, которые описаны в Приложении, матрица (1) поворачи-
вает азимут состояния поляризации на угол φ/2 по часовой стрелке при наблюдении 
навстречу направлению распространения волны. При этом здесь принята во внимание 
разность фаз собственных мод φ, но не включен общий набег фазы Φ собственных волн, 
который нетрудно учесть через введение множителя e–jΦ, хотя этот множитель и не нужен 
для рассмотрения только преобразования состояния поляризации света. С этой точки 
зрения матрица (1) относится к классу специальных унитарных матриц, имеющих опре-
делитель, равный единице. 

Собственные векторы J01 и J02 матрицы (1), соответствующие собственным числам  
λ1 = e jφ/2 и λ2 = e –jφ/2 (здесь и далее φ полагается положительной величиной), соответству-
ют волнам с правой и левой циркулярной поляризацией, которые обычно записывают в 
следующем виде [16, 17]:

01 02

1 11 1,    .
2 2j j

   
= =   −   

J J                                      (2)

Согласно принятым правилам, векторы J01 и J02 для матрицы (1) относятся соответ-
ственно к быстрой и медленной поляризационным модам идеализированного spun-во-
локна.

Здесь важно отметить, что можно представить альтернативный вариант идеализиро-
ванного spun-волокна, которое поворачивает состояние поляризации света, прошедшего 
через волокно, против часовой стрелки. На практике это задается направлением враще-
ния заготовки при вытяжке. Такой вариант идеализированного волокна будет описывать-
ся матрицей M0 = M0

T, которая также имеет собственные векторы (2), но первый будет 
соответствовать медленной моде, а второй – быстрой. В целом, если нужно рассматривать 
этот случай, то все приведенные далее выражения можно использовать, если производить 
замену φ на –φ (при этом опять подразумевается, что φ – положительная величина).    

Матрица Джонса реального spun-волокна
Реальные spun-волокна не соответствуют идеализированному представлению и опи-

сываются матрицей Джонса, отличной от матрицы поворота. При этом есть принципи-
альное отличие от волокон с линейной анизотропией (англ. polarization-maintaining (PM) 
fiber), в которых неидеальность волокна связана с флуктуациями величины и направления 
деформаций сердцевины, возникшими еще при изготовлении волокна или наведенными 
последующими внешними возмущениями.

Spun-волокно с регулярным вращением ориентации поляризационных осей отличается 
от указанного выше идеализированного представления даже без флуктуаций параметров 
анизотропии, поскольку циркулярные собственные поляризации достигаются только в 
случае предельного значения отношения параметров волокна, которых невозможно до-
биться на практике. Собственные и наведенные флуктуации параметров анизотропии 
дополнительно искажают итоговые поляризационные свойства волокна, но не являются 
основной причиной отличия от идеализированного представления.

С целью формирования относительно простого представления интегральной матрицы 
Джонса для отрезка реального spun-волокна, мы предлагаем использовать лишь условие 
слабого отличия поляризационных свойств такого волокна от идеализированного пред-
ставления, т. е. слабого отличия собственных состояний поляризации от циркулярных.

При этом мы будем полагать, что spun-волокно остается элементом с фазовой ани-
зотропией и описывается унитарной матрицей Джонса. Это обстоятельство можно обо-
сновать малыми потерями оптической мощности в волокнах относительно небольшой 
длины (на практике обычно используются spun-волокна длиной до нескольких десятков 
метров), что позволяет пренебречь и возможным дихроизмом. Также не будем учитывать 
общий набег фаз Φ собственных мод, а значит будем рассматривать специальную унитар-
ную матрицу. 

С учетом вышеизложенного, матрица Джонса реального spun-волокна должна соот-
ветствовать матрице эллиптической фазовой пластинки, собственные векторы которой 
близки к векторам (2) для круговых поляризаций. 
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Ввиду важности свойств собственных векторов матрицы оптического элемента, сна-
чала рассмотрим свойства собственных векторов, соответствующих условию близости к 
векторам (2). В общем случае в представлении через основные параметры эллипса по-
ляризации (угол эллиптичности ε и азимут Θ) два ортогональных собственных вектора 
Джонса в декартовом базисе обычно записывают в следующем виде [16, 18]:

1 2

cos cos sin sin sin cos cos sin
, ,

sin cos cos sin cos cos sin sin
J  J

j j
j j

Θ ε − Θ ε − Θ ε + Θ ε   
= =   Θ ε + Θ ε Θ ε + Θ ε   

              (3)

где параметры ε и Θ заданы непосредственно для вектора J1, а вектор J2 получен как  
ортогональный к J1. 

Формат (3) задает нормализованные векторы с единичной длиной, а в общем случае 
ортогональные векторы записываются с точностью до постоянного комплексного множи-
теля, т. е. они могут иметь разные величины как длины, так и начальной фазы. 

Полезно рассмотреть переход к идеализированному случаю с циркулярными поляриза-
циями, для чего необходимо принять значение ε = π/4. Тогда векторы (3) преобразуются 
к виду

1 2

1 1
, .

2 2
J  J

j je je
j j

− Θ Θ   
= =   −   

                                      (4)

Отличие полученных выражений (4) от вида (2) заключается только в сомножителях, 
зависящих от азимута Θ; последние задают некоторые дополнительные аргументы ком-
плексных векторов Джонса. Такие сомножители не влияют на форму эллипсов поляри-
зации, которые в этом случае вырождены в круг и формально не имеют определенного 
азимута. Дополнительный сомножитель не меняет и единичную длину вектора, но, строго 
говоря, он все же имеет смысл, поскольку определяет начальное положение конца век-
тора напряженности электрического поля волны на круговом годографе. Таким образом, 
из анализа выражений (4) можно видеть, что распространенное представление векторов 
циркулярных поляризаций (2) формально соответствует ε = π/4 и Θ = 0. 

Допустим, что собственное состояние поляризации мало отличается от циркулярной 
поляризации; это характеризуется углом эллиптичности ε = π/4 − δ, где отклонение δ 
предполагается малым (δ << 1). Тогда в общей форме векторов Джонса (3) можно при-
менить приближения для тригонометрических функций и при сохранении составляющих 
только первого порядка малости можно использовать приближенные равенства:

( ) ( )1 1sin 1 ,  cos 1 .
4 42 2
π π   − δ ≈ − δ − δ ≈ + δ   

   
                         (5)

Если подставить выражения (5) в форму (3) и применить известные тригонометри-
ческие преобразования, то получим собственные векторы матрицы неидеального spun- 
волокна в следующем виде:

( )
( )2 2

1 22 2

1 1
, .

12 2 1
J  J

j jj j

j j

e j ee e
j e e

Θ − Θ− Θ Θ

Θ − Θ

 + δ ⋅  − δ ⋅
= =   

− δ ⋅  + δ ⋅   
                       (6)

Состояния поляризации, описываемые векторами (6), с учетом малости δ, являют-
ся эллиптическими, хотя и близкими к круговым. Здесь Θ имеет уже понятный смысл 
– направление большой оси эллипса поляризации и может иметь произвольное значе-
ние в полном диапазоне изменения азимута [0; π]. Рассмотренные собственные состоя-
ния поляризации spun-волокна демонстрируются на рис. 1, где можно видеть смещение 
состояния поляризации вектора J1 от идеализированного представления (от точки A к  
некоторой точке B) на сфере Пуанкаре. Вектору J2 соответствуют диаметрально противо-
положные точки сферы. 

Для получения матрицы Джонса реального spun-волокна MSPUN можно предложить два 
пути. Первый – использовать общую форму матрицы фазовой анизотропии, выраженную 
через собственные числа λ1, λ2 и собственные векторы [18, 19]:
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Рис. 1. Смещение точки собственного состояния поляризации spun-волокна на сфере Пуанкаре 
при учете его реальных характеристик: 

точка A соответствует поляризации с вектором Джонса J1 для случая идеализированного spun-волокна, 
точка В – для случая реального spun-волокна; Θ, ε – параметры азимута и угла эллиптичности; 2δ– 
угловое отклонение собственного состояния поляризации от точки циркулярного состояния поляризации 
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где j1x, j1y – компоненты вектора Джонса J1; j2x, j2y – компоненты вектора J2.
Если рассматривать специальную унитарную матрицу, которая описывает систему без 

потерь и имеет собственные значения λ1 = e jφ/2 и λ2 = e –jφ/2, то из общей формы (7) полу-
чим:
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              (8)

Искомую матрицу реального spun-волокна MSPUN, которая имеет собственные векторы 
(6), можно получить, если подставить выражения (6) в форму (8).

Другой путь получения искомой матрицы MSPUN связан с использованием выражения 
для матрицы Джонса произвольной эллиптической фазовой пластинки:
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        (9)

Выражение (9) было получено в работе [20] через подстановку в форму (8) выражений 
для ортогональных векторов Джонса, записанных в общей форме (3). Чтобы получить 
матрицу MSPUN, нужно в матрице (9) учесть ε = π/4 − δ и использовать упрощения (5).

В обоих случаях в результате получим матрицу вида
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            (10)
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Следует обратить внимание, что определитель Δ матрицы (10) выражается как

Δ = 1+ 4δ2∙sin2(φ/2)

и что он вещественный, но отличен от единицы. 
Чтобы получить строгое соответствие нормальной унитарной матрице, можно ввести в 

выражение (10) множитель 1/∆, но при практических расчетах целесообразно пренебречь 
поправкой второго порядка по малому параметру δ и использовать матрицу (10) без до-
полнительных множителей.

Как было указано выше, для идеализированного представления волокна можно было 
бы выбрать не матрицу поворота M0, заданную формулой (1), а матрицу M0= M0

T (фор-
мально это можно обосновать заменой φ на –φ), поворачивающую азимут поляризации 
против часовой стрелки. Оба варианта равноправны, поскольку задаются направлением 
вращения заготовки волокна при вытяжке. В этом случае правая циркулярная поляриза-
ция будет медленной модой матрицы, а левая – быстрой. 

Выражения для собственных векторов J1 и J2 матрицы MSPUN можно получить, если 
в форме (3) положить ε = −π/4 + δ, поскольку вектор J1 близок к левой циркулярной по-
ляризации. В результате получим следующие выражения:
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  (12)

Из выражения (12) видно, что матрица MSPUN, как и следовало ожидать, соответствует 
матрице, транспонированной к MSPUN, аналогично матрицам M0 и M0 для идеализиро-
ванного spun-волокна. 

Особенности применения матрицы Джонса реального spun-волокна 
при анализе и моделировании оптоволоконных схем

Представление матрицы Джонса реального spun-волокна можно использовать для ана-
лиза и моделирования систем, содержащих такие волокна. Как правило, подобный анализ 
нацелен на выяснение влияния неидеальности волокон и других поляризационных эле-
ментов на функционирование системы в целом. При этом модели, получаемые в рамках 
формализма Джонса, обычно содержат много параметров, характеризующих поляриза-
ционные рассогласования, которые надо варьировать при аналитических или численных 
расчетах. Поэтому полученное выражение (10), представляющее собой простой явный вид 
матрицы Джонса реального spun-волокна и учитывающее слабое отличие собственных 
поляризационных мод волокна от их идеализированного представления с помощью мало-
го параметра δ, является привлекательным для указанных расчетов. 

Матрица (10) содержит три параметра: δ, Θ и φ; все они могут влиять на преобразова-
ние состояния поляризации при прохождении света через spun-волокно и, как результат, 
на формирование сигналов в оптической схеме. Поэтому при проведении анализа или 
численных расчетов надо определять, какие значения параметров использовать. 

Малый параметр δ задает количественную меру отклонения реального spun-волокна 
от идеализированного представления. Это отклонение может быть связано как с ограни-
ченным значением отношения Vα/VL, которое обеспечивают при создании волокна, так 
и с флуктуациями параметров, возникающими при изготовлении или укладке волокна. 
В результате конкретное значение δ для реальных волокон бывает трудно предсказать. 
Наиболее целесообразный подход для проведения анализа – это определение некоторого 
предельного значения δmax для рассматриваемого волокна. Такое значение можно полу-
чить отдельным теоретическим рассмотрением конкретной структуры spun-волокна или 
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определить эмпирически. Далее в расчетах следует рассматривать влияние рассогласова-
ний через варьирование параметра δ в диапазоне от 0 до δmax.

Азимут собственных состояний в некотором ориентационном базисе, который зависит 
от того, с какими элементами и как стыкуется spun-волокно, в общем случае приходится 
считать неизвестным, неконтролируемым и допускать любое возможное значение пара-
метра Θ в диапазоне от 0 до π. 

Разность фаз поляризационных мод φ, формируемая при прохождении света через 
волокно, также оказывается фактически неизвестным и неконтролируемым параметром. 
Даже если ключевые параметры spun-волокна известны, то в случае spun-волокна высоко-
го двулучепреломления достаточно большой длины (от единиц метров и более) разность 
фаз собственных мод трудно рассчитать или точно определить; с учетом же флуктуаций 
параметров и возможного существенного изменения температуры, значение φ фактиче-
ски может оказаться произвольным в диапазоне от 0 до 2π. Поэтому при анализе и рас-
четах его также следует варьировать в указанном диапазоне.

В части обсуждения разности фаз φ стоит сделать еще одно важное замечание. Уже от-
мечалось, что волокна spun-HiBi чаще всего применяют в волоконно-оптических датчиках 
как чувствительные элементы. Самым распространенным примером использования таких 
волокон служат волоконно-оптические датчики тока, где предполагается, что вследствие 
эффекта Фарадея, в spun-волокне, обмотанном вокруг проводника с током, изменяется 
разность фаз между двумя циркулярно-поляризованными ортогональными модами. Та-
ким образом, при анализе подобных схем следует иметь в виду, что разность фаз φ должна 
содержать и компоненту, наведенную измеряемым воздействием. При этом невзаимная 
анизотропия, наведенная измеряемым магнитным полем как следствие эффекта Фара-
дея, является циркулярной. Если бы spun-волокно соответствовало идеализированному 
представлению и описывалось матрицей M0 (или M0), то, очевидно, при моделировании 
разность фаз φ следовало бы задавать в виде 

φ = φ0 + φ(t),

где φ0 – квазистационарная компонента разности фаз между циркулярно- 
поляризованными модами в волокне.

Величина φ0, как указано выше, фактически может быть любой в диапазоне 0 – 2π. 
Но поскольку реальное spun-волокно априори отличается от идеализированного пред-
ставления и собственные моды такого волокна не строго циркулярны, задание разности 
фаз φ в виде вышеуказанной суммы будет приближенным. При аналитическом изучении 
и численном моделировании сигналов в измерительных схемах со spun-волокном такое 
приближение на практике может быть вполне приемлемым. 

Экспериментальная часть

Для анализа схем со spun-волокном на основе полученного вида матрицы Джонса 
необходимо оценить возможный диапазон значений основного параметра, характеризу-
ющего отклонение волокна от идеализированного представления – параметра δ. Такую 
оценку можно сделать как на основе дополнительных исследований факторов анизотро-
пии волокна, так и экспериментально. Далее представлены результаты экспериментов, 
позволяющих оценить параметр δ для конкретного spun-волокна и наглядно дополняю-
щих представленный выше анализ.

Для измерений мы использовали тот факт, что если при распространении через  
элемент с фазовой анизотропией (например, через анизотропное оптическое волокно) 
возбуждены две поляризационные моды, то при изменении разности фаз φ мод на 2π 
эволюция состояния поляризации на выходе из элемента на сфере Пуанкаре образует 
окружность [17, 19]. Изменение φ приводит к вращению сферы вокруг оси, которая за-
дается точками собственных состояний поляризации, а угловой радиус R окружности 
определяется соотношением амплитуд поляризационных мод. Поэтому эксперименталь-
ное формирование и регистрация такой эволюции, а также последующий ее анализ с 
определением параметров Θ0 и ε0 центра малой окружности сферы позволяет измерять 
собственные состояния поляризации элемента. На рис. 2,a,b поясняется данный подход 
и приводится схема экспериментальной установки для его реализации.
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Рис. 2. Схема эксперимента (а) и ее уточняющий фрагмент (с), 
который показывает прохождение света к входу 

в тестируемое spun-волокно, а также эволюция состояния поляризации
 на сфере Пуанкаре, регистрируемая при измерениях (b) 

Ключевым вопросом, определяющим возможность корректной реализации указанно-
го подхода к измерению собственных состояний поляризации волокна, является метод 
организации изменения разности фаз φ. Мы использовали для такого изменения нагрев 
волокна. В отличие от других воздействий, меняющих оптическую длину волокна, таких 
как продольное натяжение, нагрев в меньшей степени влияет на внутреннюю структуру 
волокна, определяющую его анизотропию. Кроме того, этот способ может быть исполь-
зован при относительно большой длине волокна. 

Тем не менее, использованный подход к измерениям имеет свои особенности.
Во-первых, нагрев волокна все-таки может приводить не только к изменению разности 

фаз φ. Изменение температуры, вследствие различных механизмов, может менять соотно-
шение линейной и круговой анизотропии и преобразовывать характер собственных мод. 
Это должно приводить к более сложной эволюции состояния поляризации на выходе 
волокна, поскольку точка на сфере Пуанкаре будет двигаться по окружности в условиях 
изменения как центра окружности, так и ее радиуса. Последнее связано с тем, что если 
меняются собственные состояния поляризации волокна, то при учете фиксированных 
параметров излучения источника, будет меняться и соотношение возбуждаемых поля-
ризационных мод. Однако процесс изменения параметра φ с повышением температуры 
волокна должен происходить быстрее, чем изменение угловых параметров собственных 
мод. Мы полагаем, что если при измерениях наблюдается фрагмент эволюции состояния 
поляризации, хорошо соответствующий малому кругу сферы Пуанкаре, то это позволяет 
судить и о соответствующих этому фрагменту значениях ε0 и Θ0 собственных состояний 
поляризации волокна. В результате проведения эксперимента наши измерения могут по-
казать не только параметры собственных мод реального волокна, но и обнаружить их 
флуктуации при изменении внешних условий.

Во-вторых, азимут регистрируемых поляриметром точек определяется положением оси 
поляриметра, которая устанавливается фактически произвольно относительно торца во-
локна. Поэтому абсолютное значение измеренного азимута Θ0 поляризационной моды не 
будет информативным (для второй моды азимут будет смещен на π/2). Однако при анализе 
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spun-волокна, как рассмотрено выше, отклонение волокна от идеализированного пред-
ставления характеризуется не азимутом, а параметром неидеальности δ, который связан 
только с тем, насколько угол эллиптичности поляризационной моды ε0 отличается от π/4. 
При этом все же если в процессе измерений значение Θ0 будет изменяться, то эти измене-
ния действительно будут характеризовать изменения собственных поляризационных мод.

В экспериментах использовалось spun-волокно производства компании Fibercore (мо-
дель SHB1500(8.9/125)), длина тестируемого отрезка составляла 80 м, волокно было намо-
тано на стандартную катушку диаметром 16 см. Структурная схема источника излучения, 
к которому подсоединялось тестируемое волокно, представлена на рис. 2,с. Использо-
вался DFB-лазер от компании Optilab (модель DFB 1550 PM-20, длина волны 1550 нм, 
выходная мощность 9,5 мВт), который имел волоконный вывод (PM-волокно с разъемом 
APC-типа). Далее к выводу лазера через разъемное соединение был подключен отрезок 
PM-волокна типа Bow-Tie производства компании Fibercore (модель HB1250, длина бие-
ний поляризационных мод – 3,28 мм). В конце подводящего волокна была сформирована 
короткая волоконная секция (длиной примерно 0,82 мм), повернутая на 45° относительно 
осей основного отрезка, и далее уже было приварено spun-волокно. Данная секция вы-
полняла роль четвертьволновой фазовой пластики.

При прохождении линейно-поляризованного излучения от выхода лазера через под-
водящее PM-волокно и четвертьволновую пластинку, повернутую на 45°, должно сфор-
мироваться циркулярно-поляризованное излучение, и в идеализированном представле-
нии spun-волокна в нем должна возбуждаться одна поляризационная мода. Но поскольку  
реальное spun-волокно имеет поляризационные моды, отличные от циркулярных, и сфор-
мированная волоконная фазовая пластинка не является идеальной четвертьволновой, в 
тестируемом волокне возбуждались фактически две поляризационные моды в неравном 
соотношении амплитуд. Это как раз и соответствовало условиям, которые требовались 
для проведения измерений: обеспечивалась возможность непосредственно контролиро-
вать соответствие фрагментов эволюции состояния поляризации круговым траекториям 
на сфере Пуанкаре и измерять параметры поляризационных мод волокна.

Состояние поляризации регистрировалось поляриметром PAX1000IR2 компании 
Thorlabs (США), который позволял измерять азимут и угол эллиптичности состояния 
поляризации с точностью 0,25°. Для подключения волокна к поляриметру использовался 
коллиматор.

В ходе эксперимента тестируемое волокно медленно (за 50 мин) нагревалось на 40°С. 
Эволюция регистрируемого состояния поляризации излучения на выходе волокна, вы-
званная нагревом, показана на рис. 3,а. Видно, что при нагреве траектория движения 
точки выходного состояния поляризации на сфере Пуанкаре образует много витков, ох-
ватывающих полюс сферы. Радиус витков заметно меняется, а их форма не всегда соот-
ветствует окружностям, что вполне объяснимо причинами, указанными выше.

Тем не менее, многие витки в траектории движения состояния поляризации хорошо 
соответствуют окружностям. Такие фрагменты иллюстрируют ситуацию, когда при ста-
бильных собственных состояниях поляризации волокна происходит изменение разности 
фаз φ. Для примера на рис. 3,b показаны три фрагмента наблюдаемой эволюции состоя-
ния поляризации на выходе spun-волокна, которые хорошо согласуются с окружностями 
на сфере. Это видно по соответствию между точками, измеренными поляриметром, и 
окружностями на сфере, аппроксимирующими эти точки. Такие фрагменты позволяют 
определять параметры собственных поляризационных мод на данном участке траектории. 
В таблице приведены значения параметров окружностей для трех фрагментов, показан-
ных на рис. 3,b. 

Дополнительно измеренная эволюция состояния поляризации позволяет оценить 
усредненную нормированную чувствительность к температуре разности фаз φ поляриза-
ционных мод. Эта чувствительность составила примерно 0,02 рад/(м∙°С).

Изменение значения R (см. таблицу) означает, что при изменении параметров соб-
ственных состояний поляризации меняется и соотношение их возбуждения излучением на 
входе волокна. Из примеров с тремя фрагментами зафиксированной траектории на сфере 
Пуанкаре видно, что наиболее существенно меняется азимут Θ0 поляризационного эллип-
са собственных мод (почти на 20°). При этом угол эллиптичности ε0, характеризующий  
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a) b)

Рис. 3. Полная эволюция состояния поляризации (а) и фрагменты эволюции I, II и III (b) на 
выходе из spun-волокна, изображенные на сферах Пуанкаре. 

Сплошными линиями показана аппроксимация точек фрагментов окружностями на сфере. Точки А и C 
соответствуют правой круговой (ε = 45°) и линейной вдоль оси X (Θ = ε = 0) поляризациям, соответственно

Таблица

Параметры окружностей,
аппроксимирующих измеренные точки фрагментов эволюции

состояния поляризации на сфере Пуанкаре (см. рис. 3,b)

Угловой параметр
Значение параметра, град, для фрагмента 

I II III
Радиус R 48,4 36,9 32,8

Азимут Θ0 2,9 15,7 12,5
Угол эллиптичности ε0 37,6 37,3 35,2

отличие волокна от идеализированного случая, меняется существенно меньше. Если пе-
ресчитать величину ε0 в параметр δ, то, согласно данным таблицы, среднее значение δ 
составляет примерно 8,3°, а разность между максимальным и минимальным значения-
ми – 2,4°. 

Таким образом, результаты измерений показывают, что для тестируемого волокна 
можно сделать вполне определенные оценки для основного параметра (δ), характеризую-
щего его неидеальность и необходимого для анализа оптических схем с использованием 
полученной матрицы Джонса spun-волокна. 

Заключение

В рамках модели фазовой анизотропии получено выражение для матрицы Джонса 
реального spun-волокна. Выражение учитывает слабое отклонение свойств волокна от 
идеализированного случая с собственными состояниями поляризации в виде правой и 
левой круговых поляризаций. Для этого используется малый параметр δ, учитывающий 
отклонение угла эллиптичности собственного состояния поляризации от π/4. Полученное 
выражение можно использовать для описания и анализа оптических схем, содержащих 
волокна spun-типа, на основе формализма Джонса.

Результаты предложенных и проведенных экспериментов по измерению параме-
тров собственных состояний поляризации волокна иллюстрируют отклонение реально-
го spun-волокна от идеализированного представления и показывают отличие собствен-
ных состояний поляризации от круговых. При этом для использованной модели волокна 
измерения позволили оценить значение параметра неидеальности δ в диапазоне пример-
но 7° – 10°.
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Приложение 

Вариативность представления состояния поляризации
 в формализме Джонса

Хотя представление поляризованных волн считается давно устоявшимся и формализм 
Джонса широко применяется, чтобы описывать преобразования состояния поляризации, 
к сожалению, в научной литературе есть разночтения по некоторым деталям такого опи-
сания. В целом, выбор тех или иных используемых вариантов не влияет на получение 
правильного результата. Однако, учитывая важность этих особенностей для материала 
данной статьи, целесообразно пояснить некоторые моменты используемых нами подхо-
дов, чтобы избежать путаницы и возможных вопросов. 

Первый аспект, по которому в литературе можно видеть разночтения, – это учет фаз 
при записи векторов Джонса и соответствие медленной и быстрой собственных поляри-
зационных мод собственным числам матрицы Джонса. 

Рассмотрим собственные поляризационные моды некоторого оптического элемента с 
фазовой анизотропией. Пусть для первой моды X-компонента поля на входе оптического 
элемента имеет вид

Ex
in = A1cos(ωt + φ0),

где ω, φ0 – круговая частота и начальная фаза колебания.
Y-компонента с начальной фазой, смещенной на δφ, имеет вид

Ey
in = A2cos(ωt + φ0 + δφ).

Тогда собственные векторы Джонса J1
in и J2

in (в декартовом базисе) запишутся следу-
ющим образом:

1in in 2
1 2

2 1

, .J     J
j

j

A A e
A e A

− δϕ

δϕ

 − 
= =   

   
                               (П1)

При этом второй вектор представлен так, чтобы он был ортогонален первому. 
Векторы Джонса могут также включать общий множитель exp(jφ0), однако его обычно 

опускают, поскольку он не влияет на форму и ориентацию поляризационного эллипса. В 
такой записи компоненты вектора содержат комплексные амплитуды, аргументы которых 
задаются как начальные фазы. При этом для вектора J1

in в предположении δφ > 0 получа-
ется, что X-компонента вектора запаздывает относительно Y-компоненты. 

При прохождении через оптический элемент с фазовой анизотропией в случае, когда 
поляризационно-независимые потери пренебрежимо малы, собственные моды приобре-
тают только фазовую задержку, причем различную. Первая и вторая моды приобретают 
соответственно фазовые задержки Φ1 и Φ2:

Φ1 = n1L/λ, Φ2 = n2L/λ,
где L – геометрическая длина пути волн в оптическом элементе; λ – длина волны света; 
n1, n2 – эффективные показатели преломления для собственных поляризационных мод. 

Если ввести средний показатель преломления n и разность Δn вида

n = (n1 + n2)/2, Δn = n2 – n1

(Δn характеризует анизотропию элемента), то можно записать фазовые задержки в виде 

Φ1 = Φ – φ/2, Φ2 = Φ + φ/2,
где Φ = nL/λ, φ = ΔnL/λ. 

Значение φ будет положительным, если Δn > 0. В таком случае первая мода распростра-
няется быстрее и имеет меньшую фазовую задержку, а вторая распространяется медлен-
нее и приобретает бóльшую фазовую задержку. Поэтому при φ > 0 первую и вторую моды 
логично называть «быстрой» и «медленной», соответственно. 

С учетом введенных выше декартовых компонент первой моды на входе оптического 
элемента, на выходе их можно записать в виде
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Ex
out = A1cos[ωt + φ0 – (Φ – φ/2)],

Ey
out = A2cos[ωt + φ0 + δφ – (Φ – φ/2)].

Аналогично компоненты второй моды на выходе оптического элемента получаются 
добавлением слагаемых –(Φ + φ/2) к фазе компонент на входе.  

Нетрудно убедиться, что если векторы Джонса учитывают начальные фазы осцилляций 
поля, то связь входных (J1

in, J2
in) и выходных (J1

out, J2
out) векторов собственных мод должна 

иметь следующий вид: 
out in 2 n

1 1 1
out in 2 in

2 2 2

;
.

J M J  J
J M J  J

j j j i

j j j

e e e
e e e

− Φ − Φ ϕ

− Φ − Φ − ϕ

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
                            (П2)

В формулах (П2) введена матрица Джонса M оптического элемента, которая не учи-
тывает средний набег фазы и представляет собой специальную унитарную матрицу с соб-
ственными числами

λ1 = e jφ/2, λ2 = e –jφ/2.

Из приведенных рассуждений ясно, что если φ > 0, то векторы с собственными числами 
λ1 и λ2 относятся соответственно к быстрой  и медленной модам анизотропного элемента. 

Описанный вариант представления фаз в векторах и матрицах Джонса широко рас-
пространен в учебниках, монографиях и статьях [16, 17, 21]. Однако в литературе можно 
встретить и альтернативный подход записи фаз в векторах и матрицах Джонса [19]. В 
его основе фактически лежит представление гармонической волны, распространяющейся 
вдоль оси z с волновым числом k, через функцию cos(ωt – kz). Тогда сдвиг фазы волны 
относительно нулевой начальной фазы можно интерпретировать как фазовую задержку 
вследствие запаздывания из-за прохождения некоторого пути. При этом в записи векто-
ров и матриц Джонса учитываются не начальные фазы, а фазовые задержки, т. е. отрица-
тельные изменения начальных фаз учитываются как положительные задержки и наоборот. 

В таком представлении те же Ex
in и Ey

in можно записать как

Ex
in = A1cos[ωt –(–φ0)],  Ey

in = A2cos[ωt – (–φ0 – δφ)],

где в круглых скобках теперь указаны фазовые задержки. 
При этом векторы J1

in и J2
in будут уже записаны в виде 

1in in 2
1 2

2 1

, .J     J
j

j

A A e
A e A

δϕ

− δϕ

 − 
= =   

   
                                (П3)

Если же необходимо учесть фазу φ0, то в запись (П3) нужно ввести общий фазовый 
множитель exp(–jφ0). Компоненты Ex

out и Ey
out также не меняются, но выходные векторы 

теперь будут представлены в виде
out in 2 in

1 1 1
out in 2 in

2 2 2

;
.

J M J  J  
J M J  J

j j j

j j j

e e e
e e e

Φ Φ − ϕ

Φ Φ ϕ

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
                               (П4)

Здесь оптический элемент с фазовой анизотропией также представлен специальной 
унитарной матрицей M с такими же собственными числами e jφ/2 и e –jφ/2. Однако в этом 
представлении вектор с собственным числом λ1 = e jφ/2 соответствует медленной моде, а 
вектор с собственным числом λ2 = e –jφ/2 – быстрой (при φ > 0).

В данной статье мы придерживаемся первого варианта представления векторов Джонса, 
когда в них учитываются начальные фазы декартовых компонент, а не фазовые задержки. 

Второй аспект, по которому существуют разночтения в литературе, это определение 
поляризованных волн с правым и левым направлениями вращения вектора напряженно-
сти электрического поля. 
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В большей части учебников и монографий [16, 22, 23] правополяризованной называ-
ют волну, у которой вектор напряженности электрического поля вращается по часовой 
стрелке, если смотреть навстречу направлению распространения волны. Соответственно, 
левополяризованная волна имеет вращение вектора напряженности электрического поля 
против часовой стрелки. В данной статье мы придерживаемся именно такого определе-
ния. Однако в литературе можно встретить противоположный вариант определения пра-
во- и левополяризованных волн [21]. 

Третий аспект, важный для данной статьи, – это вид записи векторов Джонса для 
правой и левой круговых поляризаций. 

В соответствии с определением право- и левополяризованных волн, которого мы 
придерживаемся, нетрудно убедиться в следующем. Для правой круговой поляриза-
ции компонента Ex запаздывает относительно компоненты Ey на π/2. Например, при  
Ex = Acos(ωt + φ0) для правой круговой поляризации следует Ey = –Asin(ωt + φ0). Сле-
довательно, начальная фаза Y-компоненты дополнительно увеличена на π/2. Для левой 
круговой поляризации, наоборот, компонента Ey запаздывает относительно компоненты 
Ex. Поэтому с учетом всех принятых нами условий векторы Джонса для правой и левой 
круговых поляризаций будут описываться векторами (2). 

Тем не менее, важно отметить, что сопоставление векторов Джонса (2) с правой и 
левой круговыми поляризациями некоторыми исследователями в имеющейся литературе 
может быть противоположным, ввиду различий принятых договоренностей по правилам 
записи фаз в векторах и матрицах Джонса, а также определений право- и левополяризо-
ванного излучения. Так, в работе [21] использование альтернативного варианта векторов 
связано с альтернативным определением названий направления вращения, а в работе [19] 
это связано с альтернативным вариантом представления векторов Джонса с использова-
нием фазовых задержек. 
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Introduction

In 2003, M. Aamri and D. El Moutawakil [1] introduced the concept of τ-distance in general 
topological spaces. This innovation has extended a lot of ideas about known spaces presented in 
the literature. Moreover, these scientists proved a version of the Banach’s fixed point theorem for 
this general setting.

In 2017, M. E. Gordji et al. [2] defined so-called orthogonal metric spaces as a generalization 
of the metric spaces. The authors showed in Ref. [2] that this type of spaces is very powerful and 
applicable to many cases, such as the fixed point theory. Then an important extension of Banach’s 
fixed point theorem was given.

Without using the compactness of the space, the author of Ref. [6] put forward some fixed 
point theorems for new classes of mappings via τ-distance in general topological spaces (some 
related results can be found in Refs. [3 – 5, 7]). 

In this paper, motivated by Refs. [2, 6], we extend some results proven in Ref. [6]; in other 
words, we will restrict our studies to the orthogonal elements only, in order to prove the fixed 
point property for a large class of contractive mappings. Our results will be based specially on 
some essential notions like orthogonality, τ-distances in the general topological spaces. Some 
important examples will also be given to support the proven theorems and to show the usability 
of this new direction of research.

Preliminaries

The aim of this section is to present some concepts and known results used in the paper.
Let (X, τ) be a topological space and p: X × X → [0, +∞) be a function. For any ε > 0 and any 

,x X∈  let Bp(x, ε) = {y ε X / p(x, y) < ε}.
Definition I [1, definition 2.1]. The function p is said to be τ-distance if there exists ε > 0 for 

each x X∈  and any neighborhood V of x, such that ( ), .pB x Vε ⊂
Definition II. In a Hausdorff topological space X, a sequence {xn} is said to be a p-Cauchy 

sequence if it satisfies the usual metric condition with respect to p; in other words, if  
limn,m→∞p(xn, xm) = 0.

Definition III [1, definition 3.1]. Let (X, τ) be a topological space with a τ-distance p.
1. X is S-complete if there exists x in X for every p-Cauchy sequence (xn), such that lim  

p(x, xn) = 0.
2. X is considered p-Cauchy complete if there exists x in X for every p-Cauchy sequence (xn), 

such that lim xn = x with respect to τ.
3. X is said to be p-bounded if sup{p(x, y) / x, y  X} < ∞.
Lemma 1 [1, lemma 3.1]. Let (X, τ) be a Hausdorff topological space with a τ-distance p, then
1) p (x, y) = 0 implies x = y.
2) Let (xn) be a sequence in X such that lim p(x, xn)= 0 and lim p(y, xn)= 0, then x = y.
Lemma 1 was proved in Ref. [1].
Definition IV. [1, definition 2.5]). Ψ is the class of all functions ψ from [0, +∞) to [0, +∞) 

satisfying:
i) ψ is nondecreasing,
ii) lim ψn(t) = 0 for all t  [0, +∞).
Definition V. Φ is the class of all functions  from [1, +∞) to [0, +∞) satisfying:
i) (t) = 0 if and only if t = 1,
ii) inf t > 1(t) = 0.
Theorem 1. [1, theorem 4.1]. Let (X, τ) be a Hausdorff topological space with a τ-distance p. 

Suppose that X is p-bounded and S-complete. Let T be a selfmapping of X such that

( ) ( )( ), , ,p Tx Ty p x y≤ φ
 

for all x, y  X. Then T has a unique fixed point.
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Theorem 1 was proved in Ref. [1].
Theorem 2 [6]. Let (X, τ) be a Hausdorff topological space with a τ-distance p. Suppose that X is 

p-bounded and S-complete. Let T be a p-continuous selfmapping of X such that

( ) ( ){ ( ) ( )}( ), max , , , , , ,p Tx Ty p x y p x Tx p y Ty≤ φ                         (1)

for all x, y  X. Then T has a unique fixed point.
Theorem 2 was proved in Ref. [6].
Theorem 3 [6]. Let T: X → X be a generalized E-weakly contractive mapping of a bounded 

complete metric space (X, d). Then T has a unique fixed point.
Theorem 3 was proved in Ref. [6].
Theorem 4 [6]. Let T: X → X be a mapping of a bounded complete metric space (X, d) such that

( ){{ ( ) ( )} ( )}inf max , , , , , , 0.x y d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty≠ ∈Χ − >                  (2)

Then T has a unique fixed point.
Theorem 4 was proved in Ref. [6].
Now we recall the definition of an orthogonal set and some related basic notions.
Definition VI [2]. Let X ≠  and let  X × X be a binary relation. If  satisfies the following 

hypothesis:
( ) ( )0 0 0: ,    or ,  ,x y y x y x y∃ ∀ ⊥ ∀ ⊥                                     (3)

then it called an orthogonal set (briefly O-set); we denote this O-set by (X, ).
Note that x0 is said to be an orthogonal element in the Definition VI.
Remark. In general, x0 is not unique, otherwise, (X, ) is called unique orthogonal set and the 

element x0 is said to be a unique orthogonal element.
Definition VII [2]. Let(X, ) be an O-set. A sequence {xn} is called an orthogonal sequence 

(briefly, O-sequence) if

( ) ( )1 1, or , .n n n nn x x n x x+ +∀ ⊥ ∀ ⊥  

Definition VIII [2]. The triplet (X, , d) is called an orthogonal metric space if (X, d) is a 
metric space and (X, ) is the O-set.

Definition IX [2]. Let (X, , d) be an orthogonal metric space. Then, a mapping T: X → X 
is said to be orthogonally continuous (briefly -continuous) in x  X, if for each O-sequence  
{xn}  X such that xn → x as n → ∞, we obtain Txn → Tx as n → ∞. T is said to be -continuous 
on X if T is -continuous in each x  X as well.

Definition X [2]. Let (X, , d) be an orthogonal metric space. Then, X is said to be orthogonally 
complete (or -complete) if every Cauchy O-sequence is convergent.

Definition XI [2]. Let (X, ) be the O-set. A mapping T: X → X is said to be -preserving if 
Tx  Ty whenever x  y. 

Remark [2]. Every complete metric space (continuous mapping) is O-complete metric space 
(-continuous mapping) and the converse is not true.

Theorem 5 [2]. Let (X, , d) O-complete metric space and T a self-mapping on X which is 
-preserving and -continuous. If there exists k  [0.1) such that for all x, y  X 

x  y implies d(Tx, Ty)  kd (x, y).
Then T has a unique fixed point. 
Theorem 5 was proved in Ref. [2].
Now, we give some examples of orthogonal spaces.
Example 1 [2]. Let X = Z. Define the binary relation  on X by m  n if there exists k  Z 

such that m = kn. It is easy to see that 0  n for all n  Z. Hence, (X, ) is the O-set.
Example 2 [2]. Let X be an inner product space with the inner product. Define the binary 

relation  on X by x  y if (x, y) = 0. It is easy to see that 0  x for all x  X. Hence, (X, ) is 
the O-set.

For more details, we refer the reader to see Ref. [2].
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Main results

In this section, we start with some definitions and lemmas.
Definition XII. The triplet (X, , d) is called an orthogonal Hausdorff topological space with 

a τ-distance p if (X, τ) is a Hausdorff topological space with a τ-distance p and (X, ) is an 
orthogonal set.

Definition XIII. Let (X, τ) be a topological space with a τ-distance p. Then T: X → X is 
said to be orthogonal p-continuous at x  X if we have   for any orthogonal {xn}  X such that  
limp(x, xn) = 0.

Lemma 2. Let (X, , d) be an orthogonal Hausdorff topological space with a τ-distance p such 
that p(x, x) = 0 for all x  X. Suppose that X is p-bounded and S-complete. Let T be a -continuous 
and -preserving self-mapping of X such that x  y implies

( ) ( ){ ( ) ( )}( ), max , , , , ,p Tx Ty p x y p x Tx p y Ty≤ φ                        (4)

for all x, y  X, where   Φ. Then  has a unique fixed point.
Proo f . Since X is an orthogonal set, there exists at least x0  X such that

( ) ( )0 0,    or ,  .y y x y x y∀ ⊥ ∀ ⊥                                         (5)

This implies that x0  Tx0 or Tx0  x0 Consider the iterated sequence {xn} such that  
xn = Tnx0 for all n  N. As T is a -preserving, we obtain either 1

0 0
n nT x T x+⊥  or 1

0 0
n nT x T x+ ⊥  

for all n  N. Then {xn} is an O-sequence.
Let n  N 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )

1 1 1 2

1

1 2

1 2

max , , , , ,

m .ax , ; ,

, n n nn n n n

n n

n

n n

p x x p x x p x

p

p

p x x

x x

x x

x+ + + +

+ + +

+ +≤ φ ≤

≤ φ
 

If there exists n  N for which 
0 0 0 01 1 2( , ) ( , ),n n n np x x p x x+ + +<  then 

0 0 0 01 2 1 2( , ) ( , ),n n n np x x p x x+ + + +<  
this leads to contradiction.

Then 1 2 1( , ) ( , )n n n np x x p x x+ + +<  for all n  N which implies that

( ) ( )( )1 2 1, ,,n n n np x x x xp+ + +< φ                                       (6)
for every n  N.

Now, let n, m  N, we obtain from formula (5) x0  xn or xn  x0, using the fact that T is 
-preserving, we get xn  xn+m or xn+m  xn, which implies by inequality (6) that

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( ) ( )( ){ }( )

( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }( )
( )

1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 1 2 1

2 2 2 1

1

1

0 0

1

2

max , , , , ,

max , ,

, ,

,

 ,

max max , , , , ,

max , , ,

max , , ,

n n m n n n m n m

n n m n n

n n m n n

n

n n m n n

n n

n

n
m

m

m n n

n

p

p x x p x x p x x

p x x p x x

p x x p x x p x x

p x x p x x

x

x x p x

p x

M

x

x

p x

− + − −

−

+ − +

− + − −

− + − − − − −

− + − −

−

−

+ +

φ

= Τ Τ ≤

≤ φ ≤

≤ φ ≤

≤ φ ≤

≤ φ ≤

≤ φ ≤

≤ φ

φ



            (7)

where M = sup{p(x, y) / x, y  X}. 
Letting n → ∞ in formula (7), we deduce that {xn} is an orthogonal p-Cauchy sequence. Since 

X is an orthogonal S-complete space, there exists u  X such that lim p(u, xn) = 0.
On the other side, the orthogonal p-continuity of the mapping T implies that 

( ) ( )lim , lim , 0.n np Tu Tx p u x= =  
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Therefore, Lemma 1 then gives Tu = u.
For uniqueness, let v  X a fixed point of T, hence we have either x0  v or v  x0. From the 

orthogonality preserving, we get xn  v or v  xn, for all n  N. So,

( ) ( ) ( )}{( )1 1, max , , , ;n n n np v x p v x p x x− +≤ φ  
then, 

( ) ( ) ( ){ }( )0 0 1, max , , ,  .n
np v x p v x p x x≤ φ                                  (8)

Using Lemma 1 and letting n → ∞ in the inequality (8), we obtain: u = v.
Note that the inequality p(Tx, Ty)   (p(x, y)) implies that T is p-continuous. 
Lemma 2 is proved.
Corollary. Let (X, τ) be a Hausdorff topological space with a τ-distance p. Suppose that X is 

p-bounded and S-complete. Let T be a p-continuous self-mapping of X such that

( ) ( ) ( ) ( ){ }( ), max , , , , , , p Tx Ty p x y p x Tx p y Ty≤ φ                        (9)

for all x, y  X, where   Φ.
Then T has a unique fixed point.
Lemma 3. Let (X, d) be a metric space and p from X × X to [0, +∞) be a function defined by

( ) ( );,  1.d x yp x y e= −                                             (10)

Then p is a τd-distance on X where τd is the metric topology.
Proo f . Let (X, τd) be the topological space with the metric topology τd, let x  X and V be 

an arbitrary neighborhood of x, then there exists ε  0 such that Bd(x, ε)  V, where 

( ) ( ){ } ,   , ,   dB x y X d x yε = ∈ <ε  

is the open ball. It is easy to see that Bp(x, eε −1)  Bd(x, ε), indeed:
let y  Bp(x, ed −1), then p(x, y)  eε − 1, which implies that ed(x, y)  eε, and hence d(x, y)  ε. 
Lemma 3 is proved.
Theorem 6. Let (X, d, ) be an orthogonal metric space and T: X → X be a mapping such that

( ) ( ) ( ){ } ( ){ },inf max , , , , , , 0. x y x y d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty⊥ ≠ − >               (11)

Then T has a unique fixed point.

Proo f . Let ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }, max , , , , , , ,x y x yinf d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty⊥ ≠α = −  

then for all x ≠ y  X, with x  y, we have

( ) ( ) ( ) ( ){ }, max , , , , , ,d Tx Ty d x y d x Tx d y Ty≤ − α  
hence

( ) ( ) ( ) ( ){ }max , , , , ,, ,d x y d x Tx d y Tyd Tx Tye ke≤                                  (12)
where k = e−α  1.

Moreover, x  y implies

( ) ( ) ( ) ( ){ } , max , , , , , ,  p Tx Ty k p x y p x Tx p y Ty≤                         (13)

for all x, y  X, where

( ) ( );,  1d x yp x y e= −  

is the function mentioned in the formulation of Lemma 3, and by the inequality (13) T is an 
orthogonal p-continuous mapping. We also have p(x, x) = 0 for all x  X.

Now, using Lemma 2 by taking (t) = kt for all t  [0, +∞), we deduce from the inequality 
(13) that T has a unique fixed point.
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Theorem 6 is proved.
Corollary [6]. Let T: X → X be a mapping of a bounded complete metric space (X, d) such that

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }inf max , , , , , , 0.x y d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty≠ − >                 (14)

Then T has a unique fixed point.
Example 3. Let X = {−1, 0}[1, 2] be equipped with the usual metric d(x, y) = |x − y|. Suppose 

that x  y if and only if xy  {−1, 0}; it is easy to see that (X, ) is an O-set. Let us define  
T: X → X by the following conditions:

{ }0,   1, 0 ,

32 ,   1,   ,
2

3,    , 2 .
2 2

if x

Tx x if x

x if x


 ∈ −

  = ∈   
  ∈   

 

Then T satisfies all conditions of Theorem 6 and 0 is the unique fixed point. Note that T does 
not satisfy all conditions (14) given by Corollary of Theorem 6; indeed,

( ) ( ) ( ){ } ( )max 0, 1 , 0, 0 , 1, 1 0, 1  1.d d T d T d T T− =−  

As applications of Theorem 6 we get a result for a new class of weakly contractive maps defined 
as follows.

Definition XIV. Let T: X → X be a mapping of a metric space (X, d), T will be said an 
orthogonal generalized E-weakly contractive map if x  y implies

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }( )

, max , , , , ,

1 max , , , , , ,

d Tx Ty d x y d x Tx d y Ty

d x y d x Tx d y Ty

≤ −

−φ +
                         (15)

for all x, y  X, where   Φ is a function for which the equality (1) = 0 and inequality 
inft1(t) > 0 hold. 

Theorem 7. Let T: X → X be an orthogonal generalized E-weakly contractive mapping of a 
bounded orthogonal complete metric space (X, d, ). Then T has a unique fixed point.

Proo f . Let x ≠ y  X and x  y, then from Definition XIV, we have

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ){ } ( )

10  inf   1 max , , , , ,

max , , , , , , ,

t t d x y d x Tx d y Ty

d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty

>< φ ≤φ + ≤

≤ −  

and hence

( ) ( ) ( ){ } ( ){ },inf max , , , , , , 0. x y x y d x y d x Tx d y Ty d Tx Ty⊥ ≠ − >  

According to Theorem 6, T has a unique fixed point in X.
Theorem 7 is proved.
Corollary [6]. Let T: X → X be an orthogonal generalized E-weakly contractive mapping of a 

bounded orthogonal complete metric space (X, d, ). Then T has a unique fixed point.
Example 4. Let X = {0, 1, 2, 3} endowed with the usual metric d(x, y) = |x  y|. Consider the 

mapping T: X → X defined as T0 = 0 = T1, T2 = 3 and T3 = 2.
Define a relation  on X by

x  y if and only if xy  1. 
Then x  y implies 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }( )

, max , , , , ,

1 max , , , , , ,

d Tx Ty d x y d x Tx d y Ty

d x y d x Tx d y Ty

≤ −

−φ +
 

where   Φ is a function defined by

( ) 0,   1,
1,   1.

if t
t

if t
 =

φ = 
>

 

Therefore, all conditions of Theorem 7 are satisfied, and so T has the unique fixed point 0. 
On the other hand, since 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }( )

2, 3 1 0 max 2, 3 , 2, 2 , 3, 3

1 max 2, 3 , 2, 2 , 3, 3 ,

d T T d d T d T

d d T d T

= > = −

−φ +
 

the Corollary of Theorem 7 does not ensure the existence of the fixed point.

Summary and an open problem

We have established a fixed point for a new class of contractive mappings as an extension of 
some results (see Refs. [6, Theorem 4.2] and [3, Theorem 3]). This study was carried out only for 
orthogonal elements. In light of this, an open problem remains for interested researchers: whether 
we can generalize these results to “generalized orthogonal sets”. For more details on this topic 
see Refs. [8, 9].
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