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DOI: 10.18721/JPM.12301
UDC 541.64: 678

DIELECTRIC RELAXATION SPECTROSCOPY 
IN THE HIGH-IMPACT POLYSTYRENE/TITANIUM-DIOXIDE 

COMPOSITE FILMS

A.A. Guliakova1, Yu.A. Gorokhovatsky1, P. Frübing2

1Herzen State Pedagogical University of Russia, St. Petersburg, Russian Federation;
2Postdam University, Potsdam, Germany

The relaxation processes in high-impact polystyrene (HIPS) films filled with titanium di-
oxide (TiO2) of the rutile modification have been investigated by means of dielectric relax-
ation spectroscopy (DRS) supplemented by differential scanning calorimetry (DSC). Films 
with 2, 4, 6 and 8 vol.% TiO2 were compared to each other and to unfilled samples. Above 
the glass transition one relaxation became visible for unfilled HIPS. It could be identified as 
the α relaxation, related to the onset of micro-Brownian motions at the glass transition. The 
low-frequency (LF) process (which superimposed with α relaxation near Tg) was observed in 
all TiO2 containing films. The LF process for composite films was not uniform and showed 
Arrhenius behavior. At lower temperatures (up to about 130 °C) an activation energy of 1.1 eV 
was found, whereas in the limit of high temperatures, and particularly for higher TiO2 content 
the activation energy was 2.4 eV.

Keywords: dielectric spectroscopy, high-impact polystyrene, titanium dioxide, composite 
film

Citation: Guliakova A.A., Gorokhovatsky Yu.A., Frübing P., Dielectric relaxation spec-
troscopy in the high-impact polystyrene/titanium-dioxide composite films, St. Petersburg 
Polytechnical State University Journal. Physics and Mathematics. 12 (3) (2019) 9–16. DOI: 
10.18721/JPM.12301

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ РЕЛАКСАЦИЯ В КОМПОЗИТНЫХ 
ПЛЕНКАХ НА ОСНОВЕ УДАРОПРОЧНОГО ПОЛИСТИРОЛА 

С ВКЛЮЧЕНИЯМИ ДИОКСИДА ТИТАНА

А.А. Гулякова1, Ю.А. Гороховатский1, П. Фрюбинг2

1Российский государственный педагогический университет им. 
А.И. Герцена, Санкт-Петербург, Российская Федерация;

2Потсдамский университет, г. Потсдам, Германия

Методом диэлектрической спектроскопии проведено исследование релаксационных 
процессов в композитных пленках на основе ударопрочного полистирола (УПС) с ди-
оксидом титана TiO2 в качестве наполнителя. Сравнивалось поведение пленок УПС без 
наполнителя и композитных пленок с разным содержанием TiO2 (2, 4, 6 и 8 об.%). Для 
пленок УПС без наполнителя установлено наличие одного релаксационного процесса 
(α-релаксация). Для композитных пленок обнаружен неоднородный низкочастотный 
релаксационный процесс, подчиняющийся закону Аррениуса. Значения энергии ак-
тивации, рассчитанные для низких (до 130 ºС) и высоких (свыше 130 ºС) температур, 
составили 1,1 и 2,4 эВ, соответственно.

Ключевые слова: диэлектрическая релаксация, ударопрочный полистирол, диоксид 
титана, композитная пленка
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Introduction

Titanium dioxide (TiO2) used as a filler 
in the present study serves as an additive for 
different polymeric materials in order to modify 
their crystallinity and morphology, change their 
elastic modulus, and increase their permittivity 
or conductivity, to improve their thermal 
stability.

Titanium dioxide exhibits a high dielectric 
constant as well as very low conductivity. 
Therefore, composite materials of an insulating 
polymer with TiO2 fine particles are considered 
as dielectric materials with adjustable 
permittivity and conductivity for electrical and 
electronic applications [1–6].

Scientific interest has mostly been focused 
on structural investigations and mechanical 
properties of the polystyrene (PS) composites as 
it is an important engineering material. High-
impact polystyrene (HIPS) is a rubber-modified 
version of PS in which higher toughness is 
achieved by incorporation of micron-sized 
polybutadiene-rubber particles. [7, 8].

Here, an attempt was made for a more 
detailed investigation of the relaxation processes 
in the pure and composite HIPS films.

Experimental details
High-impact polystyrene (HIPS-0801, 

GOST (Russian State Standard) 28250-89E) 
contains from 4 to 6 % of a butadiene rubber. 
Titanium-dioxide (TiO2) powder of the rutile 
modification (R-01, GOST 9808-65, specific 
surface area is 15 m2/g, particle size is between 
0.1 and 0.8 μm) was used as a filler. Mixing of 
HIPS and TiO2 was performed using a labora-
tory rolling mill under heating at (175 ± 5) °C 
for 3 min. Films of pure HIPS as well as HIPS 
with TiO2 contents of 2, 4, 6 and 8 vol.% were 
manufactured by melt pressing according to 
GOST 12019-66 at (170 ± 5) °C for 5 min. 
The films with thicknesses ranging from 350 to 
450 μm were investigated as received.

Dielectric spectra were recorded in the tem-
perature range between 20 and 160 °C and in 
the frequency range from 0.1 Hz to 1 MHz 
with a Novocontrol ALPHA high-resolution 
dielectric analyzer and a Novocontrol QUA-
TRO cryosystem, where the sample holder was 
immersed in a dry nitrogen-gas stream. The 

data was acquired as a function of frequen-
cy through a series of ascending temperatures 
(usually 5 K steps, with an accuracy of ±0.1 K).

For differential scanning calorimetry (DSC), 
a PerkinElmer Pyris Diamond differential 
scanning calorimeter was employed. For 
electrical measurements, circular aluminum 
electrodes (of diameter 12 mm and thickness 
about 50 nm) were evaporated onto both sides 
of the films.

Experimental results
The temperature dependence of the 

dissipation factor tan δ of pure HIPS and 
HIPS with different content of TiO2 is shown 
in Fig. 1.

Two relaxation regions can be observed. The 
α relaxation at about 120 °C is present in all 
samples and marks the onset of micro-Brown-
ian motions at the glass transition. The tem-
perature dependence of this lower-tempera-
ture (LT) process confirms its relation to the 
glass transition. The high-temperature (HT) 
relaxation at about 150 °C (Fig. 1) exists only 
for composite HIPS films [9].

The frequency dependence of the dielectric 
loss of pure HIPS is plotted in Fig. 2. The peak 
is shifted to higher frequency with increasing 
temperature.

The plot of the loss-peak frequency fmax 
versus the inverse temperature bends towards 
the glass transition according to the Vogel −
Fulcher − Tammann (VFT) law (Fig.3) 

where the inverse frequency factor τmax,0, the 
activation energy Ea and the Vogel temperature 
TV are fit parameters. 

The thermal glass transition appears at 
a temperature where the relaxation time is 
approximately 100 s [10]. This circumstance is 
taken here as the criterion for the determination 
of Tg in Fig. 4: the extrapolation of the VFT 
line to τ = 100 s gives Tg = 92.8 °C.

By means of differential scanning calorimetry 
(DSC) Tg values between 97.1 and 99.4 °C were 
obtained for HIPS, no correlation with filler 
content was visible (Table 1).

For unfilled HIPS the glass transition 

( ) ( )max max,0 exp ,a

V

ET
k T T

t = t
−
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Fig. 1. Temperature dependence of the dissipation factor tan δ at 1 kHz for pure HIPS and HIPS with 
TiO2 contents (1 – pure HIPS, 2 – 2 vol.%, 3 – 4 vol.%, 4 – 6 vol.%, 5 – 8 vol.%). 

The data points are connected only for guiding the eyes

Fig. 2. Frequency dependences of the dielectric loss of pure HIPS at selected temperatures (5 K step) 
as indicated. The data are fitted with the Havriliak − Negami (HN) function (solid lines)
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Filler content, vol. %
Glass transition temperature 

Tg, ±0.1 °С

0 98.7

2 97.1

4 99.0

6 99.4

8 97.9

Tab l e  1
DSC results for unfilled HIPS and HIPS with different 

TiO2 contents

Fig. 5. Frequency dependence of the dissipation factor of HIPS with 4 vol.% TiO2 at selected 
temperatures as indicated (10 K steps). The arrows mark the positions of the α relaxation peaks on 

unfilled HIPS [6]



13

Физика конденсированного состояния

100 101 102 103 104
0

1

2

3

125 °C 

D
ie

le
ct

ric
 lo

ss
 ε

′′[
x1

0-2
]

Frequency [Hz]

100 °C 

Fig.6. Frequency dependence of the dielectric losses ε'' of HIPS with 4 vol.% TiO2 at selected 
temperatures

Fig. 7. Arrhenius diagram showing the peak angular frequency of the visible loss peak in HIPS 
with different TiO2 contents

temperature Tg is 98.7 °C [6]. Both slight increase 
and slight decrease of Tg have been reported by 
other authors [11]. The value of Tg depends 
on interfacial grafting between the butadiene-
rubber inclusions and the polystyrene matrix 
[12] and on the molar mass of the polystyrene 
component. 

Fig. 5 shows the spectrum of the dissipation 
factor tan δ of HIPS with 4 vol.% TiO2.

Another relaxation process appears at lower 

frequencies (LF). This process superimposes on 
the α relaxation at temperatures near the glass 
transition and is observed for all TiO2 containing 
HIPS films. The LF process manifests as a 
strong high-temperature loss-factor peak at 
about 150 °C (Fig.1), increasing with filler 
content, whereas the α relaxation loss-factor 
peak appears at about 120 °C.

In order to separate the LF process from 
the α relaxation, the temperature dependence 
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of its loss-peak angular frequency has been de-
termined by fitting the empirical Havriliak – 
Negami (HN) function to the measured loss 
(Fig. 6). One broad loss peak is visible, which 
constitutes the superposition of the LF process 
and the α process.

Arrhenius diagram (Fig.7) shows the peak 
angular frequency of the visible loss peak in 
HIPS with different TiO2. For 4, 6 and 8 vol.% 
TiO2-containing films, the LF process shows 
Arrhenius behavior, but the process is not 
uniform.

At low temperatures (up to about 130 °C) 
an activation energy of 1.1 eV is found [6], 
whereas the activation energy is 2.4 eV in the 
limit of high temperatures.

Summary
Thus, by means of dielectric relaxation 

spectroscopy, one relaxation process was found 
for unfilled HIPS films. This process could be 
identified as the α relaxation, related to the 
onset of micro-Brownian motions at the glass 
transition.

By means of differential scanning calorimetry 
(DSC), the Tg values between 97.1 and 99.4 °C 
were obtained for HIPS, no correlation with 
filler content was visible. The Arrhenius plot 
of the α relaxation bends towards the glass 
transition temperature, the best fit is obtained 
with a Vogel temperature of 330 K which yields 
Tg = 92.8 °C closely related to the Tg values 
obtained by DSC. 

For composite HIPS films, except α 
relaxation, another nonuniform relaxation 
process appeared at lower frequencies. At 
low temperatures (up to about 130 °C) an 
activation energy of 1.1 eV was found, whereas 
the activation energy is 2.4 eV in the limit 
of high temperatures. The appearance of two 
different activation energies needs to be further 
investigated.
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СХЕМА ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ МНОГОФАЗНЫХ ПОТОКОВ В РАВНОВЕСНОМ 

БАРОТРОПНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

С.В. Булович
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для модели многофазной среды с общим давлением в жидкостях предложена эко-
номичная схема интегрирования системы дифференциальных уравнений. Алгоритм 
позволяет рассматривать варианты потока многофазной среды с формированием любой 
структуры по количеству рассматриваемых жидкостей и допускает асимптотический 
переход к одножидкостной модели. Алгебраическое соотношение баланса объемной 
доли жидкостей сформулировано в виде дифференциального уравнения относительно 
давления. Корректность задачи Коши для системы уравнений, описывающих поведе-
ние многофазной среды с общим давлением, восстанавливается путем использования 
повторных производных по пространственной координате от разыскиваемых функций. 
В качестве примера работы алгоритма рассмотрен вариант течения для трех жидкостей. 
Решена задача Римана о распаде разрыва в канале переменного сечения при различных 
значениях давления и объемной доли жидкостей по разные стороны диафрагмы. 

Ключевые слова: многожидкостная модель, численное моделирование, корректность 
задачи Коши, экономичный алгоритм
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THE SYSTEM OF MULTIPHASE FLOW EQUATIONS 
IN THE EQUILIBRIUM BAROTROPIC APPROXIMATION: 

A NUMERICAL SCHEME

S.V. Bulovich

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation
In the paper, an economical integration scheme of a differential equation system has been 

proposed for the model of multiphase medium with a common pressure in liquids. The algo-
rithm allows someone to consider various cases of multiphase medium flows with formation 
of any structure by the number of liquids under study and admits an asymptotic transition to 
a single-fluid model. The algebraic balance relation of the fluid volume fraction was stated 
through the form of a differential equation in pressure. The correctness of the Cauchy problem 
for an equation system was remade using repeated derivatives of the sought-for functions with 
respect to a spatial coordinate.The Riemann problem in the varying-area channel at various 
values of liquid pressure and its volume fraction on the different sides of a diaphragm in the 
three-fluid version was solved.
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Введение

Для описания явлений, происходящих 
в гетерогенных средах, сформулирован 
ряд математических моделей, обладаю-
щих определенной иерархией по полноте 
и адекватности отражения происходящих 
процессов. Простейшие модели опериру-
ют представлениями о многофазном по-
токе как смеси, которая рассматривается в 
рамках одного общего для смеси уравнения 
баланса массы, импульса и энергии. Более 
полное описание, введенное в рассмотре-
ние Х.А. Рахматулиным [1], использует по-
нятие взаимопроникающих континуумов, 
когда одна и та же область пространства 
характеризуется количеством объемной 
доли вещества, находящегося в различных 
агрегатных состояниях. При этом, в зави-
симости от допущений о равновесности 
происходящих процессов, для определения 
оставшихся термо- и газодинамических 
функций состояния многофазного пото-
ка, используют необходимое количество 
балансовых соотношений. В случае более 
широкого толкования концепции взаимо-
проникающих континуумов привлекают 
понятие жидкостей, когда допускается, что 
для одного и того же агрегатного состоя-
ния вещества варьируются состав, уровень 
скоростей, температур и давлений. В та-
кой постановке широкое распространение 
получила модель, в которой реализовано 
допущение о равных значениях давления 
в жидкостях. По принятой классификации 
это так называемые равновесные по давле-
нию модели.

В классе течений, где тепловые про-
цессы не являются определяющими, воз-
можно дальнейшее упрощение математи-
ческой модели, связанное с рассмотрени-
ем баротропных процессов. В этом случае 
многожидкостная модель будет состоять из 
уравнений неразрывности, уравнений ко-
личества движения, уравнений связи плот-
ности со значением давления для каждой 
из жидкостей и алгебраического соотноше-
ния баланса объемной доли жидкостей. В 
квазиодномерной постановке система урав-
нений, записанная для канала переменного 
сечения, имеет вид
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где αk – объемная доля k-ой жидкости; ρk, 
кг/м3, uk, м/с, – ее плотность и скорость 
(k = 1, 2, …, K; K – общее количество жид-
костей); p, Па, – общее для всех жидкостей 
давление в сечении канала; A, м2, – пло-
щадь сечения канала; t, с, – время; x, м, – 
координата вдоль образующей канала.

Система дифференциальных уравне-
ний (1) состоит из слагаемых в виде первых 
производных по пространству и времени. 
Источниковые слагаемые, описывающие 
массообменные процессы в жидкостях 
и процессы изменения импульса за счет 
взаимодействия фаз на межфазной поверх-
ности или взаимодействия жидкостей со 
стенкой канала, не представлены. Как пра-
вило, при конструировании этих слагаемых 
не используют дифференциальные соотно-
шения, и, следовательно, такие слагаемые 
не будут влиять на тип и свойства системы 
уравнений (1).

В рамках двухжидкостного подхода 
(K = 2) установлено, что система уравне-
ний (1) всегда негиперболична, если ско-
рости в жидкостях по величине не равны 
между собой, а задача Коши для нее некор-
ректна. Другими словами, такую систему 
уравнений формально нельзя использовать 
для описания состояния гетерогенной сре-
ды [2]. Известно несколько приемов, реша-
ющих эту проблему.

Формальный подход к системе уравне-
ний (1) как к системе уравнений первого 
порядка позволяет ожидать от нее про-
явления гиперболических свойств как от 
совокупности уравнений переноса, что и 
наблюдается при предельном переходе к 
однофазному течению (одной жидкости). 
В случае двух и большего количества жид-
костей комплексное значение собствен-
ных чисел (они трактуются как скорости 
распространения возмущений) у матрицы 
Якоби для этой системы свидетельствует 
об отсутствии характеристических направ-
лений и утрате гиперболических свойств. 

( )
1

1, ,
k K

k k k
k

p
=

=

α = r = r∑
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Понимание этого факта позволило сфор-
мировать путь регуляризации свойств ма-
трицы, который исключает возникновение 
комплексных собственных чисел матрицы 
Якоби за счет добавления тех или иных сла-
гаемых, содержащих первые производные 
от разыскиваемых функций.

Исторически в литературе такой подход 
восстановления гиперболических свойств 
системы уравнений Эйлера для многофаз-
ных задач в формулировке с общим давле-
нием связывают с учетом присоединенных 
масс. Добавление производных по времени 
и по пространству от компонент скорости в 
уравнения количества движения позволяет 
установить размеры области, где неблаго-
приятное сочетание значений разыскива-
емых функций не проявляется [3 – 5]. В 
конечном счете, развивая это направление, 
в системе уравнений (1) удалось ограни-
читься добавлением для каждой из жид-
костей в уравнения количества движения 
всего одного слагаемого, содержащего в 
качестве сомножителя градиент объемной 
доли. Физическая интерпретация этого 
слагаемого раскрывается таким понятием, 
как давление на границе pi (здесь индекс 
i обозначает принадлежность к интерфей-
су, т. е. величину давления на поверхности 
между контактирующими жидкостями). 
Возникающую при этом разность давлений  
pi – p можно определить через характери-
стики контактирующих жидкостей. Подбор 
количественного значения для разности pi 
– p позволяет обеспечить действительные 
значения всех собственных чисел матрицы 
Якоби. В частности, для двухжидкостных 
моделей анализ корней характеристическо-
го уравнения указывает, что действитель-
ные значения обеспечиваются при выборе 
количественного значения разности в виде 
величины, которая пропорциональна ско-
рости движения жидкости относительно 
скорости движения интерфейса, т. е. вели-
чине uki – uk. Примеры использования этой 
методики для двухжидкостного подхода со-
держатся, например, в работах [6 – 8]; обо-
снование работоспособности этого приема 
для трех и большего количества жидкостей 
в литературе отсутствует.

Следует упомянуть еще об одном тех-
ническом приеме численного решения 
системы уравнений (1). Заключается он в 
использовании разностных операторов, ап-
проксимирующих производные с первым 
порядком точности, для представления 

производных по пространству. В этом слу-
чае первое дифференциальное приближе-
ние разностной схемы в качестве главного 
слагаемого содержит повторную производ-
ную. Ее наличие приводит к изменению ти-
па системы дифференциальных уравнений 
с неопределенного на параболический. В 
системе уравнений первого дифференци-
ального приближения степень влияния этих 
производных обусловлена значением коэф-
фициентов при старших производных, т. е. 
схемной вязкостью. Установлено, что при 
грубой дискретизации расчетной области, 
т. е. при высоких значениях схемной вяз-
кости, получить численное решение систе-
мы уравнений (1) возможно. К сожалению, 
при этом подходе установить асимптотику 
поведения решения при уменьшении шага 
сетки невозможно, так как при уменьше-
нии значения схемной вязкости возникаю-
щие колебания решения носят экспонен-
циальный характер.

В настоящей работе для решения систе-
мы уравнений (1) следует обратить внима-
ние на два важных момента.

Во-первых, за счет дополнения урав-
нений количества движения повторными 
производными, изменен тип рассматрива-
емой системы уравнений на параболиче-
ский. Это позволяет, в общем случае, не 
связывать устойчивость вычислительного 
процесса с использованием для представле-
ния производных по пространству операто-
ров, которые выполняют аппроксимацию с 
первым порядком точности. Необходимый 
для этого коэффициент переноса (по ана-
логии с принятыми в вычислительной ма-
тематике трактовками, его следует называть 
искусственной вязкостью) определяется 
параметрами решаемой задачи: свойствами 
рассматриваемых жидкостей и шагом дис-
кретизации по пространству.

Во-вторых, вместо алгебраического урав-
нения баланса объемной доли сформули-
ровано эволюционное дифференциальное 
уравнение параболического типа относи-
тельно давления.

Для вывода указанного уравнения вос-
пользуемся уравнением неразрывности. 
Для каждой жидкости, расписывая значе-
ние производной по времени от произведе-
ния функций, можно получить уравнение 
следующего вида:

(2)
( )1 0.k k kk k k

k k

A u
A A

t t x
∂ α r∂α α ∂r

+ + =
∂ r ∂ r ∂
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При помощи уравнения состояния для 
каждой из жидкостей, заменяя производ-
ную от плотности производной от давления 
и, с учетом алгебраического соотношения 
баланса объемной доли, проводя суммиро-
вание по всем значениям объемных долей, 
можно получить уравнение эволюции дав-
ления, которое имеет ясный физический 
смысл как результирующая мера дисбалан-
са потоков массы различных жидкостей:

(3)

 

В первом слагаемом, сомножитель в ви-
де суммы перед производной от давления 
по времени является ничем иным, как спо-
собом вычисления скорости звука в смеси 
жидкостей по формуле Вуда.

После названных двух модификаций си-
стема уравнений (1) приобретает следую-
щий вид:

(4)

где ck, c, м/с, – соответственно скорость 
звука в k-ой жидкости и таковая в гетеро-
генной среде, определенной по формуле 
Вуда; ρ – плотность смеси.

Выбор коэффициента искусственной 
вязкости основан на исследовании, прове-
денном в работе [9].

Численный метод
Для численного решения системы диф-

ференциальных уравнений (4) воспользуем-
ся методом конечных разностей. Для этого 

( )
2
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введем равномерную сетку по пространству 
с шагом дискретизации Δx и шагом инте-
грирования по времени Δt; 

n
if  – значение 

функции, заданное в узле сетки с коорди-
натами iΔx и nΔt. Для упрощения изложе-
ния алгоритма воспользуемся простейшими 
разностными соотношениями:

– двухточечный направленный разностный 
оператор, аппроксимирующий производ-
ную ∂/∂x с первым порядком точности;

– направленный разностный оператор, со-
пряженный к Ʌ.

Простейший алгоритм численного инте-
грирования системы уравнений (4) основан 
на явно-неявной аппроксимации ее слага-
емых.

Конечно-разностная аппроксимация для 
K уравнений количества движения для ка-
ждой из жидкостей при ( )n

k i
u > 0 имеет вид:

 

(5)

Конечно-разностная аппроксимация 
эволюционного уравнения относительно 
давления может быть записана в виде

(6)

Важным моментом является использова-
ние для аппроксимации градиента давления 
сопряженного оператора по отношению к 
оператору конвективного переноса. Это 
приводит, в случае разнонаправленного 
движения жидкостей, к связи по давлению 
текущей точки с двумя соседними. Заме-
тим, что если ( )n

k i
u < 0, то в формулах (5) и 

(6) применяется циклическая замена Ʌ на 
Λ .

( )1i i if f f x−Λ = − ∆

( )1i i if f f x+Λ = − ∆
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Совокупность уравнений (K уравнений 
(5) и уравнение (6)) образует замкнутую 
систему, в которой непосредственной под-
становкой можно исключить переменную 
( ) 1n

k k k i
A u

+
α r и сформулировать уравнение 

относительно давления 
1n

ip +
. Если ввести 

обозначение для группы слагаемых, опре-
деленных на известном временном слое n 
по формуле 

(7)

то значение давления в канале определяет-
ся из решения уравнения вида

(8)

Заметим, что любые сочетания последо-
вательности операторов

( )1n
k iA p +Λ α Λ  или ( )1 ,n

k iA p +Λ α Λ

являющихся, по сути, операторами для 
представления повторной производной, 
эквивалентны между собой. Стандартное 
представление повторной производной 
приводит к формированию трехдиагональ-
ной матрицы коэффициентов перед неиз-
вестными значениями 

1n
ip +

. Для получения 
однозначного решения задачи необходимо 
сформулировать относительно давления два 
граничных условия на разных концах кана-
ла.

Рассмотрим формулировку граничных 
условий для проницаемой границы и для 
непроницаемой. Для входной границы, 
когда все жидкости поступают в расчетную 
область, как правило, заданы значения ве-
личин

( ) ( )
( ) ( )( )( )
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∑

т. е. задан расход каждой жидкости

Если полагать, что изменение этих вели-
чин во времени не порождает существенных 
градиентов давления в окрестности грани-
цы, то можно воспользоваться однородным 
граничным условием 2-го рода:

(9)

которое в разностном виде можно предста-
вить как двухточечное соотношение. Такое 
же граничное условие можно применить 
для тупикового канала (непроницаемая тор-
цевая поверхность канала), что непосред-
ственно следует из уравнения количества 
движения при нулевом значении расхода.

Для выходной границы, когда все жид-
кости покидают расчетную область, для 
установления уровня давления можно вос-
пользоваться граничным условием 1-го ро-
да:

(10)

Значения остальных функций на выход-
ной границе для покидающих расчетную 
область жидкостей доопределяются, исхо-
дя из условия гладкости их поведения, т. е. 
экстраполяцией.

Вариант, когда на проницаемой границе 
реализуется ситуация, при которой одно-
временно ряд жидкостей поступает в рас-
четную область, а оставшиеся жидкости ее 
покидают, не рассматривается.

После определения давления из уравне-
ния (8) при помощи стандартной процеду-
ры скалярной прогонки с двухточечными 
граничными условиями, остальные значе-
ния функций вычисляются по явным фор-
мулам для всех K жидкостей в следующем 
порядке:

(11)
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Описанная в работе схема дискретизации 
переменных и применяемые разностные 
операторы приводят к первому порядку ап-
проксимации системы дифференциальных 
уравнений по времени и по пространству. 
Ограничение на шаг интегрирования по 
времени, связанное с явной формой описа-
ния конвективных и диффузионных пото-
ков, определяется стандартными оценками:

(12)

Как можно судить по неравенству (12), 
для выбранного способа определения 
коэффициента искусственной вязкости яв-
ная аппроксимация диффузионных слагае-
мых накладывает в два раза более жесткое 
ограничение на шаг интегрирования по 
времени, по сравнению с условием, следу-
ющим из оценки устойчивости вычисли-
тельного процесса, связанного с конвек-
тивным переносом.

Заметим, что искусственная «параболи-
зация» системы уравнений (1) по всем пе-
ременным открывает более широкие воз-
можности, чем направление, связанное с 
восстановлением гиперболических свойств 
системы уравнений (1). В частности, до-
пустимы более вариативные функциональ-
ные значения для уравнения состояния. 
Например, можно рассматривать много-
фазные потоки с несжимаемыми включе-
ниями, когда уравнение состояния сводит-

2

min , .
2
xxt

c
 ∆∆

∆ ≤  ν 

ся к константе по плотности (в этом случае 
скорость звука в этой компоненте равна 
бесконечности). Возможен предельный пе-
реход, когда все компоненты многофазно-
го течения несжимаемы. В этом предель-
ном случае в уравнении (6) отсутствует 
нестационарное слагаемое (тип уравнения 
для давления меняется на эллиптический) 
и происходит асимптотический переход к 
классической модели несжимаемой жид-
кости, обобщенной на несколько компо-
нентов.

Пример расчета
Для иллюстрации предложенного алго-

ритма в настоящей работе проведен расчет 
развития течения в канале переменного 
сечения, соединяющего два резервуара, в 
трехжидкостном приближении. Постанов-
ка задачи взята из работы [10], где реше-
ние получено по методике, реализованной 
в коде «КОРСАР» [11] в трехжидкостном 
приближении. Решение и приведенные 
графики демонстрируют поведение функ-
ций, которые возникают после мгновенно-
го разрушения диафрагмы, расположенной 
посредине канала.

Используемые количественные значе-
ния термодинамических функций и их 
уравнения состояния для жидкостей све-
дены в таблице.

Развитие нестационарного течения из 
состояния покоя в канале конической 
формы с отношением площадей 4 : 1 и 
протяженностью 1 м для состава из трех 

Термодинамическая 
функция

Значение функции или ее уравнение

Пар  Несжимаемая
жидкость

 Слабосжимаемая
жидкость 

Давление, МПа
в левом резервуаре
в правом резервуаре

2,0
0,2

2,0
0,2

2,0
0,2

Объемная доля
в левом резервуаре
в правом резервуаре

0,40
0,59

0,59
0,40

0,01
0,01

Плотность материала,
кг/м3 1,0e3

0,714

1,0e5
p 

 
 

0,130

1,0e3
1,0e6

p 
 
 

Таблица

Использованные количественные значения термодинамических 
функций и их уравнения состояния для трех жидкостей
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a)

b)

c)

Рис. 1. Расчетные профили газодинамического 
давления (a), скоростей пара (b) и несжимаемой 
жидкости (с) по продольной координате в 
моменты первого (1), 100-го (2), 200-го (3) и 

300-го (4) шагов по времени

жидкостей (см. таблицу) было выполне-
но на сетке, состоящей из 256 узлов. Шаг 
интегрирования по времени был выбран 
(2,0е – 6) с.

Результат численного интегрирования 
после 300 шагов по времени представлен 
на рис. 1, где приведены профили газоди-
намических функций первого и каждого 
сотового шага по времени. В частности, на 
рисунке представлены зависимости давле-
ния (a), скорости пара (b) и несжимаемой 
жидкости  (с) от продольной координаты в 
выбранные моменты времени.

Заключение

В качестве подведения итогов отметим 
ключевые положительные моменты пред-
ложенного алгоритма.

Во-первых, он не содержит ограниче-
ния на количество рассматриваемых жид-
костей.

Во-вторых, прием регуляризации зада-
чи Коши при помощи повторных произ-
водных позволяет, не искажая скорости 
распространения акустических возмуще-
ний, получать характеристики течения на 
начальных фазах быстропротекающих про-
цессов.

В-третьих, он превосходит по эффек-
тивности все существующие на настоящий 
момент алгоритмы решения систем урав-
нений для двухжидкостного (многожид-
костного) подхода, так как вычисления 
проводятся по явным формулам и проце-
дуре одной скалярной прогонки.

Работа выполнена в рамках государ-
ственного задания Министерства обра-
зования и науки Российской Федерации 
№ 3.3314.2017/4.6. (период 2017 – 2019 гг.).
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В работе показано, что существуют дифференциальные операторы, которые 

преобразуют трехмерные однородные гармонические функции в новые трехмерные 
однородные гармонические функции. Характерной чертой этих операторов, названных 
авторами дифференциальными операторами Донкина, является их обратимость: для 
любой однородной гармонической функции найдется однородный и гармонический 
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оператор. В работе приводится полный список дифференциальных операторов 
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Постановка задачи

Полезным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем 
специального вида служат электрические 
и магнитные поля, однородные по Эйлеру 
[1 – 6]. Для полей, однородных по Эйлеру, 
напряженность электрического поля E и/
или индукция магнитного поля B должны 
удовлетворять не только уравнениям Мак-
свелла для электромагнитного поля, но и 
тождеству однородности:

(1)

где k – степень однородности поля (не обя-
зательно целочисленная).

Траектории движения заряженных ча-
стиц в электростатических и магнитостати-
ческих полях, однородных по Эйлеру, под-
чиняются принципу подобия траекторий 
Голикова [7, 8]. Отсюда следуют уникаль-
ные оптические свойства устройств, управ-
ляющих движением заряженных частиц, 
если эти устройства используют однород-
ные по Эйлеру электрические и магнитные 
поля [1 – 5, 9 – 16].

При ненулевой степени однородности 
электрические или магнитные поля, од-
нородные по Эйлеру и подчиняющиеся 
тождеству (1), характеризуются скалярным 
электрическим или магнитным потенциа-
лом в виде скалярной гармонической функ-
ции U(x, y, z), которая будет однородной 
(точнее, положительно однородной, т. е. 
при λ > 0) по Эйлеру, в смысле, который 
придается этому термину в классическом 
математическом анализе [17, 18]:

(2)

где k  – степень однородности функции, 
совпадающая со степенью однородности 
электрического или магнитного поля, как 
она определена с помощью тождеств (1).

Для полей с нулевой степенью однород-
ности скалярный потенциал U в самом об-
щем случае имеет вид:

(3)

где 2 2 2r x y z= + + (здесь и далее), U0 – од-
нородная гармоническая функция нулевой 
степени, C –произвольная константа.

При C ≠ 0 выражение (3) больше не яв-
ляется однородной по Эйлеру функцией, 

( ) ( )
( ) ( )

1

1

0 : , , , , ,

0 : , , , , ,

E E

B B

k

k

x y z x y z

x y z x y z

−

−

∀λ > λ λ λ ≡ λ

∀λ > λ λ λ ≡ λ

( ) ( )0 : , , , , ,kU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ

( ) ( ) ( )0, , , , ln ,U x y z U x y z C z r= + +

хотя градиент функции (3) и подчиняется 
условиям однородности (1) для электри-
ческого либо магнитного поля. Вопрос об 
однородности скалярных и/или векторных 
потенциалов для полей, однородных по Эй-
леру, подробно исследуется в работе [19].

Исследования Ю.К. Голикова [3, 20, 21] 
наглядно демонстрируют, каким удобным 
и эффективным инструментом при синте-
зе новых электронно- и ионно-оптических 
систем являются аналитические методы 
и, в частности, аналитические выражения 
для потенциалов электрических и магнит-
ных полей. В случае однородных электри-
ческих и магнитных полей, при получении 
аналитических выражений для их скаляр-
ных потенциалов требуется предпринимать 
дополнительные и целенаправленные уси-
лия, поскольку таких функций в некотором 
смысле «много меньше», чем обычных гар-
монических функций (см. Примечание 1 в 
конце статьи). Некоторые полезные ана-
литические выражения для гармонических 
функций, однородных по Эйлеру, которые 
можно использовать в качестве скалярных 
потенциалов, приводятся в статьях [22 – 
29]. Но если ограничиваться лишь этими 
аналитическими выражениями при опти-
мизации новых электронно- и ионно-опти-
ческих систем, есть большой риск пропу-
стить действительно оптимальное решение.

Задача вычисления однородных гармо-
нических функций с целочисленными сте-
пенями однородности полностью решена. 
Точнее, с помощью дифференцирования 
по одной из пространственных переменных 
x, y или z, из любой трехмерной однород-
ной гармонической функции U(x,y,z) сте-
пени k можно получить новую трехмерную 
однородную гармоническую функцию сте-
пени k – 1. Тогда мы получаем для цело-
численных степеней цепочку однородных 
гармонических функций с последовательно 
уменьшающимися степенями однородно-
сти. С помощью формулы Томсона (преоб-
разование Кельвина) [30–41], которая име-
ет вид

(4)

из однородных гармонических функций U 
с отрицательными целочисленными степе-
нями k получаются однородные гармониче-
ские функции V с положительными цело-
численными степенями (–k – 1). Наконец, 
для однородных гармонических функций 

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
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нулевой степени и степени –1 имеются яв-
ные формулы Донкина [1, 2, 11, 24, 42–45]:

(5)

(6)

они устанавливают взаимно-однозначное 
соответствие между решениями H(p,q) дву-
мерного уравнения Лапласа

Hpp + Hqq = 0

и трехмерными однородными гармониче-
скими функциями со степенями однород-
ности 0 и  –1.

Поскольку для однородных функций об-
щий множитель 1/r2 может быть вынесен 
из-под знака функции, формулу (4) можно 
записать в более удобном виде:

(7)

Формула (7) получила название форму-
лы Томсона для однородных функций. Оче-
видно, что выражение (7) будет однородной 
по Эйлеру функцией степени (–k – 1), если 
U будет однородной по Эйлеру функци-
ей степени k. Однако прямолинейное (не 
использующее отсылку к общей формуле 
Томсона (4)) доказательство гармоничности 
выражения (7) при условии гармоничности 
функции U потребует некоторых дополни-
тельных усилий. В частности, такое доказа-
тельство можно найти в трактате [32] (см. 
там приложение Б к главе 1). 

Для полноты картины приведем исто-
рическую справку. Уи́льям То́мсон, лорд 
Ке́львин (англ. William Thomson, 1st Baron 
Kelvin) – британский физик и механик, из-
вестный своими выдающимися заслугами 
в чистой и прикладной науке. В литерату-
ре формула (2) называется либо формулой 
Томсона, либо преобразованием Кельвина, 
в зависимости от традиции, которой при-
держивается исследователь. Для формулы 
(3), насколько можно судить, в общеприня-
той математической литературе использует-
ся исключительно термин «формула Томсо-
на», как правило, с уточняющим указанием 
«для однородных функций». Комбиниро-
ванный же термин «преобразование Томсо-
на» для линейных дифференциально-алге-
браических операторов общего вида, преоб-
разующих гармонические функции в новые 
гармонические функции, предложен авто-

( )0 , , , ,x yV x y z H
z r z r

 =  + + 

( )1
1, , , ;x yV x y z H
r z r z r−

 =  + + 

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=

рами данной статьи.
Описанный выше процесс получения 

формул общего вида для гармонических 
однородных функций (состоящий из диф-
ференцирования формул Донкина (5) или 
(6) по переменным x, y или z и последу-
ющего применения формулы Томсона (4) 
или (7)) позволяет генерировать в широком 
ассортименте новые однородные гармони-
ческие функции с целочисленными степе-
нями однородности. Его несомненным до-
стоинством является то, что таким образом 
можно получить любую однородную гармо-
ническую функцию целочисленной степе-
ни. Обоснование полноты данного процес-
са генерирования трехмерных однородных 
гармонических функций с целочисленными 
степенями однородности хотя и достаточно 
просто, но тем не менее не вполне очевид-
но.

Действительно, теорема о дифферен-
цировании однородных гармонических 
функций [44, 46] гарантирует, что для лю-
бой однородной гармонической функции 
существует однородный гармонический 
прототип на единицу большей степени, из 
которого ее можно получить путем диф-
ференцирования по любой из простран-
ственных переменных x, y или z. Формула 
Томсона обладает аналогичным свойством 
обратимости: для любой однородной гар-
монической функции для нее существует 
однородный и гармонический прототип, 
из которого ее можно получить, приме-
нив преобразование (4) либо (7). Данное 
утверждение почти очевидно, посколь-
ку преобразование Томсона, повторенное 
дважды, приводит к исходной однородной 
гармонической функции.

Наконец, формулы Донкина (5), (6) обе-
спечивают исчерпывающее описание трех-
мерных однородных гармонических функ-
ций со степенями однородности 0 и –1, 
причем в качестве источника двумерных 
гармонических функций для формул Дон-
кина можно использовать вещественные 
и мнимые части аналитических функций 
комплексного переменного [47 – 50]. В ре-
зультате у любой трехмерной однородной 
гармонической функции целочисленной 
степени найдется прототип вида (5) либо 
(6), как правило, не единственный.

С практической точки зрения очень важ-
но, что имеется конструктивный процесс, 
с помощью которого (в принципе) имеется 
возможность перебрать все однородные 
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гармонические функции с целочисленными 
степенями однородности, используя дву-
мерные гармонические функции в качестве 
исходного материала (см. Примечание 2 в 
конце статьи). Более подробно описанный 
алгоритм получения однородных гармони-
ческих функций с целочисленными степе-
нями однородности описывается в работах 
[24, 44]. К сожалению, для однородных гар-
монических функций с нецелочисленными 
степенями однородности вопрос получения 
и полного перечисления остается в настоя-
щее время открытым.

Дифференцирование по переменным x, 
y и z является не единственным преобра-
зованием, обладающим нужными свойства-
ми. Будем называть линейный дифферен-
циальный оператор оператором Донкина 
(по имени первооткрывателя этого класса 
преобразований [42 – 45]) при следующих 
условиях:

а) оператор преобразует произвольную 
однородную гармоническую функцию в 
новую однородную гармоническую функ-
цию, возможно, с другой степенью одно-
родности;

б) для любой однородной гармониче-
ской функции существует функция-прото-
тип (также однородная и гармоническая, 
но, возможно, не единственная), из кото-
рой посредством рассматриваемого опера-
тора можно получить данную однородную 
гармоническую функцию.

Тривиальным и не слишком интересным 
примером служит тождественное преобра-
зование L[U] = U (возможно, с участием 
произвольного ненулевого множителя). Те-
орема о дифференцировании однородных 
гармонических функций [44, 46] показыва-
ет, что операторы дифференцирования

L[U] = Ux, L[U] = Uy, L[U] = Uz,

или, в общем случае, оператор

L[U] = aUx + bUy + cUz

(a, b, c – константы, не все равны нулю), 
несомненно, являются операторами Дон-
кина.

Задачей настоящей работы является на-
хождение исчерпывающего списка опера-
торов Донкина первого порядка для трех-
мерных однородных гармонических функ-
ций. Данная статья прямо продолжает и 
описывает исследования, начало которых 

представлено в работах [40, 41].

Пример нетривиального 
оператора Донкина

Публикации [42, 43] являются, по всей 
видимости, первыми, в которых исчерпы-
вающим образом решен вопрос о перечис-
лении всех трехмерных однородных гармо-
нических функций с целочисленными не-
отрицательными порядками однородности. 
Для этой цели автором был использован 
линейный дифференциальный оператор 
специального вида, исследованию которого 
посвящен этот раздел.

Пусть дана однородная гармоническая 
функция U(x,y,z) со степенью однородно-
сти, равной m. Процедура конструирования 
новой однородной гармонической функции 
V(x,y,z) со степенью однородности, равной 
m + 1, выглядит, согласно данным работ 
[42, 43], следующим образом.

1. С помощью взаимно-однозначного 
перехода от декартовых переменных x, y, z к 
сферическим r, θ, φ, т. е.

(8)

однородная по Эйлеру функция U записы-
вается в каноническом виде:

(9)

2. Сферическая функция u(θ,φ), заданная 
на единичной сфере, однозначным обра-
зом определяется по заданной однородной 
функции U. Поскольку функция U гармо-
ническая (удовлетворяет трехмерному урав-
нению Лапласа), функция u(θ,φ) должна 
удовлетворять уравнению

(10)

Отсюда, в частности, следует, что 

( )
( )

2 2 2

2 2

sin cos ,
sin sin ,
cos

,

arctg ,

arctg ,

x r
y r
z r

r x y z

x y z

y x

= θ ϕ
 = θ ϕ ⇔
 = θ
 = + +

⇔ θ = +


ϕ =

( ) ( ), , , .mU x y z r u= θ ϕ

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2 2

, ,cos
sin

,1 1 , 0.
sin

u u

u
m m u

∂ θ ϕ ∂ θ ϕθ
+ +

∂θ θ ∂θ
∂ θ ϕ

+ + + θ ϕ =
θ ∂ϕ
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функция

также будет гармонической (см. Примеча-
ние 3 в конце статьи).

3. От сферической функции u(θ,φ) осу-
ществляется переход к новой сферической 
функции v(θ,φ) с помощью преобразования

(11)

Можно проверить, что получившаяся 
функция v(θ,φ) должна будет удовлетворять 
дифференциальному уравнению

(12)

поскольку функция u(θ,φ) удовлетворяет 
уравнению (10).

4. Новая функция V определяется в соот-
ветствии с формулой

(13)

Такая функция V не только будет одно-
родной по Эйлеру со степенью однородно-
сти m + 1, но и должна будет удовлетворять 
трехмерному уравнению Лапласа, так как 
функция v(θ,φ) удовлетворяет уравнению 
(12).

Если просуммировать теперь приведен-
ную здесь процедуру конструирования, то 
окажется, что новая функция V выража-
ется через старую функцию U с помощью 
линейного дифференциального оператора 
первого порядка, явно зависящего от степе-
ни однородности гармонической функции:

(14)

Так как функция U удовлетворяет диф-
ференциальному соотношению Эйлера для 
однородных функций степени m [17, 18], 
т. е.

(15)

( ) ( )* 1, , ,mU x y z r u− −= θ ϕ

( ) ( )

( ) ( )

,
, sin

1 cos , .

u
v

m u

∂ θ ϕ
θ ϕ = θ +

∂θ
+ + θ⋅ θ ϕ

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

2

2

2

2 2

, ,cos
sin

,1
sin
1 2 , 0,

v v

v

m m v

∂ θ ϕ ∂ θ ϕθ
+ +

∂θ θ ∂θ
∂ θ ϕ

+ +
θ ∂ϕ

+ + + θ ϕ =

( ) ( )1, , , .mV x y z r v+= θ ϕ

[ ]

( ) ( )2 2 1 .

U UV L U xz yz
x y

Ux y m zU
z

∂ ∂
= = + −

∂ ∂
∂

− + + +
∂

0,U U Ux y z mU
x y z

∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂

оператор (14) можно преобразовать к виду

(16)

Формула (16) преобразует однородные 
функции в новые однородные функции со 
степенью однородности, большей на едини-
цу, так как частные производные функций, 
однородных по Эйлеру, будут однородными 
[17, 18].

При гармоничности функции U гармо-
ничность функции V, заданной с помощью 
преобразования (16), гарантируется тожде-
ством

(17)

Поскольку функция U должна удовлет-
ворять как уравнению Лапласа, так и со-
отношению Эйлера (15), а также удовлет-
ворять дополнительным уравнениям более 
высокого порядка (они получаются при 
дифференцировании уравнения Лапласа 
и соотношения Эйлера по переменной z), 
правая часть равенства (17) обращается в 
нуль.

Теорема 1. Оператор (16) является обра-
тимым, т. е. для любой однородной гармо-
нической функции V степени (m + 1) суще-
ствует прототип в виде такой однородной 
гармонической функции U степени m, что 
функции V и U будут связаны между собой 
условием (16).

Доказ а т ельс тво . Преобразование 
Томсона (7) позволяет найти для однород-
ной гармонической функции U степени m 
такую однородную гармоническую функ-
цию Û  степени (–m – 1), которая обеспе-
чивает выполнение равенства

(18)

Точно так же для однородной гармони-
ческой функции V степени (m + 1) имеется 
однородная гармоническая функции V̂  
степени (–m – 2), которая обеспечивает 
выполнение равенства

(19)

Если подставить равенства (18) и (19) 
в выражение (16) и упростить полученное 
выражение, то получим следующее условие:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 , ,
, ,

2 1 , , .

U x y z
V x y z x y z

z
m zU x y z

∂
= − + + +

∂
+ +

( ) ( )
( )

( )( )

2

2 1

4 1 .

xx yy zz xx yy zz

xxz yyz zzz

xz yz zz z

V V V m z U U U

r U U U

xU yU zU m U

+ + ≡ + + + −

− + + −

− + + − −

( ) ( )2 1 ˆ, , , , .mU x y z r U x y z+=

( ) ( )2 3 ˆ, , , , .mV x y z r V x y z+=
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(20)

В соответствии с теоремой о диффе-
ренцировании трехмерных однородных 
гармонических функций [44, 46], для за-
данной произвольной однородной гармо-
нической функции V̂  можно найти такую 
трехмерную однородную гармоническую 
функцию-прототип Û , которая обеспечит 
выполнение соотношения (20). Но тогда 
однородная гармоническая функция U, ко-
торая получается из функции Û  с помощью 
преобразования Томсона (7), обеспечит вы-
полнение равенства (16).

Следовательно, линейный дифференци-
альный оператор (16) является обратимым 
на подмножестве однородных гармониче-
ских функций степени m, то есть является 
оператором Донкина.

Теорема 1 доказана.
Оператор Донкина (16) есть полный 

аналог операции дифференцирования с 
точки зрения генерирования полного набо-
ра однородных гармонических функций с 
целочисленными степенями однородности. 
Действительно, поскольку известно, что все 
однородные гармонические функции нуле-
вой степени можно получать с помощью 
формулы Донкина (5), то при последова-
тельном применении операторов вида (16) 
к выражениям (5) можно получать все од-
нородные гармонические функции со сте-
пенями однородности 1, 2, … .

Обратимость дифференциального опе-
ратора (16) гарантирует, что ни одна од-
нородная гармоническая функция не будет 
пропущена. Правда, поскольку прототип U 
определяется по функции V не единствен-
ным образом, большинство однородных 
гармонических функций будут возникать 
не один раз в процессе генерирования (а 
именно, одна и та же однородная гармо-
ническая функция может получаться из до-
вольно разных функций-прототипов).

С помощью преобразований Томсона (4) 
либо (7), из полного набора однородных 
гармонических функций с целочисленными 
степенями 0, 1, 2, … можно получать пар-
ный полный набор однородных гармониче-
ских функций с отрицательными целочис-
ленными степенями –1, –2, … . Тем самым 
оператор (16), подобно дифференцирова-
нию однородных гармонических функций 
по x, y или z [44, 46], позволяет решить 
вопрос об исчерпывающем представлении 

( ) ( )ˆ , ,ˆ , , .
U x y z

V x y z
z

∂
= −

∂

однородных гармонических функций с це-
лочисленными степенями однородности.

Однако, как уже отмечалось, вопрос об 
исчерпывающем представлении полного 
набора однородных гармонических функ-
ций с нецелочисленными степенями одно-
родности по-прежнему остается актуаль-
ным, но нерешенным.

Дифференциальные формулы 
Томсона первого порядка

В публикации [40] приводятся диф-
ференциальные аналоги первого порядка 
формулы Томсона (4) для трехмерных гар-
монических функций. Эти формулы преоб-
разуют трехмерные гармонические функ-
ции в новые трехмерные гармонические 
функции, причем форма трансформирую-
щих выражений сознательно выбрана та-
ким образом, чтобы при подстановке в них 
функций, однородных по Эйлеру, на выхо-
де получались новые однородные по Эйле-
ру функции, возможно, с другой степенью 
однородности. Указанный список формул 
выглядит следующим образом:

(21)
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(23)

(24)

(25)
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(27)

(28)
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(29)

(30)

(31)

В этом списке нет формул, представлен-
ных в статье [40], которые получаются при 
использовании преобразования Томсона в 
форме (4) для формул (21) – (31), посколь-
ку такое преобразование меняет аргументы 
функции и дифференциальный оператор 
перестает иметь канонический вид. Одна-
ко после применения к операторам (21) – 
(31) преобразования Томсона в форме (7), 
к списку формул (21) – (31) добавляются 
операторы

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)
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(39)

(40)

(41)

(42)

В отличие от тех дифференциальных 
операторов, которые получаются из (21) – 
(31) после преобразования Томсона в фор-
ме (4), эти формулы сохраняют аргументы 
функции U неизменными. Однако теперь 
операторы (32) – (42) зависят от степени 
однородности функции в явном виде и, 
кроме того, генерируют новые гармониче-
ские функции только из других однородных 
гармонических функций. Формулы же (21) 
– (31) не зависят в явном виде от степени 
однородности преобразуемой функции, а 
также создают гармонические функции из 
произвольных трехмерных гармонических 
функций, не обязательно однородных по 
Эйлеру.

Теорема 2. Линейные дифференциальные 
операторы первого порядка (21) – (27), (29) 
– (38), (40) – (42), преобразующие однород-
ные гармонические функции в новые однород-
ные гармонические функции, являются обра-
тимыми на множестве однородных гармони-
ческих функций степени m.

Доказ а т ельс тво . Формулы (32) – (42) 
наследуют свою обратимость и/или необра-
тимость от формул (21) – (31), поскольку 
преобразование Томсона (7), безусловно, 
является обратимым. Поэтому для доказа-
тельства теоремы требуется доказать либо 
опровергнуть обратимость лишь для формул 
(21) – (31).

Обратимость оператора (21) тривиальна, 
так что в соответствии с данным ранее опре-
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делением, тождественное преобразование

V(x, y, z) = U(x, y, z)

представляет собой частный, хотя и вполне 
бесполезный, случай оператора Донкина. 
Обратимость операторов (22) – (24) следует 
из теоремы о дифференцировании одно-
родных гармонических функций, строгое 
доказательство которой приведено в работе 
[46].

Операторы (25) – (27) получаются пу-
тем дифференцирования формулы Томсона 
(4) по переменным x, y и z с последующим 
применением еще одного преобразования 
Томсона, чтобы вернуть аргументы функ-
ции к прежнему виду. Проделаем теперь 
эти преобразования в обратном порядке.

1. У заданной однородной гармониче-
ской функции V(x, y, z) имеется однород-
ный и гармонический прототип V*(x, y, z), 
из которого ее можно получить посред-
ством преобразования (4).

2. У однородной гармонической функ-
ции V*(x,y,z) имеется однородный и гармо-
нический прототип U*(x,y,z), из которого 
ее можно получить посредством дифферен-
цирования: * *

xV U= , либо * *
yV U= , либо 

* *
zV U=  [44, 46].

3. У однородной гармонической функ-
ции U*(x, y, z) имеется однородный и гар-
монический прототип U(x, y, z), из которого 
ее можно получить посредством преобразо-
вания (4).

В таком случае однородная гармониче-
ская функция U(x, y, z) оказывается прото-
типом, из которого посредством преобра-
зования (25), либо (26), либо (27) получа-
ется заданная однородная гармоническая 
функция V(x,y,z) (преобразования (25) 
– (27) представляют собой суперпозицию 
преобразований 1 – 3, выполненную имен-
но в этом порядке, в чем легко убедиться 
с помощью прямого вычисления указанной 
суперпозиции).

Поэтому преобразования (25) – (27) об-
ратимы и, следовательно, являются опера-
торами Донкина в соответствии с данным 
ранее определением.

Остается разобраться с преобразования-
ми (28) – (31). Например, рассмотрим пре-
образование (29):

(43)

С помощью замены координат Донкина 

( ) ( ) ( ), , , , , , .x yV x y z yU x y z xU x y z= −

[1, 2, 11, 24], а именно

(44)

функции U и V, которые однородны по Эй-
леру со степенью однородности m, можно 
записать в виде

(45)

(46)

Для того чтобы функции U(x, y, z) и 
V(x, y, z) были гармоническими (удовлет-
воряли уравнению Лапласа), необходимо 
и достаточно, чтобы функции F(p, q) и 
G(p, q) удовлетворяли дифференциаль-
ным уравнениям

(47)

(48)

При такой подстановке уравнение (43) 
приобретает вид

(49)

В полярных координатах p = s cosφ, 
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q = s sinφ функции F и G принимают вид

(50)

(51)

а уравнения (47), (48), (49) записываются 
как

(52)

(53)

(54)

Из уравнения (54) следует, что общее 
решение поставленной задачи будет иметь 
вид

(55)

где свободная функция H(s) должна быть 
подобрана так, чтобы было выполнено 
уравнение (52).

После подстановки (55) уравнение (52) 
приобретает вид

(56)

(57)

Чтобы у уравнения (56) было решение, 
функция H0(φ, s), стоящая в правой части, 
не должна зависеть от переменной φ.
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Это действительно так:

(58)

поскольку в соответствии с исходным усло-
вием, функция G0(φ, s) обязана удовлетво-
рять уравнению (53).

Теперь из обыкновенного дифференци-
ального уравнения (56), где в качестве пра-
вой части можно использовать функцию

не зависящую от переменной φ, находится 
подходящее решение H(s).

Затем из соотношения (55) находится 
функция F0(φ, s), а из равенства (50) на-
ходится функция F(p, q). Поскольку для 
полученной функции F(p, q) выполнено 
как уравнение (47), так и уравнение (49), 
то однородная функция U(x, y, z), заданная 
с помощью формулы (47), будет гармони-
ческой и будет удовлетворять соотноше-
нию (43). Следовательно, преобразование 
однородных гармонических функций (29) 
обратимо, а линейный дифференциальный 
оператор (29) есть оператор Донкина. Оче-
видно, операторами Донкина будут также 
и преобразования (30) и (31) (перестанов-
ка местами пространственных координат – 
это обратимое преобразование).

Таким образом, дифференциальные опе-
раторы (21) – (27), (29) – (31) и, соответ-
ственно, дифференциальные операторы 
(32) – (38), (40) – (42) являются обрати-
мыми для подмножества однородных гар-
монических функций степени m.

Теорема 2 доказана.
Оператор (28) и, соответственно, опе-

ратор (39) рассматриваются отдельно. Из 
соотношения Эйлера (15) для однородных 
функций следует, что воздействие опера-
тора (28) на гармоническую однородную 
функцию U эквивалентно ее умножению на 
степень однородности m, так что получать 
с помощью оператора (28) принципиально 
новые однородные гармонические функции 
не представляется возможным. С формаль-
ной точки зрения, при m ≠ 0 этот оператор 
обратим, и поэтому его следует признать 
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оператором Донкина. Однако при m = 0 
результатом действия оператора (28) будет 
нуль, и, если только однородная гармони-
ческая функция V нулевой степени не рав-
на нулю, то у нее нет и быть не может од-
нородного и гармонического прототипа U 
нулевой степени, из которого эту функцию 
можно получить посредством применения 
оператора (28).

Тем не менее, когда V есть однородная 
гармоническая функция нулевой степени, 
то для нее у оператора (28) существуют 
гармонические, но не однородные функ-
ции-прототипы. Такие функции имеют вид

U(x, y, z) = U0(x, y, z) + V(x, y, z) ln(z + r),

где U0(x, y, z) есть однородная функция ну-
левой степени, которая подбирается таким 
образом, чтобы обеспечить гармоничность 
функции U.

Действительно, после подстановки

которую можно использовать в силу того, 
что U0(x, y, z) и V(x, y, z) будут однородны-
ми функциями нулевой степени, условие

x Ux + y Uy + z Uz = V

выполняется автоматически, а для гармо-
ничности функции U(x, y, z) с учетом того, 
что функция W(p, q) удовлетворяет двумер-
ному уравнению Лапласа по причине гар-
моничности функции V(x, y, z), потребу-
ется, чтобы функция H(p,q) удовлетворяла 
двумерному уравнению Пуассона:

у которого заведомо имеются решения.

Упрощенная форма для операторов Донкина

Если предположить, что функция U есть 
однородная функция степени m, которая 
подчиняется дифференциальному соотно-
шению Эйлера (15), то выражения (25) – 
(27) и (36) – (38) упрощаются:

(59)
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(64)

где 2 2 2r x y z= + + .
В этот список не включены операторы 

(28) и (39). При упрощении оператор (28) 
приобретает вид

V(x, y, z) = mU(x, y, z)

и тем самым совпадает с оператором (21) 
(тождественным преобразованием) с точно-
стью до множителя-константы. 

Аналогичным образом оператор (39) 
приобретает вид

и тем самым совпадает с оператором (32) 
(преобразованием Томсона (7)) с точно-
стью до множителя-константы.

Несмотря на очевидные отличия, фор-
мулы (59) – (64) по сути являются уже из-
вестными операторами Донкина, только 
записанными в другой форме. В частности, 
формула (61) совпадает с оператором (16), 
который был исследован в разделе «Пример 
нетривиального оператора Донкина». При 
этом операторы (59) – (64) алгебраически 
отличаются от породивших их операторов 
(25) – (27) и (36) – (38), так что их действие 
на произвольные функции U(x, y, z) будет, 
вообще говоря, другим. Однако примени-
тельно к однородным функциям степени m 
использование операторов (25) – (27), (36) 
– (38) и операторов (59) – (61), (62) – (64) 
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будет приводить к одному и тому же резуль-
тату.

Заключение
Исследование всех возможных пред-

ставлений дифференциальных формул 
Томсона для трехмерных однородных 
гармонических функций, выполненное в 
работах [40, 41], показывает, что с точно-
стью до линейных комбинаций с посто-
янными коэффициентами и, в частности, 
с точностью до умножения на константу, 
других операторов Донкина для трехмер-
ных однородных гармонических функций 
не существует.

Утверждение, высказанное в такой 
сильной форме, требует некоторого разъ-
яснения. Например, можно получить и 
другие соотношения, отличные от по-
лученных ранее, если рассматривать ли-
нейные комбинации с постоянными ко-
эффициентами, составленные из базовых 
соотношений (21) – (31) и (32) – (42), с 
одной и той же степенью однородности 
трансформированной функции. Другая 
возможность – использовать для этой це-
ли упрощенные выражения (59) – (64). 
Следует отметить, что исследованию об-
ратимости линейных комбинаций, состав-
ленных из базовых операторов Донкина 
(21) – (31) и (32) – (42), будет посвящена 
отдельная публикация.

Вместе с тем, кроме упрощенных вы-
ражений (59) – (64), существуют и другие 
эквивалентные формы операторов Донки-
на, например приведенные в предыдущем 
разделе; ведь если прибавить к любой из 
формул (21) – (31) или (32) – (42) соотно-
шение Эйлера (16), умноженное на про-
извольную функцию, то получится новая 
трансформирующая формула с такими же 
свойствами. Следует отметить, что для чи-
стоты эксперимента эта функция должна 
быть однородной по Эйлеру с соответ-
ствующей степенью однородности, иначе 
искусственную аддитивную добавку будет 
слишком легко вычленить из нового вы-
ражения.

Рассмотрим, например, оператор

(65)
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(65)

с произвольными константами a, b и c (в 
нашей статье [41] использован тот же опе-
ратор).

С алгебраической точки зрения, этот 
оператор отличается как от любой из полу-
ченных ранее базовых формул (21) – (31), 
так и от их линейной комбинации с посто-
янными коэффициентами, но при этом до-
пускает представление в виде

(66)

Из этого тождества видно, что факти-
чески оператор (65) ничем не отличается 
от линейной комбинации операторов (59), 
(60) и (61), пока он рассматривается на уз-
ком подмножестве, состоящем из однород-
ных функций степени m.

Если не ограничиваться дифференци-
альными операторами первого порядка, 
то в качестве аддитивных добавок вместо 
соотношения Эйлера (16) можно в равной 
степени использовать трехмерное уравне-
ние Лапласа, а также дифференциальные 
соотношения более высокого порядка, ко-
торые получаются при дифференцировании 
этих дифференциальных уравнений по пе-
ременным x, y или z, умноженные на произ-
вольные функции. Однако, хотя подобные 
формулы могут серьезным образом отли-
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чаться (в алгебраическом смысле) от фор-
мул из полученного ранее списка, все эти 
формулы, по своему действию в качестве 
генераторов новых аналитических выраже-
ний для трехмерных однородных гармони-
ческих функций, будут полностью эквива-
лентны базовым формулам (21) – (31) либо 
их линейным комбинациям с постоянными 
коэффициентами. Указанная связь, однако, 
не всегда является очевидной (см. пример 
в виде выражения (65)). Следует отметить, 
что операторы Донкина не являются в этом 
плане исключением и, в частности, похо-
жие проблемы, касающиеся фактической 
идентичности математических выражений, 
не равных друг другу тождественно в ал-
гебраическом смысле, рассматриваются, 
например, в работах [51 – 54], хотя и на со-
вершенно ином содержательном материале.

Остается нерассмотренной задача о су-
ществовании и нахождении таких формул 
Томсона и таких операторов Донкина для 
однородных гармонических функций, ког-
да аргументы функции U подвергаются за-
мене переменных

x → f(x, y, z), y → g(x, y, z),

z → h(x, y, z).
При этом для частного случая симметри-

зованной замены переменных

x → xφ(x, y, z), y → yφ(x, y, z),

z→ zφ(x, y, z)

(см. наши статьи [40, 41]) общий множи-
тель φ(x, y, z) выносится из-под аргументов 
однородной функции U, и тем самым все 
такие случаи замены переменных совпа-
дают с уже рассмотренным случаем, когда 
аргументы функции U остаются прежними. 
Однако исследование дополнительных ва-
риантов для формул Томсона и операторов 
Донкина, которые могут возникать при ис-
пользовании замены переменных общего 
вида для аргументов функции U, выходит 
за рамки данного исследования.

Примечания

1. Трехмерная гармоническая функция 
общего вида U(x, y, z) полностью опреде-
ляется двумя произвольными функциями 
двух переменных, например, значением 
U(0)(x, y) = U(x, y, 0) функции U(x, y, z) 
вдоль плоскости z = 0 и значением

нормальной производной функции U(x, y, z) 
вдоль плоскости z = 0.

Это следует из того факта, что решение 
такой задачи Коши для трехмерного урав-
нения Лапласа однозначным образом нахо-
дится (по крайней мере, в окрестности пло-
скости z = 0) с помощью ряда Шерцера по 
переменной z:

(67)

где коэффициенты перед степенями пере-
менной z выражаются однозначным обра-
зом через функции U(0), U(n) и их частные 
производные, поскольку функция U обяза-
на удовлетворять уравнению Лапласа.

Для получения трехмерной однород-
ной гармонической функции степени m 
необходимо и достаточно, чтобы функции 
U(0) (x,y) =U(x, y, 0) и

были однородными по Эйлеру со степеня-
ми однородности m и m – 1 (достаточность 
следует из формулы (67) и того факта, что 
частные производные однородных функ-
ций U(0)(x, y) и U(n)(x, y) сами являются од-
нородными функциями соответствующей 
степени [17, 18]). Однако однородная по 
Эйлеру функция двух переменных задается 
с помощью произвольной функции одной 
переменной, как это следует из ее представ-
ления в следующем виде [17, 18]:

f(x, y) = xkg(y/x).

Тем самым трехмерные однородные 
функции однозначным образом определя-
ются через две произвольные функции все-
го лишь одного вещественного переменно-
го, в отличие от трехмерных гармонических 
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функций общего вида.
2. Неудобным моментом процесса, опи-

санного во введении, с помощью которого 
есть возможность вычислить любую одно-
родную гармоническую функцию с цело-
численными степенями однородности, вы-
ступает тот факт, что одна и та же трехмер-
ная однородная гармоническая функция 
может получаться многократно из разных 
двумерных гармонических прототипов. 
Формулы Донкина (5), (6) в этом плане го-
раздо более удобны для пользователя, так 
как устанавливают взаимно-однозначное 
соответствие между трехмерными однород-
ными и гармоническими функциями V0 и 
V–1 и двумерными гармоническими функ-
циями H. Процедура же однородного гар-
монического дифференцирования (точнее, 
интегрирования) по переменным x, y и z 
подобным полезным свойством не обла-
дает, поскольку прототип U для заданной 
функции V восстанавливается с некоторой 
свободой выбора [44, 46].

3. Из уравнения (10) следует, что при той 
же самой сферической функции u(θ,φ), для 
которой однородная функция

V(x, y, z) = rmu(θ,φ)

будет гармонической, однородная функция

V(x, y, z) = r –m – 1u(θ, φ)

также будет гармонической.
Это связано с тем, что при замене m → 

(–m – 1) произведение m (m + 1) в уравне-
нии (10) для сферической функции u(θ, φ), 
которое, собственно, и обеспечивает гармо-
ничность функции V, не меняется. Данный 
факт можно рассматривать как еще одно 
доказательство гармоничности преобразо-
вания Томсона (7) для однородных функ-
ций, поскольку

Вычисления, приведенные в данной ра-
боте, выполнены с помощью программы 
Wolfram Mathematica [55].

Работа частично выполнена в рамках НИР 
0074-2019-0009, входящей в состав государ-
ственного задания № 075-00780-19-02 Мини-
стерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ДОНКИНА 
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Данная работа продолжает изучение операторов Донкина для однородных 
гармонических функций. Ранее был получен базисный список таких операторов первого 
порядка для трехмерных гармонических функций. Задача настоящего исследования 
– доказать, что любые линейные комбинации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных операторов Донкина, – тоже операторы Донкина. Ввиду 
того, что свойство обратимости есть фундаментальный признак таких операторов, 
и поскольку из обратимости каждого из линейных дифференциальных операторов 
по отдельности не следует автоматически обратимость их линейной комбинации, 
указанное утверждение является нетривиальным и требует строгого доказательства. Оно 
представлено в данной статье.

Ключевые слова: электростатическое поле, магнитостатическое поле, скалярный 
потенциал, однородная функция, гармоническая функция
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The work continues the study of the Donkin’s operators for homogeneous harmonic func-

tions. Previously, a basic list of such first-order operators for three-dimensional harmonic 
functions was obtained. The objective of this study is to prove that any linear combinations with 
constant coefficients made up of the Donkin’s basic operators are again Donkin’s operators. 
Since the reversibility property is fundamental for such operators, and since the reversibility 
of each of the linear differential operators taken separately does not automatically imply the 
reversibility of their linear combination, this statement is nontrivial and requires a strict proof. 
This proof has been given in this paper.
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Постановка задачи

Данная публикация является прямым 
продолжением работ [1 – 3], посвященных 
исследованию преобразований Томсона и 
операторов Донкина для трехмерных гар-
монических (т. е. удовлетворяющих урав-
нению Лапласа) функций, однородных по 
Эйлеру.

Электрическое или магнитное поле на-
зывается однородным по Эйлеру со степе-
нью однородности, равной k, если напря-
женность электрического поля E и/или ин-
дукция магнитного поля B удовлетворяют 
тождествам

в каждой точке пространства.
Как правило, такие поля характеризу-

ются скалярными потенциалами U(x, y, z), 
представляющими собой однородные (точ-
нее, положительно однородные, то есть при 
λ > 0) по Эйлеру функции в смысле, кото-
рый придается этому термину в классиче-
ском математическом анализе [4, 5]:

Более подробно вопрос об однородности 
скалярных и векторных потенциалов для 
полей, однородных по Эйлеру, исследуется 
в работе [6]. Важно, что для дифференциру-
емых функций U, которые являются одно-
родными (по Эйлеру) степени k, в каждой 
точке пространства выполняется диффе-
ренциальное соотношение Эйлера для од-
нородных функций [4, 5]:

(1)

Данное соотношение является и необ-
ходимым, и достаточным. Это включает 
следующие утверждения:

а) если функция будет однородной со 
степенью однородности k и при этом всю-
ду дифференцируемой, то для нее в каждой 
точке пространства выполнено равенство 
(1);

б) если для всюду дифференцируемой 
функции в каждой точке пространства 
выполнено равенство (1), то она является 
однородной по Эйлеру, со степенью одно-
родности, равной k.

Утверждение а) имеет силу при диффе-
ренцировании тождества

( ) ( )
( ) ( )

1

1

0 : , , , , ,

0 : , , , ,

k

k

x y z x y z

x y z x y z

−

−

∀λ > λ λ λ ≡ λ

∀λ > λ λ λ ≡ λ

E E

B B

( ) ( )0 : , , , , .kU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ

0.U U Ux y z kU
x y z

∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂

U(λx, λy, λz) – λk U(x, y, z) = 0

по параметру λ в точке λ = 1. Изящное до-
казательство утверждения б) можно найти, 
например, в книге [4].

Строгие определения терминов «преоб-
разование Томсона» и «оператор Донки-
на» приводятся в статье [3] этого выпуска 
журнала и поэтому здесь не дублируются. 
Следует, однако, подчеркнуть принципи-
альную разницу между преобразованиями 
Томсона и операторами Донкина: преоб-
разования Томсона гарантируют гармонич-
ность и однородность функции, получае-
мой на выходе, но, в отличие от операторов 
Донкина, не гарантируют обратимость пре-
образоввания. Операторы же Донкина об-
ратимы в том смысле, что для любой одно-
родной гармонической функции найдется 
функция-прототип (также однородная и 
гармоническая), из которой с помощью рас-
сматриваемого оператора получается задан-
ная однородная гармоническая функция.

Термин «преобразование Томсона» ис-
пользуется, чтобы не смешивать рассматри-
ваемые здесь линейные дифференциальные 
операторы общего вида с оригинальной 
алгебраической формулой Томсона (пре-
образованием Кельвина) [9 – 16]. Формула 
Томсона трансформирует трехмерные гар-
монические функции в новые трехмерные 
гармонические функции в соответствии с 
правилом

(2)

где 2 2 2r x y z= + +  (здесь и далее).
Дополнительно к тому, что формула (2) 

преобразует трехмерные гармонические 
функции U общего вида в новые трехмер-
ные гармонические функции V (это мож-
но проверить с помощью прямой подста-
новки), она также преобразует однородные 
функции U степени k в новые однородные 
функции V степени (–k – 1). Для однород-
ных функций общий множитель 1/r2 в фор-
муле (2) может быть вынесен из-под знака 
функции, так что формулу (2) можно запи-
сать в упрощенном виде как

(3)

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=
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Однородность математического выраже-
ния (3) очевидна, а его гармоничность для 
гармонических и однородных функций U 
следует из равенства (см. [17, 18 (приложе-
ние Б к главе 1)]):

(4)

которое выполнено для любых функций 
вида

V(x, y, z) = rmU(x, y, z)

с произвольным показателем степени m, 
для произвольного параметра k и при про-
извольной функции U.

Однако преобразование (3) больше не бу-
дет преобразовывать гармонические функ-
ции общего вида в новые гармонические 
функции; гармоничность выражения (3) га-
рантируется только для тех гармонических 
функций, которые будут однородными по 
Эйлеру со степенью однородности, равной 
k (т. е. которые удовлетворяют дифферен-
циальному соотношению Эйлера (1)). 

Из результатов, опубликованных в ста-
тьях [1 – 3], следует, что полный список 
элементарных преобразований Томсона 
для однородных гармонических функций 
степени k, когда преобразование Томсона 
имеет вид линейного дифференциального 
оператора первого порядка, состоит из сле-
дующих выражений:

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

( )
( )

( )

2

2

2

2 1 ,

m
xx yy zz xx yy zz

m
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m

V V V r U U U

mr xU yU zU kU

m m k r U

−

−

+ + ≡ + + +

+ + + − +

+ + +

( ) ( ), , , , ,V x y z U x y z=

( ) ( ), , , , ,xV x y z U x y z=

( ) ( ), , , , ,yV x y z U x y z=

( ) ( ), , , , ,zV x y z U x y z=

( )
( ) ( ) ( )2

, ,

2 1 , , , , ,x

V x y z

k xU x y z r U x y z

=

= + −

( )
( ) ( ) ( )2

, ,

2 1 , , , , ,y

V x y z

k yU x y z r U x y z

=

= + −

( )
( ) ( ) ( )2

, ,

2 1 , , , , ,z

V x y z

k zU x y z r U x y z

=

= + −

(12)

(13)

 
(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

 (23)

(24)

где нижние индексы x, y, и z обозначают 
частные производные по соответствующим 
переменным.

В статье [3] показано, что каждое из эле-
ментарных преобразований (5) – (24), если 

( ) ( ) ( ), , , , , , ,x yV x y z yU x y z xU x y z= −
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его рассматривать отдельно, будет обрати-
мым на множестве однородных гармониче-
ских функций, т. е. является базисным опе-
ратором Донкина.

Очевидно, что любая линейная комби-
нация с постоянными коэффициентами, 
составленная из базисных формул (5) – 
(24), соответствующих одной и той же сте-
пени однородности, будет преобразовывать 
однородные гармонические функции в но-
вые однородные гармонические функции и 
тем самым будет принадлежать классу пре-
образований Томсона. Однако обратимость 
таких преобразований на подмножестве 
однородных гармонических функций с со-
ответствующей степенью однородности не 
очевидна и требует изучения.

Задача данного исследования состоит в 
том, чтобы установить, являются ли линей-
ные суперпозиции с постоянными коэффи-
циентами, составленные из элементарных 
операторов Донкина (5) – (24), композит-
ными операторами Донкина в смысле дан-
ных ранее определений.

Связь между трехмерными однородными 
гармоническими функциями 

и двумерными эллиптическими уравнениями

Для дальнейших выкладок потребуется 
переход от трехмерных однородных гар-
монических функций к двумерным функ-
циям, которые удовлетворяют некоторым 
вспомогательным двумерным эллиптиче-
ским уравнениям. Этот прием представляет 
отдельный научный интерес, поэтому рас-
смотрим его подробнее.

Для трехмерных гармонических функ-
ций нулевой степени и степени –1 имеются 
формулы Донкина [7, 8, 19 – 24]:

(25)

(26)

которые устанавливают взаимно-однознач-
ное соответствие между решениями H(p, q) 
двумерного уравнения Лапласа

Hpp + Hqq = 0

и трехмерными однородными гармониче-
скими функциями со степенями однород-
ности 0 и –1. По аналогии, любую одно-
родную функцию U(x, y, z) степени m с 
помощью замены координат Донкина

( )

( )

0

1

, , , ,

1, , , ,

x yV x y z H
z r z r

x yV x y z H
r z r z r−

 =  + + 
 =  + + 

(27)

можно выразить в виде

(28)

Эта запись есть слегка модифицирован-
ная форма универсального представления

для однородных функций степени k [4, 5].
Для того чтобы функция (28) была гар-

монической (удовлетворяла трехмерному 
уравнению Лапласа), необходимо и доста-
точно, чтобы функция F(p, q) удовлетворя-
ла двумерному эллиптическому дифферен-
циальному уравнению в частных произво-
дных:

(29)

Подстановки (28), (34) являются взаим-
но-однозначными. Здесь подразумевается 
следующее:

а) если U(x, y, z) есть однородная гар-
моническая функция степени m, то суще-
ствует такая функция F(p, q), с помощью 
которой функцию U можно представить в 
виде (28), причем функция F обязана будет 
подчиняться уравнению (34);

б) если функция F(p, q) подчиняется 
уравнению (34), то функция U(x, y, z), вы-
численная в соответствии с правилом (28), 
будет однородной гармонической функци-
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ей степени m;
в) разным функциям U(x, y, z) соответ-

ствуют разные функции F(p, q) и наоборот. 
Например, если требуется проанализиро-
вать дифференциальное соотношение меж-
ду однородной гармонической функцией 
U(x, y, z) степени m и однородной гармо-
нической функцией V(x, y, z) степени k, то 
подстановка

(30)

(31)

позволяет без потери общности свести за-
дачу к анализу дифференциального соотно-
шения между функциями двух переменных 
F(p, q) и G(p, q), которые подчиняются 
уравнениям

(32)

(33)

Подстановка (28) не является единствен-
но возможной. В равной степени можно 
использовать подстановки

(34)

(35)
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(36)

и так далее.
Выбор, какую именно подстановку 

следует использовать для решения конкрет-
ной задачи, определяется удобством ма-
нипулирования тем или иным двумерным 
эллиптическим уравнением в частных про-
изводных с точки зрения рассматриваемой 
задачи, а также эстетическими предпочте-
ниями исследователя.

Полные системы уравнений 
в частных производных первого порядка

Теорема, рассматриваемая в этом раз-
деле, используется как вспомогательная 
(лемма) для доказательства основной тео-
ремы об обратимости линейных суперпози-
ций базисных операторов Донкина с общей 
степенью однородности; она приводится в 
следующем разделе.

Пусть имеются m функций f1, f2, …, fm, 
зависящих от n переменных x1, x2, …, xn. 
Рассмотрим систему из mn уравнений в 
частных производных, у которой в левой 
части используются все возможные частные 
производные первого порядка от функций 
f1, f2, …, fm, по переменным x1, x2, …, xn, а 
в правой находятся непрерывно дифферен-
цируемые функции k

iΦ , зависящие от неиз-
вестных функций f1, f2, …, fm и независимых 
переменных x1, x2, …, xn:

(37)

Будем считать, что как функции 
f1, f2, …, fm, так и функции 1 1

1 2, , , m
nΦ Φ Φ  

являются непрерывно дифференцируемы-
ми столько раз, сколько необходимо для 
безопасного выполнения последующих 
операций дифференцирования и для спра-
ведливости соответствующих теорем о су-
ществовании и единственности решения 
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системы уравнений. Смешанные частные 
производные непрерывно дифференцируе-
мых функций f1, f2, …, fm по переменным 
x1, x2, …, xn не зависят от порядка диффе-
ренцирования:

(38)

Из тождества (38) следуют условия, ко-
торым необходимым образом должны удов-
летворять правые части уравнений (37) и 
которые должны быть выполнены, если у 
системы уравнений (37) имеется непустое 
множество решений:

(39)

При этом возможны следующие вариан-
ты:

а) все условия, выраженные формулой  
(39), тождественно равны нулю;

б) среди условий (39) имеется одно 
или несколько алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных функций 
f1, f2, …, fm, которые не равны тождественно 
нулю и которые совместимы друг с другом, 
так что некоторые из функций f1, f2, …, fm 
можно алгебраически выразить через остав-
шиеся функции и независимые переменные 
x1, x2, …, xn;

в) среди условий (39) имеется одно 
или несколько алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных функций 
f1, f2, …, fm, которые не равны тождественно 
нулю и которые совместимы друг с другом, 
так что все функции f1, f2, …, fm можно вы-
разить алгебраически через независимые 
переменные x1, x2, …, xn;

г) среди условий (39) имеются алгебра-
ические уравнения относительно неизвест-
ных функций f1, f2, …, fm, которые не совме-
стимы друг с другом;

д) среди условий (39) найдется алгебра-
ическое соотношение, не равное тожде-
ственно нулю и не содержащее неизвестные 
функции f1, f2, …, fm, которое устанавливает 
алгебраическую связь между независимыми 
переменными x1, x2, …, xn.

Фактически условия г) и д) можно объ-

, 1, 2, , , 1, 2, , ;i j n k m= = 

.k k

i j j i

f f
x x x x

   ∂ ∂∂ ∂
≡    ∂ ∂ ∂ ∂  
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1

0.
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 ∂Φ ∂Φ ∂Φ
= Φ + + Φ + −  ∂ ∂ ∂ 

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ
− Φ + + Φ + =  ∂ ∂ ∂ 

единить в один и тот же класс вариантов. 
Несовместимость между собой условий (39) 
означает, что после того, как с помощью 
подмножества совместимых между собой 
условий (39) некоторые или все функции 
f1, f2, …, fm будут алгебраически выражены 
через оставшиеся функции и независи-
мые переменные x1, x2, …, xn и подставле-
ны в оставшиеся уравнения, образуется, по 
крайней мере, одно алгебраическое уравне-
ние, не равное тождественно нулю, которое 
устанавливает алгебраическую связь между 
независимыми переменными x1, x2, …, xn. 
Точно так же алгебраическое соотноше-
ние, не содержащее неизвестные функции 
f1, f2, …, fm и устанавливающее алгебраиче-
скую связь между независимыми перемен-
ными x1, x2, …, xn, может рассматриваться 
как алгебраическое уравнение относи-
тельно неизвестных функций f1, f2, …, fm, не 
совместимое с остальными алгебраически-
ми уравнениями.

Очевидно, что в случаях г) либо д) систе-
ма уравнений (37) решений иметь не может.

В случае в) из полученных алгебраиче-
ских уравнений можно найти неизвестные 
функции f1, f2, …, fm, подставить их в систе-
му (37) и либо убедиться, что найденные 
функции f1, f2, …, fm действительно удовлет-
воряют уравнениям (37), либо убедиться, 
что у системы уравнений (37) решений нет.

Точно так же в случае б). После того, как 
некоторые из функций f1, f2, …, fm алгебраи-
чески выражены через оставшиеся функции 
и независимые переменные x1, x2, …, xn, их 
можно подставить в уравнения (37); затем 
либо получить полную систему дифферен-
циальных уравнений вида (37) относительно 
меньшего числа неизвестных функций, 
либо, кроме дифференциальных уравне-
ний, получить еще и новые алгебраические 
соотношения для неизвестных функций. 
Это позволит продолжить процесс алгебра-
ического исключения функций f1, f2, …, fm 
из системы уравнений (37). В частности, 
если будет получено отличное от нуля ал-
гебраическое выражение, не содержащее 
неизвестные функции f1, f2, …, fm, а только 
независимые переменные x1, x2, …, xn, то 
это будет означать, что у системы уравне-
ний (37) решений не существует.

Наконец, в случае а), когда все условия 
(39) тождественно равны нулю, система 
тождественно выполненных равенств (39) 
оказывается не только необходимым, но и 
достаточным условием для существования 
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решений у системы уравнений (37).
Лемма 1. Если все соотношения (39) тож-

дественно равны нулю, то у полной системы 
уравнений (37) имеются решения, причем эти 
решения определены с точностью до m кон-
стант c1, c2, …, cm, выбираемых произвольным 
образом.

Доказательство этой леммы можно най-
ти в книге [25] (см. там гл. IV).

Случай, когда система дифференциаль-
ных уравнений в частных производных не 
является полной (для каких-то частных 
производных от неизвестных функций 
уравнения не заданы), будет гораздо более 
сложным для анализа. Соответствующую 
теорию можно найти в книгах [26 – 29].

Обратимость линейных комбинаций 
базисных операторов Донкина

Исследуем обратимость линейных ком-
бинаций с постоянными коэффициента-
ми, составленными из формул (5) – (14) и 
(15) – (24) с одинаковой степенью одно-
родности для выходной функции. Перечис-
ленные ниже группы элементарных преоб-
разований из списка (5) – (24) преобразуют 
однородные гармонические функции сте-
пени m в однородные гармонические функ-
ции одинаковой степени:

1) формулы (5), (12) – (14) преобразуют 
однородную функцию степени m в новую 
однородную функцию степени m;

2) формулы (6) – (8) преобразуют одно-
родную функцию степени m в новую одно-
родную функцию степени m – 1;

3) формулы (9) – (11) преобразуют одно-
родную функцию степени m в новую одно-
родную функцию степени m + 1;

4) формулы (15), (22) – (24) преобразуют 
однородную функцию степени m в новую 
однородную функцию степени –m – 1;

5) формулы (16) – (18) преобразуют од-
нородную функцию степени m в новую од-
нородную функцию степени –m;

6) формулы (19) – (21) преобразуют од-
нородную функцию степени m в новую од-
нородную функцию степени –m – 2. 

Эти правила определяют, какие именно 
формулы из списка (5) – (24) могут объе-
диняться в одной линейной комбинации с 
постоянными коэффициентами, чтобы на 
выходе получилась однородная гармониче-
ская функция.

Теорема. Линейные комбинации с посто-
янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (5), (12) – 

(14), либо из базисных операторов Донкина 
(6) – (8), либо из базисных операторов Дон-
кина (9) – (11), либо из базисных операто-
ров Донкина (15), (22) – (24), либо из ба-
зисных операторов Донкина (16) – (18), либо 
из базисных операторов Донкина (19) – (21), 
являются обратимыми на подмножествах 
однородных гармонических функций соответ-
ствующих степеней.

Доказательство распадается на серию 
независимых доказательств для каждой из 
групп базисных операторов Донкина по от-
дельности.

Лемма 2. Линейные комбинации с посто-
янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (6) – (8) для 
степени однородности m – 1, являются обра-
тимыми на подмножестве однородных гармо-
нических функций степени m – 1.

Дока з а т ельс тво . Линейная комбина-
ция с постоянными коэффициентами фор-
мул (6) – (8) имеет вид

L[U] = aUx + bUy + cUz

и соответствует дифференцированию функ-
ции U по фиксированному направлению 
(a, b, c). При коэффициентах, одновремен-
но не равных нулю, она является операто-
ром Донкина в соответствии с данным ра-
нее определением.

Для доказательства достаточно приме-
нить поворот системы координат относи-
тельно начала координат, при котором не-
нулевой вектор (a, b, c) совпадет с одной из 
координатных осей, и воспользоваться те-
оремой о дифференцировании однородных 
гармонических функций [23, 30]:

а) поворот относительно начала коорди-
нат сохраняет и однородность, и гармонич-
ность заданной функции V;

б) оператор дифференцирования по од-
ной из новых координатных осей есть ба-
зисный оператор Донкина, поэтому у пре-
образованной однородной и гармоничной 
функции V найдется однородный и гармо-
ничный прототип U;

в) обратный поворот относительно нача-
ла координат возвращает систему коорди-
нат и функцию V к прежнему состоянию, 
а также сохраняет гармоничность и одно-
родность у преобразованной функции U, 
одновременно устанавливая между этими 
функциями связь, т. е.

( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, , , ,
x

y z

V x y z aU x y z

bU x y z cU x y z

= +

+ +
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Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Линейные комбинации с посто-

янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (9) – (11) для 
степени однородности m + 1, либо из ба-
зисных операторов Донкина (16) – (18) для 
степени однородности –m, либо из базисных 
операторов Донкина (19) – (21) для степени 
однородности –m – 2, являются обратимы-
ми на подмножествах однородных гармони-
ческих функций соответствующих степеней.

Доказ а т ельс тво . Данное утвержде-
ние следует из тесной связи, устанавлива-
емой посредством формулы Томсона (3) 
между этими операторами и операторами 
дифференцирования (6) – (8), для которых, 
как только что было показано, линейные 
комбинации с постоянными коэффициен-
тами будут обратимыми преобразованиями 
однородных гармонических функций.

Действительно, обратимость линей-
ных комбинаций, составленных из формул 
(16) – (18), следует из обратимости линей-
ных комбинаций, составленных из формул 
(6), (8), и того факта, что формула Томсона 
(3) является обратимой (повторное приме-
нение формул (2), (3) возвращает функцию 
к исходному виду). Точно так же линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(19) – (21), будут обратимыми тогда и толь-
ко тогда, когда обратимыми будут линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(9) – (11). Последние, по сути, являются 
продуктом последовательного примене-
ния преобразования (3), преобразований 
(6) – (8) и еще одного преобразования (3). 
Например, доказательство обратимости ли-
нейных комбинаций, составленных из фор-
мул (9) – (11), выглядит следующим обра-
зом:

а) у заданной однородной гармонической 
функции V(x, y, z) степени m + 1 имеется 
однородный и гармонический прототип 
V*(x, y, z) степени –m – 2, из которого, в 
соответствии с формулой Томсона (3), эта 
функция вычисляется как

б) у однородной гармонической функ-
ции V*(x, y, z) степени –m – 2 имеется од-
нородный и гармонический прототип U*(x, 
y, z) степени –m – 1, из которого ее можно 
получить посредством дифференцирова-
ния по фиксированному направлению (a, 
b, c):

( ) ( )* 2 3, , , , ;mV x y z V x y z r +=

где не все коэффициенты a, b, c равны 
нулю;

в) у однородной гармонической функ-
ции U*(x, y, z) степени –m – 1 имеется 
однородный и гармонический прототип 
U(x, y, z) степени m, из которого, в со-
ответствии с формулой Томсона (3), ее 
можно вычислить как

В таком случае однородная гармониче-
ская функция U(x, y, z) степени m оказы-
вается функцией-прототипом, из которой 
посредством преобразования 

(40)

получается исходная однородная гармони-
ческая функция V(x, y, z) степени m + 1.

Отметим, что преобразование (40) пред-
ставляет собой суперпозицию преобразова-
ний в) + б) + а), в чем легко убедиться с 
помощью прямого вычисления указанной 
суперпозиции.

Следовательно, линейная комбинация 
(40), составленная из базисных операторов 
Донкина (9) – (11), снова является опера-
тором Донкина, если не все коэффициенты 
a, b, c равны нулю.

Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Линейные комбинации с посто-

янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (5), (12) – (14) 
для степени однородности m, либо из базис-
ных операторов Донкина (15), (22) – (24) 
для степени однородности –m – 1, являются 
обратимыми на подмножествах однородных 
гармонических функций соответствующих 
степеней.

Доказ а т ельс тво . Из-за обратимо-
сти формулы Томсона (3) линейные ком-
бинации, составленных из формул (15), 
(22) – (24), будут обратимыми тогда и толь-
ко тогда, когда обратимыми будут линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(5), (12) – (14).

Исследуем обратимость линейной ком-
бинации с постоянными коэффициентами, 
составленной из формул (5), (12) – (14):

( ) ( )
( ) ( )

* *

* *

, , , ,

, , , , ,
x

y z

V x y z aU x y z

bU x y z cU x y z

= − −

− −

( ) ( )* 2 1, , , , .mU x y z U x y z r +=

( ) ( )( )
( ) ( )(
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, , 2 1
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, , , ,
x

y z

V x y z m ax by cz
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= + + + ×

× − +

+ +
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(41)

где a, b, c, e – константы, не все из кото-
рых равны нулю.

Без ограничения общности можно счи-
тать, что либо a ≠ 0, либо b ≠ 0, либо с ≠ 0 
(если a = b = c = 0, то комбинированный 
оператор (41) превращается в базисный 
оператор (5), обратимость которого оче-
видна). Это требование необходимо, чтобы 
выражение

2apq – b(1 + p2 – q2) + 2cq,

на которое потребуется делить в дальней-
шем, не обращалось тождественно в нуль.

После подстановки (30), (31) при k = m в 
линейную комбинацию (41) и в уравнения 
Лапласа, для функций U и V получаем пе-
реопределенную систему дифференциаль-
ных уравнений в частных производных:

(42)

(43)

которую надо исследовать на предмет су-
ществования решений для неизвестной 
функции F, при условии, что функция G 
известна и удовлетворяет уравнению

(44)

Введем в рассмотрение новую неизвест-
ную функцию R(p, q) с помощью подста-
новки

(45)

Из уравнения (43), с учетом соотноше-
ния (45), можно выразить производную

( ) ( )
( ) ( )
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(46)

где

Из условия равенства смешанных произ-
водных, т. е.

получаем дополнительное линейное соот-
ношение, которому должны удовлетворять 
производные ∂R/∂p и ∂R/∂q.

Из условия (45), после дифференци-
рования по q, можно найти производную 
∂2F/∂q2, а из условия (46), после дифферен-
цирования по p, –производную ∂2F/∂p2 в 
виде алгебраических выражений, содержа-
щих F, R, ∂R/∂p и ∂R/∂q. Тогда уравнение 
(42) позволяет сконструировать еще одно 
независимое линейное соотношение, кото-
рому должны удовлетворять производные 
∂R/∂p и ∂R/∂q.

Из этих соотношений можно найти про-
изводные ∂R/∂p и ∂R/∂q как функции от 
F(p,q), R(p,q), G(p,q), частных производных 
первого порядка ∂G(p,q)/∂p и ∂G(p,q)/∂q, 
независимых переменных p, q и констант 
a, b, c, e.

В итоге получилась полная система 
дифференциальных уравнений, описанная 
в разделе «Полные системы уравнений в 
частных производных первого порядка», с 
неизвестными функциями F(p, q), R(p, q) и 
независимыми переменными p, q (функция 
G(p, q) считается известной). Можно убе-
диться, что при условии, что функция G(p, 
q) удовлетворяет уравнению (44), для по-
лученной полной системы дифференциаль-
ных уравнений, условия (39) ее разрешимо-
сти тождественно равны нулю.

Следовательно, полученная полная 
система дифференциальных уравнений 
в частных производных имеет решение 
(определенное с точностью до двух произ-
вольных констант). Поэтому преобразова-
ние однородных гармонических функций 
(41) является обратимым на множестве од-
нородных гармонических функций, а ли-
нейный дифференциальный оператор (41) 
оказывается оператором Донкина при лю-
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бых константах a, b, c, e, не равных одно-
временно нулю.

Лемма 4 доказана.
Теорема полностью доказана.

Особый случай
В нашей статье [2] рассматривается вы-

рожденный случай преобразования Томсо-
на U(x, y, z) → V(x, y, z) для однородных 
гармонических функций, когда функции 
U(x, y, z) и V(x, y, z) имеют степени од-
нородности 0 или –1. Этот случай не вхо-
дит в список элементарных преобразований 
Томсона, представленный выше, и должен 
рассматриваться отдельно. В этом разделе 
исследуется обратимость преобразования 
Томсона, соответствующего указанному 
случаю.

Для вырожденного случая преобразова-
ния Томсона, согласно формулам Донкина 
(25), (26), функции U(x, y, z) и V(x, y, z) 
можно представить в виде

(47)

(48)

(49)

(50)

где функции F(p, q) и G(p, q) удовлетворя-
ют двумерному уравнению Лапласа. 

Связь между функциями F(p, q) и G(p, q) 
устанавливается с помощью линейного 
дифференциального соотношения первого 
порядка:

(51)
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G p q F p q

F p q F p q
v p q w p q

p q

= λ +

∂ ∂
+ +

∂ ∂

где λ – произвольная вещественная кон-
станта, а функции v(p, q) и w(p, q) удов-
летворяют соотношениям Коши – Римана:

vp = wq, vq = –wp,

т. е. представляют собой вещественную и 
мнимую части некоторой аналитической 
функции комплексного переменного [31 – 
34] (и тем самым каждая из этих функций 
удовлетворяет двумерному уравнению Ла-
пласа).

Линейные комбинации с постоянными 
коэффициентами, составленные из выра-
жений вида (51) с разными константами λk 
и разными функциями vk (p, q) и wk (p, q), 
но с одной и той же гармонической функ-
цией F(p, q), очевидным образом снова 
будут выражениями вида (51) при констан-
тах λ, выбранных надлежащим образом, и 
функциях v(p, q) и w(p, q), удовлетворящих 
соотношениям Коши – Римана.

Физический смысл формулы (51) вполне 
нагляден. Если функция F(p, q) будет гар-
монической, то ее можно рассматривать как 
вещественную часть аналитической функ-
ции комплексного переменного s = p + iq:

f(s) = f(p + iq) = F(p, q) + i ( )ˆ , ;F p q

здесь функции F(p, q) и ( )ˆ ,F p q  связаны 
соотношениями Коши – Римана:

Fp = ˆ ,qF  Fq = – ˆ .pF

Следует отметить, что соотношения 
Коши – Римана, рассматриваемые как пол-
ная система дифференциальных уравнений 
в частных производных относительно не-
известной функции ( )ˆ ,F p q  (при заданной 
функции F(p, q)), в соответствии с теоремой 
из раздела «Полные системы уравнений в 
частных производных первого порядка», га-
рантированно имеет решение с точностью 
до произвольной аддитивной константы, 
когда F(p, q) удовлетворяет уравнению Ла-
пласа.

Возвращаясь к обсуждению физиче-
ского смысла формулы (51), утверждаем, 
что аналогичным образом аналитической 
функцией комплексного переменного будет 
функция

u(s) = u(p + iq) = v(p, q) + iw(p, q),

когда функции v(p, q) и w(p, q) связаны со-
отношениями Коши – Римана.
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В таком случае выражение
λf(s) + u(s) df(s)/ds

является аналитической функцией ком-
плексного переменного, а ее вещественная 
часть, совпадающая с правой частью фор-
мулы (51), обязана быть гармонической 
функцией (удовлетворять двумерному урав-
нению Лапласа).

Также можно проверить с помощью пря-
мой подстановки, что функция (51) будет 
гармонической функцией, когда функция 
F – гармоническая:

(52)

Линейные комбинации с постоянными 
коэффициентами, составленные из выра-
жений вида (51), очевидным образом снова 
будут выражениями вида (51) при констан-
тах λ, выбранных надлежащим образом, и 
функциях v(p, q) и w(p, q), удовлетворяю-
щих соотношениям Коши – Римана.

Поскольку частные производные от 
функции F по p и q можно с помощью 
формул (47) – (49) или (50) выразить через 
частные производные от функции U по x 
и y, соотношение (51) между функциями F 
и G порождает линейное дифференциаль-
ное соотношение между функциями U и V, 
которое тем самым будет являться преоб-
разованием Томсона для рассматриваемых 
однородных функций U и V.

В случае, когда соотношение (51) будет 
обратимым, получаемое преобразование 
Томсона для однородных гармонических 
функций будет также обратимым, т. е. бу-
дет оператором Донкина.

Как уже было отмечено, когда функция 
F(p, q) удовлетворяет двумерному уравне-
нию Лапласа, ее можно рассматривать как 
вещественную часть некоторой аналитиче-
ской функции комплексного переменного:

(53)

где вещественная часть F(p, q) и мнимая 
часть ( )ˆ ,F p q  связаны соотношениями 
Коши – Римана: ˆ ˆ, .p q q pF F F F= = −

Соответственно, и функцию G(p, q) так-
же можно рассматривать как вещественную 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2 2 0.

pp qq pp qq

pp qq p pp qq q
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+ + + + =

( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , ,f s f p iq F p q iF p q= + = +

часть некоторой аналитической функции 
комплексного переменного:

(54)

где вещественная часть G(p, q) и мнимая 
часть ( )ˆ ,G p q  вычисляются по формулам

(55)

Можно убедиться, что функции (55) свя-
заны между собой соотношениями Коши – 
Римана:

Соотношения (55) для вещественной и 
мнимой частей функции g(s) эквивалентны 
обыкновенному дифференциальному урав-
нению первого порядка для аналитических 
функций комплексного переменного [35]:

(56)

где

u(s) = u(p + iq) = v(p, q) + iw(p, q).

Уравнение (56), рассматриваемое на 
комплексной плоскости относительно не-
известной функции f(s) при заданной функ-
ции g(s), имеет решение

(57)

где С – произвольная комплексная кон-
станта.

Для формулы (57) существенно, что ин-
теграл от аналитической функции на ком-
плексной плоскости не зависит от пути 
интегрирования (для чего, возможно, по-
требуется добавить к комплексной плоско-
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сти разрезы, устраняющие особые точки 
подынтегральных функций и обеспечиваю-
щие односвязность полученной области), а 
результатом интегрирования является ана-
литическая функция [35]. Поэтому диффе-
ренциальное соотношение (51) будет обра-
тимым для подмножества двумерных гар-
монических функций, если u(s) ≠ 0 (либо 
при u(s) = 0, если λ ≠ 0).

Следовательно, преобразования Томсо-
на, порождаемые для однородных гармо-
нических функций (47) – (49) или (50) с 
помощью соотношений (51), являются опе-
раторами Донкина, если только не обра-
щаются в нуль сразу все коэффициенты в 
формуле (51).

Вырожденные линейные комбинации
До сих пор рассматривались операторы 

Донкина, которые, хотя и содержат в не-
которых случаях в явном виде степень од-
нородности в качестве параметра, могут 
применяться к однородным гармоническим 
функциям любых степеней. В этом разде-
ле исследуется возможность существования 
вырожденных случаев, которые работают 
лишь для какой-то одной степени однород-
ности и не могут быть обобщены на произ-
вольную степень однородности.

Действительно, при некоторых значе-
ниях m степени однородности формул из 
списков (5) – (14) и (15) – (24) могут пе-
ресекаться и, следовательно, эти формулы 
допустимо объединять в одной и той же 
линейной комбинации с постоянными ко-
эффициентами. Такие комбинации могут 
отличаться от линейных комбинаций обще-
го вида, рассмотренных в разделе «Особый 
случай». Приведем такие значения m.

1. Если m = –1/2, то у операторов (5), 
(12) – (15), (22) – (24) будет одинаковая 
степень однородности, равная –1/2 (этот 
случай не представляет интереса, так как 
группы операторов (5), (12) – (15), (22) – 
(24) тождественно совпадают при k = –1/2).

2. При m = 0 у операторов (5), (12) – 
(14), (16) – (18) будет одинаковая степень 
однородности, равная нулю, так что линей-
ная комбинация операторов приобретает 
вид

(58)

3. При m = –1 у операторов (5), (12) – 
(14), (19) – (21) будет одинаковая степень 

[ ] ( )
( ) ( ).

x

y z

L U eU U cy bz fr

U az cx gr U bx ay hr

= + − + +

+ − + + − +

однородности, равная –1, так что линейная 
комбинация операторов приобретает вид

(59)

4. При m = 0 у операторов (6) – (8), (15), 
(22) – (24) будет одинаковая степень од-
нородности, равная –1, так что линейная 
комбинация операторов приобретает вид

(60)

5. При m = 1/2 у операторов (6) – (8), 
(16) – (18) будет одинаковая степень од-
нородности, равная –1/2 (этот случай не 
представляет интереса, так как группы опе-
раторов (6) – (8) и (16) – (18) тождественно 
совпадают при k = 1/2).

6. При m = –1/2 у операторов (6) – (8), 
(19) – (21) будет одинаковая степень одно-
родности, равная –3/2 (этот случай также 
не представляет интереса, так как группы 
операторов (6) – (8) и (19) – (21) тожде-
ственно совпадают при k = –1/2).

7. При m = –1 у операторов (9) – (11), 
(15), (22) – (24) будет одинаковая степень 
однородности, равная нулю, так что линей-
ная комбинация операторов приобретает 
вид

(61)

8. При m = –1/2 у операторов (9) – (11), 
(16) – (18) будет одинаковая степень одно-
родности, равная 1/2 (этот случай не пред-
ставляет интереса, так как группы опера-
торов (9) – (11) и (16) – (18) тождественно 
совпадают при k = –1/2).

9. При m = –3/2 у операторов (9) – (11), 
(19) – (21) будет одинаковая степень одно-
родности, равная – 1/2 (этот случай также 
не представляет интереса, так как группы 
операторов (9) – (11) и (19) – (21) тожде-
ственно совпадают при k = –3/2).

Выражения (58) – (61) соответствуют 
особому случаю, рассмотренному в разделе 
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«Особый случай», если выбрать

(62)

(легко убедиться, что функции v(p, q) 
и w(p, q) удовлетворяют соотношениям 
Коши – Римана vp = wq, vq = –wp).

Следовательно, операторы (58) – (61) 
являются операторами Донкина по от-
ношению к однородным гармоническим 
функциям соответствующих степеней при 
любом выборе констант a, b, c, e, f, g, h.

Заключение
Исследование всех возможных форм 

дифференциальных преобразований Том-
сона для трехмерных однородных гармо-
нических функций показывает, что любые 
операторы Донкина первого порядка обя-
заны представлять собой линейные комби-
нации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных дифференциаль-
ных формул Томсона первого порядка для 
однородных функций [2]. Это, естественно, 
не означает, что базисные дифференциаль-
ные формулы Томсона либо их линейные 
комбинации действительно являются опе-
раторами Донкина. Однако в работе [3] по-
казано, что базисные дифференциальные 
формулы Томсона (5) – (14), (15) – (24) 
обратимы, т. е. являются операторами Дон-
кина.

Исследование, представленное в данной 
работе, показывает, что линейные комби-
нации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных операторов Дон-
кина (5) – (14), (15) – (24), соответству-
ющих одной степени однородности, также 
являются операторами Донкина. Очевидно, 
что других операторов Донкина первого 
порядка для трехмерных однородных гар-
монических функций не существует.

Утверждение, высказанное в такой силь-
ной форме, требует некоторого разъясне-
ния. Если прибавить к любой из формул (5) 
– (14), (15) – (24) или к их линейной ком-
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бинации соотношение Эйлера, умноженное 
на произвольную функцию, то получится 
новая трансформирующая формула с точно 
такими же свойствами. Это связано с тем, 
что по своему воздействию на трехмерные 
однородные гармонические функции за-
данной степени такие формулы будут пол-
ностью эквивалентны базовым формулам 
(5) – (14) и (15) – (24) либо их линейным 
комбинациям с постоянными коэффициен-
тами.

Для чистоты эксперимента эта функция 
должна быть однородной по Эйлеру с со-
ответствующей степенью однородности, 
иначе искусственную аддитивную добавку 
будет слишком легко вычленить из нового 
выражения. При этом подобные формулы 
могут достаточно серьезным  образом от-
личаться в алгебраическом смысле от полу-
ченного ранее списка. Например, оператор

(63)

с произвольными константами a, b и c от-
личается (с алгебраической точки зрения) 
как от любой из полученных ранее базовых 
формул (5) – (14) и (15) –(24), так и от их 
линейной комбинации с постоянными ко-
эффициентами.

Однако этот оператор можно предста-
вить в виде

(64)
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(64)

Из этого тождества видно, что фактиче-
ски оператор (63) ничем не отличается от 
линейной комбинации операторов (9) – 
(11) по своему воздействию на однородные 
гармонические функции степени m.

Указанная связь, однако, не всегда оче-
видна. Похожие проблемы, касающиеся 
фактической идентичности математических 
выражений, не равных друг другу тожде-
ственно в алгебраическом смысле, рассма-
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триваются, например, в работах [36 – 39].

Вычисления, представленные в данной 
работе, выполнялись с помощью программы 
Wolfram Mathematica [40].
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Введение

Современные жители городов длительное 
время находятся в условиях искусственного 
освещения. Свет – один из факторов окру-
жающей среды, постоянно сопровождаю-
щий человека, поэтому задача оптимиза-
ции режимов светового воздействия на его 
функциональное состояние с учетом психо-
физиологических особенностей, утомления, 
индивидуальных биоритмов представляется 
весьма актуальной. Для ее решения наи-
более привлекательны приборы на основе 
принципа смешения цветов в светодиодных 
источниках света. Такие устройства на ос-
нове многокристальных RGB-излучателей 
(RGB – аббревиатура от красного, зелено-
го и синего цветов), получившие название 
«интеллектуального света» (smart light) [1], 
обеспечивают самые разные возможности. 
Во-первых, они позволяют точно регули-
ровать параметры освещения с учетом раз-
личных внешних условий, таких как время 
года, суточная динамика и т. п.; во-вторых, 
благодаря этому создаются условия опти-
мизации рода и режима профессиональной 
деятельности работника, его индивидуаль-
ных психофизиологических параметров, а 
также его функционального состояния.

Прогресс в развитии технологий источ-
ников освещения позволяет выбирать ре-
жим освещения с физиологически опти-
мальными характеристиками и для специ-
фических задач, связанных с применением 
на производстве, в жилых и общественных 
помещениях. Такой режим освещения мо-
жет значительно влиять на психическое 
и физиологическое состояния человека и 
корректировать его в благоприятном на-
правлении (например, устранять расстрой-
ства или облегчать действие экстремальных 
психологических нагрузок). Такое световое 
воздействие может быть не только статиче-
ским, но и динамическим, если изменять 
параметры освещенности и цветовой тем-

пературы в зависимости от требуемых усло-
вий (например, времени суток, состояния 
группы людей или одного человека). Ос-
вещение с контролируемыми параметрами 
имеет преимущества перед традиционным 
для ряда профессиональных сфер примене-
ния (например, хирургия или архитектура).

Таким образом, контролируемое свето-
диодное освещение выступает как важный 
инструмент новых медико-биологических 
технологий лечения и модулирования пси-
хофизиологического состояния человека 
[2]. Известно, например, что определенные 
параметры светового воздействия могут су-
щественно перестраивать электрическую 
активность головного мозга [3].

Изменения в психофизиологическом 
статусе человека в ответ на световое воздей-
ствие можно оценивать разными методами, 
в том числе электроэнцефалографией. Уста-
новлено, что показатели электроэнцефало-
граммы (ЭЭГ) изменяются в ответ как на 
фотостимуляцию цветным монохроматиче-
ским светом [4], так и на световое воздей-
ствие с различной цветовой температурой 
Tc [5] и зависят от используемых спектраль-
ных характеристик освещения. Но при этом 
был также обнаружен эффект индивидуаль-
ных нейрофизиологических реакций на од-
но и то же световое воздействие [5].

Необходимые характеристики режи-
ма освещения, который обеспечивает на 
практике оптимальный физиологический 
эффект, являются предметом дискуссий. 
Результаты исследований зачастую проти-
воречивы. Частично это объясняется мно-
гообразием режимов освещения и отсут-
ствием единых стандартов. На практике 
достижение оптимального режима требует 
выбора источника света, позволяющего бы-
стро и точно менять параметры освещения, 
а также методик диагностики психофизио-
логического состояния человека, позволя-
ющих определять, какой режим освещения 
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необходим в каждом конкретном случае.
Имеющиеся на практике источники не 

обеспечивают требуемого качества цвето-
передачи и плавного изменения цветовой 
температуры.

Именно отсутствие подобной инстру-
ментальной базы объясняет тот факт, что 
в литературе практически нет сведений о 
системных и комплексных исследовани-
ях особенностей воздействия динамиче-
ски управляемого («интеллектуального») 
света с цветовой температурой Tc, варьи-
руемой в диапазоне 1 700 – 10 000 K, на 
функциональное состояние головного 
мозга человека.

Цель настоящей работы – создание ап-
паратно-программного комплекса, позво-
ляющего определять психофизиологиче-
ское состояние человека. За основу выбран 
управляемый интеллектуальный источник 
излучения с оптической системой, создаю-
щей равномерное по яркости и цвету поле 
свечения.

Выбор цветовых компонент излучателя

Первая проблема, возникающая при раз-
работке мультикристальных полихромных 
излучателей, – это выбор области синте-
зируемых цветов по диаграмме цветности 
XYZ МКО 1931, а вторая, применительно к 
белому излучению, – выбор диапазона цве-
товых температур и достижимых значений 
индексов цветопередачи. Более детальное 
рассмотрение включает оценку дискретно-
сти воспроизведения цветов (иными сло-
вами, количество синтезируемых цветов) 
и обеспечение стабильности поддержа-
ния цветовых характеристик при измене-
нии яркости и внешних условий. Слож-
ность последней задачи связана с тем, что 
для полупроводниковых светодиодов (СД) 
характерна сильная (обычно нелинейная) 
зависимость мощности и спектров излу-
чения от тока питания и, соответственно, 
температуры p – n-перехода. Дополнитель-
ным негативным фактором при рассмотре-
нии вопросов стабильности цветовых ха-
рактеристик является разная температурная 
зависимость спектров излучения и эффек-
тивности излучателей различного цвета.

Поддержание стабильности координат 
цветности в широком динамическом диа-
пазоне есть одно из главных условий ра-
боты управляемого источника света. Если 
сравнивать три варианта полноцветных СД 
с четырьмя излучающими кристаллами, а 

именно – RGBA, RGBWс и RGBWn, где 
R, G, B, A – красные, зеленые, голубые и 
желтые излучающие кристаллы, а Wc и Wn 
– кристаллы с люминофорным покрыти-
ем как источники белого света холодного 
и нейтрального, соответственно с Tc ≈ 6500 
и ≈ 4000 K, то можно установить [6], что 
величина общего индекса цветопередачи Ra 
для системы RGBA меняется незначитель-
но при переходе белого света от холодного 
(Tc ≈ 6500 K) к теплому (Tc ≈ 2700 K) и в 
среднем равна 80.

Для системы RGBWс и RGBWn значение 
Ra составляет 90 для белого света в области 
холодных и нейтральных тонов белого света 
температур и падает до 58 в области теплых 
тонов.

Таким образом, система RGBA обеспе-
чивает более равномерное распределение Ra 
во всем диапазоне температур белого света, 
по сравнению с системами RGBW.

В последнее время [7] появились све-
тодиоды серии OSRAM OSTAR Medical 
LEACWUWVS2W, содержащие по четыре 
излучающих кристалла: янтарного (617 нм), 
зеленого (505 нм), теплого белого с коор-
динатами цветности x = 0,460, y = 0,410 
(по XYZ МКО 1931) и холодного белого с 
x = 0,305, y = 0,325 (по той же диаграм-
ме) цветов свечения. Экспериментальные 
исследования спектров излучения источ-
ников на светодиодах данной серии, при 
варьировании спектральных долей мощно-
сти различных СД, позволили синтезиро-
вать белый свет с набором значений кор-
релированной цветовой температуры (КТЦ) 
(2700, 4000, 5000, 6500, 10 000 K), общего и 
частных индексов цветопередачи R1 – R14.

Было показано, что СД этой серии по-
зволяют достичь более высоких значений Ra 
(около 90), по сравнению с системой RGBA, 
а также больших значений специальных (R1 
– R14) индексов цветопередачи для разных 
цветовых температур и получить гладкий 
спектр (рис. 1). Таким образом, данная 
светодиодная система более всего отвечает 
поставленным требованиям для синтеза бе-
лого света.

Динамически управляемый 
полупроводниковый источник света

В основе экспериментальной установ-
ки лежит модифицированный вариант 
разработанного ранее [8] мощного управля-
емого RGB-осветителя на светодиодах серии 
OSRAM OSTAR Medical LEACWUWVS2W. 
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Рис. 1. Основные характеристики светодиодной системы серии OSRAM OSTAR Medical 
LEACWUWVS2W: a – спектры синтезированного белого света для различных Tc; b – общий 

Ra и специальные (R1 – R14) индексы цветопередачи для различных значений Tc.
Цветовые температуры Tc, K: 2700 (1), 4000 (2), 5000 (3), 6500 (4), 10 000 (5)

Рис. 2. Общая структурная схема динамически управляемого полупроводникового источника 
света (радиоканал управляется на частотах 2,4 ГГц, 868 МГц):

EM – излучающий модуль, PS – источник питания, MC – микроконтроллер, Ds – драйверы, EM – 
излучающий модуль, LED-M – светодиодная матрица, CS – система охлаждения, PhS LC – фотосенсор 
контроля света, TS – датчик температуры, CC – управляющий компьютер; светодиоды на длинах волн 

λ = 617 нм (1), 505 нм (2), теплый белый (3) холодный белый (4)

Общая структурная схема варианта све-
тильника показана на рис. 2.

Динамически управляемый полупрово-
дниковый источник света включает в себя 
источник питания (PS) и систему охлажде-
ния (CS); излучающую матрицу (LED-M), 
состоящую из четырехцветных светодиодов 
1 – 4; оптическую систему; электронику об-
рамления, в состав которой входят микро-
контроллер управления (MC), драйверы то-
ков накачки светодиодных источников (Ds), 
радиоканал обмена данными; управляющий 
компьютер (СС). В систему введены линии 
обратных связей по цветовой температуре и 

соответствующее программное обеспечение 
управления драйверами питания.

Для достижения цели создания «интел-
лектуального» источника света как части 
аппаратно-программного комплекса, излу-
чающий модуль изготовлен в виде отдель-
ного блока, внешне подобного компьютер-
ному монитору.

Корпус светильника выполнен методом 
литья из пластмассы, основная несущая де-
таль – плата алюминиевого радиатора с за-
крепленной на ней матрицей мощных мно-
гоцветных светодиодов, платами драйверов 
управления и вентиляторами принудитель-

a) b)
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ного охлаждения.

Оптическая система
Для аппаратно-программного комплек-

са, предназначенного для определения 
психофизиологического состояния чело-
века, разрабатывался мощный управляе-
мый полупроводниковый источник света с 
большой площадью излучения. Оптическая 
система комплекса выполнена по ориги-
нальной конструкции и необходима для 
создания равномерного по яркости и цвету 
поля свечения источника излучения [9].

Расчеты и оптимизация оптической схе-
мы проводились в соответствии с теорией 
архитектуры оптимальных оптических си-
стем. Аналогичный подход применялся так-
же при использовании программы ZEMAX 
13Release 2 SP1 Premium (64 бит, Radiant 
ZEMAX LLC, USA).

Отражатель представляет собой два 
прямоугольных короба, каждый со своим 
рассеивателем – экраном, одна из сторон 
которого имеет неоднородность, обеспе-
чивающую заданный угол рассеяния (рис. 
3, а). Разделение рассеивателя на первич-
ный и вторичный позволяет достичь наи-
лучшего соотношения между пропусканием 
системы и равномерностью освещенности 
экрана, а именно – два последовательно 
установленных рассеивателя обеспечивают 
высокую степень однородности по цвету и 
углу излучения. При этом один из рассе-
ивателей создает, в первую очередь, одно-
родность цветовых параметров, а установка 
следующего рассеивающего экрана обеспе-
чивает в большей степени однородность по 
углу излучения.

Полихромные СД, расположенные в све-
тильнике, создают свою совокупную карти-

ну по цвету и освещенности, в зависимости 
от расположения их цветовых компонент. 
При одинаковом пространственном распо-
ложении светодиодов совокупная картина, 
получаемая от множества светодиодов, да-
же при использовании рассеивателя, имеет 
большую степень неоднородности по цвету 
и полю свечения, что приводит к искаже-
нию цветовой гаммы подсветки. Для устра-
нения этого недостатка, а также сведения к 
минимуму аберраций, получаемых в резуль-
тате использования рассеивателя, был про-
веден скорректированный расчет для обе-
спечения большей однородности цветности 
излучения. Было рассчитано оптимальное 
расположение светодиодов с чередованием 
их ориентации на плате, что необходимо 
для компенсации неравномерности углово-
го спектра излучения (рис. 3, b).

В результате такого расположения све-
тодиодных кристаллов выходное излучение 
становится практически однородным по 
цвету, а энергетическая неоднородность со-
ставляет не более 20 %.

Результаты расчетов и экспериментов 
(рис. 4) показали, что при использовании 
такой оптической системы неоднородность 
излучения по цвету составляет не более 
7 %, а энергетическая неоднородность – не 
более 20 %.

Особенности схемотехники радиоканала 
в динамически управляемом 

полупроводниковом источнике света
Динамически управляемый полупрово-

дниковый источник света, предназначен-
ный для аппаратно-программного ком-
плекса, определяющего и корректирующе-
го функциональное состояние человека, по 
принципу своего действия является универ -
сальным. Поэтому его можно использовать 

Рис. 3. Оптимизация оптической системы излучателя (схематическое изображение): а – вид 
системы с двумя рассеивателями и рефлектором, b – чередование расположения светодиодов 

на плате для создания однородности по цвету на выходе излучателя (результат расчета)

a) b)
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Рис. 4. Результаты расчета (а) и эксперимента (b) для характеристик распределения светового 
излучения: а – освещенности по цвету (слева) и светимости (справа) на выходе излучателя; 

b – силы света и цветовой температуры по углу

a) b)

для освещения самых разных учебных и 
производственных помещений (например, 
операционных, аудиторий, спортивных 
залов, cтадионов, супермаркетов и т. п.), 
имеющих, как правило, большие размеры в 
трех измерениях: длина, ширина, высота. В 
этом случае необходимо учитывать влияние 
земли, отражающей падающие на нее радио-
волны в направлении облучаемого объекта, 
и связанные с этим интерференционные 
эффекты (Ground reflection (2-ray) model). 
Для численного расчета дальности действия 
радиоканала обычно используется модель 
[10], учитывающая отражения от земли при 
распространении радиоволн в свободном 
пространстве. В работе [11] эта модель 
дополнена с учетом специфики управления 
светодиодными источниками освещения.

Авторами настоящей статьи разработа-
на и реализована в LabVIEW программа 
моделирования персональной радиолинии 
управления источниками освещения с уче-
том особенностей их практического приме-
нения и технических характеристик обору-
дования, подлежащего инсталляции.

Выбор частотного диапазона и техно-
логий системы управления имеет перво-
степенное значение, от которого зависят 
безопасность проведения операций (в хи-
рургии), экологическая и психофизическая 
обстановка в операционной, энергоэффек-
тивность и обеспечение всех оптических и 
электрических характеристик  светильника. 
При разработке динамически управляемого 
полупроводникового источника света бы-
ли подробно рассмотрены основные тех-
нологии, используемые при построении 
устройств малого радиуса действия (SRD) – 
беспроводных персональных радиосетей: 

ISM (Industrial, Scientifical, Medical) с ча-
стотами 868 и 2400 МГц, Bluetooth (IEEE 
802.15.1), Wi-Fi (IEEE 802.11), ZigBee (IEEE 
802.15.7) [12 – 16].

Беспроводная персональная радиолиния 
связи представляет, помимо аппаратного 
воплощения, программное обеспечение, 
реализующее радиопротокол. Для реали-
зации стандартных стеков (Bluetooth, Wi-
Fi, ZigBee) требуется расширенный объ-
ем флеш-памяти микроконтроллера для 
различных стеков протоколов от десятков 
килобайт для ZigBee до одного мегабайта 
для Wi-Fi (32 – 70 кбайт ZigBee 2,4 ГГц, 
250 кбайт Bluetooth 2,4 ГГц, 1 Мбайт WLAN 
2,4 ГГц). Кроме расширенного объема па-
мяти, стандартные протоколы требуют по-
вышенной мощности микроконтроллеров. 
Учитывая избыточность и сложность стан-
дартных протоколов, разработчики беспро-
водных персональных радиосетей в субги-
гагерцовом диапазоне 868 МГц используют 
фирменные протоколы, так называемые 
проприетарные протоколы (неопублико-
ванные и не доступные другим пользо-
вателям), которые могут оказаться менее 
затратными. Такой путь был использован 
при разработке обмена данными и взаимо-
действия между системами светодиодного 
светильника. Совместимость стандартных 
технологий с оборудованием других произ-
водителей здесь не имеет значения [17].

Из-за большого времени задержки при 
подключении хирургического светильника 
к сети Bluetooth (порядка 3 с), применение 
этой технологии в медицине оказывается 
проблематичным. Устройства Bluetooth в 
медицине применяются обычно для отладки 
и настройки медицинского оборудования в 
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дооперационный период. Данные модели-
рования и эксперимента показывают, что 
радиолиния технологии ISM 868 МГц име-
ет существенные преимущества по энер-
гоэффективности (энергетический бюджет 
радиолинии LM (link margin)), дальности 
действия и экологическим факторам, по 
сравнению  с радиолинией 2400 МГц по 
технологии ZigBee.

Энергетический бюджет радиолинии LM 
оценивается (в дБм) из выражения

LM = TX power – RX sensitivity + Ant gain – Ptr ,

где TX power – мощность передатчика, RX 
sensitivity – чувствительность приемника, 
Ant gain – суммарное усиление передающей 
и приемной антенн, Ptr – полная принима-
емая энергия.

Для уверенной работы радиолинии необ-
ходимо значение LM не менее 10 – 20 дБм. 
Выделение полосы частот 863 – 870 МГц 
(в ЕС частота сосавляет 865,564 МГц) для 
медицинских приборов с уровнем излу-
чательной мощности, не превышающей 
–10 дБм, и суммарным усилением прием-
ной и передающей антенн, не превышаю-
щим –10 дБм, позволяет получить энерге-
тический бюджет LM-трансивера +22 дБм, 
даже при уровне излучательной мощности 
–20 дБм. Фирмой Semtech разработано и 
выпускается семейство трансиверов SX123X 
[18]. При скорости приема 1,2 кбит/с тран-
сивер имеет чувствительность приемника 
–124 дБм, регулируемый уровень мощно-
сти лежит в диапазоне от –20 до +20 дБм. 
Одним из основных практических приме-
нений этой серии является использование 
этих трансиверов в пультах дистанцион-
ного управления. Энергетический бюджет 
LM-трансивера SX128 (в дБм) составит:

LM = –20 + 124 – 10 – 71,9 = + 22,1,

что обеспечит успешную передачу пакетов 
по радиолинии на расстояние, определяе-
мое для идеальной модели Фрииса.

В этом отношении ISM-диапазон 
868,7 МГц имеет необходимое преимуще-
ство (с экологической точки зрения) пе-
ред ISM-диапазоном 2,4 ГГц, стандартная 
электронная мощность передатчика в кото-
ром обычно составляет от 0 до 3 дБм. Это 
обстоятельство было использовано при раз-
работке сетевого варианта светодиодного 
светильника, поскольку работа обслужива-

ющего персонала и пациентов должна про-
ходить при минимальном облучении ради-
очастотным сигналом.

Программное управление аппаратно-
программным комплексом

Управление световыми параметрами ди-
намически управляемого полупроводнико-
вого источника света, предназначенного 
для аппаратно-программного комплекса, 
осуществляется с удаленного компьюте-
ра, в котором используется разработанное 
программное обеспечение.

При этом модуль управления источни-
ком интеллектуального света работает в 
диапазоне частот 2,4 МГц и предоставляет 
следующие возможности:

автономную работу;
изменение и контроль режимов работы 

пользователем посредством персонального 
компьютера (ПК);

управление светильником с мобильных 
устройств с помощью операционной систе-
мы Android.

Для обеспечения связи между светиль-
никами и ПК используется беспроводное 
соединение Bluetooth. Интерфейсы разра-
ботаны под Windows и Android.

В работе модуля предусмотрено создание 
библиотеки спектров с возможностью их 
коррекции по индивидуальной настройке. 
Однако основной режим работы – автома-
тический, по заданной программе освеще-
ния. Для этого в окне программирования 
задаются алгоритмы освещения в зависи-
мости от задач светового воздействия. Эти 
программы также можно корректировать 
по временным и световым параметрам.

Влияние светового воздействия на 
психофизиологическое состояние человека

Аппаратно-программный комплекс, 
предназначенный для определения пси-
хофизиологического состояния человека, 
включает в себя мощный управляемый 
интеллектуальный источник света с боль-
шой площадью излучения, с учетом фак-
тора прямого свечения на испытуемого, 
и электроэнцефалограф «Телепат-104Д» 
(г. Санкт-Петербург). Регистрация ЭЭГ 
проводилась монополярным способом с 
использованием индифферентных электро-
дов, расположенных на мочках ушей волон-
тера. Запись производилась в следующих 
отведениях: Fp1, Fp2, F3, F4, F7, F8, С3, 
С4, Р3, Р4, Т3, Т4, Т5, Т6, O1, O2 (по си-
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стеме «10-20»). Частота оцифровки сигна-
лов составляла 250 Гц, полоса пропускания 
по высоким частотам – 35 Гц, постоянная 
времени – 0,3 с.

Целью исследования было изучение осо-
бенностей влияния динамически управля-
емого света от полупроводникового источ-
ника с КЦТ, варьируемой в диапазоне от 
1700 до 10000 K, на функциональное состо-
яние головного мозга человека. Световой 
поток источника света в зависимости от 
КЦТ составлял 1000 – 4000 лм.

Сначала электроэнцефалограмма у ис-
пытуемых регистрировалась в условиях 
затемненного помещения в течение двух 
минут, тем самым создавались условия ис-
ходного контрольного состояния. Затем 
испытуемые подвергались двухминутным 
световым воздействиям (последовательно, 
с двухминутными перерывами), включаю-
щим пять различных цветовых температур, 
программно предустановленных в светоди-
одном источнике света.

Полученные данные обрабатывались с 
использованием спектрального анализа, 
который осуществлялся с помощью про-
граммы «WinEEG Версия 1.3». Опреде-
лялись значения спектральной мощности 
стандартных диапазонов ЭЭГ (дельта-, 
тета-, альфа-, и бета-ритмов), эпоха ана-
лиза при расчете спектров составляла 4 с. 
Усредненные спектральные показатели вы-
числялись для всех записанных фрагментов 
ЭЭГ в фоновых условиях и при световом 
воздействии.

Анализ результатов исследования показал 
наличие двух характерных типов изменений 
в ЭЭГ: в динамике альфа- и тета-ритмов 
при описанных световых воздействиях на 
волонтеров. В отдельных случаях наблюда-
лись добавочные изменения спектральных 
характеристик дельта-ритма, но какого-ли-
бо значимого влияния используемого свето-
вого воздействия на мощность бета-ритма 
обнаружено не было. Таким образом, мож-
но было считать, что повышение или по-
нижение спектральной мощности альфа- и 
тета-ритмов ЭЭГ является наиболее инфор-
мативным в оценке воздействия света.

При воздействии света с величиной КТЦ 
10 000 K, изменения в значениях спек-
тральной мощности альфа- и тета-ритмов 
ЭЭГ превышали 25 % от исходного уров-
ня. Таким образом, отмечается существен-
ное влияние этого режима освещения на 
функциональное состояние головного моз-

га человека; такое световое воздействие 
можно считать физиологически активным.

При воздействии света с величиной КТЦ 
3800 Κ изменение спектральной мощно-
сти в тета-диапазоне не превышало 25%. 
Однако значения спектральной мощности 
альфа-ритма в правых средневисочной, 
задневисочной и затылочной областях моз-
га понизились более чем на 25%. Следо-
вательно, световое воздействие с цветовой 
температурой 3800 K также можно признать 
физиологически активным. При этом вы-
явлен эффект латерализации с более выра-
женным влиянием на правое полушарие.

При воздействии света с величиной КТЦ 
1700 Κ в большинстве регистрируемых об-
ластей мозга (за исключением отведений P4 
и Т6) наблюдалось повышение спектраль-
ной мощности альфа- и тета-ритмов более 
чем на 25%. Таким образом, световое воз-
действие с КТЦ 1700 Κ также является фи-
зиологически активным.

При воздействии света с величиной КТЦ 
7000 Κ, изменения в спектральной мощ-
ности альфа- и тета-ритмов не превыша-
ли 25% ни в одном из отведений; в таком 
случае данное световое воздействие можно 
охарактеризовать как физиологически ней-
тральное.

Исходя из полученных данных, мож-
но сделать заключение, что при световом 
воздействии с цветовой температурой в ди-
апазоне 1700 – 10 000 Κ показатели спек-
тральной мощности тета- и альфа-ритмов 
электроэнцефалограммы отражают ре-
зультирующий эффект такого воздействия 
и его величину. Пороговое значение в 
25% относительно исходного уровня спек-
тральной мощности можно использовать 
для разграничения физиологически ней-
трального и физиологически активного 
уровней эффектов светового воздействия. 
В этом случае снижение спектральной 
мощности альфа- и тета-ритмов более чем 
на 25% от фоновых значений может быть 
связано с повышением уровня активации 
коры головного мозга (активирующий 
эффект светового воздействия), а увели-
чение спектральной мощности альфа-рит-
ма более чем на 25% и тета-ритма на 25% 
может отражать понижение уровня акти-
вации коры головного мозга (релаксирую-
щий эффект светового воздействия).

Соотношение же альфа- и бета-ритмов 
ЭЭГ можно рассматривать как отражение 
баланса возбуждения и торможения в ко-
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ре человеческого мозга [19 – 21]; при этом 
альфа-ритм преимущественно связан с про-
цессами торможения. Поэтому усиление 
его мощности в спектре ЭЭГ можно трак-
товать как релаксационный эффект вслед-
ствие усиления процессов торможения в 
центральной нервной системе, а ослабле-
ние мощности альфа-ритма в спектре ЭЭГ 
– как тонизирующий эффект в результате 
ослабления тормозных процессов [22 – 24].

Интерпретация роли сдвигов тета-ритма 
может быть более разнонаправленной, по-
скольку отмечено его участие в таких раз-
личных явлениях, как утомление, эмоци-
ональная обработка, процессы внимания, 
памяти, обработка ошибок [25, 26]. Однако 
в данном случае существенной представ-
ляется однонаправленность сдвигов аль-
фа- и тета-ритмов: изменения в мощности 
альфа-ритма не сопровождаются компен-
саторными изменениями медленных рит-
мов. Подобные сочетанные сдвиги альфа- 
и тета-ритмов могут свидетельствовать в 
пользу изменения уровня бодрствования, 
тонизирующим или релаксационным эф-
фектами в коре головного мозга человека 
[27, 28].

Заключение

Впервые разработан аппаратно-про-
граммный комплекс для определения пси-
хофизиологического состояния человека, 
включающий мощный управляемый интел-
лектуальный источник света, оптическую 
систему для создания равномерного по 
яркости и цвету поля свечения источника 
излучения. Использование этого комплекса 
как инструмента воздействия белого света с 
варьируемой цветовой температурой пока-
зало, что белый свет с наиболее близкими к 
дневному свету значениями цветовой тем-
пературы (3800, 4800 и 7000 Κ) не оказыва-
ет существенного влияния на спектральные 
характеристики основных ритмов ЭЭГ. Та-
кое световое воздействие можно охаракте-
ризовать как физиологически нейтральное, 
а светодиодные источники освещения с по-
добными значениями цветовых температур 
можно рекомендовать для продолжитель-
ного искусственного освещения бытовых и 
общественных помещений общего назначе-
ния, когда не предъявляются специальные 
требования к параметрам освещения. На-
против, белый свет с цветовыми темпера-
турами 1700 и 10 000 Κ является физиоло-
гически активным, его использование при-

водит к существенному изменению тета- и 
альфа-ритмов электроэнцефалограммы. В 
наибольшей степени это выражено для све-
та с цветовой температурой 10 000 Κ.

Обобщая эти результаты, следует отме-
тить, что физиологически нейтральным 
является белый свет, насыщенный излуче-
нием среднего участка спектра, тогда как 
более теплые и более холодные тона осве-
щения, насыщенные излучением крайних 
участков видимого спектра, являются фи-
зиологически активными. Поскольку такое 
освещение влияет на параметры ЭЭГ, его 
можно использовать для коррекции психо-
логических и функциональных физиологи-
ческих состояний человека.

Выделены два основных типа светового 
воздействия: активирующий и релаксиру-
ющий, при этом характер эффекта инди-
видуален и может различаться для разных 
людей даже при использовании идентич-
ного режима освещения. Это определяет 
необходимость индивидуального подбора 
режимов освещения для направленного из-
менения функционального состояния че-
ловека, с учетом характера его реакции и 
исходного функционального состояния. 
Сам тип реагирования, по-видимому, мож-
но определить по характеру ЭЭГ-ответа на 
стандартизированное светодиодное осве-
щение с определенной цветовой темпера-
турой, а величина этих изменений во время 
регистрации электроэнцефалограммы мо-
жет служить маркером изменений функци-
онального состояния человека.

На основании разработанных методик 
появляется возможность индивидуального 
подбора режима освещения для направ-
ленного изменения функционального со-
стояния человека, что подтверждается ис-
пытаниями в составе АПК в ООО «Центр 
авиакосмической медицины» (г. Москва) 
[29] и в ФГУ «Государственный научно-ис-
следовательский испытательный институт 
военной медицины Министерства обороны 
РФ» (г. Москва) [30].

Совместно с медицинскими исследо-
вательскими учреждениями, а именно 
– Центром авиакосмической медицины 
(г. Москва), Государственным медицин-
ским университетом им. И.П. Павлова 
(г. Санкт-Петербург), Национальным ме-
дицинским исследовательским центром 
психиатрии и неврологии им. В.М. Бех-
терева (г. Санкт-Петербург), – комплекс 
использовался в качестве инструменталь-
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ной базы при проведении медико-биологи-
ческих исследований [31 – 33].

Измерения световых параметров выпол-
нены в центре коллективного пользования 
(ЦКП) «Элементная база радиофотоники и 
наноэлектроники: технология, диагностика, 
метрология».

Исследования выполнены при частичной 
поддержке Соглашения о субсидии с Ми-
нобрнауки России (№ соглашения ЭБ 075-
02-2018-929, внутренний номер соглашения 
14.604.21.0187, уникальный идентификатор 
проекта RFMEFI60417X0187).
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С помощью экспериментальной установки на основе светодиодной, динамически 
управляемой системы освещения исследовалось влияние светового воздействия 
монохроматическим синим светом (длина волны – около 460 нм) на восприятие 
человеком коротких интервалов времени свечения, в зависимости от преобладания в его 
организме активности симпатического или парасимпатического отделов автономной 
нервной системы. Испытуемые отмеряли длительность минуты до и после светового 
воздействия белым (контрольная группа) или монохроматическим синим светом. 
Влияние синего света проявилось в преобладании возбудимости симпатического 
отдела автономной нервной системы. Выявлена тенденция к укорочению длительности 
субъективной минуты после светового воздействия. Аналогичное воздействие белым 
светом не привело к изменениям соответствующих показателей. Результаты исследования 
позволили предположить, что индивидуальный эффект влияния синего света на 
функцию восприятия времени может быть опосредован через регуляцию сердечного 
ритма.

Ключевые слова: световое воздействие, восприятие времени, светодиод, синий свет, 
динамически управляемый источник
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EXPERIMENTAL SETUP FOR STUDYING THE BLUE LIGHT 
EFFECT ON SENSE OF TIME AMONG THE PERSONS 

WITH DIFFERENT TYPE OF VEGETATIVE REGULATION
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The effect of blue illumination (wavelength is about 460 nm) on human perception of short-
time intervals of light, depending on a person’s predominance of activity of the sympathetic or 
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parasympathetic parts of the autonomic nervous system has been studied using an experimental 
setup based on the LED dynamically controlled lighting system. The persons measured the du-
ration of a minute before and after exposure to white (a control group) or monochromatic blue 
light. The effect of blue light was manifested in the predominance of excitability of the sympa-
thetic part of the autonomic nervous system. The same persons showed a tendency to shorten 
the duration of the subjective minute after the light exposure. A similar effect of white light did 
not lead to significant changes in the same characteristics. The results of the study suggest that 
the individual effect of blue light on the function of time perception can be mediated through 
the regulation of the heart rate.

Keywords: light exposure, sense of time, LED, blue light, dynamically controlled light 
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Введение

Cвет – это один из экологических 
факторов, воздействующих на организм 
человека. И естественный, и искусственный 
свет важен не только для зрительного вос-
приятия, но и для состояния организма. 
Влияние света включает как кратковре-
менное воздействие, которое выражается в 
быстром изменении функциональных по-
казателей, так и длительное, влияющее на 
биологические ритмы (они связаны, прежде 
всего, с естественными колебаниями уровня 
освещенности – циркадианными и циркан-
нуальными). В последние годы выяснено, 
что, во многом, механизм длительного воз-
действия связан с активацией ретиногипо-
таламического тракта, который начинается 
от светочувствительных ганглиозных клеток 
сетчатки глаза, содержащих зрительный 
пигмент меланопсин [1 – 3]. Информация 
об уровне освещения передается в супрахи-
азматические ядра гипоталамуса, где кор-
ректирует ход циркадианных ритмов [4], а 
также через дальнейшие морфологические 
пути влияет на уровень секреции мелато-
нина в эпифизе и уровень активации коры 
головного мозга [5, 6]. Этот механизм объ-
ясняет влияние параметров освещения на 
уровень бодрствования и активности [7, 8], 
когнитивные функции [5, 9], эмоции [10] и 
многое другое. Отмечается, что разработка 
и использование современных источников 
освещения должны учитывать эти законо-
мерности [11].

Можно предположить, что в зависимости 
от параметров освещения может меняться 
и функция оценки человеком времени, од-
нако в литературе практически отсутствуют 
данные на эту тему. Показано только, что 
восприятие времени меняется при измене-

нии состояния организма [12 – 14]. Пред-
полагается, что в основе функции оценки 
временных интервалов может лежать учет 
информации от эндогенных таймеров [15, 
16]. Поэтому изменение физиологических 
ритмических процессов (например, часто-
ты сердечных сокращений (ЧСС)), может 
корректировать ход «внутренних часов». В 
случае повышения тонуса симпатической 
нервной системы (например, при стрессе и 
волнении) увеличение ЧСС должно приво-
дить к субъективному ускорению времени, а 
замедление пульса – к замедлению времени.

Световое воздействие в этом случае может 
оказывать влияние на функцию восприятия 
времени либо через изменение тонуса коры 
головного мозга [6], либо через изменение 
работы сердца [17, 18]. Тогда свет с длиной 
волны, соответствующей пику чувствитель-
ности меланопсиносодержащих рецепторов, 
может произвести выраженный эффект [3]. 
Воздействие  подобного рода рекомендова-
но, например, для лечения сезонных аф-
фективных расстройств, когда менее яркий 
(освещенность – 750 люкс) белый свет, 
но насыщенный синей составляющей, да-
ет столь же эффективный терапевтический 
эффект, что и традиционно используемый 
яркий белый свет (освещенность – 10 000 
люкс) [19, 20]. Аналогично, как установлено 
опытным путем, синий светодиодный свет 
(λ = 468 нм) оказывал заметное действие на 
подавление синтеза мелатонина у лошади 
даже при небольшом уровне освещенности 
(10 люкс) [21].

Известно, что пик чувствительности ме-
ланопсиносодержащих рецепторов соответ-
ствует длине волны λ ≈ 480 нм [21].

В связи с вышеизложенным, целью ис-
следования была оценка влияния синего 
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света на восприятие длительности минут-
ного интервала времени.

Методика эксперимента
Исследование выполнялось на 18 прак-

тически здоровых волонтерах возрастом 
от 18 до 28 лет (12 и 6 лиц женского и 
мужского пола соответственно). Опыты 
проводилось преимущественно в вечернее 
время, в состоянии психического и фи-
зического покоя участников. Семнадцать  
из восемнадцати человек спустя 3 – 4 не-
дели участвовали в эксперименте повтор-
но, с тем отличием, что синий свет как 
воздействующий фактор заменялся белым 
светом. Таким образом, 17 человек соста-
вили контрольную группу. В процессе ис-
следований ее разделили на две подгруп-
пы (далее они фигурируют как 1-я и 2-я 
группы). Подробное описание процедуры 
исследования волонтеров будет представ-
лено ниже.

Световое воздействие. Осуществля-
лось белым светом (в течение 20 мин) с 
помощью светодиодного, динамически 
управляемого источника освещения с ши-
роким диапазоном коррелированных цве-
товых температур (КТЦ) (Tс = 2800 – 10 
000 K), при высоком общем индексе цвее-
топередачи (Ra > 90). Прибор был разра-
ботан в Научно-технологическом центре 
микроэлектроники и субмикронных ге-
тероструктур Российской академии наук 
(Санкт-Петербург) [22, 23] для обеспече-
ния экологичной световой среды, опти-
мальной для жизнедеятельности человека 
в жилых и производственных помещениях. 
Данная разработка позволяет, в частности, 
воспроизводить освещение, отвечающее 
естественному суточному циклу, задающе-
му биологические циркадные ритмы. Эта 
функция достигается плавным изменени-
ем цветовой температуры.

Для обеспечения высоких индексов 
цветопередачи светодиодного источни-
ка используется набор светодиодов (СД): 
красный (длина волны – 630 нм), синий 
и зеленый (длины волн – 460 и 520 нм), 
белый теплый Ww (КТЦ – 2800 K), белый 
холодный Wс (КТЦ – 8000 K).

Два последних компонента 
(люминофорные светодиоды) создают 
основной световой поток, три первых 
(монохроматические светодиоды) 
обеспечивают плавную регулировку 
цветовой температуры в широком 

диапазоне и поддержание высоких значений 
всех частных индексов цветопередачи 
R1 – R14 [22].

Значения КТЦ составили (в градусах K): 
2800, 3500, 4000, 5000, 6500 и 10000. 
Оптическая система обеспечила высокий 
коэффициент передачи излучения от СД 
к выходному окну светильника, заданное 
пространственное распределение излучения, 
а также однородность по цвету в дальнем 
и ближнем полях, т. е. хорошее смешение 
излучения отдельных СД-матриц. Решены 
задачи равномерного и широкого углового 
распределения и гомогенизации цветовых 
характеристик по площади излучающей 
поверхности и углу [22].

Программное обеспечение, пульт и си-
стема дистанционного управления источни-
ком освещения позволяют создавать по ра-
диоканалу требуемое освещение в радиусе до 
35 м, задавать любые временные алгоритмы 
по интенсивности и цветовой температуре 
освещения. Синий свет создается излуче-
нием светодиодов на длине волны 460 нм, 
остальные светодиоды при этом отключают-
ся, но система управления светом остается в 
рабочем состоянии.

В работе [24] авторами настоящей статьи 
представлены результаты исследования био-
логического воздействия различных светоди-
одных источников света, а именно – оценка 
их влияния на концентрацию мелатонина 
в крови испытуемых при одном и том же 
зрительном эффекте (КТЦ и освещенности) 
по известной функции V(λ) – относитель-
ной спектральной световой эффективности 
и функции В(λ) – спектра биологическо-
го действия (подавления секреции мелато-
нина) (см. [24, рис. 3,б]). Как следует из 
указанного рисунка статьи [24], максимум 
интенсивности В(λ) лежит в диапазоне длин 
волн 446 – 477 нм, т. е. сдвинут примерно на 
200 нм влево от максимума V(λ) и совпадает с 
максимумом сильной голубой полосы спек-
тра измерения источников света на основе 
белых люминофорных СД.

Из результатов расчета биологического 
эквивалента, представленных в статье [24], 
следует, что из белых СД наименее опасны-
ми, с точки зрения подавления мелатонина, 
являются СД с КТЦ не выше 3500 – 4000 K, 
у которых доля излучения в сине-голу-
бой части спектра не больше, чем в жел-
то-оранжевой. Белые СД с КТЦ выше 4000 
K представляют определенную опасность в 
суточные часы, ответственные за интенсив-
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ный синтез мелатонина у человека.
В рамках настоящего исследования, КТЦ 

при излучении белого света (нейтральный 
белый) составляет 4000 K. Площадь под 
спектральными кривыми белого света с тем-
пературами 2800, 3500 и 4000 K в диапазоне 
длин волн λ = 400 – 800 нм существенно 
превышает (более чем на порядок) такую 
площадь для синего света с длинами волн λ = 
460 – 480 нм. Это означает, что влияние си-
ней части спектра белого света на функцио-
нальное состояние человека не должно быть 
столь же эффективным, как при воздействии 
монохроматического излучения синего све-
тодиода с λ ≈ 460 нм. Данное утверждение 
подтверждено экспериментально.

Оценка временных интервалов. Тест 
«Индивидуальная (субъективная) мину-
та» является классической методикой на 
восприятие времени, хорошо известной в 
экспериментальной психологии. Точность 
отмеривания индивидуальной минуты, со-
гласно представлению исследователей, свя-
зана с психофизиологическими аспектами 
времени, т. е. с работой биологических часов 
[14]. Разные люди, как правило, имеют тен-
денцию переоценивать или недооценивать 
временной интервал, равный астрономи-
ческой минуте. При этом индивидуальная 
минута есть относительно устойчивая вели-
чина, которая отражает особенности инди-
видуума в оценке длительности времени.

Оценка функций организма. Изменение 
функционального состояния организма 
волонтера оценивалось по показателям ва-
риабельности и спектра сердечного ритма. 
Анализ вариабельности сердечного ритма 
(ВСР) основан на определении последова-
тельности интервалов R – R электрокардио-
граммы и дает информацию о влиянии веге-
тативной нервной системы на работу сердца. 
C помощью аппаратно-программного ком-
плекса «Поли-Спектр» (ООО «Нейрософт», 
г. Иваново, Россия) записывалась компью-
терная ЭКГ в трех стандартных отведениях 
(I, II, III), в течение 5 мин, в положении 
волонтера сидя, при ровном дыхании [25, 
26]. Для анализа данных использовались 
значения ЭКГ, записанные во II стандарт-
ном отведении. Используемые в работе ус-
ловные обозначения показателей спектраль-
ного анализа ВСР представлены в соответ-
ствии с международными стандартами его 
оценки с учетом значений ориентировочных 
нормативов [27]. Схема экспериментальной 
установки представлена на рисунке.

Спектральный анализ дает объективную 
количественную оценку функционального 
статуса систем регуляции ВСР по следую-
щим характеристикам:

общая мощность (total power) спектра 
нейрогуморальной регуляции – TP, (мс)2;

вклад в указанный спектр быстрых высо-
кочастотных колебаний – HF, 16 – 0,4 Гц), 

Рис. Общая схема экспериментальной установки для исследования влияния синего света на 
функцию восприятия времени у лиц с разным типом вегетативной регуляции:

 RC – пульт дистанционного управления светильником, LS – динамически управляемый 
источник света, V – волонтер, Test– тест на субъективную минуту, С – кардиограф, T – 

тонометр, PC – компьютер
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которые характеризуют активность пара-
симпатического отдела автономной нервной 
системы (АНС);

вклад медленных низкочастотных коле-
баний – LF-компонент – как показатель 
активности симпатического отдела;

вклад сверхнизкочастотных колебаний – 
VLF, менее 0,05 Гц, отражающих гумо-
рально-метаболические и церебральные эр-
готропные влияния на модуляцию сердеч-
ного ритма.

По отношению LF/HF мы оценивали 
симпато-парасимпатический баланс тонуса 
отделов АНС в начале и в конце экспери-
мента.

Для оценки симпато-парасимпатическо-
го баланса использовались следующие по-
казатели ВСР:

стандартное отклонение интервалов R – R 
(SDNN);

амплитуда моды (MA);
индекс вегетативного равновесия (VEI) 

[26].
Дополнительно с помощью электриче-

ского тонометра измерялись показатели 
артериального давления, вычислялся веге-
тативный индекс Кердо (ВИК).

Каждому испытуемому предлагался лич-
ностный опросник Айзенка EPI для опре-
деления уровня экстраверсии и нейротизма.

Процедура исследования. Опишем эту 
процедуру подробно. Сначала у каждого 
волонтера регистрировали значение арте-
риального давления. Затем в течение 5 мин 
(300 с) производили запись электрокардио-
граммы для последующего анализа вариа-
бельности сердечного ритма и определения 
доминирующего регуляторного влияния 
симпатического или парасимпатического 
отделов АНС на момент начала проведения 
эксперимента. Следующий шаг – испыту-
емому с помощью специальной компью-
терной программы предлагалось отмерить 
«индивидуальную (субъективную) минуту», 
а именно – нажатием клавиши обозначить 
начало временного интервала, выждать 60 с, 
наблюдая за своими субъективными ощу-
щениями, и обозначить конец временного 
интервала повторным нажатием клавиши. 
Испытуемым разрешалось отмерять минуту 
любым выбранным способом, включая счет 
про себя. При этом ставилось условие, что 
при повторах теста данный способ должен 
быть идентичным первому. Доброволец от-
мерял «индивидуальную минуту» дважды, 
затем в течение 20 мин на него оказывалось 

воздействие синим светом (длина световой 
волны составляла примерно 440 – 485 нм, 
освещенность организма – 150 – 200 лк). 
Одновременно с этим воздействием испы-
туемому предлагался опросник Айзенка для 
определения уровня нейротизма. После све-
тового воздействия выполнялись первые три 
шага в обратном порядке: тест «индивиду-
альная (субъективная) минута, запись ЭКГ 
в течение 5 мин, измерение артериального 
давления. Для контрольной группы ход экс-
перимента отличался лишь заменой синего 
света белым дневным с цветовой температу-
рой 4000 K, аналогичным по длительности 
и интенсивности воздействия.

Полученные индивидуальные данные 
статистически обрабатывались с помощью 
методов параметрической статистики, с 
расчетом среднеквадратичного и средне-
го отклонений. Достоверность различий 
сравниваемых показателей определялась по 
t-критерию Стьюдента.

Результаты и их обсуждение

Воздействие синего света привело к весо-
мым перестройкам вегетативного баланса в 
организмах испытуемых. Значения показа-
телей общей мощности спектра ЭКГ и ин-
декса вегетативного равновесия существен-
но изменялись, по сравнению с фоновыми. 
Для показателя ТР индивидуальные измене-
ния после воздействия составили от – 91 до 
+130 %, а в среднем по модулю – 45 %. Для 
показателя VEI индивидуальные изменения 
после воздействия были от – 68 до +128 %, 
в среднем по модулю они составляли 43 %. 
Однако направленность сдвигов была раз-
нородной, в связи с чем среднее значение 
этих показателей после светового воздей-
ствия достоверно не изменилось (p > 0,05).

Известно, что усредненные значения TP 
характеризуют суммарную активность веге-
тативного воздействия на кардиоритм: акти-
вация вагуса ведет к повышению величины 
TP, повышение активности симпатического 
отдела вегетативной нервной системы вызы-
вает противоположный эффект [25]. Можно 
было предположить, что полученная разно-
родность изменений связана с различными 
типами вегетативного реагирования. На 
основе выдвинутого предположения были 
сформированы две группы испытуемых.

У волонтеров 1-й группы (два лица муж-
ского пола и девять женского) значение 
средней величины TP существенно снижа-
лось (p < 0,05) после светового воздействия; 
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это указывало на преобладание активности 
парасимпатического отдела АНС в начале 
эксперимента и сдвиг вегетативного балан-
са в сторону преобладания симпатического 
отдела АНС в конце эксперимента.

У испытуемых 2-й группы (четыре лица 
мужского пола и три женского) наблюдалась 
противоположная картина: среднее значе-
ние TP несколько повышалось, что, соответ-
ственно, указывало на повышение активно-
сти парасимпатического отдела АНС после 
светового воздействия.

Аналогичную закономерность демон-
стрировали и другие показатели, оценива-
ющие вегетативный баланс, однако выра-
женность сдвигов в таком случае оставалась 
преимущественно на уровне тенденции.

У испытуемых 1-й группы увеличивалось 
отношение LF/HF – интенсивности низко-
частотных колебаний к интенсивности вы-
сокочастотных, снижалось (с уровнем зна-
чимости различий p = 0,07) значение SDNN 
(мс), увеличивалось значение МА (%), уве-
личивалось (c p < 0,05) значение VEI (у.е.). 
Все эти показатели отражают сдвиг вегета-
тивного баланса в сторону преобладания ак-

тивности симпатического отдела АНС.
У волонтеров 2-й группы те же показа-

тели демонстрировали изменения проти-
воположной направленности, а именно: 
значение отношения LF/HF уменьшалось, 
значение SDNN (мс) повышалось, МА (%) 
снижалось и значение VEI (у.е.) достоверно 
уменьшалось (p < 0,05). Это, в свою очередь, 
свидетельствует о сдвиге вегетативного ба-
ланса в сторону преобладания активности 
парасимпатического отдела АНС.

Для показателей, к которым не приво-
дится статистический уровень значимости 
различий p, характерна лишь тенденция к 
изменению в указанном направлении. Чис-
ленные значения всех описанных параме-
тров приведены в табл. 1 (верхние числа в 
клетках таблицы).

Среднее значение индивидуальной ми-
нуты после воздействия синим светом в 
целом по выборке не изменилось. Однако 
в выделенных нами группах характер изме-
нений имел противоположное направление. 
Прослеживается связь между изменением 
длительности субъективной минуты после 
воздействия синим светом и доминирующей 

Таблица  1

Сравнение результатов световых воздействий на две группы испытуемых людей

Показатель
Значение показателя

1-я группа 2-я группа
До воздействия После него До воздействия После него

TP, (мс)2 5043,6 ±2078,69
3845,5 ±2309,00

2539,6 ±1047,11
4340,8±2554,36

3914,3 ±1660,90
4376,9±1826,69

5056,3 ±1321,22
3810,3±1767,47

LF/HF 3,70±2,80
4,10±2,67

5,20±3,96
4,90±2,55

5,50±2,42
5,70±2,28

3,50±2,02
4,30±1,62

SDNN, мс 61,30 ±15,16
57,70±17,90

49,50±9,79
62,50±18,20

61,10±13,59
63,30±14,61

68,30±7,96
60,70±15,39

MA, % 35,00±8,09
35,20±12,36

41,40±7,50
38,50±11,29

35,60±4,71
34,90±7,79

26,40±7,88
40,60±9,97

VEI, у.е. 92,80±32,43
151,20±98,14

149,30±61,58
117,00±53,00 

123,60±39,96
130,60±84,33

56,80±18,04
149,60±92,76

Примечания . 1. Представлены данные по изменению значений спектрального анализа вариабель-
ности сердечного ритма и вариационной пульсометрии по Р.М. Баевскому. 2. Уровень статистической 
значимости различий по t-критерию Стьюдента p < 0,05; 3. Верхние и нижние числа в клетках таблицы 
относятся к результатам облучения испытуемых синим и белым светом соответственно.
Обозначения : TP – общая мощность спектра нейрогуморальной регуляции, LF/HF – отношение 
интенсивности низких частот к интенсивности высоких, SDNN – стандартное отклонение интервалов 
R – R, MA – амплитуда моды, VEI – индекс вегетативного равновесия.
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активностью симпатического или парасим-
патического отделов АНС на начало и конец 
эксперимента. В 1-й группе (после светового 
воздействия вегетативный баланс сдвинулся 
в сторону преобладания активности симпа-
тического отдела АНС) наблюдается тенден-
ция к укорочению субъективной минуты в 
усредненных значениях на 10 с (табл. 2). 
Во 2-й группе (после светового воздействия 
преобладает активность парасимпатическо-
го отдела АНС) длительность субъективной 
минуты практически не меняется. Стоит 
добавить, что в первую группу попали все 
участники эксперимента, уровень нейро-
тизма которых оказался выше средних зна-
чений. Из этих данных следует предполо-
жение, что лица женского пола оказались 
чувствительнее к воздействию. У них же есть 
и тенденция к более высокому уровню ней-
ротизма (13,25 ± 3,21 против 9,33 ± 2,78). 
По уровню интро (экстра) версии различия 
между группами – незначительные.

При повторном эксперименте, в котором 
участвовали те же испытуемые, световое воз-
действие синим светом было заменено воз-
действием белым дневным. За испытуемыми 
была сохранена принадлежность к группам, 
выделенным после первого этапа исследо-

вания. Заметных сдвигов вегетативного ба-
ланса на конец эксперимента, по сравнению 
с началом, в этом случае отмечено не было 
(см. табл. 1, нижние числа в клетках).

Анализ показал, что фоновые измеряе-
мые показатели являются устойчивыми. Ка-
ких-либо статистически значимых различий 
между выбранными показателями ВСР у ис-
пытуемых до светового воздействия между 
первым и повторным экспериментами не 
обнаружено.

Существенного изменения длительности 
субъективной минуты после воздействия 
дневным белым светом также не наблюда-
лось ни в 1-й, ни во 2-й группах (табл. 2, 
нижние числа в клетках).

Полученные данные показывают, что, 
по крайней мере, на часть испытуемых (1- я 
группа), синий свет оказал выраженное то-
низирующее действие, сдвигая вегетатив-
ный баланс в сторону активности симпати-
ческого отдела АНС. Именно в этой группе 
наблюдалось выраженное уменьшение дли-
тельности индивидуальной минуты (на 20,8 
%). Это согласуется с имеющимися данны-
ми, которые показывают повышение тонуса 
коры головного мозга [6], усиление уровня 
бодрствования [5, 8] при воздействии сине-

Таблица  2

Изменение длительности субъективной минуты 
в выделенных группах до и после световых воздействий

Показатель Значение показателя
1-я группа 2-я группа

Возраст, лет 22,00 ±1,60 22,30±2,12
Уровень нейротизма, у.е. 14,00±3,67

13,80±4,04 9,40±2,49
Уровень интро (экстра) 
версии, у.е.

14,60±4,12
15,50±3,30 15,70±2,53

Длительность субъективной
минуты, с
                    до воздействия                  

                     после него

65,80±16,96
60,80 ±15,04

55,30±8,14
64,60±8,40

60,60±9,63
65,10±8,63

61,80±7,68
65,50±11,97

Примечания . 1. Верхние и нижние числа в клетках таблицы относятся к результатам облучения испы-
туемых синим и белым светом соответственно. Если числа одинаковы, то дано одно значение. 
2. 1-я группа состояла из двух лиц мужского пола и девяти женского, 2-я группа – из четырех лиц муж-
ского пола и трех женского (данные табл. 1 и 2 относятся к одинаковым группам).
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го света (~440 – 485 нм) через ганглиозные 
светочувствительные клетки сетчатки и су-
прахиазматические ядра гипоталамуса. Так-
же наши данные подтверждают возможность 
влияния характеристик освещения на пара-
метры вариабельности сердечного ритма 
[17, 18]. Однако среднее значение частоты 
пульса в результате синего светового воздей-
ствия не проявило достоверных изменений. 
Это означает, что наши данные, связанные с 
изменением длительности индивидуальной 
минуты в 1-й группе, нельзя объяснить в 
рамках гипотезы о частоте пульса как воз-
можного эндогенного «пейсмейкера», зада-
ющего скорость течения субъективного вре-
мени [15, 16]. С учетом полученных данных 
можно предположить, что естественным 
эндогенным «пейсмейкером», который ис-
пользуют для субъективного отмеривания 
временных интервалов, выступает некий 
иной физиологический процесс, изменяю-
щийся в соответствии с типом вегетативной 
регуляции. На другую часть испытуемых лю-
дей (2-я группа) синий свет такого действия 
не оказал. Напротив, в ходе эксперимента 
вегетативный баланс отчасти сместился к 
преобладанию парасимпатического отдела 
АНС. Этот результат можно объяснить не 
только наличием специфического парасим-
патотонического эффекта монохромати-
ческого синего света для данной группы, 
но и отсутствием тонизирующего влияния 
в сочетании с естественным ухудшением 
функционального состояния испытуемых к 
концу эксперимента вследствие утомления 
или монотонии. Если принять такое объяс-
нение, то естественно предположить, что и 
тонизирующее действие синего монохрома-
тического света на 1-ю группу могло бы быть 
выражено сильнее, чем демонстрируют по-
лученные экспериментальные данные, по-
скольку оно помогло преодолеть возможное 
ухудшение функционального состояния.

Разнородность полученных результатов 
можно также объяснить другими фактора-
ми, которые не учитывались в данном экс-
перименте, в частности субъективным эмо-
циональным отношением к синему свету. 
Цветовые предпочтения взрослых людей за-
висят как от энергетических характеристик 
цвета, так и от информационной составляю-
щей цветового воздействия. Предпочтитель-
ными для взрослых [28] оказались три цвета: 
синий, зеленый и красный. Синий – цвет 
моря и неба – у многих ассоциируется с 
покоем, поэтому разница в реагировании, 

возможно, связана с функционированием 
разных систем – корковой и подкорковой, 
а тип перестроек активности отделов АНС 
связан с их балансом. В этом плане можно 
указать работу [29], в которой показано, что 
тип вегетативного регулирования во многом 
определяет характер ответной реакции ор-
ганизма на воздействие. У симпатотоников 
и нормотоников параметры работы сердца 
и когнитивные функции перестраивались 
после умственной нагрузки (30-минутное 
решение задач) в противоположную сторо-
ну, по сравнению с парасимпатотониками. 
Дальнейшие исследования могут осуще-
ствить экспериментальную проверку выдви-
нутых предположений.

Заключение
В ходе настоящей работы было иссле-

довано влияние различных режимов осве-
щения на восприятие человеком коротких 
временных интервалов. В частности, изуче-
но действие синего света предположительно 
через ганглиозные меланопсиносодержащие 
клетки сетчатки на циркадианные ритмы, 
определяемые функциональной системой 
головного мозга – внутренними биологи-
ческими часами. Попытки проследить вли-
яние различных эндогенных биоритмов на 
восприятие времени неоднократно пред-
принимались и ранее, но их роль в этом 
процессе по-прежнему остается во многом 
недостаточно исследованной.

Полученные данные показали, что осо-
бенности светового воздействия на субъек-
тивное восприятие временной длительности 
связаны с индивидуальным исходным состо-
янием человека и его личностными особен-
ностями: уровнем нейротизма и соотношени-
ем симпатико-парасимпатического баланса. 
Эти показатели определили направленность 
вегетативных перестроек, ввиду чего было 
выделено две группы с различным харак-
тером реакции на синий свет. Отсутствие 
наблюдаемых эффектов при замене синего 
света белым дневным подтверждает особую 
силу влияния выделенной части спектра 
(~460 – 485 нм) видимого излучения. Синий 
свет, таким образом, стимулировал преобла-
дание возбудимости симпатического отдела 
АНС у одиннадцати человек из восемнад-
цати. Те же испытуемые продемонстриро-
вали тенденцию к укорочению длительно-
сти субъективной минуты после светового 
воздействия. У остальных семи сдвиг веге-
тативного баланса имел противоположную 
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направленность без перемен в отмеривании 
минутного временного интервала.

Статистически значимого влияния сине-
го света на восприятие времени по выборке 
в целом не установлено. У части испытуемых 
(1-я группа) наблюдается тенденция к уко-
рочению субъективной минуты (примерно 
на 10 c) после воздействия синим светом 
и сдвиг вегетативного баланса в сторону 
преобладания активности симпатического 
отдела АНС. В эту группу попали все испы-
туемые с высоким уровнем нейротизма. У 
меньшей части волонтеров (2-я группа) дли-
тельность субъективной минуты после воз-
действия синим светом не изменилась, тогда 
как вегетативный баланс сместился к пре-
обладанию активности парасимпатического 
отдела АНС. При воздействии белым светом 
с такой же длительностью и интенсивностью 
данные эффекты не наблюдались.

Основные итоги и выводы
1. Впервые экспериментально показано, 

что воздействие синим светом на челове-
ческий организм дает существенные по ве-
личине перестройки вегетативного баланса. 
Так, значения показателей общей мощности 
спектра TP и индекса вегетативного равно-
весия VEI изменялись в среднем по модулю 
на 45%, по сравнению с фоновыми значе-
ниями.

2. Разная направленность сдвигов ве-
гетативного баланса связана с различны-
ми типами вегетативного реагирования. 
У испытуемых с высоким уровнем нейро-
тизма активность парасимпатического от-
дела АНС после воздействия синего света 
сменялась сдвигом в сторону преобладания 
симпатического отдела АНС. У испытуемых 

с низким уровнем нейротизма наблюдалась 
противоположная картина.

3. Повышение тонуса коры мозга, усиле-
ние уровня бодрствования у части испытуе-
мых согласуются с имеющимися в литературе 
данными о воздействии синей части спектра 
видимого излучения (~440 – 485 нм) через 
ганглиозные светочувствительные клетки 
сетчатки и супрахиазматические ядра ги-
поталамуса.

4. Полученные экспериментальные дан-
ные подтверждают возможность влияния 
характеристик освещения синим светом на 
параметры вариабельности ритма сердца и 
подтверждают особое влияние выделенной 
части спектра (440 – 485 нм) видимого из-
лучения (см. пункт 3).

5. Экспериментальные результаты про-
веденного исследования подтверждают не-
обходимость введения ограничений на ве-
черне-ночное освещение с использованием 
источников света (в особенности люмино-
форных СД холодно-белого света, имею-
щих максимум сильной голубой полосы в 
диапазоне длин волн 446 – 477 нм) [24], c 
заметной долей излучения с длинами волн 
короче 540 нм. Такие ограничения обуслов-
лены высокой степенью их биологической 
активности [30].

Наиболее целесообразным представля-
ется использование светодиодного источ-
ника света, в котором свет с длиной волн 
около 460 нм, вызывающий «световое за-
грязнение» окружающей среды [31], заме-
нен светом с длиной волны около 490 нм и 
одновременно добавлен свет с длиной вол-
ны примерно 635 нм. Последний источник 
выполняет важную функцию – восполняет 
дефицит излучения в красной области [32].
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Введение

В естественнонаучных исследованиях 
древних металлических артефактов применя-
ются самые разные подходы и методы. Чаще 
всего это физические методы, перечислен-
ные ниже:

металлографический анализ [1];
оптико-эмиссионный спектральный ана-

лиз [2, 3];
рентгенофлуоресцентный спектральный 

анализ [4, 5];
электронная микроскопия (ЭМ) с энерго-

дисперсионным рентгеновским микроанали-
зом (ЭРМ) [6, 7].

Благодаря бурному развитию приборной 
электронно-микроскопической базы,  за 
последние 20 лет появились новые методы 
исследования различных материалов. Они 
нашли широкое применение и оказались 
крайне востребованы и в области, которая 
связана с изучением объектов культурного 
наследия [7].

Традиционно ЭМ разделяется на два ос-
новных метода: растровую (РЭМ) [8, 9] и 
просвечивающую (ПЭМ) [10, 11] электрон-
ную микроскопию, хотя в современных при-
борах возможна реализация обоих методов 
[12] с параллельным использованием раз-
личных детекторов: светло- и темнопольных, 
вторичных и обратно рассеянных электронов 
и, соответственно, высокоэффективных де-
текторов для ЭРМ. В современных электрон-
ных микроскопах, в особенности РЭМ, су-
ществует возможность использования режи-
ма низкого вакуума или естественной среды, 
что в большинстве случаев снимает проблему 
накопления электрического заряда на непро-
водящей поверхности образца.

В Национальном исследовательском цен-
тре «Курчатовский институт» нами накоплен 
опыт по исследованию уникальных металли-
ческих экспонатов. Комплексные исследова-
ния проводились совместно со следующими 
организациями:

Институт археологии РАН (ИА РАН);
Государственный исторический музей 

(ГИМ);
Государственный музей изобразительных 

искусств им. А.С. Пушкина (ГМИИ);
Крымский федеральный университет им. 

В.И. Вернадского (КФУ) и другие.
В ходе проводимых исследований был 

разработан эффективный методологический 
подход на основе комплексных современных 
методов ЭМ. Этот подход представлен в дан-
ной работе.

Методика исследования объектов

Обычно исследования древних металли-
ческих артефактов проводятся в несколько 
этапов.

I. Выбор стратегии исследований. На пер-
вом этапе определяется комплекс методик, 
который обусловлен поставленными це-
лями исследования и состоянием объекта 
изучения. Одна из основных проблем, от 
которой зависит программа дальнейших 
действий, – возможность отбора пробы 
небольшого объема (не более 1 мм3) для 
детальных РЭМ- или ПЭМ-исследований. 
Если такая возможность отсутствует, то 
приходится ограничиваться исключительно 
теми методами исследования, которые не 
требуют подготовки пробы [13– 15].

II. Подготовка пробы. Традиционные ме-
тодики подготовки – изготовление шлифов 
и тонких пластин для последующего ми-
кроанализа, электрохимического или ион-
ного травления – хорошо известны [12]. 
Изготовление шлифов необходимо, если 
на поверхности исследуемого образца есть 
выраженный рельеф; он может привести к 
значительным погрешностям при опреде-
лении элементного состава. Возникновение 
погрешности может быть обусловлено как 
изменением функции распределения плот-
ности генераций рентгеновского излучения 
по глубине и энергетического распределе-
ния обратно рассеянных электронов, так 
и с различиями в поглощении характери-
стического рентгеновского излучения опре-
деляемых элементов в различных областях 
(или точках) образца из-за геометрических 
факторов поверхности.

Стоит отметить, что существующие на 
сегодняшний день программы коррекции 
полученных ЭРМ-данных заведомо пред-
полагают, что поверхность образца глад-
кая и расположена строго перпендикуляр-
но к электронному зонду. Поверхности 
же археологических объектов, зачастую, 
не отвечают перечисленным требованиям. 
Практически, на поверхностях всех ме-
таллических артефактов образуются кор-
розионные слои, имеющие, как правило, 
развитый рельеф. Их присутствие, наравне 
с загрязнениями, может не только значи-
тельно исказить результаты элементного 
анализа методом ЭРМ [16], но и привести 
к неверным выводам о морфологии поверх-
ности, хотя при этом результаты исследо-
вания коррозии могут содержать полезную 
информацию, например, о специфике ус-
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ловий археологизации артефакта [17].
Поэтому для изучения металлических 

артефактов рекомендуется изготовление 
шлифа или ламели, причем с минимальным 
повреждением самого артефакта. Наиболее 
подходящим методом подготовки пробы 
для этой цели служит сфокусированный 
ионный пучок, использующий ионы галлия 
или плазменный источник с ионами ксено-
на [17 – 21]. С помощью сфокусированного 
ионного пучка можно вытравливать углу-
бления с вертикальными стенками глуби-
ной 1 – 50 мкм, что позволяет проводить 
исследования по всей глубине среза, но с 
обязательным учетом геометрии экспери-
мента. Также указанный ионный пучок 
используется и для приготовления тонких 
(менее 100 нм) ламелей для ПЭМ-иссле-
дований [12]. При неинвазивном изучении 
поверхности с выраженным рельефом, по-
грешность измерений ЭРМ рекомендуется 
вычислять через моделирование рассеяния 
электронов пучка в твердом теле методом 
Монте-Карло, полностью задав форму 
рельефа поверхности.

IIа. Отбор микропроб. При ЭМ-исследо-
ваниях объектов культурного наследия, раз-
меры которых превышают размеры камеры 
РЭМ, или нетранспортабельных артефак-
тов, необходим отбор микропроб с мини-
мальными повреждениями экспонатов.

III. Исследования методом растровой 
электронной микроскопии. В случае низкой 
проводимости образца, в РЭМ возникает 
необходимость применять режим низкого 
вакуума. В приложении к металлическим 
артефактам отсутствие проводимости озна-
чает наличие на поверхности слоя корро-
зии, загрязнения или искусственного ор-
ганического покрытия (например, рестав-
рационного). В этом случае использование 
нескольких ускоряющих напряжений дела-
ет возможным разделение рентгеновских 
спектров от поверхностного слоя (коррозии 
и т. п.) и металлической основы. Регистра-
ция картин дифракции обратно рассеянных 
электронов позволяет получать структур-
ную информацию.

IV. Исследования методом просвечива-
ющей растровой электронной микроскопии 
(ПРЭМ). Для объектов исторического 
наследия, в частности образцов метал-
лов и сплавов, используется весь спектр 
современных методов ПРЭМ и микроа-
нализа, в том числе высокоразрешающая 
ПРЭМ, различные методы электронной 

дифракции и микроанализа (ЭРМ). Для 
ПРЭМ-исследований характерна очень 
высокая локальность. Особенно это суще-
ственно при определении фазового состава 
покрытий металлических изделий, состоя-
щих из различных компонентов. Поэтому 
при исследованиях сложных объектов не-
обходимо привлечение комплементарных 
методов.

Результаты исследований 
металлических артефактов

В рамках предложенной методологии 
проведено исследование ряда металличе-
ских артефактов, результаты которых  пред-
ставлены в данном разделе.

Металлические изделия из некрополя 
Левадки (КФУ им. В.И. Вернадского) [15]. 
Задачей исследования было определение 
элементного состава сплавов и морфоло-
гии поверхности ряда металлических изде-
лий из некрополя Левадки. Для этого были 
использованы методы РЭМ/ЭРМ, причем 
необходимости в подготовке проб не было, 
так как измерения проводились параллель-
но с реставрационными работами, вклю-
чавшими расчистку поверхности изделий. 
Полученные нами результаты продемон-
стрировали отсутствие цинка в сплавах изу-
ченных объектов. Это означало, что при их 
изготовлении не использовался традицион-
ный источник меди – римские монеты из 
медно-цинкового сплава.

Бронзовые статуи из ГМИИ им. А.С. 
Пушкина [20]. В рамках изучения бронзо-
вых статуй «Танцующий Амур» и «Иоанн 
Креститель», предположительно созданных 
Донателло (около 1386 – 1466 гг.), метода-
ми РЭМ/ЭРМ уточнялся состав металличе-
ской основы с целью проверки авторства. 
Габариты обеих статуй значительно превос-
ходили размеры камеры для РЭМ-иссле-
дований, поэтому был проведен отбор ми-
кропроб: у статуи «Иоанн Креститель» из 
нескольких областей внутренней поверхно-
сти, а у статуэтки «Танцующий амур» – из 
каверны вблизи крепежного штифта в сто-
пе. Микропробы были помещены в эпок-
сидную смолу и отшлифованы. Оказалось, 
что статуя «Иоанн Креститель» изготовле-
на из медного сплава, содержащего цинк 
(менее 23 ат.%), олово (менее 4,3 ат.%) и 
свинец (менее 7,0 ат.%), типичного для 
бронзовой скульптуры Донателло периода 
1400 – 1430-х гг. (согласно литературным 
данным). Статуэтка «Танцующий амур» бы-
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ла изготовлена из более популярного в этот 
период сплава, состоящего из меди (менее 
63 ат.%), олова (менее 36 ат.%) и  свинца 
(менее 1 ат.%), что не позволило уточнить 
его атрибуцию.

Наконечник копья Новосвободненской 
культуры 3000 – 2900 гг. до н.э. из ГИМ 
[17]. Целью исследования было определе-
ние элементного состава и микроструктуры 
верхнего слоя наконечника копья из раско-
пок кургана у станицы Царская (современ-
ное название – станица Новосвободная), из 
коллекции отдела археологических памят-
ников ГИМ. Методами РЭМ/ЭРМ изуча-
лись поверхность и срезы металла основы 
и верхнего слоя. Установлено, что наконеч-
ник копья был выполнен из медно-мышья-
кового сплава (медь – 95,9 ат.%; мышьяк – 
4,1 ат.%), а верхний слой имел сложный 
слоистый состав, дополнительно включаю-
щий серу, углерод и кислород, причем на 
поверхности были обнаружены кристаллы 
халькозита, несвойственные для коррозии 
медных сплавов:

Cu-As / Cu-As-O-C /Cu-As-SO / CuS.
Такой состав определяется особыми ус-

ловиями археологизации объекта в серни-
стой атмосфере, которые способствовали 
естественному преобразованию коррозион-
ного слоя меди в сульфидные минералы.

Влияние кремации на слой амальгамного 
золочения медных изделий X века (ГИМ) 
[21]. В работе проводился сравнительный 
анализ морфологии и состава приповерх-
ностной области различных золоченых мед-
ных изделий X века. Это были, во-первых, 
изделия из кремационных захоронений, 
во-вторых, – из культурного слоя поселе-
ния. В первом случае изучались идол из 
кургана «Черная могила» (раскопки Д.Я. 
Самоквасова 1872 – 1873 гг., г. Чернигов) и 
ажурный наконечник ремня (найден в ре-
зультате раскопок В.А. Городцова в 1901 г. 
у деревни Михайловское Московской обла-
сти). Во втором случае исследовалась фибу-
ла круглая – застежка для одежды (раскоп-
ки В.В. Мурашёвой 1995 г. Гнездовского 
археологического комплекса, Смоленская 
область, Россия).

Сложная форма предметов предполага-
ла нанесение золочения методом ртутного 
амальгамирования, однако в изделиях, под-
вергшихся кремации, исследования поверх-
ности, проведенные различными метода-
ми, не выявили наличия ртути. Возникшее 

предположение, что ртуть могла сохранить-
ся на границе раздела металла основы (ме-
ди) и слоя золочения, потребовало изучения 
слоя сплава Cu-Au по глубине. Поскольку 
толщина слоя золота в объектах превышала 
50 мкм, изучались микропробы, отобран-
ные в зонах с наилучшей сохранностью 
слоя золочения. Методами РЭМ/ЭРМ бы-
ли получены карты распределения элемен-
тов по глубине, которые также не показали 
наличия ртути в предметах из кремации, но 
выявили усиление пористости приповерх-
ностной области, содержащей золото. Ана-
логичные исследования образца из культур-
ного слоя (в фибуле) показали присутствие 
ртути во всем слое позолоты. Следователь-
но, отсутствие ртути в слое амальгамного 
золочения было вызвано вторичным нагре-
вом изделия при кремации, который при-
вел к полному испарению ртути.

Крест-энколпион XII века. Изделие де-
корировано чернью. Оно было найдено 
в Суздальском ополье, поступило из ИА 
РАН [19].

Крест-энколпион – это предмет лич-
ного благочестия, ковчег в форме креста, 
использовавшийся для хранения частицы 
мощей и других реликвий. Комплексные 
исследования этого артефакта методами 
РЭМ/ЭРМ, ПЭМ, ПРЭМ и электрон-
ной дифракции включали определение 
элементного состава основного металла 
(рис. 1, a, области 1 и 3) и черни (рис. 1, a, 
область 2), уточнение технологии декори-
рования, а также изучение влияния кор-
розии на приповерхностные слои объекта. 
Данные РЭМ/ЭРМ, полученные от по-
верхности объекта без предварительной 
подготовки пробы, не позволили точно 
определить состав чернения и коррози-
онного слоя, поэтому исследования были 
проведены на ламелях, полученных сфоку-
сированным ионным пучком.

Определено, что материал основы кре-
ста – свинцово-цинково-оловянная брон-
за, а инкрустации – сульфид меди с вклю-
чениями свинца. На этом основании было 
высказано предположение, что инкруста-
ция выполнялась расплавлением порошка 
сульфида меди, который был помещен в 
углубления на поверхности, образующие 
рисунок.

Заключение

По результатам представленных ис-
следований можно заключить, что цен-
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Рис. 1. Результаты комплексных ЭМ-исследований энколпиона 
XII века (ИА РАН):

а – фотография объекта (1 – зона шлифа торца креста; 2, 3 – области чернения и металла основы, 
соответственно); b – РЭМ-изображение шлифа энколпиона, полученное в ОРЭ; с – интегральная карта 
распределения химических элементов от области шлифа (стрелками указаны области Sn-O-P (1), Cu (2) 
и Pb (3); d – темнопольное ПРЭМ-изображение ламели из области чернения с указанной площадью 

картирования и картами распределения химических элементов; e – ЭД от области чернения
(Cu2S в проекции [102])

ность методов электронной микроскопии 
в приложении к историческому металло-
ведению заключается в возможности по-
лучения подробной разнонаправленной 
информации об изучаемых металлических 
артефактах, которая позволяет сделать но-
вые исторические выводы. При этом су-
щественным достоинством является мини-
мальное воздействие на экспонаты.
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СРАВНЕНИЕ СПОСОБНОСТИ ИСПУСКАНИЯ ОПТИЧЕСКОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ ЭЛЕКТРООТРИЦАТЕЛЬНОГО ТЛЕЮЩЕГО РАЗРЯДА 

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ И КОАКСИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

А.П. Головицкий, О.А. Ремига 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для положительного столба электроотрицательного тлеющего разряда среднего 
давления в смеси хлора с инертным газом теоретически исследован переход от 
традиционной цилиндрической геометрии разряда к коаксиальной, когда плазма разряда 
локализована в зазоре между двумя коаксиально расположенными цилиндрическими 
трубками; при этом возникает новый механизм потерь электронов – их диффузионный 
уход на внутреннюю стенку. Показано, что существование разряда становится возможным 
лишь при существенном увеличении частоты ионизации и, соответственно, электронной 
температуры; последнее вызовет возрастание удельной мощности ультрафиолетового 
излучения разряда. Получены аналитические выражения для оценки электронной 
температуры плазмы указанного разряда в коаксиальной геометрии.

Ключевые слова: излучение плазмы, электроотрицательный разряд, электронная 
температура, частота ионизации, коаксиальная геометрия
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THE COMPARISON OF OPTICAL RADIATION EMISSION ABILITY
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Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation
The transition from the traditional cylindrical discharge geometry to the coaxial one (where 

the discharge plasma is located in a gap between two coaxially placed cylindrical tubes) has 
been theoretically investigated for the positive column of an electronegative middle pressure 
glow discharge in the mixture of chlorine and inert gases. Here a new electron’s loss mechanism 
appears, i.e. the electron’s diffusional outgoing onto the inner wall. The discharge existence was 
proved to be only made possible by sufficient increasing of the ionization frequency and hence 
the electron temperature as well. The elevation of the electron temperature would cause a 
growth of the specific power of discharge ultraviolet radiation. The analytical expressions for es-
timating the electron temperature of the discharge plasma in the coaxial geometry were derived.
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Введение

Под коаксиальной геометрией разряда 
будем, как и в работе [1], подразумевать, 
что разряд происходит в зазоре между двумя 
коаксиально расположенными цилиндри-
ческими трубками, плазма имеет трубчатую 
форму, а продольное поле Ez и ток разряда 
направлены вдоль оси трубок. Подобные 
электроотрицательные разряды в смесях 
инертных газов с хлором используются на 
практике как рабочие среды мощных эф-
фективных источников ультрафиолетового 
(УФ) излучения [2, 3], не содержащих рту-
ти. Излучающими частицами в них являют-
ся эксимерные молекулы – хлориды инерт-
ных газов.

В нашей работе [1] отмечено, что для 
положительного столба электроотрицатель-
ного тлеющего газового разряда среднего 
давления (до 40 Тор) в коаксиальной гео-
метрии имеет место увеличение частоты 
ионизации, по сравнению со случаем ци-
линдрической геометрии даже при малом 
(0,05 – 0,10) отношении R1/R2 – радиуса 
внутренней стенки разрядной трубки к ра-
диусу внешней. Поэтому логично предпо-
ложить, что при этом должны увеличиться 
и скорости заселения возбужденных состо-
яний атомов газа, а также удельная мощ-
ность оптического излучения разряда. Но 
этот важный для практического примене-
ния газоразрядных источников света во-
прос изучен не был.

Цель данной работы – показать теоре-
тически, что переход от цилиндрической к 
коаксиальной геометрии названных разря-
дов вызовет увеличение электронной тем-
пературы Te, а, следовательно, и концен-
трации эксимерных молекул в положитель-
ном столбе, а также оценить количественно 
прирост величины Te и удельной мощности 
эксимерного УФ-излучения.

Описание модели
В плазме галогенсодержащих разрядов, 

как показано в работах [4, 5], среди по-
ложительных ионов преобладают молеку-
лярные ( +

2Cl  для хлора), а доминирующим 
механизмом гибели отрицательных ионов 
Cl−  является диссоциативная ион-ионная 
рекомбинация:

Принятые обозначения. Введем следую-
щие обозначения: νi, νa – частоты иони-
зации и прилипания; ρi – коэффициент 

+
2Cl +Cl 3Cl.− →

ион-ионной рекомбинации; Tj, µj, nj – тем-
пература, подвижность и абсолютная кон-
центрация заряженных частиц j-го сорта; 
индексы j = e, p, n соответствуют элек-
тронам, положительным и отрицательным 
ионам; * *,ap anD D  – приведенные частоты 
диффузии ионов; ne0 – максимальная элек-
тронная концентрация; 

(1)

здесь ν, α, η – безразмерные приведенные 
частоты соответственно ионизации, прили-
пания и ион-ионной рекомбинации.

Далее, X – поперечная приведенная 
(безразмерная) радиальная координата, 
X1 – приведенная координата внутренней 
стенки;

X = r/R2; X1 = R1/R2; X ≤ X ≤ 1;

n(X), N(X), P(X) – относительные про-
странственные распределения электронов, 
отрицательных и положительных ионов по 
координате X (поперечная направлению то-
ка); τp, τn – отношения температур ионов и 
электронов;

(2)

В излагаемой модели, как и в работах 
[1, 6], приняты квазинейтральность, т.е.

P(X) = n(X) + N(X),                (3)
а также постоянство величин νi, νa, ρi, µj по 
поперечному сечению плазмы и неизотер-
мичность плазмы, т. е. принято Te >> Tp, Tn. 
Однако величины τp, τn не полагаются пре-
небрежимо малыми.

Математическое описание. В работах 
[1, 6] получены следующие уравнения для 
переменных N, P  и n:

(4)

( )* 2
2

* *

* *

*
0

/ ;

/ ;
/ ; / ;

/ ; / ;

= / ;

ap p e

ap ap pn

pn p n np n p

i ap a an

e i ap

D T eR

D D

D D

n D

= µ

= µ

µ = µ µ µ = µ µ

ν = ν α = ν

η r

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

/ ;

/ ;

/ ;
/ ; .

e e

n e

p e

j j e p n

n X n X n

N X n X n

P X n X n
T T

=

=

=

t = t ≈ t ≈ t

,n pn
NN n n NP
n

 −∆ ⋅t + ∇ ∇ ≈ α − µ η 
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(5)

с нулевыми граничными условиями на 
стенках для любого типа заряженных ча-
стиц. Производные в уравнениях (4) и (5) 
берутся по приведенной координате X.

Известно [6 – 8], что для электроотри-
цательных разрядов характерно расслое-
ние плазмы в поперечном к протеканию 
тока направлении на центральную область 
ион-ионной (i-i) плазмы (далее «сердце-
вина») с относительно малым содержани-
ем электронов и на периферийную область 
электрон-ионной (e-i) плазмы (далее «обо-
лочка»), почти не содержащую отрицатель-
ных ионов с режимом диффузии плазмы, 
близким к амбиполярному. Ограничимся 
случаем сильной электроотрицательности, 
когда α >> 1, и в сердцевине

N ≈ P >> n ~ 1,                  (6)

а в оболочке 

P ≈ n >> N,                     (7)

причем оболочка тонкая и ее даже для ци-
линдрической геометрии разряда можно 
рассматривать как плоскую [7, 8].

Сложим уравнения (4) и (5). Из такой 
суммы, если учесть условия (6), получим 
для сердцевины следующее соотношение:

(8)

где τS = τp + τn
Если же учесть неравенство (7), спра-

ведливое для оболочки, где мало отрица-
тельных ионов, а к тому же присутствует 
сильное поперечное поле Ех [7], что дает 
возможность пренебречь ионной диффузи-
ей, то получим:

∆n = – (ν + α)n.                  (9)

Уравнение (8) исследовано нами в рабо-
те [1], где показано, что если выполняется 
неравенство 

0,01 ≤ τ < 1,0,                 (10)
то при условии 

0,3 ≤ R1/R2 < 1,0                   (11)

решение (8) для коаксиальной геоме-
трии оказывается близким к симметрич-
ному относительно точки с координатой 
(X1+1)/2. Такая симметрия позволяет пере-
местить в эту точку нуль координаты X, а 
также записать решение как

p
PP n n NP
n

 −∆ ⋅t − ∇ ∇ ≈ ν − η 
 

( ) ( )21 ,S pnN N∆ ⋅t ≈ µ + η − ν + α

(12)

и проводить дальнейшие расчеты для коак-
сиальной геометрии как для плоской геоме-
трии (назовем это приближением плоской 
геометрии). Здесь X0 – отсчитываемая от 
нового нуля координата, при которой N(X) 
полагается равной нулю, т. е. X0 является 
приведенной координатой границы между 
плазмами i-i и e-i. Само значение X0 пока 
неизвестно и далее подлежит расчету.

Приведенная координата внешней стен-
ки (до сдвига координат она была равна 
единице) станет в приближении плоской 
геометрии равной

а координата X будет находиться в пределах 
от 0 до σ.

Ввиду отсутствия данных, полученных 
из каких-либо реальных экспериментов, 
справедливость результата (12) проверялась 
посредством его сравнения с результатом 
вычислительного эксперимента (далее ВЭ) 
[1, 6]. Последний представляет собой мо-
дель, в которой при минимуме априорных 
предположений численно решается система 
стационарных уравнений для потоков заря-
женных частиц плазмы и их концентраций 
в положительном столбе электроотрица-
тельного тлеющего разряда – как задача на 
собственные значения. В результате такого 
подхода удается вычислить пространствен-
ные профили концентраций электронов и 
ионов, величины частот плазмохимических 
процессов, а также провести верификацию 
полученных аналитических выражений и 
определить области их применимости. В 
итоге установлено, что использование вы-
ражения (12) для коаксиальной геометрии 
дает при соблюдении неравенств (10) и (11) 
погрешности величин N(X) и n(X)не более 
12 %, а при

0,5 ≤ R1/R2 < 1,0

– не более 6 %.
Для неизотермической плазмы величина 

τ < 1, поэтому отрицательные ионы не по-
падают на стенки и гибнут только в объеме 
плазмы. Следовательно средние по ее сече-
нию скорости рождения и гибели отрица-
тельных ионов должны быть равны, т. е.

( )
2

2
0

0

1
2 S

XN X X
X

  ν + α  ≈ −  t    

2 1

22
1 ,
2

R R
R
−

s = <
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(13)

Соотношение (13) будет далее исполь-
зовано при расчете величины X0, но для 
взятия интеграла в левой части нужно 
знать функцию n(X). В сердцевине (см. не-
равенство (6)) n(X) ≈ 1, а в оболочке, как 
утверждалось в работе [6] по результатам 
ВЭ, зависимость распределения n(X) при 
τ ≥ 0,01 близка к линейной.

Линейность зависимости n(X)
Теоретически подтвердим линейность 

зависимости n(X).
Согласно выражению (9), в оболочке для 

приближения плоской геометрии выполня-
ется равенство

(14)

откуда получим

С другой стороны, согласно уравнению 
(5) и условию (7), в оболочке

или (для приближения плоской геометрии)

При сильной электроотрицательности 
оболочка тонка, а в сердцевине значение 
функции n(X) ≈ 1, поэтому сердцевина даст 
основной вклад в величину интеграла. Тог-

( ) ( )
0

2

0 0

.
X

pnn X dX N X dX
s

α = µ η∫ ∫

( ) ( )sin ,mn X n X = ν + α s − 

( ) .' mn ns = − ν + α

( )1n n−∆ + t ≈ ν

( ) ( )
01

' .n n X dX
sν

s = −
+ t ∫

да величину ( )n′ s  можно оценить как

(15)

Приравняв оба выражения для ( ) ,n′ s
получим следующее выражение:

(16)

Результаты расчетов по формулам (15) и 
(16) в сравнении с данными ВЭ приведены 
в табл. 1. Пример приведен для α = 8 и для 
плоской геометрии, т.е. при σ = 1.

Данные табл. 1 показывают, что выра-
жение (15) обеспечивает соответствие зна-
чения n'(1) вычислительному эксперименту 
с погрешностью не более 22 %. Главный 
результат здесь, однако, в том, что значе-
ния nm существенно превосходят единицу и 
растут с увеличением τ. Уравнению (9) это 
не противоречит. Но n(X) ≤ 1 по определе-
нию. Поэтому зависимость n(X) в оболочке 
должна соответствовать лишь самому нача-
лу синусоидальной зависимости (14), т. е. 
вблизи стенки n(X) должна быть близкой к 
линейной, а именно (в приближении пло-
ской геометрии):

Физически линейность n(X) в оболочке 
при τ > 0 вызвана диффузионным проник-
новением отрицательных ионов со стороны 

( )
1

' .n νs
s ≈ −

+ t

( )
.

1mn νs
≈

+ t ν + α

( ) ( ).
1

X Xn νs
≈ s −

+ t

ν
τ

n'(1) nm

ВЭ ВЭ По формуле (15) По формуле (16)
24,9 0,01 –24 –24,7 4,3
55,2 0,05 –47 –52,6 6,6
92,7 0,10 –107 –84,0 8,4
167 0,20 –177 –140 10,5

Таблица  1
Результаты расчета зависимости величин n'(1) и nm

от приведенной частоты ионизации 
и относительной ионной температуры

Обозначения : ν – приведенная частота ионизации, полученная в 
вычислительном эксперименте (ВЭ) при различных величинах от-
носительной ионной температуры τ, n'(1) – производная профиля 
электронной концентрации на стенке, nm– амплитуда синусоидаль-
ной зависимости (14).
Примечание : Представлены расчетные данные для случая α = 8 и 
для плоской геометрии, т. е. при σ = 1.
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(i-i)-плазмы в оболочку против поперечно-
го поля оболочки

которое является слабым вблизи максиму-
ма синусоидальной зависимости (14). Такое 
проникновение, во-первых, увеличивает 
размер сердцевины при сокращении раз-
мера оболочки, а во-вторых, отрицатель-
ные ионы нейтрализуют тормозящее уход 
электронов поле Ex в той области, куда им 
удается проникнуть. Электроны из этой 
области быстро уходят в оставшуюся часть 
оболочки не в амбиполярном, а в близком 
к свободному режиме диффузии.

В итоге для коаксиальной геометрии (в 
приближении плоской геометрии) мож-
но положить, что в оболочке выполняется 
приближенное равенство

(17)

Если подставить выражения (10) и (17) 
в равенство (13), то можно после ряда пре-
образований получить следующую зависи-
мость: 

(18)

где a = (σ + X0)/2.
Из выражения (18) можно оценить вели-

чину Х0, входящую туда в неявной форме. 
Если же a ≥ 0,7σ, т. е.0,4σ ≤ X0 < σ, то вели-
чину Х0 с погрешностью не более 5 – 10 % 
можно оценивать по более простой и явной 
формуле:

(19)

Поток положительных ионов из оболоч-
ки на стенку течет фактически в амбипо-
лярном режиме [7, 8] (так как в оболочке 
nn << ne ≈ np):

Поскольку в сердцевине при сильной 
электроотрицательности 

np ≈ nn >> ne и ne ≈ ne0

(см. условие (6)), а в оболочке np ≈ ne, то, в 
соответствии с выражением (17),

,e
x

e

nE
n

∇
∞

( ) ( ) ( )0/ .X X Xn ≈ s − s −

1/52

0
15 ,
2

S

pn

aX
 tα  ≈   µ η ν + α   

1/52

0
15 .
2

S

pn

X
 tαs  ≈   µ η ν + α   

.p
p ap

dn
D

dx
Γ = −

( )
0

2 0

,p edn n
dx R x

≈ −
s −

где x0 – абсолютная координата границы 
между плазмами i-i и e-i. 

Формируется поток Гp в сердцевине 
плазмы, и при x0 он соответствует выраже-
нию

Если приравнять вышеприведенные вы-
ражения для Гp при x0 и учесть равенство 
(13), то получим следующее выражение 
(для приближения плоской геометрии):

(20)

Из этого выражения можно вычислить 
величину ν, подставив Х0 из формулы (19). 
Отметим, что расхождение данных ВЭ и 
расчетов значений ν по формулам (20) и 
(19) не превышает 18 % (табл. 2). Если же 
выразить ν и α как функции Te, то послед-
нюю также можно вычислить, рассмотрев 
выражение (20) как трансцендентное урав-
нение относительно Te.

Таким образом, для электроотрицатель-
ного тлеющего разряда в коаксиальной 
геометрии выражение (20) является анало-
гом формулы Шоттки, используемой для 
оценок Te плазмы положительного столба 
электроположительного тлеющего разряда 
в цилиндрической геометрии [9].

Пример реализации расчета
Для примера рассмотрим электроотри-

цательный тлеющий газовый разряд в сме-
си 6 Тор ксенона Xe и 0,25 Тор хлора Cl2 
(по напуску) при токе 10 мА. Примем ра-
диус внешней цилиндрической трубки рав-
ным R2= 6 мм, температуру газа Tg = 500 K; 
концентрация ксенона с учетом термовы-
теснения равна

NXe = 1,3·1017 см –3,
а хлора, с учетом диссоциации молекул 
хлора электронным ударом [8], – 

                     см –3,
Аппроксимации частоты ионизации

и частоты прилипания

( ) ( ) ( )
0 0

0 0

.
x x

p i e i p nn x dx n x n x dxΓ = ν − r∫ ∫

( )
0

0 0 0

1 .
2 pn

X
X X X

s +α
ν − ⋅ ≈

µ s −

2

14
Cl 1,75 10N = ⋅

( )8
Xe 9, 2 10 exp 12,9 / 1/ ci eN T−ν ≅ ⋅ ⋅ −

( )
2

10
Cl

2 3

3,69 10

exp 1,68 / 1,457 / 0,44 / 1/ c
a

e e e

N

T T T

−ν ≅ ⋅ ×

× − + −
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(Te – в эВ, концентрации – в см–3) взяты из 
работы [10]. Принимаем

τp = τn = τ = 0,05.
Необходимо заметить, что использова-

ние понятия электронной температуры Te, 
равносильное допущению максвелловской 
функции распределения электронов по 
энергиям (ФРЭЭ), для плазмы разрядов в 
смесях инертных газов с хлором является 
упрощенной идеализацией. В действитель-
ности, если определить Te как параметр 
максвелловской ФРЭЭ, адекватно описы-
вающей возбуждение высоколежащих уров-
ней атома инертного газа и его ионизацию 
электронным ударом (так называемая «тем-
пература быстрых электронов» [11]), то для 
указанного выше разряда в цилиндриче-
ской геометрии модель, представленная на-
ми в работе [8], даeт величину Te ≈ 1,2 эВ. 
Но если в рамках той же модели  рассчитать 
для тех же условий разряда величины De и 
µe (они определяются медленными элек-
тронами), используя при этом полученную 
из кинетического уравнения ФРЭЭ, а затем 
рассчитать температуру электронов, вос-
пользовавшись соотношением Эйнштейна, 
как Te = eDe/µe, то значение такой темпера-
туры Te окажется более 6 эВ.

Чтобы учесть в дальнейших расчетах раз-
ницу «температур» быстрых и медленных 

электронов, величины *
apD  и *

anD , входя-
щие в выражения для ν и α, рассчитывались 
как

а величина β = 6 была подобрана для обе-
спечения наилучшего согласия результатов 
расчетов с данными вычислительного экс-
перимента. Коэффициент ион-ионной ре-
комбинации принят равным

в соответствии с данными, приведенными в 
статьях [12, 13].

Результаты расчетов приведены в табл. 2 
для цилиндрической  и коаксиальной гео-
метрии при разных значениях отношений 
радиусов внутренней и внешней стенок  
R1/R2, но при сохранении постоянного зна-
чения радиуса внешней стенки R2. В ка-
честве величины Te указана «температура 
быстрых электронов». Под Srel следует по-
нимать относительную (по отношению к 
цилиндрической геометрии, при которой 
R1/R2 = 0) площадь поперечного сечения 
плазмы в коаксиальной геометрии.

Для расчета концентрации эксимер-
ных молекул *XeCl

N  (удельная мощность 
УФ-излучения плазмы разряда пропорцио-

( )
( )

* 2
2

* 2
2

/ ,

/ ,

ap p e

an n e

D T eR

D T eR

= µ β

= µ β

92,9 10 ,i gT−r ≈ ⋅

R1/R2 Srel
Te, эВ

 (расчет по (20))
ν α NXeCl*,отн. ед.ВЭ Из рассчитанной Te

0,00 1,00 1,20 120 99,2 8,00 1,0
0,15 0,98 1,31 231 217 7,48 1,8
0,28 0,92 1,36 330 304 7,24 2,3
0,50 0,75 1,48 – 615 6,75 4,0
0,64 0,59 1,62 1142 1174 6,31 6,6
0,80 0,35 1,94 – 3672 5,51 16,7

Таблица  2
Результаты расчета величин T

e
 и NXeCl* для коаксиального 

и цилиндрического тлеющих разрядов в газовой смеси Xe и Cl2 
в зависимости от соотношения внутреннего и внешнего радиусов 

разрядной трубки

Обозначения : ν – приведенная частота ионизации, Te – электронная температу-
ра, α – приведенная частота прилипания, Srel – относительная площадь поперечно-
го сечения плазмы в коаксиальной геометрии (по отношению к цилиндрической), 
NXeCl*– концентрация эксимерных молекул, пропорциональная удельной мощности 
УФ-излучения плазмы.
Примечание . Первая строка таблицы относится к случаю цилиндрической гео-
метрии тлеющего разряда.
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нальна этой концентрации) было использо-
вано соотношение [14]:

где

а σ0M – суммарное сечение возбуждения 
метастабильных и резонансных уровней 
ксенона электронным ударом (оно взято из 
статьи [15]).

Обсуждение результатов
Главная физическая причина увеличе-

ния Te и удельной мощности УФ-излучения 
разряда при переходе от цилиндрической 
геометрии к коаксиальной (при сохранении 
постоянным значения R2) заключается в ка-
чественным изменении условий разряда, а 
именно в возникновении дополнительного 
канала потерь электронов – их диффузи-
онного ухода на внутреннюю стенку. Для 
компенсации этого ухода, т. е. для поддер-
жания существования разряда в условиях 
коаксиальной геометрии, необходима уве-
личенная частота ионизации νi, по сравне-
нию со случаем цилиндрической геометрии. 
Необходимостью увеличения νi обусловлен 
рост Te при названном переходе (см. табл. 
2). При дальнейшем сужении межстеночно-
го зазора в коаксиальной геометрии, т. е. 
при R1/R2→1, потери электронов будут еще 

* 0XeCl
,M eN ∞ s ν

( )
( )

9
0

8

4, 26 10 exp 7,986 /

1,36 10 exp 9,753 / ,
M e e

e

T

T

−

−

s ν = ⋅ − +

+ ⋅ −

более возрастать, что потребует дальнейше-
го увеличения как νi, так и, соответственно, 
Te (как следует из данных табл. 2). Рост Te, 
в свою очередь, приведет к росту скоро-
стей возбуждения энергетических уровней 
ксенона, что при наличии хлора в составе 
смеси газов обеспечит увеличение концен-
трации эксимерных молекул и удельной 
мощности УФ-излучения, испускаемого 
плазмой.

Заключение

Теоретически исследован переход от 
традиционной цилиндрической геометрии 
электроотрицательного тлеющего разряда 
среднего давления в коаксиальной геоме-
трии, когда плазма разряда локализована в 
зазоре между двумя коаксиально располо-
женными цилиндрическими трубками. На 
примере разряда в смеси ксенона и хлора 
количественно исследовано воздействие 
дополнительного возникшего механизма 
потерь электронов – их диффузионного 
ухода на внутреннюю стенку – на элек-
тронную температуру и удельную мощность 
УФ-излучения плазмы разряда. Продемон-
стрирован существенный рост величин на-
званных параметров плазмы разряда при 
переходе от цилиндрической к коакси-
альной геометрии. Полученный результат 
может быть эффективно использован при 
создании и эксплуатации газоразрядных 
источников света и УФ-излучения.
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В статье представлена реализация современных методов получения одно-, двух- и 
трехмерных композиционных матриц для тканевой инженерии на основе резорбируе-
мых и нерезорбируемых полимеров. Описаны коагуляционный способ получения ком-
позиционных волокон на основе хитозана и нанофибрилл хитина, метод электрофор-
мования композиционных нановолокон, метод лиофилизации растворов хитозана и их 
смесей с наночастицами для получения трехмерных пористых матриц с повышенной 
стабильностью механических характеристик в водных средах. Приведены результаты 
исследования адгезии и кинетики пролиферации стволовых и соматических клеток че-
ловека и животных на разработанных матрицах. В результате экспериментов in vivo 
установлено, что материалы в виде волокон, пленок, трубчатых образцов и губок можно 
использовать в качестве имплантатов кровеносных сосудов и эффективных раневых 
покрытий. Представлены также результаты исследования кинетики резорбции исследу-
емых материалов в живом организме.
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The article presents implementation of modern methods for producing one-, two-, and 
three-dimensional composite matrices for tissue engineering based on resorbable and nonre-
sorbable polymers. Coagulation method for producing composite fibers based on chitosan and 
chitin nanofibrils, electrospinning method for composite nanofibers, lyophilization of chitosan 
solutions and their mixtures with nanoparticles to obtain three-dimensional porous matrices 
with increased stability of mechanical characteristics in aqueous media have been described. 
The results of the studies in the adhesion and kinetics of proliferation of stem and somatic cells 
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Введение

В настоящее время тканевая инженерия 
является одной из наиболее молодых от-
раслей науки, базирующейся на принципах 
материаловедения, цитологии, молекуляр-
ной биологии и медицины. Используемый 
в ней междисциплинарный подход направ-
лен на создание новых тканеинженерных 
препаратов для восстановления утраченных 
функций тканей или органов [1]. Тканеин-
женерный препарат, который, по сути, яв-
ляется биокомпозиционным материалом, 
состоит из полимерной, керамической или 
иной матрицы, а также наполнителей в 
виде стволовых или соматических клеток, 
факторов роста и других компонентов, спо-
собствующих пролиферативной активности 
клеток, их дифференциации, формирова-
нию новой ткани. Матрица должна иметь 
форму, наиболее подходящую для воссоз-
дания нового органа или его части, т. е. 
быть в виде волокон, пленок, пористых 
трехмерных образцов с различной струк-
турой и размерами, а также трубчатых об-
разцов. Исследования, проведенные в по-
следнее время, позволили сформулировать 
основные требования к материалам, кото-
рые могут быть использованы в тканевой 
инженерии и трансплантологии [2 – 4].

Как в сухом состоянии, так и в водных 
средах матрица должна обладать прочност-
ными и деформационными свойствами, 
уровень характеристик которых не препят-
ствовал бы манипуляциям при их стерили-
зации, а также при формировании тканеин-
женерного препарата. Полимерная матрица 
или тканеинженерный препарат должны 
обеспечивать удобство их использования в 
хирургических процедурах при импланти-
ровании в тот или иной орган.

Кроме того, на материал матрицы на-
лагаются требования биосовместимости 
с живой тканью, отсутствия негативного 
влияния на окружающие ткани как самих 
матриц, так и продуктов их резорбции. По-
верхность матрицы должна способствовать 
адгезии, пролиферации и дифференциации 

стволовых и соматических клеток в составе 
тканеинженерного препарата. С этой целью 
предусматривается возможность модифика-
ции поверхности для формирования опти-
мального рельефа для данного вида ткани 
[5].

Материалы и оборудование

Для получения композиционных воло-
кон использовали хитозан (Fluka Chemie, 
BioChemika line) с молекулярной массой, 
равной 255 кДа, степенью деацетилирова-
ния 80 %, а также нанофибриллы хитина 
(Mavi Sud s.r.l, Italy).

Диспергирование нанофибрилл хити-
на в воде проводили ультразвуковой обра-
боткой в течение 30 мин. Для получения 
смеси раствора хитозана с нанофибрилла-
ми хитина, в водную дисперсию, содержа-
щую указанные нанофибриллы, добавляли 
хитозан в количестве, необходимом для 
получения 4 масс. % раствора, а хитина – 
0,05 – 20 масс. % по отношению к хито-
зану. После этого в смесь вводили раствор 
уксусной кислоты, доводя концентрацию 
кислоты в растворителе до 2 об. %. Смесь 
раствора хитозана с наночастицами хити-
на перемешивали 90 мин, фильтровали, а 
затем обезвоздушивали под давлением 0,1 
атм.

Волокна формовали на лабораторной 
установке ИВС РАН. Осадителем служи-
ла спирто-щелочная смесь, состоящая из 
10%-го раствора NaOH и метанола в со-
отношении 1:1. Формование моноволо-
кон проводили через фильеру диаметром 
0,6 мм; скорость подачи раствора из фи-
льеры составляла 0,1 мм/c, время осажде-
ния – 150 с; степень фильерной вытяжки 
λ варьировалась от 40 до 100 %. Волокно 
промывали в дистиллированной воде, затем 
сушили при температуре 50 °С.

Электроформование нановолокон про-
водили на установке NANON-01A (MECC 
Co., Япония). Раствор с помощью ин-
жекторного насоса подавался через элек-
трод-фильеру радиусом 0,3 мм в электри-
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ческое поле с напряжением V = 18 кВ. 
Расстояние между электродом-фильерой 
и приемным электродом, на котором про-
исходило осаждение волокон, составляло 
0,2 м. Для получения трубчатых образцов 
использовали цилиндрический электрод 
диаметром 1 мм, вращающийся со скоро-
стью 600 об/мин.

Для получения пористых композитов 
использовали хитозан производства фирмы 
ALDRICH Chemistry (Исландия), с молеку-
лярной массой 140 кДа, степенью деацети-
лирования 82 %. Смесь раствора хитозана 
и нанофибрилл хитина готовили способом, 
аналогичным использованному при формо-
вании волокон коагуляционным методом. 
Готовые растворы выдерживали в течение 
суток в холодильнике при t = 4°C, а затем 
замораживали до t = –32°С и выдержива-
ли  при этой температуре в течение 4 ч. 
Образцы лиофилизовали при t = –5 °С и 
давлении 1,6 Пa. Лиофилизацию и замора-
живание растворов проводили на установ-
ке Freeze Dry System (США). Полученные 
образцы обрабатывали 10%-м раствором 
NaOH с целью перевода хитозана из водо-
растворимой солевой формы в не раствори-
мую в воде основную форму.

Структуру готовых образцов исследова-
ли с помощью сканирующего электронного 
микроскопа SUPRA-55VP (Carl Zeiss, Гер-
мания). Предварительно на них напыляли 
тонкий слой платины.

Результаты и их обсуждение
Композиционные волокна на основе хи-

тозана. Перспективными материалами для 
тканевой инженерии и трансплантологии 
являются одномерные полимерные матри-
цы – прообразы нервной и мышечной тка-

ней, а также ткани связок. Такие матрицы 
лучше всего соответствуют волоконной 
структуре.

В настоящее время актуальной задачей 
разработки резорбируемых одномерных 
матриц становится получение композици-
онных волокон, которые характеризуются 
биорезорбцией как полимера, так и напол-
нителя. Введение нанофибрилл хитина в 
хитозановую матрицу позволяет изготавли-
вать полностью резорбируемые композици-
онные волокна с повышенными прочност-
ными и упругими параметрами. В данной 
работе волокна были получены методом 
мокрого формования.

Из результатов электронно-микроскопи-
ческих исследований следует, что волокна 
на основе хитозана, полученные методом 
коагуляционного (мокрого) формования, 
обладают гладкой поверхностью (рис. 1, a) 
и гомогенной внутренней структурой. Осо-
бенностью фибриллярного строения во-
локна, содержащего наночастицы хитина, 
является наличие плоских микрофибрилл 
– слоистых структур, которые отчетливо 
видны на сколе композиционного волокна 
в жидком азоте (рис. 1, b).

Процесс ориентационной вытяжки 
композиционных волокон с малым (до 
1 масс. %) содержанием наполнителя мож-
но описать следующей схемой.

При взаимодействии молекулы хитоза-
на с уксусной кислотой (растворителем) 
происходит протонирование аминогруппы 
–NH2: –NH2 → NH3

+; при этом образуется 
соль – ацетат хитозана.

Между наночастицами хитина существу-
ет свободный объем, в котором находятся 
макромолекулы ацетата хитозана и уксус-
ная кислота.

Рис. 1. Микрофотографии композиционного волокна на основе хитозана, содержащего 
1 масс. % нанофибрилл хитина: a – поверхность волокна, b – его поперечное сечение

a) b)
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При прохождении через фильеру раствор 
попадает в поле сдвиговых напряжений, при 
этом происходит ориентация как частиц 
наполнителя, так и макромолекул ацетата 
хитозана. Ввиду хорошей адгезии, макро-
молекулы ацетата хитозана, находящиеся в 
приповерхностном слое нанофибрилл хи-
тина, приобретают дополнительную ориен-
тацию. В процессе вытяжки в осадительной 
ванне происходит ориентация макромоле-
кул ацетата хитозана и образование ори-
ентированной кристаллической структуры. 
Дальнейшее увеличение вытяжки при фор-
мовании композиционных волокон способ-
ствует ориентации макромолекул в меж-
кристаллитных аморфных областях внутри 
фибрилл хитозана.

После прохождения раствора через фи-
льеру и контакта струи с осадителем (спир-
то-щелочная смесь) происходит депротони-
рование макромолекул, переход полимера 
из солевой формы в основную. Наличие 
сдвиговых напряжений в фильере и вытяж-
ка волокна после его осаждения способ-
ствуют формированию ориентированной 
структуры как макромолекул полимера, так 
и наночастиц наполнителя [6].

Отсутствие цитотоксичности волокон 
хитозана подтверждается эффективной ад-
гезией мезенхимных стволовых клеток на 
их поверхности. На рис. 2 приведены ми-
крофотографии поверхности волокон, на 
которых видны агрегации мезенхимных 
стволовых клеток. Клетки имеют типичную 
для них морфологию и структуру роста. 
Данные микрофотографии демонстриру-
ют не только адгезию, но и пролиферацию 
клеток на поверхности волокна, так как 
регистрируется момент митотического де-

ления клетки. Волокно, полученное с вы-
сокой степенью вытяжки (λ = 100 %), ха-
рактеризуется фибриллярной структурой 
поверхности, содержит неоднородности 
в виде каналов, расположенных вдоль во-
локна. Клетки на такой поверхности имеют 
вытянутую форму.

Влияние рельефа поверхности матрицы 
на форму фибробластов исследовано в ра-
ботах [7, 8], где установлено, что изменение 
формы стволовых клеток есть один из фак-
торов их направленной дифференцировки.

Пористые пленки на основе 
композиционных нановолокон

Для обеспечения метаболических про-
цессов в клетке, ее пролиферативной ак-
тивности необходимы оптимальные транс-
портные характеристики матрицы, в част-
ности высокая газо- и водопроницаемость 
[9]. Такими свойствами обладают пленоч-
ные материалы на основе нановолокон из 
биосовместимых полимеров.

Высокие диэлектрические характеристи-
ки алифатического сополиамида (СПА), 
способность его растворов к фазовому раз-
делению, а также экологичность раствори-
теля позволяют его использовать для полу-
чения нановолокон методом электрофор-
мования [9].

Для изготовления требуемых наново-
локон мы использовали СПА: сополимер 
ε-капролактама

[–NH–(CH2)5–CO–]
и гексаметилендиаминадипината

[–NH–(CH2)6–NH–CO–(CH2)4–CO–]

с соотношением компонентов 40:60.

b)a)

Рис. 2. Микрофотографии поверхности волокон (с разной степенью увеличения) на основе 
хитозана после культивации мезенхимных стволовых клеток в течение 3 сут.

Стрелка указывает на область митотического деления клетки
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Авторами настоящей статьи ранее было 
показано, что оптимальными свойствами 
для электроформования волокон обладают 
растворы СПА с концентрацией 16 масс. % 
в смеси этанол + вода в соотношении 80:20.

Было установлено, что пористые пленки 
на основе нановолокон из СПА характери-
зуются сравнительно невысокими значе-
ниями прочности (σ = 6,5 МПа) и моду-
ля упругости (Е = 55 МПа). Однако такие 
механические характеристики позволяют 
успешно проводить манипуляции на воз-
духе и в жидкой среде. Пленки эластичны 
как в сухом, так и во влажном состояниях, 
и они хорошо дублируют рельеф поверхно-
сти. Материалы с такими свойствами впол-
не пригодны в качестве матриц для ткане-
вой инженерии, а также в составе компози-
ционных раневых покрытий.

Макромолекула СПА содержит амид-
ные, карбонильные и карбоксильные груп-
пы, включающие главным образом кова-
лентные и водородные химические связи. 
Материал на основе такого полимера обла-
дает гидрофильными свойствами. Волокна 
и пленки из него сохраняют свои размеры 
и свойства при длительном контакте с во-
дными средами. Исходя из перечисленного, 
было резонно предположить, что получен-
ные материалы должны обладать хорошей 
адгезией по отношению к стволовым и со-
матическим клеткам, обеспечивать высо-
кую скорость пролиферации клеток как на 
поверхности, так и в объеме.

Вторым полимером, успешно исполь-
зуемым в различных областях медицины, 
является хитозан. В работе [15] было по-
казано, что введение в раствор хитозана 
до 20 масс. % нанофибрилл хитина, с од-
ной стороны, увеличивает вязкость сме-
си, с другой – приводит к существенному 

уменьшению ее значений в поле сдвиговых 
напряжений. Это обусловлено образова-
нием кластерной структуры частиц напол-
нителя, ориентацией нанофибрилл хитина 
под действием сдвиговых напряжений в 
электромагнитном поле. Наличие нанофи-
брилл хитина облегчает образование нано-
волокон в электрическом поле, приводит 
к значительному уменьшению количества 
дефектов.

На рис. 3 представлены электронные 
микрофотографии тканеинженерного пре-
парата, включающего матрицу на основе 
нановолокон из СПА и мезенхимных ство-
ловых клеток (рис. 3, a, b), а также хитозана 
и фибробластов человека (рис. 3, c).

На приведенных микрофотографиях ви-
ден контакт псевдоподий клетки с наново-
локнами матрицы (рис. 3, a), а также деле-
ние стволовой клетки (рис. 3, b) и структура 
тканеинженерного препарата (рис. 3, c).

Имплантаты кровеносных сосудов 
на основе нановолокон из полилактида

Одним из наиболее перспективных ме-
тодов получения имплантатов кровеносных 
сосудов является метод электроформова-
ния. Метод позволяет получать материалы 
на основе нановолокон, которые характери-
зуются высокими значениями пористости и 
удельной поверхности. Последнее особенно 
важно для миграции клеток и их пролифе-
рации в объем имплантата. В то же время 
структура должна препятствовать просачи-
ванию крови через стенки трубки [10 – 13]. 
Метод электроформования нановолокон 
обеспечивает необходимый уровень меха-
нических характеристик трубчатых имплан-
татов.  Последние должны интегрироваться 
в живой организм, при этом их внутренняя 
поверхность на ранней стадии имплантиро-

Рис. 3. Электронные микрофотографии тканеинженерных препаратов, включающих матрицы 
двух видов: на основе нановолокон из СПА и мезенхимных стволовых клеток (a, b) и на 

основе нановолокон из хитозана и фибробластов человека (с);
a – адгезия стволовой клетки на матрице, b – деление этой клетки

a) b) c)
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вания должна покрываться слоем эндоте-
лия, что существенно снижает вероятность 
образования тромбов.

Методом электроформования нами были 
получены трубки с внутренним диаметром 
1 мм и толщиной стенок около 250 мкм 
(рис. 4, а). Формование нановолокон про-
водили из раствора полилактида в дихлор-
этане на вращающийся приемный электрод 
[13].

В экспериментах in vivo была проведена 
имплантация трубчатых образцов на осно-
ве нановолокон из ПЛА в брюшную аор-
ту крысы. Установлено, что через четыре 
недели все имплантаты были проходимы; 
аорта была прикреплена к имплантату; сня-
тие швов не привело к разрушению анасто-
моза; патологического влияния на окружа-
ющие ткани обнаружено не было.

Морфологический анализ материала [3] 
показал, что на внутренней стороне им-
плантата сформировался эндотелиальный 
слой, который начинается с дистальных и 
проксимальных анастомозов; центральная 
часть была покрыта неоднородным сетча-

a)

c)

b)

Рис. 4. Фотография имплантатов сосудов на основе нановолокон ПЛА (a) и микрофотографии 
их поперечного сечения с разным увеличением (b, c) через 64 недели после имплантации

тым фибриновым слоем. Между волокнами 
ПЛА, в основном со стороны адвентиции, 
были обнаружены ядра фибробластов; на-
чали появляться тонкие коллагеновые во-
локна. Инородные тела гигантских клеток 
располагались на внешней стороне транс-
плантата. Наличие этих клеток типично для 
реакции организма на инородное тело, так 
как они активно участвуют в его разруше-
нии. Однако в нашем случае размеры кле-
ток не позволяли им проникать через поры 
внутрь имплантата, они сохраняли свою 
форму и структуру.

Первые признаки биорезобции были об-
наружены через 12 недель после импланта-
ции. Через 24 недели после имплантации 
все имплантаты оставались проходимыми, 
на нановолокнах наблюдались многочис-
ленные поперечные трещины, а значитель-
ная часть волокон была фрагментирована. 
Это свидетельствует об интенсивном про-
цессе резорбции полимерной матрицы.

Анализ микрофотографии поперечного 
сечения, сделанный через 64 недели после 
имплантации (рис. 4, b, c), показал, что по-



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 12 (3) 2019

116

ристость стенок имплантата существенно 
уменьшилась. Морфологические исследо-
вания показали, что эндотелий и субэн-
дотелий, содержащие волокна коллагена, 
полностью покрывают имплантат и образо-
валась неоинтима. В пределах толщины им-
плантата между волокнами ПЛА располо-
жены фибробласты и вновь образованные 
волокна коллагена. Со стороны адвентиции 
наблюдались многочисленные гигантские 
клетки инородного тела.

Раневые покрытия на основе 
композиционных нановолокон

Раневое покрытие должно обеспечивать 
газо- и влагообмен, необходимые для жиз-
недеятельности клеток, воспроизводить ре-
льеф раневой поверхности, быть удобным 
для хирургических манипуляций. Важным 
свойством современного раневого покры-
тия является его атравматичность: при 
удалении его с поверхности раны, образо-
вавшийся слой эпителия не должен трав-
мироваться или разрушаться. Наконец, по-
кровный материал должен предотвращать 
загрязнение раны патогенной микрофло-
рой из окружающей среды.

Эти свойства присущи пористым плен-
кам на основе полимерных нановолокон, 
полученных методом электроформования 
[10]. Получение нановолокон из спиртора-
створимого алифатического сополиамида 
(СПА) было описано ранее [9]; изготовле-
ние композиционных нановолокон на ос-
нове хитозана и нанофибрилл хитина – в 
работе [15].

Исходя из специфических свойств каж-
дого материала (СПА и хитозан) и особен-
ностей их электроформования, авторами 

настоящей статьи предложен способ полу-
чения композиционных раневых покрытий 
на основе нановолокон СПА и композици-
онных нановолокон из хитозана и нанофи-
брилл хитина [16].

Нановолокна нерезорбируемого СПА 
придают материалу необходимые механиче-
ские характеристики, обеспечивают обмен-
ные процессы между раной и окружающей 
средой, а также защиту от патогенных бак-
терий и грибков (рис. 5, а).

Слой, непосредственно контактирую-
щий с раной, который состоит из компози-
ционных нановолокон на основе хитозана 
и нанофибрилл хитина (рис. 5, b), обеспе-
чивает атравматичность покрытия, способ-
ствует эффективной регенерации покров-
ной ткани. 

Созданный материал обладает биосо-
вместимостью, пористой структурой, ко-
торая сохраняет форму и размеры пор в 
жидких биологических средах. Механиче-
ские характеристики материала позволяют 
манипуляции с ним как в сухом, так и во 
влажном состояниях. При наложении на 
рану слой, состоящий из композиционных 
нановолокон на основе резорбируемых по-
лимеров природного происхождения – хи-
тозана и хитина и непосредственно контак-
тирующий с поврежденной поверхностью, 
резорбирует под действием биологически 
активной среды. Как известно, активная 
среда включает лейкоциты, тучные клет-
ки, плазмациты, гистиоциты, фибробла-
сты, а также ферменты из ряда гликозидаз 
и хитиназ. Хитин, хитозан и продукты их 
биоразложения оказывают на среду бакте-
рицидное действие, что способствует про-
цессам грануляции и эпителизации раны. 

Рис. 5. Микрофотографии нановолокон из СПА (а) и композиционных нановолокон на основе 
хитозана и нанофибрилл хитина (b)

a) b)
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Двухслойное раневое покрытие позволяет 
не нарушать процессы грануляции и эпи-
телизации раны при замене или снятии 
повязки за счет отделения прочного нере-
зорбируемого слоя. Менее прочный слой, 
состоящий из хитина и хитозана, подверг-
шийся частичной резорбции, остается на 
поверхности раны вплоть до полной резор-
бции и способствует заживлению раневой 
поверхности.

Полученный целевой материал мы ис-
следовали in vivo в качестве раневого по-
крытия для лечения ожога кожи III степени 
(диагноз по международной классифика-
ции болезней 10-го пересмотра – МКБ-10). 
Эксперимент проводили на самцах крыс 
линии «Wistar-Kyoto» весом 200 – 250 г. В 
экспериментальной группе на раневую по-
верхность накладывали композиционное 
раневое покрытие. Наблюдение за живот-
ными осуществляли в течение четырех не-
дель.

В табл. 1 приведены значения площади 
раневой поверхности ожога III степени по-
сле применения целевого раневого покры-
тия, покрытия G-DERM и контрольной 
группы животных.

Из приведенных в табл. 1 данных вид-
но, что скорость заживления ожоговой ра-
ны при лечении композиционным раневым 
покрытием на основе нановолокон из СПА 
и композиционных нановолокон из хито-
зана и нанофибрилл хитина существенно 
выше, чем при использовании материала 
аналогичного назначения, наиболее рас-
пространенного на современном рынке, 
а также гораздо выше, чем у контрольной 
группы животных.

Срок
наблюдения,

сут.

Площадь раневой поверхности, см2

Целевое раневое
покрытие

Покрытие
G-DERM

Без покрытия
(контрольная группа)

0 32 32 32
3 22 27 29
7 16 19 25
15 9 12 18
21 1,5 8,0 12,5

Таблица  1
Сравнение эффективности лечения двумя раневыми покрытиями 

по площадям раневой поверхности ожога III степени

Примечание . Эксперимент проведен на самцах крыс линии «Wistar-Kyoto» ве-
сом 200 – 250 г.

Трехмерные пористые 
композиционные матрицы

Большинство органов человека и живот-
ных представляют собой трехмерные струк-
туры различной формы. Каждый из этих 
органов имеет свои важные морфологиче-
ские и физиологические особенности, ко-
торые следует принимать во внимание при 
разработке матриц для тканеинженерных 
препаратов. Важным параметром трехмер-
ных матриц для клеточных технологий яв-
ляется наличие открытой пористости. Раз-
мер пор должен обеспечивать равномерное 
заполнение свободного объема матрицы 
соматическими клетками, их миграцию и 
пролиферацию. Структура пор должна спо-
собствовать протеканию метаболических 
процессов, необходимых для жизнедеятель-
ности клеток.

Известно, что некоторые полимеры спо-
собны образовывать пористые структуры 
различных типов [1 – 3]. Хитозан также от-
носится к этим полимерам. Как видно на 
рис. 6, а, при замораживании смеси рас-
твора хитозана и хитиновых нанофибрилл 
происходит фазовое разделение раствора. 
Полимер, содержащий наполнитель, обра-
зует сотовую структуру. Существенной осо-
бенностью композиционных губок, полу-
ченных лиофилизацией, является более вы-
раженная ламинарная структура (рис. 6, b), 
по сравнению с таковой у губок из чистого 
хитозана.

Анализ литературы показал, что скорость 
резорбции матрицы хитозана зависит от 
степени деацетилирования, молекулярной 
массы полимера, пористости материалов, 
наличия наночастиц или других полимеров 
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Рис. 6. Микрофотографии смеси раствора хитозана и нанофибрилл хитина при температуре 
–160º С (а) и губки после лиофильной сушки при температуре –5º С (b)

a) b)

в матрице [13, 14].
На рис. 7 представлены микрофотогра-

фии поперечного сечения материала на ос-
нове хитозана. Можно видеть, что материал 
имеет структуру с открытыми порами; поры 
связаны между собой и с окружающей сре-
дой. Такая структура позволяет питатель-
ным веществам и растворенным газам сво-
бодно циркулировать внутри всей матрицы. 
Размер пор и извилистость каналов, соеди-
няющих поры друг с другом, обеспечивают 
свободную миграцию клеток. 

В табл. 2 приведены результаты гистоло-
гического исследования пористых хитоза-
новых матриц. Через первую неделю после 
имплантации выявлено умеренно выражен-
ное асептическое воспаление вокруг матри-
цы с очагами инфильтрации лейкоцитов и 
преобладанием сегментарных ядерных кле-
ток. Через две недели после имплантации 
наблюдалось незначительное асептическое 
воспаление вокруг пористой матрицы, од-
нако капсулы соединительной ткани не об-
разовывалось, и отека не было обнаружено. 
Через шесть недель после начала экспери-

мента вокруг пористой матрицы не образо-
валась и капсула из соединительной ткани. 
Через 3 мес (12 нед) после имплантации 
площадь поперечного сечения матрицы 
уменьшилась и составила 5,38·105 (мкм)2; 
это значение заметно отличается от соот-
ветствующего, измеренного через неделю 
после имплантации (65,9%).

Через 6 мес (24 нед) после имплантации 
хитозановой матрицы площадь ее попе-
речного сечения уменьшается и становит-
ся равной 2,64·105 (мкм)2, что существенно 
отличается от значений, полученных через 
одну и шесть недель после имплантации. 
Через 12 мес после имплантации фрагмен-
ты хитозановой матрицы были обнаружены 
только в одном образце ткани. Площадь 
поперечного сечения матрицы уменьши-
лась до 1,71·105 (мкм)2.

Таким образом, установлено, что пол-
ная биорезорбция полимерной хитозановой 
матрицы происходит через 12 мес  после 
имплантации; рубцовая ткань не сформи-
ровалась, а изменений или повреждений в 
окружающих тканях обнаружено не было. 

Рис. 7. Микрофотографии поперечного сечения цилиндрического образца губки: 
а – общий вид, b – та же губка с большим увеличением

a) b)
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Таблица  2
Объемное содержание компонентов в пористой композиционной 

матрице на основе хитозана после ее имплантации в мышцу крысы

Срок 
наблюдения,

нед

Объемное содержание компонента, %

Матрица Коллагеновые
 волокна Сосуды Лейкоциты

1 17,74 0,94 0,12 11,94
2 19,10 3,24 0,48 0,86
6 19,38 3,94 0,88 1,20
12 24,70 3,40 0,50 1,63
24 24,90 3,74 1,30 3,90

Примечание . Эксперимент проведен на самце крысы линии «Wistar-
Kyoto» весом 250 г. Имплантация сделана в широчайшую спинную мышцу.

На протяжении всего эксперимента матри-
ца демонстрировала высокую стабильность 
формы и сохраняла структуру открытых 
пор, что облегчало прорастание кровенос-
ных сосудов и свободную миграцию клеток 
в объеме матрицы.

Заключение
Методами коагуляции и электроформо-

вания получены композиционные волокна 
и нановолокна на основе хитозана и на-
нофибрилл хитина. Предложен механизм 
формирования структуры композиционных 
волокон, содержащих анизометричные на-
ночастицы. На крысах проведены (in vivo) 
исследования трубок на основе нановоло-
кон из полилактида в качестве имплантатов 
кровеносных сосудов. Разработаны компо-

зиционные раневые покрытия на основе 
нановолокон из алифатического сополиа-
мида и композиционных нановолокон из 
хитозана и нанофибрилл хитина. Исследо-
вание in vivo показало высокую эффектив-
ность разработанного раневого покрытия 
при лечении глубоких поражений кожи 
различной этиологии. Результаты иссле-
дования кинетики резорбции трехмерных 
пористых губок на основе хитозана, а так-
же процесса образования тканей (соеди-
нительной, нервной, эпителия) позволяют 
рекомендовать этот материал в тканевой 
инженерии, в частности для реконструкции 
костной ткани.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского научного фонда, грант № 19-73-30003.
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АНАЛИЗ МЕТОДОВ ОБРАТНОЙ СВЕРТКИ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ ПРИ ИЗМЕРЕНИИ 

СЕЧЕНИЙ РОЖДЕНИЯ ПАР АДРОННЫХ СТРУЙ

А.Ю. Егоров, Я.А. Бердников, В.А. Бакаев, И.М. Никитцина 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Представлены результаты сравнения методов устранения детекторных искаже-
ний. Рассмотрены следующие методы: поправочных коэффициентов, обращения ма-
трицы миграции, максимизации функции правдоподобия с регуляризацией Тихонова 
(ТUnfold), сингулярного разложения матрицы миграции (SVD), итераций Д’Агостини. 
Сравнение выбранных методов осуществлялось на примере обработки результатов 
измерения сечений рождения пар адронных струй в протон-протонных столкновениях 
при энергии системы центра масс протонов 2,76 ТэВ на детекторе CMS (Compact Muon 
Solenoid) на Большом адронном коллайдере. В результате сравнения методов выбрана 
оптимальная схема устранения детекторных искажений в данном измерении и даны 
рекомендации по построению процедуры коррекции детекторных искажений.
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Введение

В процессе измерения физической ве-
личины, которая часто бывает представле-
на в виде распределения или гистограммы, 
физический прибор (детектор) неизбежно 
вносит искажения, связанные с конечным 
разрешением, эффективностью регистра-
ции и систематическими эффектами. Де-
текторные эффекты – это обобщающий 
термин, который подразумевает все воз-
можные искажения, вносимые в процессе 
измерения детектором.

В настоящее время детекторы, ис-
пользуемые в физике высоких энергий, 
представляют собой многоуровневые систе-
мы, включающие в себя тысячи датчиков, 
сложную электронику и миллионы кана-
лов. Примером таких детекторов могут слу-
жить детекторы ATLAS [1] и CMS (Compact 
Muon Solenoid) [2] на Большом адронном 
коллайдере (БАК, Large Hadron Collider). В 
таких условиях детекторные эффекты яв-
ляются следствием большого числа стоха-
стических процессов и могут приводить к 
существенным искажениям.

Обратная свертка – это общее название, 
используемое для обозначения процедуры 
коррекции измеренной величины, учитыва-
ющей искажения, которые внесены в про-
цессе измерения.

Измеренное распределение, искаженное 
детектором, будем назвать реконструиро-
ванными данными. Напротив, распределе-
ние, которое могло бы быть в случае иде-
ального детектора, будем назвать истинным 
распределением. Истинные распределения 
для экспериментальных данных неизвест-
ны. Обратная свертка предназначена для 
восстановления истинного распределения 
на основе реконструированных данных. 
Выполнение обратной свертки при анализе 
реконструированных данных необходимо, 
чтобы результаты измерения не зависели 
от деталей эксперимента и могли быть ис-
пользованы за пределами лаборатории.

На сегодняшний день существует ряд 
методов решения задачи обратной свертки, 
обладающих как различными достоинства-
ми, так и ограничениями. Выбор конкрет-
ного метода можно сделать только на ос-
нове анализа его применимости к данной 
конкретной задаче измерения. Это связано 
с тем, что задача обратной свертки являет-
ся по своей сути плохо определенной ма-
тематически. Уникальное решение не мо-
жет быть найдено. Более того, задача ча-

сто оказывается нестабильной, т. е. малые 
флуктуации в реконструированных данных 
могут привести к большим в восстановлен-
ном распределении. Стабильность решения 
особенно важна, потому что измеренное 
распределение имеет статистические флук-
туации, а они могут усиливаться в процессе 
обратной свертки. Применение различных 
техник регуляризации может быть необхо-
димым для того, чтобы сделать решение 
стабильным.

Несмотря на плохую математическую 
определенность задачи обратной свертки и 
на то, что выбор оптимального метода силь-
но зависит от конкретной задачи измере-
ния, все же можно выработать алгоритм 
проведения анализа применимости различ-
ных методов обратной свертки к данному 
измерению, который приведет к построе-
нию оптимальной схемы обратной свертки 
для данного измерения.

В настоящей работе проведен анализ 
применимости различных методов обрат-
ной свертки к измерению сечений рожде-
ния пар адронных струй в протонных стол-
кновениях с помощью детектора CMS на 
БАК [2] при энергии в системе центра масс 

s = 2,76 ТэВ.
Цель настоящей работы – построение 

оптимальной схемы обратной свертки в 
данном конкретном измерении. Дополни-
тельной целью является выработка прак-
тических рекомендации для проведения 
анализа применимости различных методов 
обратной свертки при измерениях.

Измеряемые физические величины

Анализ точности различных методов 
проведен в отношении измерения диффе-
ренциальных сечений рождения пар адрон-
ных струй 

sincl, sMN, sexcl и sexcl veto,
где sincl – инклюзивное сечение рождения 
пар адронных струй, s MN – сечение рожде-
ния пар адронных струй Мюллера – Наве-
ле, sexcl – сечение рождения «эксклюзив-
ных» пар адронных струй, sexcl veto – «экс-
клюзивное» сечение с вето (далее даны их 
характеристики).

Приведенные дифференциальные сече-
ния измеряются как функции разделения 
по быстроте между струями в паре

∆y = |y1 – y2|,
где y1, y2 – быстроты первой и второй 
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адронных струй в паре, а y – быстрота, вы-
ражающаяся как

y = (1/2) ln[(E + pz)/(E – pz)].
Здесь E – энергия адронной струи, 

pz – импульс вдоль пучка сталкивающихся 
адронов.

Столкновение протонов, в котором 
рождены две и более адронные струи с ве-
личиной импульса, поперечного к пучку p^, 
превышающей порог 35 ГэВ/с, будем назы-
вать инклюзивным событием. Все попар-
ные комбинации адронных струй с попе-
речным импульсом p^ ≥ 35 ГэВ/с в инклю-
зивном событии дают вклад в инклюзивное 
сечение рождения пар адронных струй sincl.

Сечение рождения пар адронных струй 
Мюллерa – Навеле (МН) sMN относится к 
паре адронных струй (МН-пара), состоя-
щей из адронной струи с максимальной бы-
стротой и адронной струи с минимальной 
быстротой в инклюзивном событии среди 
адронных струй с поперечным импульсом 
p^ ≥ 35 ГэВ/с. Таким образом, МН-события 
относятся к подклассу инклюзивных.

Подкласс инклюзивных событий, в кото-
рых рождаются строго две адронные струи 
с поперечным импульсом p^ ≥ 35 ГэВ/с, 
называется эксклюзивным (sexcl – сечение 
рождения). Пара адронных струй в эксклю-
зивном событии называется эксклюзивной 
парой адронных струй.

«Эксклюзивные с вето» события – под-
класс эксклюзивных событий, в котором 
запрещены адронные струи, дополнитель-
ные к эксклюзивной паре, с поперечным 
импульсом p^ ≥ p^ veto = 20 ГэВ/с (sexcl veto – 
«эксклюзивное с вето» сечение рождения).

Величина изменения интервала быстро-
ты ∆y определяется кинематическими огра-
ничениями и составляет от 0 до 8,0.

Определения, приведенные выше, по-
зволяют сделать заключения о возможных 
искажениях. 

Во-первых, возможна миграция струй 
на порогах по поперечному импульсу 35 и 
20 ГэВ/с по причине ограниченного разре-
шения детектора по поперечному импульсу 
струй. Такая миграция будет приводить к 
изменению числа событий, в разных клас-
сах. Уменьшение числа событий в классе 
интерпретируется как ограниченный ак-
септанс для этого класса. Увеличение чис-
ла событий в классе интерпретируется как 
фон. Указанные искажения влияют на фор-
му и величину измеряемого сечения.

Во-вторых, возможна миграция струй 
по быстроте из-за ограниченного разреше-
ния детектора по быстроте. Такая мигра-
ция приводит к тому, что события из одной 
ячейки истинного распределения по интер-
валу быстроты будут давать вклад в другие 
ячейки реконструированного распределе-
ния. Это приводит к изменению формы из-
меряемого сечения.

Процедура обратной свертки

Выборки столкновений адронов, по-
лученные с помощью генераторов Мон-
те-Карло (МК), используются для выпол-
нения обратной свертки. Распределения, 
получаемые на основе МК-выборок стол-
кновений до моделирования детектора, 
соответствуют истинным распределениям. 
Эти МК-распределения называются также 
генераторными. После моделирования де-
тектора получаются реконструированные 
МК-распределения.

Моделирование МК позволяет оценить 
потерю событий за счет эффективности и 
ограниченного аксептанса детектора, ве-
личину вклада от фоновых событий (со-
бытий, имитирующих сигнал) и величину 
миграции вкладов между ячейками гисто-
граммы за счет ограниченного разрешения 
детектора. Миграция событий между ячей-
ками гистограммы описывается матрицей 
миграции. Распределение на генераторном 
уровне, реконструированное МК-распреде-
ление и матрица миграций являются необ-
ходимыми входными данными для выпол-
нения обратной свертки.

В настоящей работе для анализа точно-
сти различных методов обратной свертки 
используются две МК-модели PYTHIA8 
(8135) [3] с наборами настроек 4С [4] и 
HERWIG++ (2.7.1) [5] с набором настроек 
UE-EE3C [6]. События генераторного уров-
ня пропускаются через модель детектора 
CMS, выполненную на основе программ-
ного пакета GEANT4 [7]. Наличие двух раз-
личных МК-моделей позволяет проводить 
перекрестную проверку. Под перекрестной 
проверкой подразумевается выполнение 
обратной свертки результатов моделиро-
вания первого МК-генератора с помощью 
второго. Результаты, полученные с помо-
щью первого генератора, играют при этом 
роль реконструированных данных. Пере-
крестная проверка позволяет сравнить ре-
зультат выполнения обратной свертки с 
распределением на генераторном уровне. 
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Точность воспроизведения генераторного 
уровня будет зависеть как от работы алго-
ритма обратной свертки, так и от адекват-
ности физических моделей, заложенных в 
генераторы.

В настоящей работе проведено сравне-
ние следующих методов обратной свертки: 

поправочных коэффициентов (bin-by-
bin);

обращения матрицы миграций (Matrix 
Inversion);

максимизации функции правдоподобия 
с регуляризацией Тихонова (TUnfold) [8];

сингулярного разложения матрицы ми-
грации (Singular Value Decomposition – 
SVD) [9];

итераций Д’Агостини [10].
В методах TUnfold, SVD и методе итера-

ций Д’Агостини имеется возможность ис-
пользования регуляризации.

В первом из них регуляризация заклю-
чается в выборе ее типа (по абсолютной 
величине, регуляризация первой и второй 
производной) и выборе величины параме-
тра регуляризации t. Выбор оптимального 
значения этого параметра может осущест-
вляться автоматически с помощью мини-
мизации глобальной корреляции rmax или с 
помощью метода l-кривой [8]. 

В методе SVD регуляризация осущест-
вляется отбрасыванием части сингулярных 
чисел матрицы миграции. Выбор сингуляр-
ных чисел, которые можно отбросить, так-
же можно сделать автоматически, c помо-
щью параметра di [9].

Наконец, в методе итераций Д’Агостини 
ограничение числа итераций действует как 
регуляризация.

Следует отметить, что увеличение раз-
мера ячеек гистограммы также может дей-
ствовать как регуляризация задачи. Одна-
ко увеличение размера ячеек гистограммы 
может приводить к смещению результата 
обратной свертки относительно генератор-
ного уровня. В настоящей работе при вы-
полнении обратной свертки исследовалась 
зависимость точности воспроизведения ге-
нераторного распределения от выбора раз-
мера ячеек.

При учете фоновых событий (события, 
ошибочно идентифицированные как сиг-
нальные), а также при учете эффективно-
сти детектора (аксептанса) возможны раз-
личные варианты.

Первый метод мы будет называть ме-
тодом расширения матрицы миграций. В 

этом методе фоновые события и события, 
которые не были зарегистрированы за счет 
ограниченной эффективности и аксептан-
са, добавляются в дополнительные строки 
и столбцы матрицы миграции.

Второй метод связан с вычитанием фо-
на. Аксептанс учитывается с помощью по-
правочных коэффициентов. Этот метод 
используется в случае некоррелированного 
фона, когда фоновые события возникают 
за счет независимых процессов, имеющих 
конечное состояние, имитирующее сигнал.

И третий метод – метод поправочных 
коэффициентов для учета фона и аксептан-
са. Он применяется, когда фон и аксептанс 
коррелированы с сигналом.

Результаты применения 
методов и их обсуждение

Как отмечено выше, в настоящей работе 
проведен анализ применимости обратной 
свертки для различных методов.

Различные значения регуляризационных 
параметров задавались вручную и с помо-
щью методов поиска оптимального значе-
ния. Каждый из методов учета фона и ак-
септанса применялся для каждого из мето-
дов обратной свертки.

Получены результаты перекрестной про-
верки для всех сечений и всех методов. До-
ля фоновых событий растет с увеличением 
интервала быстроты от 40 % при ∆y = 0 до 
90 % при ∆y = 8. Доля неучтенных в ре-
зультате ограниченной эффективности и 
аксептанса событий составляет от 20% при 
∆y = 0 до 40% при ∆y = 8. Миграция со-
бытий между ячейками интервала быстроты 
∆y не превышает 10 %, оставаясь практиче-
ски постоянной во всем интервале быстро-
ты. Миграция осуществляется в основном 
в соседние ячейки, что делает матрицу ми-
граций практически диагональной.

Результаты перекрестной проверки по-
казывают, что только метод поправочных 
коэффициентов для учета фона и аксеп-
танса позволяет восстановить сечения на 
генераторном уровне. Другие методы учета 
фона и аксептанса приводят к тому, что ре-
зультат обратной свертки сильно смещен. В 
рассматриваемом измерении фон и аксеп-
танс появляются за счет миграции адрон-
ных струй относительно порогов по попе-
речному импульсу, равных 20 и 35 ГэВ/с. 
Таким образом, фон и аксептанс зависят 
от числа событий в сигнале, следовательно, 
коррелированы с уровнем сигнала.
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После того, как выполнен учет фона и 
аксептанса методом поправочных коэффи-
циентов, методы обратной свертки дают 
одинаковый результат. Применение раз-
личных параметров регуляризации пока-
зывает, что оптимальным оказывается ре-
шение с минимальной или отсутствующей 
регуляризацией, что следует из того, что 
матрица миграций близка к диагональной.

Результаты перекрестной проверки для 
различных методов обратной свертки с 
коррекцией фона и аксептанса с помощью 
поправочных коэффициентов и оптималь-
но выбранными параметрами регуляриза-
ции представлены на рисунке.

Как следует из результатов, приведенных 
на рисунке, обратная свертка воспроизво-
дит распределение на генераторном уровне 
с точностью до 20 %. Анализ зависимости 
точности обратной свертки от размера яче-
ек гистограмм показывает, что результат не 

Результаты перекрестной проверки для дифференциальных сечений 
sincl (a), sexcl (b), sMN (c) и sexcl veto (d).

Сечения на детекторном уровне (2) получены с помощью МК-генератора HERWIG++. Приведены 
результаты обратной свертки TUnfold (3), SVD (4), Д’Агостини (5), метода поправочных коэффициентов 
(6), обращения матрицы миграции (7), по сравнению с сечениями уровня частиц HERWIG++ (1). 
Обратная свертка выполнена с помощью МК-генератора PYTHIA8. Показаны отношения результатов 

обратной свертки к сечениям на уровне частиц (result / (particle level)), т. е. на генераторном уровне

зависит от выбора размера ячеек. Допол-
нительные исследования показывают, что 
отклонение результатов обратной свертки 
от генераторного распределения связано 
с различным откликом модели детектора 
на адронные струи, полученные с помо-
щью разных МК-генераторов HERWIG++ 
и PYTHIA8. При выполнении обратной 
свертки для реконструированных экспери-
ментальных данных мы не можем отдать 
предпочтение какому-либо МК-генерато-
ру. Выполнение обратной свертки рекон-
струированных экспериментальных данных 
следует проводить двумя генераторами, а 
разница между результатами может служить 
оценкой систематической погрешности, 
связанной с выбором МК-модели.

На основе проведенного анализа выбор 
сделан в пользу обратной свертки с по-
мощью метода TUnfold. Аксептанс и фон 
учитываются с помощью поправочных ко-
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эффициентов. Указанный выбор сделан в 
связи с тем, что реализация этого метода в 
программном пакете анализа данных ROOT 
[11] представляется более зрелой, чем реа-
лизации других методов; она хорошо доку-
ментирована и имеет наибольшую гибкость 
в настройке и контроле процесса обратной 
свертки.

Практические рекомендации

Обратная свертка должна применять-
ся после того, как сделана калибровка де-
тектора и реконструкция всех объектов, 
необходимых для анализа (это треки заря-
женных частиц, башни колориметров, ча-
стицы, адронные струи). В экспериментах, 
даже после восстановления объектов, мож-
но применять дополнительные коррекции, 
например коррекции энергии и разреше-
ния, которые было желательно проводить 
еще до обратной свертки. Фазовое про-
странство и отборы следует определять и 
применять одинаково как для эксперимен-
тальных данных, так и для МК-моделиро-
вания. Поскольку задача обратной свертки 
плохо определена с математической точки 
зрения, необходимо проверять примени-
мость различных методов обратной сверт-
ки. Совокупность имеющихся подходов не 
ограничивается методами, использованны-
ми в настоящей работе.

После того, как сделаны все подготови-
тельные операции, а именно –

восстановлены и откорректированы дан-
ные; 

выполнено МК-моделирование в не-
скольких моделях;

восстановлены МК-объекты;
отобраны экспериментальные данные и 

МК-модели;
выбраны методы обратной свертки, уче-

та фона, эффективности и аксептанса,
исследуется применимость различных ме-
тодов в таком порядке.

1. Выбирается физическая величина, к 
которой применяется обратная свертка (она 
не обязательно должна совпадать с измеря-
емой физической величиной).

2. Выбирается размер ячеек гистограм-
мы.

3. Строятся распределения генераторно-
го уровня, реконструированного уровня и 
матрицы миграции для МК-моделей.

4. Тестируются различные методы об-
ратной свертки с помощью перекрестной 
проверки с использованием МК-выборок 
событий.

5. Выбирается наилучший метод.
6. Анализируется остаточное смещение 

результатов обратной свертки относительно 
генераторного уровня. 

7. Определяется влияние выбора размера 
ячеек гистограммы на результат обратной 
свертки. В случае выбора нового размера 
ячеек процедура повторяется для нового 
размера. Если остаточное смещение связано 
с выбором МК-моделей, используемых для 
обратной свертки, то остаточное смещение 
используется для оценки модельно-зави-
симой систематической неопределенности 
процедуры обратной свертки.

8. Выполняется обратная свертка с при-
менением всех МК-моделей.

9. Рассчитываются (с помощью разных 
МК-моделей) восстановленное распреде-
ление, статистические и систематические 
неопределенности на основе результатов 
обратной свертки.

Заключение

На основе анализа различных методов 
обратной свертки при измерении сече-
ний рождения пар адронных струй в про-
тон-протонных столкновениях, при энер-
гии системы центра масс s = 2,76 ТэВ, с 
использованием детектора CMS, выбрана 
оптимальная схема обратной свертки экс-
периментальных данных в проведенном 
измерении. Даны практические рекомен-
дации по построению процедуры анализа 
применимости различных методов обрат-
ной свертки.

Результаты настоящей работы были полу-
чены в рамках выполнения государственного 
задания Минобрнауки России 3.1498.2017/4.6.
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В работе проведены измерения инвариантных спектров по поперечному импульсу и 

факторов ядерной модификации KS-мезонов, рожденных в столкновениях ядер меди и 
золота (Cu + Au) при энергии 200 ГэВ. Эти исследования выполнены на спектрометре 
PHENIX, который размещен на коллайдере RHIC. Полученные значения факторов 
ядерной модификации KS-мезонов сравнивались с соответствующими значениями для 
π0- и η-мезонов, а также адронных струй, измеренными при тех же условиях. Кроме 
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мезонов, рожденных в парных столкновениях ядер золота и меди (Au + Au, Cu + Cu) 
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Введение

Для описания процессов сильного 
взаимодействия между кварками и глюо-
нами, обладающими цветовым зарядом, в 
настоящее время используется формализм 
квантовой хромодинамики (КХД) [1]. На-
личие цветового заряда у глюона, перено-
счика сильных взаимодействий, приводит 
к конфайнменту [1]: при нормальных усло-
виях кварки и глюоны можно обнаружить 
только в составе «бесцветных» частиц – 
адронов. Однако при подъеме температуры 
до значений свыше 155 МэВ кварки и глюо-
ны высвобождаются из адронов и движутся 
квазисвободно. Такая система называется 
кварк-глюонной плазмой (КГП), а процесс 
квазисвободного движения кварков и глюо-
нов –деконфайнментом [2].

Согласно представлениям, которые реа-
лизуются в современных космологических 
моделях (см., например, работы [3 – 5]), 
состояние КГП является одним из этапов 
эволюции Вселенной при временах порядка 
10 мкс после Большого взрыва. Рождение 
КГП в лаборатории осуществляется через 
столкновение тяжелых ультрарелятивист-
ских ионов (A + A). Первые результаты 
систематического наблюдения признаков 
рождения КГП в столкновениях A + A бы-
ли получены в экспериментах на коллай-
дере релятивистских тяжелых ионов (англ. 
The Relativistic Heavy Ion Collider – RHIC, 
Брукхейвенская национальная лаборато-
рия, США) в столкновениях ядер золо-
та (Au + Au) при энергиях столкновения 
в системе центра масс на один нуклон 

NNs  = 130 и 200 ГэВ [6 – 9]. Позже при-
знаки рождения КГП были систематически 
зарегистрированы в столкновениях ядер 
свинца (Pb + Pb) при NNs = 2,76 ТэВ в экс-
периментах на Большом адроном коллайде-
ре (англ. The Large Hadron Collider – LHC, 
лаборатория ЦЕРН, Швейцария)[10].

Среди различных признаков рождения 
КГП особое место занимает эффект гаше-
ния адронных струй [2, 8 – 10], который 
проявляется в сильном (примерно в пять 
раз в центральных столкновениях ядер 
золота) подавлении выхода адронов в об-
ласти больших значений поперечного им-
пульса, pT > 4 – 6 ГэВ/c, по сравнению с 
выходом тех же адронов в элементарных 
протон-протонных столкновениях (p + p), 
нормированным на число парных неупру-
гих нуклон-нуклонных взаимодействий 
Ncoll [11].

Эффект гашения адронных струй коли-
чественно описывается с помощью фактора 
ядерной модификации:

(1)

где dNAA / dpT – выход адронов в (A + A)-стол-
кновениях в данном интервале поперечного 
импульса; dσAA / dpT – инклюзивное диффе-
ренциальное сечение рождения адронов в 
(p + p)-столкновениях; TAA – среднее зна-
чение функции ядерного перекрытия [11].

Значение функции ядерного перекрытия 
равно отношению числа Ncoll  к полному се-
чению неупругого нуклон-нуклонного рас-
сеяния (σNN ≈ 42,2 мбн при NNs = 200 ГэВ 
[11]).

Выход адронов в (A + A)-столкновени-
ях, а также число Ncoll в формуле (1) опре-
деляются в конкретном классе централь-
ности столкновений. Под центральностью 
понимается мера области перекрытия двух 
сталкивающихся ядер. Центральным стол-
кновениям с малой величиной прицельного 
параметра и, как следствие, большой обла-
стью перекрытия соответствует централь-
ность 0 – 20 %; периферическим столкно-
вениям (с малой областью перекрытия, в 
столкновении принимает участие лишь ма-
лая доля нуклонов налетающих ядер) соот-
ветствует центральность 60 – 90 %.

Рождение адронов в области pT > 4 – 
6 ГэВ/c преимущественно обусловлено 
процессами фрагментации жестких пар-
тонов (кварки или глюоны), рожденных в 
актах глубоко неупругого рассеяния валент-
ных кварков ядер, налетающих друг на дру-
га. Фрагментация представляет собой кон-
версию жесткого партона в адронную струю 
(пучок адронов) и происходит в результа-
те увеличения полной энергии партона за 
счет его отдаления от области ядро-ядерно-
го взаимодействия, содержащей цветовые 
заряды [1]. Механизмы рождения жестких 
партонов в (p + p)-столкновениях хорошо 
изучены в рамках КХД в пертурбативном 
режиме [12, 13]: импульс, переданный пар-
тону в результате глубоко неупругого рассе-
яния, не изменяется в течение всего време-
ни его жизни и равен суммарному импульсу 
адронов в адронной струе.

Жесткие партоны, рожденные в 
(A + A)-столкновениях, теряют часть сво-
ей энергии по мере прохождения через 
кварк-глюонную среду. Потери энергии 

( ) /1 ,
/

=
s

AA T
AA T

AA pp T

dN dpR p
T d dp
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происходят преимущественно за счет тор-
мозного излучения глюонов и упругого рас-
сеяния на валентных партонах среды. Таким 
образом, импульс итоговой адронной струи 
уменьшается, по сравнению с импульсом, 
переданным жесткому партону в результа-
те глубоко неупругого рассеяния, и спектр 
адронов фрагментации смещается в область 
меньших значений поперечного импульса, 
по сравнению со спектром тех же адронов в 
(p + p)-взаимодействиях. В настоящий мо-
мент не существует единого теоретического 
аппарата, позволяющего описать процессы 
потери энергии партонов в кварк-глюон-
ной среде из первых принципов. Однако 
для оценки транспортных свойств КГП ис-
пользуется целый ряд феноменологических 
моделей (см., например, работы [14 – 22]), 
использующих результаты измерения фак-
тора ядерной модификации при выборе 
внутренних параметров.

Экспериментальные исследования 
рождения адронов различного типа по-
зволяют провести систематический анализ 
транспортных свойств кварк-глюонной 
среды [14 – 22] в зависимости от характери-
стик частиц (масса, спин, кварковый состав 
и др.) в конечном состоянии. Например, 
короткоживущий нейтральный каон 
(KS-мезон) является псевдоскаляром – ча-
стицей с нулевым спином и отрицательной 
пространственной четностью, и содержит в 
своем составе странный кварк.

До настоящего времени измерение 
рождения KS-мезонов проводилось в сим-
метричных системах парного столкно-
вения ультрарелятивистских ядер золота 
(Au + Au) [23] и меди (Cu + Cu) [24]. В 2012 
году эксперимент PHENIX [25] на RHIC 
провел сбор данных в системе столкнове-
ний неэквивалентных ядер: меди и золота 
(Cu + Au), при энергии NNs = 200 ГэВ. Та-
кая система является единственной несим-
метричной в столкновениях ультрареляти-
вистских тяжелых ядер, характеризуется 
особой геометрией их перекрытия, кото-
рая обладает дополнительной асимметри-
ей вдоль оси, соединяющей центры ядер 
в момент их взаимодействия, в отличие от 
систем Cu + Cu и Au + Au. Выяснение осо-
бенностей рождения различных частиц, и, 
в частности, KS-мезонов в системе столкно-
вений Cu + Au, является важным аспектом 
систематического исследования свойств 
КГП и позволит налагать дополнительные 
ограничения на параметры различных фе-

номенологических моделей, трактующих 
эффект гашения адронных струй.

В настоящей статье представлены 
результаты измерения инвариантных спек-
тров рождения по поперечному импульсу и 
факторов ядерной модификации KS-мезо-
нов в системе (Cu + Au)-столкновений при 
энергии NNs = 200 ГэВ.

Методика исследования

Описание основных характеристик детек-
торных подсистем спектрометра PHENIX 
приведено в статье [25]. Определение ко-
ординаты z вдоль оси движения пучков и 
центральности столкновения ионов меди 
и золота (далее – события) осуществлял-
ся при помощи двух счетчиков ядро-ядер-
ных столкновений (BBC) [26], каждый из 
которых находился на оси движения пуч-
ков на расстоянии 144 см от номинальной 
точки столкновения и покрывал область 
3,1 < |η| < 3,9 единиц псевдобыстроты.

Все события группируются в классы по 
центральности с шириной 20 % (30% для 
периферических столкновений). Для каж-
дого класса центральности средние геоме-
трические параметры ядро-ядерного стол-
кновения (например, Ncoll., TAA, число ну-
клонов Npart, участвующих в ядро-ядерном 
столкновении) определяются с помощью 
моделирования отклика счетчиков BBC 
методом Монте-Карло по теории Глаубера 
[11].

Регистрация KS-мезонов осуществляется 
в канале KS → π0 + π0 с помощью анализа 
распределений по инвариантной массе minv 
пар кандидатов на роль π0-мезонов (далее – 
π0-кандидатов), которая определяется фор-
мулой 

(2)

где E, p – суммарные значения энергии и 
импульсов зарегистрированных π0-кандида-
тов.

В свою очередь, каждый π0-канди-
дат формируется в канале π0 → γ + γ, а 
гамма-кванты регистрируются в системе 
электромагнитных калориметров спектро-
метра PHENIX [27]. Система электромаг-
нитного калориметра состоит из восьми 
секторов, каждый из которых покрывает 
22,5° по азимутальному углу и 0,7 единиц 
по псевдобыстроте. Шесть секторов кало-
риметра являются сцинтилляционными 
сэмплинг-калориметрами со свинцовым 
поглотителем (далее – PbSc-подсистема). 

2 2 ,= −invm E p
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Другие два сектора представляют собой 
черенковские калориметры со свинцовым 
стеклом (далее – PbGl-подсистема). Кон-
струкционные особенности системы элек-
тромагнитных калориметров приведены в 
работе [27].

При формировании π0-кандидатов отби-
раются пары гамма-квантов с энергиями, 
превышающими значение 0,4 ГэВ и удов-
летворяющими соотношению асимметрии:

(3)

где Eγ1, Eγ2 – энергии гамма-квантов в паре.
Нижнее ограничение по энергии необ-

ходимо для снижения количества ложных 
сигналов в электромагнитном калориме-
тре, которые вызваны заряженными адро-
нами, падающими на активную площадь, 
и оставляют в активном объеме калориме-
тра энергию в среднем примерно 300 МэВ. 
Также часть адронных ливней исключается 
с помощью ограничений на форму класте-
ров [27]. Ограничение (3) используется для 
увеличения отношения сигнала со стороны 
π0-кандидатов к уровню фона. Кроме того, 
оба гамма-кванта в паре должны быть за-
регистрированы в одном и том же секторе 
электромагнитного калориметра.

Поперечный импульс π0-кандида-
та, зарегистрированного в подсистеме 
PbSc(PbGl), ограничен значениями сверху 
– 11 (14) ГэВ/с и снизу – 2 ГэВ/с. Нижняя 
граница позволяет увеличить отношение 
сигнала со стороны KS-мезонов к уров-
ню фона, а верхняя введена для исключе-

1 2

1 2

 0,8,
E E
E E

γ γ

γ γ

−

+
<

Рис. 1. Примеры распределений пар π0-кандидатов по их инвариантной массе в интервалах 
5,0 – 5,5 (a) и 9,0 – 10,0 (b) ГэВ/c.

Пики соответствуют сигналам со стороны KS-мезонов. Круглые маркеры обозначают экспериментальные 
данные, сплошная и пунктирная кривые – функции аппроксимации «сигнал + фон» и «фон» 

соответственно

ния эффекта слияния электромагнитных 
кластеров, оставленных дочерними гам-
ма-квантами [28].

Далее π0-кандидаты отбираются в окне 
2σ (σ – ширина пика) вокруг измеренных 
значений массы по признаку их попереч-
ного импульса со стороны π0-мезонов на 
распределении по инвариантной массе пар 
гамма-квантов; инвариантная масса также 
зависит от поперечного импульса π0-канди-
дата. Вследствие эффектов нелинейности и 
ограниченного энергетического разрешения 
электромагнитного калориметра, измерен-
ные значения масс π0-мезонов отличают-
ся от табличных и зависят от поперечного 
импульса. Поэтому после указанных выше 
ограничений, энергии гамма-квантов, фор-
мирующих π0-кандидаты, корректируют-
ся для приведения измеренных значений 
массы к табличному [29]. Такая процедура 
позволяет увеличить отношение сигнала со 
стороны KS-мезонов к уровню фона.

Распределения по инвариантной массе 
пар π0-кандидатов анализируются раздель-
но для разных интервалов по поперечно-
му импульсу и классов по центральности. 
Примеры распределений представлены на 
рис. 1, пики на распределениях соответству-
ют сигналам со стороны KS-мезонов. Для 
измерения выхода KS-мезонов, распределе-
ния аппроксимируются суммой, состоящей 
из функции Гаусса, описывающей сигнал, 
и полинома второй степени, описываю-
щего фон (берется область вокруг сигна-
ла). Число зарегистрированных KS-мезонов 
определяется как разность между суммой 
числа отсчетов в области 2σ вокруг центра 
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пика и интегралом площади под полиноми-
альной кривой. Для определения выхода, 
т. е. числа мезонов, рожденных в вершине 
ядро-ядерных столкновений, число заре-
гистрированных мезонов корректируется 
с учетом конечности размеров аксептанса 
и детекторных эффектов калориметра; пу-
тем оценки эффективности регистрации 
учитываются также используемые кинема-
тические ограничения. Эффективность ре-
гистрации оценивается через моделирова-
ние экспериментальной установки методом 
Монте-Карло в среде GEANT3[30].

Инвариантный выход KS-мезонов опре-
деляется в соответствии со следующей  
формулой:

(4)

где NKS – число зарегистрированных KS-ме-
зонов; εrec – эффективность регистрации; 
Nevent – число анализируемых событий; 
BR – коэффициент ветвления для канала 
KS → π0 + π0, BR = 30,69 ± 0,05[29].

Систематические погрешности измере-
ния инвариантного выхода KS-мезона оце-
ниваются через сравнение стандартных зна-
чений выхода со значениями, полученными 
при вариации параметров аппроксимации 
распределений по инвариантной массе, с 
данными моделирования (например, абсо-
лютной энергетической шкалы и энерге-
тического разрешения калориметра) и ис-
пользуемых ограничений. Основная доля 
систематической погрешности связана с 
выбором параметров аппроксимации для 
распределений по инвариантной массе для 
пар π0-кандидатов и конверсией фотонов 
в материалах детектора (5,2%). Основные 
параметры аппроксимации – это ее окно, 
степень полинома для описания фона, ок-
но интегрирования сигнала. В областях ма-
лых, промежуточных и больших значений 
поперечного импульса, систематическая 
погрешность, связанная с аппроксимацией 
сигнала, составила (в процентах): 10 – 15, 
8 – 12, 18 – 25.

Результаты и их обсуждение
На рис. 2 представлены измеренные ин-

вариантные спектры рождения KS-мезонов 
в зависимости от их поперечного импульса 

21
2

,
2 BR

= =
π

=
π ∆ ε

KS
event T T

KS

T T event rec

d NI
N p dp dy

N
p p N

в разных классах центральности столкнове-
ний Cu + Au при NNs  = 200 ГэВ. Нижняя 
граница диапазонов поперечного импульса 
определяется невозможностью выделения 
сигнала из фона. Верхняя граница обу-
словлена тем, что объем данных оказыва-
ется недостаточным для измерения выхода. 
Здесь и далее «усы» и «прямоугольники» 
возле экспериментальных точек обознача-
ют абсолютные величины статистической и 
систематической погрешностей измерения.

На рис. 3 представлены отношения вы-
ходов KS-мезонов к выходам π0-мезонов 
(IKS / Iπ0), измеренные в разных интервалах 
поперечного импульса и разных классах 
центральности столкновений Cu + Au при 
энергии NNs  = 200 ГэВ. В качестве знаме-
нателя используются выходы π0-мезонов, 
измеренные ранее в (Cu + Au)-столкнове-
ниях [28, 31]. Относительные статистиче-
ская и систематическая погрешности для 
отношений IKS / Iπ0 определяются как ква-
дратичная сумма относительных погрешно-
стей измерения выходов KS- и π0-мезонов. 
Измеренные отношения не зависят от по-
перечного импульса и центральности стол-
кновений в пределах погрешности измере-
ний и имеют порядок IKS / Iπ0 ≈ 0,4 – 0,5, 
что равно в пределах погрешности таким 
отношениям, измеренным ранее в экспе-
рименте PHENIX при столкновениях ядер 
дейтерия с ядрами золота (d +Au) и парных 
столкновениях ядер меди (Cu + Cu) при 
энергии NNs = 200 ГэВ [24].

На рис. 4 представлено сравнение фак-
торов ядерной модификации π0-, η- [28, 
31] и KS-мезонов, измеренных в столкно-
вениях Cu + Au при энергии NNs  = 200 
ГэВ. На рисунке прямоугольники возле 
точек соответствуют абсолютной величине 
систематической погрешности измерения, 
корреляция которой по поперечному им-
пульсу не известна. Прямоугольники воз-
ле единицы соответствуют относительной 
величине систематической погрешности, 
полностью коррелированной по попереч-
ному импульсу. Для измерения фактора 
ядерной модификации KS-мезонов исполь-
зовались значения дифференциальных се-
чений KS-мезонов в (p + p)-взаимодействи-
ях при NNs = 200 ГэВ, опубликованные в 
работе [32]. Значения чисел Ncoll для разных 
классов центральности столкновений Cu + 
Au представлены в таблице.

Факторы ядерной модификации π0-, η- 
[28, 31] и KS-мезонов в (Cu + Au)-стол-
кновениях равны между собой в пределах 
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Рис. 2. Инвариантные спектры рождения KS-мезонов по поперечному импульсу в (Cu + Au)-
столкновениях в разных классах центральности, %: 0 –20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 60 (4), 60 – 90 (5) 

и без уточнения центральности (1). Для наглядности, точки масштабированы 
на факторы 101 (2), 100 (3), 10–1 (4),10–2 (5),103 (1)

Рис. 3. Зависимости отношения IKS / Iπ0 от поперечного импульса в (Cu + Au)-столкновениях 
в разных классах центральности; нумерация символов такая же, как на рис. 2

Рис. 4. Зависимости фактора ядерной модификации π0- (1), η- (2) [28, 31] и KS- (3) мезонов 
от поперечного импульса в (Cu + Au)-столкновениях в разных классах центральности, 

%: 0 – 20 (a), 20 – 40 (b), 40 – 60 (c), 60 – 90 (d)
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Таблица

Значения основных параметров взаимодействия в столкновениях 
Cu + Au для разных классов центральности

Класс центральности, % Ncoll Npart TAA, (мбн)–1

0 – 20 314 155 7,50
20 – 40 129 80 3,10
40 – 60 42 35 1,00
60 – 90 7,6 8,9 0,18

Без уточнения центральности 107 61 2,50

Обозначения : Ncoll  – среднее число парных неупругих нуклон-нуклонных 
взаимодействий; Npart – среднее число нуклонов, участвующих в 
ядро-ядерном столкновении; TAA – среднее значение функции ядерного 
перекрытия.

погрешности измерений в разных интер-
валах центральности и поперечного им-
пульса. Кроме того, факторы ядерной 
модификации π0-, η- [28, 31] и KS-мезо-
нов в (Cu + Au)-столкновениях (область 
pT > 10 ГэВ/c) равны таковым для адрон-
ных струй, измеренных в соответствующих 
классах центральности (Cu + Au)-столкно-
вений [33]. Независимость фактора ядер-
ной модификации от типа мезонов в обла-
сти pT > 4 – 6 ГэВ/c (π0, η, или KS) говорит 
о том, что в (Cu + Au)-столкновениях эф-
фект гашения адронных струй происходит 
на партонном уровне до фрагментации.

В центральных столкновениях (интер-
вал 0 – 20%) факторы ядерной модифи-
кации π0-, η-, и KS-мезонов принимают 

Рис. 5. Зависимости фактора ядерной модификации KS-мезонов (3) от поперечного импульса 
в столкновениях Au + Au (Npart = 102; класс центральности 20 – 60 % [23]) (1), 

Cu + Cu (Npart = 85; 0 – 20% [24]) (2) и Cu + Au (Npart = 80; 20 – 40%) (3)

значения около 0,4 (значение подавлено 
примерно в два раза, по сравнению с нор-
мированным выходом в (p + p)-взаимо-
действиях при той же энергии взаимодей-
ствия NNs  = 200 ГэВ), в области проме-
жуточных значений поперечного импульса 
(4 – 10 ГэВ).

На рис. 5 представлено сравнение вели-
чин фактора ядерной модификации KS-ме-
зонов, измеренного в системах Cu + Au, 
Au + Au [23] и Cu + Cu [24] при энергии 

NNs  = 200 ГэВ, в разных интервалах по-
перечного импульса, при значениях числа 
Npart, имеющих порядок 100. Обозначения 
погрешности измерений такие же, как на 
рис. 4. Факторы ядерной модификации 
KS-мезонов, измеренные в этих системах 
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ядро-ядерных столкновений, равны друг 
другу в пределах погрешности измерений в 
разных интервалах поперечного импульса. 
Аналогичная картина наблюдается для фак-
торов ядерной модификации π0- и η-мезо-
нов [28, 31]. Это свидетельствует о том, что 
эффект гашения адронных струй в стол-
кновениях Cu + Au, Au + Au и Cu + Cu 
при энергии NNs  = 200 ГэВ не зависит от 
формы области перекрытия, реализуемой в 
этих системах.

Заключение
В эксперименте PHENIX измерено 

рождение KS-мезонов в столкновениях ядер 
меди и золота при энергии NNs = 200 ГэВ 
в разных интервалах поперечного импуль-
са и центральности. Отношения выходов 
KS-мезонов к выходам π0-мезонов (IKS / Iπ0) 
не зависят от центральности и поперечного 
импульса в пределах погрешности измере-
ний. Порядок величины отношений IKS / Iπ0 
(0,4 – 0,5) совпадает с величинами ана-
логичных отношений, измеренных ранее 
в столкновениях d + Au и Cu + Cu при 
энергии NNs

 
= 200 ГэВ в эксперименте 

PHENIX.

Факторы ядерной модификации π0-, η- 
и KS-мезонов в (Cu + Au)-столкновениях 
равны между собой в пределах погрешности 
измерений в разных интервалах централь-
ности и поперечного импульса в области 
pT > 4 – 6 ГэВ/c, а также равны факторам 
ядерной модификации адронных струй, из-
меренным в той же системе в соответству-
ющих классах центральности. Это говорит 
о том, что в (Cu + Au)-столкновениях эф-
фект гашения адронных струй происходит 
на партонном уровне до фрагментации.

Факторы ядерной модификации KS-ме-
зонов, измеренные в столкновениях 
Cu + Au, Au + Au и Cu + Cu при энергии 

NNs
 
= 200 ГэВ, равны друг другу в пределах 

погрешности измерений в разных интерва-
лах поперечного импульса. Это говорит о 
независимости эффекта гашения адронных 
струй в указанных системах при энергии 

NNs
 
= 200 ГэВ от реализуемой в них фор-

мы области перекрытия.

Результаты настоящей работы были по-
лучены в процессе выполнения государ-
ственного задания Минобрнауки России 
3.1498.2017/4.6.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТА ГАШЕНИЯ АДРОННЫХ СТРУЙ 
В СТОЛКНОВЕНИЯХ ЯДЕР МЕДИ И ЗОЛОТА 
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Санкт-Петербург, Российская Федерация
В статье представлены результаты измерения инвариантных спектров рождения по 

поперечному импульсу и факторов ядерной модификации ω-мезонов в столкновени-
ях ядер меди и золота (Cu + Au) при энергии 200 ГэВ. Исследования проведены с 
помощью спектрометра PHENIX на коллайдере RHIC. Измеренные значения факторов 
ядерной модификации ω-мезонов равны (в пределах погрешности) значениям, полу-
ченным ранее для π0-, η- и KS-мезонов, а также для адронных струй в той же систе-
ме сталкивающихся ядер. Зависимости интегральных факторов ядерной модификации 
ω-мезонов от числа нуклонов, участвующих в ядро-ядерном взаимодействии, совпадают 
друг с другом (в пределах погрешности) в столкновениях Cu + Au, Au + Au и Cu + Cu 
при энергии 200 ГэВ. Анализ результатов свидетельствует о независимости (либо слабой 
зависимости) эффекта гашения адронных струй от формы области ядерного перекры-
тия, реализуемой в этих системах.
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In the paper, the measurement data on ω meson invariant transverse momentum spectra 

and nuclear modification factors in collisions of copper and gold nuclei (Cu + Au) at energy 
of 200 GeV have been presented. The studies were conducted with PHENIX spectrometer at 
RHIC. The obtained ω meson nuclear modification factors were equal (within the uncertain-
ties) to ones derived for π0, η and KS  mesons and for jets as well in the same collision system. 
The integrated ω-meson nuclear modification factors versus the numbers of nuclei taking part 
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Введение

Характерной особенностью сильного 
взаимодействия кварков и глюонов явля-
ется конфайнмент их цветового заряда, в 
результате которого эти частицы не могут 
существовать в свободном состоянии. Од-
нако советский физик Э.В. Шуряк в конце 
семидесятых годов XX века предсказал воз-
можность деконфайнмента кварк-глюон-
ной материи при увеличении ее температу-
ры до величин порядка нескольких сотен 
МэВ [1]. Данное состояние ученый назвал 
кварк-глюонной плазмой (КГП), подразу-
мевая аналогию с электрон-ионной плаз-
мой. В КГП потенциал взаимодействия 
между кварками и глюонами стремится к 
нулю ввиду малости среднего расстояния 
между ними; как следствие, их движение 
считается квазисвободным.

Для опытного наблюдения КГП Э.В. 
Шуряк предложил использовать столкно-
вения ультрарелятивистских тяжелых ядер 
(A + A) [1], тем самым положив начало 
развитию физических программ для ряда 
экспериментов по столкновению тяжелых 
ядер на ускорителях. В восьмидесятые и 
девяностые годы XX века попытки обнару-
жения КГП предпринимались на ускори-
телях Бэвалак (Национальная лаборатория 
Лоуренса, США), AGS (Брукхейвенская 
национальная лаборатория, США) и SPS 
(ЦЕРН, Швейцария). Однако первое систе-
матическое наблюдение признаков образо-
вания КГП было проведено на Коллайде-
ре релятивистских тяжелых ионов – RHIC 
(англ. The Relativistic Heavy Ion Collider) в 
Брукхейвенской национальной лаборато-
рии, США [4 – 5]. Позднее факт образо-
вания КГП был подтвержден на Большом 
адронном коллайдере – LHC (англ. The 
Large Hadron Collider) в Европейском цен-
тре ядерных исследований (ЦЕРН), Швей-

цария [6 – 8].
Одним из признаков образования КГП в 

(A + A)-столкновениях оказалось сильное 
подавление выхода адронов в области боль-
ших значений поперечного импульса (pT > 
4 – 6 ГэВ/c), по сравнению с выходом, из-
меренным в протон-протонных (p + p) вза-
имодействиях [5]. Для прямых же фотонов 
в (A + A)-столкновениях и для адронов в 
дейтрон-ядерных (d + A) взаимодействиях 
подобного подавления не наблюдали [5]. 
Явление подавления адронных выходов по-
лучило название эффекта гашения адрон-
ных струй; оно связывается с потерями 
энергии жестких партонов в результате их 
прохождения через кварк-глюонную среду 
[9].

Для типичных кинетических энергий 
пучков ультрарелятивистских ядер на RHIC 
характерны значения порядка 100 ГэВ/ну-
клон, которые соответствуют длине волны 
де Бройля (около 10–4 фм). Таким образом, 
в одном акте ядро-ядерного взаимодействия 
и последующем образовании КГП участву-
ет лишь часть нуклонов ядер, налетающих 
друг на друга (нуклоны-участники), в то 
время как остальные нуклоны вырываются 
из сталкивающихся ядер и уходят из обла-
сти взаимодействия (нуклоны-наблюдате-
ли). По признаку степени перекрытия ядер, 
налетающих друг на друга, столкновения 
(события) классифицируются по централь-
ности. Последняя измеряется в процентах: 
столкновениям с большими областью пере-
крытия и числом нуклонов-участников Npart 
и малым прицельным параметром b соот-
ветствуют центральности порядка 0 – 20 %, 
столкновениям с малыми значениями об-
ласти перекрытия и числа Npart – порядка 
60 – 90%. Центральное и периферийное 
ядро-ядерные столкновения схематически 
показаны на рис. 1.

Рис. 1. Геометрическая схема ядро-ядерных столкновений: центрального (a) и периферийного (b); 
для них указаны значения центральности (%); N-part, N-spect  – нуклоны-участники и нуклоны-

наблюдатели соответственно; b – прицельный параметр

а) b)



145

Ядерная физика

Количественное описание эффекта га-
шения адронных струй обычно проводится 
с помощью фактора ядерной модификации, 
который дается формулой

(1)

где dNAA / dpT, dNpp / dpT  – выходы адронов 
соответственно в (A + A)- и (p + p)-стол-
кновениях в данном интервале попереч-
ного импульса pT; Ncoll  – число неупругих 
нуклон-нуклонных взаимодействий.

Если RAA = 1, то ядро-ядерное столкно-
вение может быть интерпретировано в виде 
простой суперпозиции нуклон-нуклонных 
взаимодействий. Противное свидетель-
ствует о наличии коллективных эффектов 
среды; причем эффекты, проявляющиеся 
как во взаимодействиях p(d) + A, так и в 
A + A, называются эффектами холодной 
ядерной материи, в то время как гашение 
адронных струй является эффектом горя-
чей ядерной материи и проявляется только 
в (A + A)-системах.

Измерение фактора ядерной модифи-
кации адронов различного типа в разных 
системах сталкивающихся ядер является 
одним из основных инструментов исследо-
вания коллективных эффектов, в том числе 
эффекта гашения адронных струй и их за-
висимости от свойств этих адронов (масса, 
спин, кварковый состав и т. п.). Например, 
ω-мезоны, так же как и π0-мезоны, состоят 
из кварков и антикварков первого поколе-
ния (u, d), но при этом ω-мезоны относят-
ся к векторным мезонным резонансам и 
обладают единичным спином, а π0-мезоны 
представляют собой псевдоскалярные ча-
стицы с нулевым спином. Предыдущие ис-
следования особенностей рождения ω-ме-
зонов проводились в симметричных пар-
ных столкновениях ядер золота (Au + Au) 
[10] и ядер меди (Cu + Cu) [10].

Система столкновений ядер меди с ядра-
ми золота (Cu + Au) при NNs = 200 ГэВ 
представляет отдельный интерес для систе-
матического изучения свойств КГП. Она 
является единственной несимметричной 
системой столкновений ультрарелятивист-
ских тяжелых ядер и характеризуется осо-
бой геометрией перекрытия, отличной от 
систем Cu + Cu и Au + Au. Выявление осо-
бенностей рождения ω-мезонов в системе 
столкновений Cu + Au позволит наложить 
дополнительные ограничения на параметры 
ряда феноменологических моделей энерге-

( ) /1 ,
/

= AA T
AA T

coll pp T

dN dpR p
N dN dp

тических потерь адронов в КГП [11 – 19].
В настоящей статье представлены 

результаты измерения инвариантных спек-
тров рождения по поперечному импульсу 
и факторов ядерной модификации ω-ме-
зонов в столкновениях ядер меди и золота 
(Cu + Au) при энергии NNs = 200 ГэВ.

Экспериментальная установка
Измерение рождения ω-мезонов про-

ведено с использованием спектрометра 
PHENIX [20], расположенного на коллай-
дере RHIC. Система счетчиков ядро-ядер-
ных столкновений (BBC) [21] использована 
для определения центральности, коорди-
наты события вдоль оси движения пучков 
(zvertex) [21], времени столкновения [21], а 
также для инициирования триггера MB [21, 
22], включающего запись сигналов с детек-
торных подсистем спектрометра PHENIX, 
если в нем зарегистрировано хотя бы одно 
неупругое нуклон-нуклонное взаимодей-
ствие. Две группы счетчиков BBC покры-
вали область псевдобыстроты 3,1 < |η| < 3,9 
и полный азимутальный угол. Они распо-
ложены на оси движения пучков на рас-
стоянии 144 см от номинальной точки их 
пересечения. Каждая группа состоит из 64 
счетчиков, представляющих собой черен-
ковские детекторы с кварцевым радиатором 
толщиной 3,00 см и радиусом 2,54 см, и из-
меряет электрический заряд, оставленный 
нуклонами-наблюдателями. Центральность 
C данного события определяется выраже-
нием

С = εМВ (1 – δ (QВВС)),           (2)

где εMB = 93 ± 3 % – эффективность триг-
гера MB; QBBC – заряд, зарегистрированный 
в данном событии; δ(QBBC) – доля событий, 
в которых зарегистрирован электрический 
заряд, меньший, чем QBBC.

Измерение выхода ω-мезонов выпол-
нено в четырех классах центральности 
(Cu + Au)-столкновений: 0 – 20, 20 – 
40, 40 – 60 и 60 – 90 %, а также в клас-
се без уточнения центральности: 0 – 93 %. 
Геометрические параметры ядро-ядерных 
столкновений, такие как числа Npart и Ncoll., 
определяются при помощи моделирования 
откликов BBC методом Монте-Карло по 
модели Глаубера [23].

Система электромагнитных калори-
метров (EMCal) [24] использовалась для 
определения энергии и точки падения 
гамма-квантов, рожденных в распадах ней-
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тральных мезонов (π0, η, KS, ω). Она со-
стоит из двух технологически различных 
подсистем: PbSc – подсистемы сцинтилля-
ционных сэмплинг-калориметров со свин-
цовым поглотителем и PbGl – подсистемы 
черенковских калориметров со свинцовым 
стеклом; указанные подсистемы распреде-
лены в шести и двух секторах калориметра, 
соответственно. Каждый сектор электро-
магнитного калориметра покрывает область 
псевдобыстроты |η| < 0,35 и азимутального 
угла Δφ = 22,5°; подсистема PbSc находится 
на расстоянии 5,1 м, а PbGl – 5,4 м от оси 
движения пучков тяжелых ядер. Сегмен-
тация δφ × δη секторов PbSc и PbGl под-
систем составляла примерно 0,010×0,010 и 
0,008×0,008, соответственно. Более подроб-
ная информация о конструкции и характе-
ристиках системы электромагнитного кало-
риметра представлена  в работе [24].

Методика определения выхода ω-мезонов
Регистрация ω-мезонов проводится в ка-

нале ω → π0 + γ с помощью анализа рас-
пределений пар π0γ по инвариантной мас-
се minv. Значение инвариантной массы для 
каждой пары π0γ определяется с помощью 
выражения

(3)

где E и p – суммарные значения энергий и 
импульсов зарегистрированных кандидатов 
на роль дочерних π0-мезонов (π0-кандида-
тов) и дочерних γ-квантов (γ-кандидатов).

Для увеличения отношения уровня сиг-
нала со стороны ω-мезонов к фону, на ха-
рактеристики пары π0γ и формирующих их 
γ- и π0-кандидатов налагается ряд кинема-
тических ограничений. Кластеры, зареги-
стрированные в электромагнитном калори-
метре, ассоциируются с γ-квантами, если 
выделенная в них энергия превышает ве-
личину 0,4 ГэВ и их форма удовлетворяет 
стандартным ограничениям [24]. Данные 
ограничения позволяют дискриминировать 
значительную часть кластеров, оставлен-
ных заряженными адронами. Формирова-
ние π0-кандидатов осуществляется в канале 
π0 → γ + γ. Оба γ-кванта в паре γγ должны 
быть зарегистрированы в одном и том же 
секторе электромагнитного калориметра, а 
их энергии Eγ1 и Eγ2 должны удовлетворять 
соотношению

(4)

2 2 ,= −invm E p

1 2

1 2

0,8.γ γ

γ γ

−
≤

+

E E
E E

Поперечный импульс π0-кандидата, за-
регистрированного в PbSc-подсистеме 
(PbGl-подсистеме), должен находиться в 
диапазоне 2 – 11 (14) ГэВ/с. Ограничение 
снизу используется для дополнительного 
увеличения отношения уровня сигнала со 
стороны ω-мезонов к фону. Ограничение 
сверху должно исключать эффект слия-
ния электромагнитных кластеров со сто-
роны дочерних γ-квантов, который связан 
с невозможностью различить оставленные 
ими кластеры из-за малости угла между их 
импульсами. При этом в PbGl-подсистеме 
данный эффект развивается для больших 
значений поперечного импульса из-за бо-
лее мелкой сегментации, и, как следствие, 
лучшей дискриминации кластеров.

Далее π0-кандидаты отбираются в окне 
согласно неравенству

(5)
где mγγ – инвариантная масса пары γγ, 
формирующей π0-кандидат; Mπ, σπ – пара-
метризации положения и ширины пиков 
(соответственно) со стороны π0-мезонов на 
распределениях по mγγ (измеренное значе-
ние массы).

Энергии γ-квантов в парах, формирую-
щих π0-кандидатов и прошедших ограни-
чение (5), корректируются для приведения 
измеренных значений массы к табличному 
[25] для увеличения отношения уровня сиг-
нала со стороны ω-мезонов к фону, бла-
годаря исключению разброса измеренных 
значений массы π0-кандидатов.

При формировании пары π0γ, энер-
гия γ-кандидата должна быть не ниже чем 
1 ГэВ; π0- и γ-кандидаты должны быть за-
регистрированы в одном и том же плече 
(западном или восточном) спектрометра 
PHENIX и удовлетворять условию

|cos θ*| ≤ 0,6                          (6)

где θ* – угол между направлением движе-
ния π0-мезона в системе покоя пары π0γ и 
направлением движения этой пары в лабо-
раторной системе координат.

По своей сути, ограничение (6) анало-
гично ограничению (4), принятому для пар 
γγ.

Распределения по инвариантной массе 
формируются в разных интервалах попе-
речного импульса и центральности. Фон 
в распределениях по инвариантной массе 
пар π0γ состоит из коррелированной и не-
коррелированной компонент. Первая обу-

( ) ( )2 ,γγ π π− ≤ sT Tm M p p
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словлена продуктами распада других частиц 
(например, η-, η'- и KS-мезонов). Вторая 
связана со случайными комбинациями ча-
стиц-кандидатов и оценивается с помощью 
метода смешивания событий: для каждого 
полученного распределения по инвари-
антной массе формируется дополнитель-
ное (некоррелированное) распределение, 
в котором каждому π0-кандидату ставится 
в соответствие десять γ-кандидатов из дру-
гих событий с близкими значениями цен-
тральности и координаты zvertex.. Использо-
вание десяти γ-кандидатов вместо одного 
позволяет значительно увеличить стати-
стическую значимость некоррелированного 
распределения. Полученная таким образом 
функция некоррелированной компоненты 
фона нормируется на распределение по ин-
вариантной массе в области minv > 2 ГэВ/c2 
и вычитается из него. Примеры итоговых 
распределений по инвариантной массе пар 
π0γ представлены на рис. 2. Функции не-
коррелированной компоненты фона здесь 
оцененивались методом смешивания собы-
тий. Пики соответствуют сигналам со сто-
роны ω-мезонов.

Для измерения выхода ω-мезонов, рас-
пределения аппроксимируются суммой 
функции Гаусса (аппроксимация сигнала) и 
полинома второй степени (аппроксимация 

остаточной коррелированной компоненты 
фона), в области вокруг сигнала. Число за-
регистрированных ω-мезонов определяется 
как площадь (интеграл) под кривой функ-
ции Гаусса.

Для определения инвариантного выхо-
да, т. е. числа мезонов, рожденных в вер-
шине ядро-ядерных столкновений, число 
зарегистрированных ω-мезонов необхо-
димо скорректировать на ограниченность 
аксептанса и детекторные эффекты кало-
риметра, а также на используемые кине-
матические ограничения при помощи эф-
фективности регистрации. Эффективность 
регистрации оценивается через моделиро-
вание экспериментальной установки мето-
дом Монте-Карло в среде GEANT3 [26].

Для определения инвариантного выхода 
ω-мезонов используется формула 

(1)

где Nω – число зарегистрированных ω-ме-
зонов; εrec – эффективность регистра-
ции; Nev – число анализируемых событий, 
BR – коэффициент ветвления для канала 

21
2

,
2 BR

ω

ω
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π
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Рис. 2. Примеры исходных (a, с) и обработанных (b, d) экспериментальных распределений пар 
π0γ по их инвариантной массе в интервалах 6 – 7 ГэВ/c (a, b) и 8 – 10 ГэВ/c (с, d):

1, 2 – исходные и итоговые экспериментальные точки соответственно; 3 – функции некоррелированной 
компоненты фона; 4, 5 – функции аппроксимации сигнал + фон и фона соответственно
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ω → π0 + γ, BR = 8,40 ± 0,22 % [25].
Систематическая погрешность определе-

ния инвариантного выхода ω-мезонов оце-
нивалась путем сравнения стандартных зна-
чений выхода со значениями, полученными 
при вариации параметров аппроксимации 
распределений по инвариантной массе, 
параметров моделирования (например, аб-
солютной энергетической шкалы и энерге-
тического разрешения калориметра) и ис-
пользуемых кинематических ограничений. 
Основными источниками систематической 
погрешности являются возможные ошиб-
ки при выборе параметров аппроксимации 
(например, исключение некоррелирован-
ной части фона, выбор степени полинома 
для описания остаточного фона) распре-

делений по инвариантной массе пар π0γ 
(7 – 15% для разных значений поперечно-
го импульса и центральности), возможное 
расхождение в работе алгоритмов описания 
формы кластеров (9,2 %) и конверсии фо-
тонов в материалах детекторов (7,8 %) в мо-
дели Монте-Карло и реальных данных.

Основными источниками систематиче-
ской погрешности являются:

1) возможные ошибки при выборе па-
раметров аппроксимации распределений 
по инвариантной массе пар π0γ (например, 
исключение некоррелированной части фо-
на, выбор степени полинома для описания 
остаточного фона);

2) возможное расхождение между рабо-
той алгоритмов описания формы кластеров 

Рис. 3. Инвариантные спектры рождения ω-мезонов по поперечному импульсу в (Cu + Au)-
столкновениях в разных классах центральности, %:

0 –20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 60 (4), 60 – 90 (5), а также без уточнения центральности (1).
Точки масштабированы на факторы 101 (2), 100 (3), 10–1 (4), 10–2 (5) и 103 (1)

Рис. 4. Зависимость отношений Iω / Iπ0 от поперечного импульса в (Cu + Au)-столкновениях 
в разных классах центральности, %: 0 – 20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 60 (4), 60 – 90 (5), 

а также без уточнения центральности (1)
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в материалах детекторов;
3) возможное расхождение между рабо-

той алгоритмов описания конверсии фо-
тонов в материалах детекторов в модели 
Монте-Карло и реальных данных.

В количественном отношении значе-
ния систематических погрешностей от 
перечисленных факторов соответственно 
составляют 7 – 15% (для разных значений 
поперечного импульса и центральности), 
9,2 % и 7,8 %.

Результаты и их обсуждение
Инвариантные спектры рождения ω-ме-

зонов, измеренные в зависимости от их 
поперечного импульса в разных классах 
центральности столкновений Cu + Au при 

NNs  = 200 ГэВ, представлены на рис. 3. 
Интервалы поперечного импульса измере-
ния спектров ограничены в связи с невоз-
можностью выделения сигнала из фона 
(нижнее ограничение) и недостаточным 
для измерения выхода объемом данных 
(верхнее ограничение). На рис. 3 – 6 «усы» 
и «прямоугольники» возле точек обознача-
ют абсолютные величины статистической и 
систематической погрешностей измерения.

На рис. 4 представлены отношения выхо-
дов ω-мезонов к выходам π0-мезонов, Iω/Iπ0, 
измеренные в разных интервалах попереч-
ного импульса и разных классах централь-
ности столкновений Cu + Au при энергии  

NNs = 200 ГэВ. В качестве знаменателя 
используются выходы π0-мезонов, изме-
ренные ранее в столкновениях Cu + Au 
[27, 28]. Относительные статистическая и 
систематическая погрешности для отно-
шений Iω/Iπ0 определяются как квадратич-
ные суммы относительных погрешностей 
измерения выходов ω- и π0-мезонов. Ана-
лиз полученных данных приводит к заклю-
чению, что в пределах погрешности, изме-
ренные отношения не зависят от попереч-
ного импульса и центральности. Величина 
отношений Iω/Iπ0 лежит в диапазоне около 
0,7 – 0,8, что в пределах погрешности со-
впадает с ранее измеренными отношения-
ми в эксперименте PHENIX в столкнове-
ниях p + p, d + Au, Cu + Cu и Au + Au 
при энергии NNs = 200 ГэВ [10].

На рис. 5 представлены факторы ядер-
ной модификации π0- [27, 28], η- [27, 28], 
KS- и ω-мезонов, измеренные в разных 
классах центральности (Cu + Au)-столкно-
вений при энергии NNs = 200 ГэВ. Пря-
моугольники возле точек соответствуют 

абсолютным величинам систематической 
погрешности измерения с неизвестной кор-
реляцией по поперечному импульсу. Пря-
моугольники возле единицы соответствуют 
относительной систематической погрешно-
сти, полностью коррелированной по попе-
речному импульсу. При вычислении значе-
ний фактора ядерной модификации ω-ме-
зонов в качестве знаменателя в формуле 
(1) используется произведение аппрокси-
мации спектра рождения π0-мезонов, изме-
ренного в системе (p + p)-взаимодействий 
при энергии NNs = 200 ГэВ, на отношение  
Iω/Iπ0 = 0,81 ± 0,02 ± 0,07, полученное в 

Рис. 5. Зависимости фактора ядерной 
модификации π0-(1) [27, 28], η-(2) [27,  28], 
KS-(3) и ω-(4) мезонов от поперечного 
импульса в (Cu + Au)-столкновениях при 
энергии NNs  = 200 ГэВ в разных классах 

центральности, %: 0 – 20 (a), 20 – 40 (b), 
40 – 60 (c), 60 – 90 (d)
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этой же системе [10].
Измеренные значения фактора ядерной 

модификации π0-, η-, KS- и ω-мезонов в си-
стеме (Cu + Au)-столкновений равны меж-
ду собой в пределах погрешности в разных 
интервалах поперечного импульса и классах 
центральности. Значения указанного фак-
тора этих мезонов в области pT > 10 ГэВ/c в 
разных классах центральности также равны 
таковым для адронных струй, измеренных 
ранее в (Cu + Au)-столкновениях [29].

Независимость фактора ядерной моди-
фикации от типа мезонов (π0, η, KS, ω) сви-
детельствует о том, что в (Cu + Au)-стол-
кновениях эффект гашения адронных струй 
происходит на партонном уровне, т. е. по-
тери энергии жестких партонов происходят 
в кварк-глюонной среде до их фрагмента-
ции в адронные струи.

На рис. 6. представлены зависимости 
интегрального фактора ядерной модифи-
кации ω-мезонов от числа Npart в системах 
Cu + Au, Au + Au [10] и Cu + Cu [10] при 
энергии NNs = 200 ГэВ.

Приведенные зависимости совпадают 
друг с другом для различных систем сталки-
вающихся ядер в пределах погрешности из-
мерений, что говорит о независимости эф-
фекта гашения адронных струй в системах 
Cu + Au, Au + Au и Cu + Cu при энергии 

NNs = 200 ГэВ от реализуемой в них формы 
области перекрытия.

Заключение
В эксперименте PHENIX измерены ин-

вариантные спектры рождения по попереч-

Рис. 6. Зависимость интегрального фактора ядерной модификации ω-мезонов от числа Npart 
в столкновениях Au + Au (1) [10], Cu + Cu (2) [10] и Cu + Au (3) при энергии NNs = 200 ГэВ

ному импульсу и факторы ядерной моди-
фикации ω-мезонов, а также отношения 
выходов ω-мезонов к выходам π0-мезонов  
в (Cu + Au)-столкновениях при энергии 

NNs  = 200 ГэВ в зависимости от попереч-
ного импульса и центральности.

Отношения Iω/Iπ0 не зависят от цен-
тральности и поперечного импульса в пре-
делах погрешности измерений. Величина 
указанных отношений имеет тот же поря-
док (~0,7 – 0,8) в столкновениях ядер меди 
и золота при энергии NNs = 200 ГэВ, что и 
отношения, измеренные ранее в системах 
p + p, d + Au, Au + Au и Cu + Cu при энер-
гии NNs  = 200 ГэВ.

Значения фактора ядерной модифика-
ции, измеренные для π0-, η-, KS- и ω-ме-
зонов в столкновениях ядер меди и золота 
равны между собой в пределах погрешно-
сти в разных классах центральности и ин-
тервалах поперечного импульса, а также 
равны факторам ядерной модификации 
адронных струй, измеренным в той же си-
стеме столкновений в соответствующих 
классах центральности. Это говорит о том, 
что в (Cu + Au)-столкновениях потери 
энергии жестких партонов происходят в 
кварк-глюонной среде до их фрагментации 
в адронные струи. Интегральные факторы 
ядерной модификации ω-мезонов, изме-
ренные в столкновениях Cu + Au, Au + Au 
и Cu + Cu при энергии NNs = 200 ГэВ, рав-
ны друг другу в пределах погрешности из-
мерений при близких значениях чисел Npart, 
что говорит о независимости (либо слабой 
зависимости) эффекта гашения адрон-
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ных струй в системах Cu + Au, Au + Au 
и Cu + Cu при энергии NNs = 200 ГэВ от 
реализуемой в них формы области пере-
крытия.

Результаты настоящей работы были полу-
чены в рамках выполнения государственного 
задания Минобрнауки России 3.1498.2017/4.6.
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В работе теоретически исследуется модель лазера на двух атомах. Оба двухуровневых 

атома находятся в условиях некогерентной накачки, помещены в резонатор Фабри – 
Перо и взаимодействуют с выделенной затухающей модой. В случае выключенного поля 
накачки рассматривается влияние межатомного диполь-дипольного взаимодействия 
на эволюцию затухающей моды резонатора. Показано, что эта эволюция существенно 
зависит от начального суперпозиционного состояния атомов. При включенной 
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Введение

В настоящее время наблюдается инте-
рес к системам, состоящим из одного или 
нескольких квантовых объектов, помещен-
ных в определенные условия и взаимо-
действующих с электромагнитным полем, 
модифицированным этими же условиями. 
Ярким примером таких систем являются 
нанолазеры [1 – 6], т. е. лазеры, рабочую 
среду которых составляют либо один, либо 
несколько квантовых излучателей – ато-
мов [7], ионов [8], квантовых точек (КТ) 
[9]. Кроме очевидного фундаментального 
интереса к нанолазерам как сугубо кванто-
вым системам, существует и практический 
интерес. Они могут быть использованы как 
источники неклассических состояний поля 
или выступать в роли кубитов в сложных 
квантовых сетях [10, 11]. Здесь в качестве 
примера можно привести систему, пред-
ставляющую собой несколько КТ, поме-
щенных в отдельные, связанные волокном 
или полевыми модами, микрорезонаторы 
[12]. Другой пример – это атомы, внедрен-
ные в оптическое волокно и взаимодейству-
ющие с модами этого волокна [13]. Такая 
квазилинейная система используется для 
создания атомных запутанных состояний и 
востребована в квантово-информационных 
приложениях.

Если излучатели расположены на рас-
стоянии порядка длины волны излучения 
относительно друг друга, то начинают про-
являться коллективные эффекты, связанные 
с межатомным резонансным диполь-ди-
польным взаимодействием. Как показано в 
работах [14, 15], для ансамбля примесных 
атомов, внедренных в твердотельную ма-
трицу, расположенную в резонаторе Фа-
бри – Перо, или для отдельных атомов, 
находящихся  вблизи заряженной поверх-
ности, диполь-дипольное взаимодействие 
приведет к существенной модификации 
динамики спонтанного излучения атомов. 
В работах [16, 17] была продемонстрирова-
на необходимость учета диполь-дипольного 
взаимодействия для корректного описания 
динамики запутанных состояний двух и бо-
лее атомов, находящихся в резонаторе без 
потерь. Коллективные эффекты также мо-
гут влиять на интерференционные эффек-
ты при рассеянии света в плотных атомных 
облаках, охлажденных в магнитооптиче-
ских ловушках [18 – 20].

В теоретических работах [21 – 23] иссле-
довалась система, представляющая собой 

одну или две КТ, связанные с одной зату-
хающей модой резонатора. Рассматрива-
лось влияние отстройки частоты моды ре-
зонатора от КТ-резонансов на образующи-
еся коллективные состояния излучателей. В 
случае присутствия некогерентной накачки 
исследовалась генерация излучения такого 
лазера и были обнаружены условия, при 
которых происходит сильное запутывание 
между двумя излучателями. Также исследо-
ван стационарный режим такого лазера.

Если не учитывать специфику лазера на 
КТ, связанную с наличием валентной зоны 
и зоны проводимости, а, следовательно, со-
ответствующего оператора взаимодействия, 
то рассмотренные в [21 – 23] задачи можно 
сопоставить с задачей о лазере на двух двух-
уровневых атомах.

В данной работе исследуется модель ла-
зера на двух двухуровневых атомах с зам-
кнутой схемой некогерентной накачки, 
взаимодействующих между собой через 
резервуар мод резонатор Фабри – Перо и 
связанных с выделенной затухающей мо-
дой. В отсутствие накачки изучается вли-
яние межатомного диполь-дипольного 
взаимодействия на эволюцию затухающей 
моды резонатора. При включенной неко-
герентной накачке исследованы изменения 
начальных суперпозиционных атомных со-
стояний. Основное отличие от упомянутых 
выше работ состоит в учете влияния струк-
туры мод резонатора на различные атомные 
релаксационные константы, а также в учете 
конечного времени жизни выделенной мо-
ды резонатора.

Модель нанолазера

Лазер на двух излучателях будем описы-
вать следующей моделью. Два одинаковых 
покоящихся двухуровневых атома поме-
щены в резонатор Фабри – Перо. Размеры 
зеркал будем считать достаточно больши-
ми, чтобы не учитывать дифракции на их 
краях. Моды резонатора с потерями имеют 
сложную структуру [24], поэтому все атом-
ные релаксационные константы будут вы-
числены в приближении идеального резо-
натора Фабри – Перо [14].

Выделение одной затухающей моды ре-
зонатора, с которой будут взаимодейство-
вать атомы, является приближением, ко-
торое хорошо зарекомендовало себя в не-
которых задачах для обычных лазеров (см., 
например, работы [25, 26]). Для нанолазера, 
в частности, из-за флуктуаций положения 
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зеркал, излучатель будет взаимодействовать 
с суперпозицией мод, которая характеризу-
ется неким разбросом волновых векторов 
вблизи направления оси резонатора. Со-
ставляющие этой суперпозиции будут су-
щественно влиять на поведение нанолазе-
ра. В представленной работе этот аспект не 
учитывается, а рассматривается упрощен-
ная ситуация, когда атомы взаимодейству-
ют с одной выделенной скалярной затухаю-
щей модой.

Воздействие некогерентной накачки 
предполагается одинаковым для обоих ато-
мов, вне зависимости от их пространствен-
ного расположения.

Ориентируясь на соответствующие экс-
перименты, интенсивность внутрирезо-
наторного поля будем считать малой, так 
что среднее число фотонов в резонаторе 

1n << . Оценить величину n можно с 
помощью отношения скорости некогерент-
ной накачки атомов к скорости распада мо-
ды резонатора.

Уравнение для оператора плотности рас-
сматриваемой модели нанолазера имеет 
следующий вид [27]:

(1)

Здесь â , 
†â  – операторы рождения и 

уничтожения фотона в затухающей моде 
резонатора; †ˆ ˆ, ,i i i i i ig e e gs = s = – проек-
ционные операторы для i-го атома (i = a,b), 
где ig  и ie  – векторы основного и воз-
бужденного состояний i-го атома, соответ-
ственно.

Оператор взаимодействия атомов с мо-
дой резонатора имеет вид
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где g(i) – константа связи для i-го атома, 
зависящая от его пространственного поло-
жения; 

0 0 0
2 /n n nck cω = = π λ  – частота атом-

ного перехода ,i ig e→  совпадающая с 
частотой выделенной моды резонатора.

Как и оговаривалось выше, размеры зер-
кал – L×L, такие что L>>a (a – расстояние 
между ними). Второе слагаемое, в левой 
части уравнения (1), описывает затухание 
моды резонатора со скоростью κ. Третье 
слагаемое в уравнении (1) отвечает за не-
зависимый спонтанный распад i-го атома 
со скоростью γi, обусловленный взаимо-
действием с резервуаром мод резонатора. 
Некогерентной накачке атомов со скоро-
стью Г соответствует четвертое слагаемое 
в уравнении (1). Два последних слагаемых 
в нем обусловлены наличием резонансного 
диполь-дипольного взаимодействия между 
атомами, причем γij – релаксационная кон-
станта, описывающая зависимый спонтан-
ный распад атомов, а Ωij – соответствую-
щий сдвиг.

Явные выражения релаксационных кон-
стант γi, γij, Ωij для двухуровневых атомов 
(переход Jg = 0 → Je = 1) были получены в 
работе [14]. Для примера приведем здесь 
выражение для константы независимого 
спонтанного распада атома в резонаторе 
Фабри – Перо (выражения для других кон-
стант можно найти в работе [14]):

(3)

где 

и обозначение [[ ]]x  означает наибольшее 
целое значение x, меньшее, чем величина x.

Для решения операторного уравнения 
(1), оно переписывалось в представлении 
чисел заполнения n по полевой моде и в 
проекциях на атомные состояния iα  [3]:
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где 

(4)

Результаты расчетов и обсуждение

Все расчеты проведем для следующей 
геометрии эксперимента. Расстояние между 
зеркалами выберем равным 

0
50 na = λ , и ось 

резонатора направим вдоль оси z. Атомы в 
резонаторе расположим на расстоянии

друг от друга, выбрав их координаты таким 
образом, чтобы каждый атом участвовал во 
взаимодействии с затухающей модой:

при этом атомные релаксационные кон-
станты и константы связи (в единицах κ) 
равны:
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Рис. 1. Временнáя зависимость вероятности обнаружения одного фотона 
в моде резонатора для четырех различных начальных состояний: 3 4, .– ,– ;a b + −Ψ Ψ Ψ Ψ

Расчеты проведены без учета (пунктир, штрихпунктир) и с учетом (сплошная линия, штрихпунктир с 
двумя точками) диполь-дипольного взаимодействия

Сначала рассмотрим ситуацию, ког-
да некогерентная накачка отключена. На 
рис. 1, a, для разных начальных состояний 
атомно-полевой системы

представлена временная зависимость веро-
ятности

обнаружения одного фотона в затухающей 
моде резонатора. Здесь Spat[…] означает след 
по атомным переменным, а 0vac n≡ =  – 
вакуумное состояние затухающей моды ре-
зонатора.

Из данных рис. 1, a видно, что учет 
диполь-дипольного взаимодействия су-
щественно влияет на результат. Так, для 
начального состояния системы 4Ψ  (со-
стояние, в котором атом b находится на 
возбужденном уровне, а атом a – на ос-
новном) у вероятности p11(t), при учете 
диполь-дипольного взаимодействия, появ-
ляется дополнительный максимум. Такое 
поведение вероятности p11(t) можно объ-
яснить «перебросом» возбуждения с атома 
b на атом a, который, в силу выбранного 
пространственного расположения, сильнее 
взаимодействует с затухающей модой, т. е. 
g(a) > g(b).

На рис. 1, b показаны результаты ис-
следования случая изначально запутанных 
атомных состояний

3 3 4 4,  ,vac vacΨ = α Ψ = α

( )11 11Spatp t ′αα = r 
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Так же как и для свободного простран-
ства, наблюдаются различные скорости 
распада этих состояний. Здесь, вследствие 
симметричного распределения атомных 
возбуждений в начальный момент времени, 
в поведении временной зависимости p11(t), 
при учете диполь-дипольного взаимодей-
ствия, не наблюдается появления дополни-
тельных максимумов, как это было в пре-
дыдущем случае.

Интересно отметить, что учет диполь-ди-
польного взаимодействия, в случае с состо-
янием −Ψ , повышает вероятность обна-
ружить фотон в затухающей моде, тогда как 
для всех других рассмотренных начальных 
состояний наблюдается обратная ситуация. 
Это связано с тем, что снятие атомного воз-
буждения может происходить в два канала: 
в выделенную затухающую моду резонатора 
и в резервуар мод, обуславливающий атом-
ные релаксационные константы. Учитывая 
диполь-дипольное взаимодействие, мы тем 
самым усиливаем связь атомной подсисте-
мы с упомянутым резервуаром. Следова-
тельно, повышается вероятность спонтан-
ного распада вне выделенной моды. Однако 
если атомы находятся в состоянии −Ψ

 
, то 

распад в резервуар подавлен и атомное воз-
буждение снимается в другой канал.

На рис. 2 представлены временнáя эво-
люция среднего числа фотонов в резонато-
ре, а также их статистики – Q-параметра 
Манделя:

( )3 4 / 2.vac±Ψ = α ± α

2( 1)
.

n n n
Q

n
− −

=

Скорость накачки выбиралась такой, 
чтобы среднее число фотонов в резонаторе 
было меньше единицы (Г/κ < 1). Из гра-
фиков на рис. 2 видно, что для выбранных 
параметров системы установление стацио-
нарного режима происходит при значениях 
времени порядка времени жизни фотона 
в резонаторе τph ~ 1/κ. Информация о на-
чальных состояниях атомной подсистемы, 
благодаря диссипативным процессам и не-
когерентной накачке, исчезает.

На рис. 3 приведена временнáя эволю-
ция атомной подсистемы. Можно видеть, 
что для данной скорости некогерентной на-
качки и выбранных параметров нанолазера, 
вероятность

обнаружить атомную подсистему в состоя-
нии

( )3 4 / 2−α = α − α

преобладает над вероятностью

– обнаружения этой же подсистемы в со-
стоянии

(обозначение Spf […] означает след по по-
левым переменным).

С наибольшей вероятностью подсисте-
ма будет обнаружена в основном состоя-
нии 1α , что указывает на отсутствие ин-
версии населенностей в рассматриваемом 
случае. Различие вероятностей ( )p t−−  и 

( )p t++ , которое обнаруживается только при 
учете диполь-дипольного взаимодействия, 

( ) Sp f nnp t
− −−− α α = r 

( ) Sp f nnp t
+ +++ α α = r 

( )3 4 / 2+α = α + α

Рис. 2. Временны́е зависимости среднего числа фотонов в резонаторе (а) 
и Q-параметра Манделя (b).

 Параметры системы и обозначения  соответствуют приведенным на рис. 1. Скорость накачки Г/κ = 0,75
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можно объяснить, как и выше, – сняти-
ем атомного возбуждения в два (отличных 
друг от друга) канала (см. пояснения в тек-
сте к рис. 1, b).

Заключение

В работе теоретически исследовано влия-
ние межатомного резонансного диполь-ди-
польного взаимодействия на поведение ла-
зера на нескольких излучателях. Показано, 
что это межатомное взаимодействие суще-
ственно влияет как на релаксацию внутри-
резонаторного поля, так и на временнýю 
эволюцию атомных суперпозиционных со-

Рис. 3. Временнáя эволюция различных атомных состояний (с учетом и без учета диполь-
дипольного взаимодействия); 1 111( ) Sp f nnp t α α = r    

– вероятность обнаружить атомную подсистему 
в состоянии 1α .

Параметры системы и обозначения соответствуют приведенным на рис. 1 и 2

стояний.
Как было отмечено выше, более стро-

гое описание работы лазера на нескольких 
излучателях требует ухода от одномодового 
приближения. Возможно, эту задачу можно 
решить с помощью подхода, разработан-
ного в статье [28], посвященной простран-
ственному поведению поля с неклассиче-
ской статистикой.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского научного фонда (проект № 17-12-
01085).
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ОСОБЕННОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ 
ПО ШЕННОНУ В ЗАДАЧАХ, СВЯЗАННЫХ С ЛИНЕЙНОЙ 
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В статье рассматривается использование количества информации по Шеннону 
(SIQ) в задачах, связанных с линейной регрессией. Показано, что SIQ, содержащееся 
в компонентах отклика относительно стохастических параметров, выражается через 
информационную матрицу Фишера, является выпуклым функционалом на множестве 
компонент отклика и при достаточно большом масштабе параметров эквивалентно 
использованию D-критерия в задачах планирования эксперимента. Определено SIQ 
относительно постоянных параметров регрессии. Рассмотрена альтернативная поста-
новка задачи оптимального планирования эксперимента (OEP) и проанализирована ее 
связь c традиционной постановкой. Рассмотрена задача информационного упорядочио-
вания данных при использовании регрессии на базис главных компонент. Предложены 
алгоритмы, учитывающие ценность информации при наличии частичных пропусков 
данных.
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Введение 

Объектом исследования настоящей ра-
боты является информация по Шеннону. 
Кратко перечислим основные этапы разви-
тия этого понятия.

Первоначально определенное Клодом 
Элвудом Шенноном количество информа-
ции (SIQ -Shannon information quantity) в 
передаваемом сообщении тесным образом 
связано с понятием энтропии. Средняя эн-
тропия H(ξ), или информация, передавае-
мая в сообщении ξ посредством n символов 
(значений)

появляющихся с вероятностями

следует выражению [1]:

где ( ) ( )2logiH P iξξ = −  есть частная энтро-
пия.

В качестве основания логарифма, в 
принципе, может быть взято любое число 
a > 1, которое задает масштаб.

Если имеется другая случайная величина 
η, принимающая m значений, т.е.

с вероятностями

то, согласно Шеннону, количество инфор-
мации I(ξ, η), содержащееся в сообщении ξ 
относительно сообщения η или в η относи-
тельно ξ (здесь имеет место симметрия), 
выражается как

где Pξη(i, j) – вероятность того, что ξ прини-
мает значение xi, а η принимает значение yj, 
соответственно.

При Pξη(i, j) = 0 считается, что соответ-
ствующий член суммы равен нулю.

В своей работе И.М. Гельфанд и А.М. 
Яглом [2] показали, что в случае, когда ξ и 
η есть два случайных гауссовских вектора, 
то количество информации I(ξ, η), содер-

1 2, ,..., },nx x x{

(1), (2),..., ( )},P P P nξ ξ ξ{

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1

log ,
n n

i
i i

H P i P i P i Hξ ξ ξ
= =

ξ = − ⋅ =∑ ∑

1 2, ,..., },my y y{

(1), (2),..., ( )},P P P mη η η{

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1
, ,

,
log ,

n m

i j

a

I P i j

P i j
P i P j

ξη
= =

ξη

ξ η

ξ η = − ×

×

∑ ∑

жащееся в векторе ξ относительно вектора 
η и наоборот, равно

(1)

где Vξ, Vη – матрицы взаимных ковариаций 
компонент векторов ξ и η, соответственно; 
I – единичная матрица соответствующей 
размерности; Vξη – матрица взаимных ко-
вариаций компонент вектора ξ и вектора η,

где Т – оператор транспонирования.
При этом в работе [2] была показана не-

зависимость SIQ от масштаба переменных 
и инвариантность относительно линейных 
преобразований векторов ξ и η. Последнее 
позволяет представить формулу (1) в виде

(2)

где cosαj = rj (j = 1,2,…,h) есть не что 
иное, как геометрическая интерпретация 
коэффициента корреляции ri между парой 
независимых (главных)  компонент этих 
векторов. При этом h = min(n, m). Формула 
(1), очевидно, позволяет применять SIQ в 
многомерных задачах.

Из общей массы прикладных работ с 
применением SIQ отметим работу О.М. 
Покровского [3], где SIQ применяется к 
решению задачи оптимизации спутниковых 
наблюдений на основе модели линейной ре-
грессии. Особенность этой работы состоит 
в том, что по своему характеру она весьма 
близка к задаче оптимального планирова-
ния регрессионного эксперимента (опуская 
слово «регрессионного», приходим к аббре-
виатуре OEP – optimal experiment planning). 
Но в работе [3] автор рассматривает случай 
стохастических параметров регрессии (см. 
далее раздел «Связь SIQ с информационной 
матрицей Фишера»), отступая и от тради-
ционной постановки задачи ОЕР в целом 
(см. еще далее раздел «Традиционная и 
альтернативная формулировки задачи оп-
тимального планирования эксперимента»).

Цель настоящей работы – показать связи 
SIQ с информационной матрицей Фишера 
и с критериями ОЕР в альтернативной по-
становке задачи, развивая при этом идеи 
работ [2, 3], а также раскрыть новые воз-
можности применения этого математиче-
ского аппарата в различных областях при-
кладной сферы.

( ) (

)1 1

1 log det
2

,

aI

− −
ξη η ηξ ξ

ξ,η = − −

−

I

V V V V

,T
ηξ ξη=V V
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Связь SIQ с информационной 
матрицей Фишера

В классической постановке задачи ре-
грессионного анализа мы имеем следую-
щую модель: 

y = Fθ + ε,                  (3)

где y – вектор измерений размерности n; 
θ – вектор параметров, подлежащих оцен-
ке, размерности m; F – (n × m)-матрица 
(n ≥ m); ε −вектор случайных ошибок.

Здесь предполагается, что компоненты 
вектора ε подчиняются многомерному нор-
мальному распределению, имеют нулевые 
средние значения, взаимно независимы и 
имеют одинаковую дисперсию σ2, т. е.

ε ~ N(0,σ2I),
где 0 – нулевой вектор.

Следовательно,

y ~ N(Fθ, σ2I),
т. е. Vy = Vε.

Кроме этого, будем предполагать, что 
F – матрица полного ранга.

Информационная матрица Фишера 
вектора параметров регрессии θ, которая 
представляет собой производное от ин-
формации, содержащейся в компонентах 
отклика относительно этих параметров ре-
грессии, определяется следующей форму-
лой [4]:

где E – оператор математического ожида-
ния, L – логарифм правдоподобия, т. е.

 
Отсюда следует, что

(4)

где
(5)

есть матрица взаимных ковариаций 
OLS-оценок (OLS – ordinary least squares) 
компонент вектора параметров регрессии θ

2
E ,

i j

L ∂ = −  ∂θ θ  
M

( ) ( )

( ) ( )

1
22

1

ln 2 det

1exp .
2

V

y F V y F

n

T

L
−

−
ε

−
ε

= π ×


 × − − θ − θ   

2 1,T− −
θ

= s =M F F V

( ) 12 T −
θ = sV F F

Различные выпуклые функционалы от 
информационной матрицы М (см. далее) 
могут служить мерой информации, содер-
жащейся в компонентах отклика относи-
тельно параметров регрессии (3). Вектор 
OLS-оценок этих параметров регрессии в 
данном случае выражается как

 (6)

(см. монографию [5]).
При нарушении предположений относи-

тельно ковариационной матрицы остатков 
регрессии, когда эта матрица имеет произ-
вольную структуру, т. е.

ε ~ N(0, Vε) (Vε ≠ σ2I),
вместо формул (4) – (6) мы имеем, соответ-
ственно, следующие выражения:

(7)

(8)

(9)

Формула (9) известна как обобщенный 
метод OLS-оценивания.

Из формул (5), (8) следует, что вектор 
OLS-оценки θ имеет нормальное распреде-
ление

  или

(в зависимости от структуры матрицы Vε).
Каждое из этих распределений опреде-

ляет соответствующую функцию правдо-
подобия. Вычисленные по этим функциям 
правдоподобия информационные матрицы 
Фишера вектора θ, как нетрудно проверить, 
совпадают с матрицами, которые даются 
формулами (4) и (7), соответственно.

Предположим, что параметры регрессии 
имеют стохастическую природу и подчиня-
ются многомерному нормальному распре-
делению, т. е.

θ ~ N(Eθ,Vθ).
Тогда для OLS-оценок компонент 

вектора параметров регрессии (3) θ, несмо-
тря на то, что распределение вектора y будет 
уже иным, по-прежнему верны формулы 
(5), (6) или (8), (9), в зависимости от струк-

( ) 1
F F F yT T−

θ =


1 1,T − −
ε θ

= =M F V F V

( ) 11T −−
εθ =V F V F ,

( ) 11 1 .F V F F V yT T−− −
ε εθ =



( )2 1, ( )F FTN −θ θ s




( )1 1, ( )F V FTN − −
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туры матрицы Vε а также не изменится вид 
вероятностного распределения вектораθ



 
и информационной матрицы Фишера (см. 
формулы (4), (7)). Однако какой-либо вы-
пуклый функционал от этой матрицы будет 
служить мерой информации относительно 
вектора параметров θ, содержащейся в его 
OLS-оценке. Именно эта информационная 
матрица (как более инвариантная) имеется 
в виду при рассмотрении случая стохасти-
ческих параметров, для которого имеет ме-
сто следующая теорема.

Теорема 1. Количество информации 
I(y, θ), содержащееся в компонентах откли-
ка в модели (3) относительно стохастиче-
ских, нормально распределенных параметров, 
при условии, что F есть матрица полного 
ранга, связано с информационной матрицей 
Фишера M формулой

 (10)

Дока з а т ельс тво . В предположениях 
стохастических параметров регрессии (3) 
имеем следующие равенства:

Vy = FVθF
T + Vε,

Vyθ = FVθ и Vθy = VθF
T.

Используя эти выражения, преобразуем 
формулу (1):

В равенстве (*) мы использовали алге-
браическое тождество

( ) ( )1, log det .
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y I MVaI θθ = +
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1 1
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( )log det .a θ+I MV

det (I + AB) = det (I + BA),
которое очевидно в случае квадратных ма-
триц и обратимости хотя бы одной из двух.

Действительно, пусть матрица A обра-
тима. Тогда, умножая под знаком опреде-
лителя левую часть этого равенства слева 
на A–1 а справа на А, получаем тождество. 
Такое преобразование, именуемое преобра-
зованием подобия, как известно, не меняет 
значения определителя.

Пусть теперь А и В – прямоугольные 
матрицы; А − матрица размерности n × m, 
В − матрица m × n (n > m).

Согласно формулировке теоремы, мы 
вправе предполагать, что А – матрица пол-
ного ранга. Не умаляя общности, будем 
считать, что первые m строк матрицы А 
линейно независимы. Достраиваем прямоу-
гольные матрицы А и В до квадратных раз-
мерности n × n:

А* = (А|T) и (В*)Т = (ВТ|Т),
где блок Т имеет размерность n × (n − m). 
Заполним блок Т по следующему правилу:

если i = j,  j = 1, 2, …, n – m;

остальные элементы Т заполняем нулями.
Тогда для матриц А* и В* требуемое 

тождество выполняется (см. выше). Да-
лее, устремляя δ к нулю, имеем требуемое 
тождество для исходных матриц А и В.

Теорема 1 полностью доказана.
Формула (10) и ее вывод были ранее 

представлены автором данного исследова-
ния в работах [6, 7].

В предположении стохастических пара-
метров регрессии (3), в процессе вывода 
формулы (10), обнаруживается другая фор-
мула, а именно

 
Это равенство очень хорошо раскрывает 

суть SIQ в модели (3) при стохастических 
параметрах.

Традиционная и альтернативная 
формулировки задачи оптимального 

планирования эксперимента
Традиционная формулировка. В пер-

воначальной (и ставшей традиционной) 
формулировке задача OEP в условиях моа-
дели (3) сводится к вычислению множе-

, , ( 0),i m j i m j mt a∗
+ + += = δ δ ≠

( ) 1 1, log det log det .
2 2

y V Va y aI εθ = −

θ

θ

θ

θ
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ства величин [8, 9]:

 
(11)

именуемого планом.
Эти величины интерпретируются как от-

носительные частоты измерения компонент 
отклика (отсюда название – план), анало-
гично закону дискретного распределения 
вероятностей. Нечто подобное имеет место 
в теории матричных игр при использовании 
смешанных стратегий [10], откуда, по-ви-
димому, и заимствована эта идея. В теории 
OEP величины, составляющие план, ис -
пользуются для преобразования информа-
ционной матрицы, которое имеет следую-
щий вид (в рамках указанной теории):

(12)

где P = diag (p1, p2, …, pn).
При этом на план налагается требова-

ние максимизации  некоторого выпуклого 
функционала (критерия) от этой преобра-
зованной матрицы (см. ниже).

Таким образом, в процессе решения за-
дачи осуществляется переход от начальных 
значений pi = 1/n (i = 1,2, …, n) к оптималь-
ным, при которых некоторый критерий от 
преобразованной (см. выше) информаци-
онной матрицы достигает максимума, т. е.

critM(p) = crit FTPF → max.
В качестве критериев (функционалов 

от M(p)) рассматриваются определитель 
(D-критерий), след (А-критерий), мини-
мальное собственное значение матрицы 
M(p) (Е-критерий) и иные выпуклые функ-
ционалы от этой матрицы [8, 9].

Уточняющее замечание. Как нетрудно 
было заметить выше, в OEP-теории под 
информационной матрицей понимается 
не в точности информационная матрица 
Фишера, равная σ–2FTF (см. формулу (4)), 
а пропорциональная матрица FTF [8, 9] или 
FTPF (см. выше), что для задачи максими-
зации функционалов от этой матрицы не 
имеет принципиального значения. С дру-
гой стороны, из регрессионного анализа, 
описанного, например, в монографии [5], 
следует, что переход к матрице FTPF име-
ет смысл лишь тогда, когда используется 
оценка параметров

1 2={ , , ..., },np p pp

1
0; = 1,2, ..., ; 1,

n
i i
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p i n p

=
≥ =∑

( ) ( ),T→ =M M p F PF

( ) 1
,F PF F PyT T−
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θ

известная как обобщенная OLS-оценка (см. 
формулу (9)), или, при диагональной струк-
туре P, как взвешенная OLS-оценка, что, 
собственно, мы здесь и имеем. Из теоремы 
же Гаусса – Маркова, доказательство ко-
торой приводится в книге [9], следует, что 
корректность применения такой оценки 
имеет место лишь в случае, когда, во-пер-
вых,Vε ≠ σ2I, а во-вторых, когда матрица P 
обратно пропорциональна матрице Vε т. е.

Однако упоминания об этих условиях в 
теории OEP не обнаруживается [8, 9]. Оста-
ется лишь предполагать, что поспешное от-
брасывание множителей σ2 и σ–2 в формулах 
для θV  и M, а иногда и ε в некоторых ре-
грессионных уравнениях (см. [9]), привели 
к тому, что преобразование (12) оказалось 
не связанным со структурой ковариацион-
ной матрицы погрешностей регрессии (3), 
несмотря на то, что конечной целью явля-
ется именно оценка параметров.

Альтернативная формулировка. Не менее 
практически значимой является следующая 
формулировка.

Будем рассматривать различные соб-
ственные подмножества вида

(cardq означает количество элементов 
множества q).

Пусть yq есть вектор размерности cardq в 
котором содержатся компоненты y только 
с номерами из множества q; пусть Fq есть 
матрица, которая содержит строки только с 
номерами из множества q.

Используя вектор yq, мы также можем 
вычислить OLS-оценку вектора θ, т. е.

 (13)

Тогда ковариационная матрица вектора  

θ  следует выражению

а информационная матрица Фишера −

 (14)

В случае Vε ≠ σ2I формулы (13) и (14) 
изменятся аналогично формулам (4) и (6) 
(см. формулы (7) и (9)). Для фиксированно-
го значения cardq = k (k < n) выберем такое 
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подмножество q, которое доставляет макси-
мум некоторого выпуклого функционала от 
информационной матрицы Mq.

Такая формулировка оказывается впол-
не актуальной, когда ставится задача эко-
номии средств наблюдения с минимальной 
потерей точности воспроизведения всех 
компонент y. Действительно, при подста-
новке OLS-оценки вектора θ по формуле 
(13) в модель (3) мы заинтересованы в том, 
чтобы все значения отклика воспроизводи-
лись с минимальной потерей точности, что, 
в принципе, и должна обеспечивать мини-
мизация дисперсии OLS-оценки вектора θ.

Сравнение двух формулировок. Покажем, 
что альтернативная формулировка сводит-
ся к традиционной путем наложения соот-
ветствующих ограничений. Действительно, 
пусть pi = 1/k при условии  i ∈q  и pi = 0 при 
условии ,i ∉q что не нарушает основных 
требований к плану (11). Тогда информаци-
онная матрица по традиционной формули-
ровке задачи OEP следует выражению

где Mq определяется формулой (14), т. 
е. является информационной матрицей 
Фишера.

Однако при этом мы приходим к оценке 
параметров, выраженной формулой (13):

Данная оценка не вступает в противоре-
чие с теоремой Гаусса – Маркова.

Очевидно, что использование, например, 
D-критерия для решения поставленной та-
ким образом задачи, возможно лишь при 
k ≥ m, когда

Поэтому при альтернативной формули-
ровке наиболее удобными оказываются та-
кие критерии, как А-критерий, Е-критерий 
(см. выше) и т. п. Однако согласно заме-
чанию Дж. Себера, высказанному в моно-
графии [5], критерии, которые не зависят 
от масштаба величин, выступают пред-
почтительными. Как уже было отмечено 
выше, SIQ от масштаба переменных не 
зависит (см. формулу (2)). С другой сторо-
ны, использование SIQ подразумевает, что 

21( ) = ,T T
q q qk k

s
= =M p F PF F F M

( )
( ) ( )

1

1 11 .

T T

T T T T
q q q q q qk

k

−

− −
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= =

F PF F Py

F F F y F F F y



θ

( )det 0.T
q q ≠F F

параметры регрессии имеют стохастиче-
скую природу. Ниже будет показано, что в 
альтернативной формулировке задачи ОЕР, 
SIQ можно использовать и в случае, когда 
параметры регрессии (3) являются постоян-
ными величинами.

Свойства SIQ как критерия ОЕР 
в альтернативной формулировке

Из формул (10) и (14) следует, что SIQ, 
содержащееся в компонентах вектора yq 
относительно компонент θ, имеющих сто-
хастическую природу, выражается как

 (15)

Формула (15) позволяет определить SIQ, 
содержащееся в векторе yq относительно 
вектора параметров регрессии θ, и в случае, 
когда параметры регрессии (3) не облада-
ют стохастической природой, т. е. являются 
постоянными величинами.

Определение. Если в модели (3) пара-
метры есть постоянные величины, то I(yq,θ) 
выражается формулой

(16)

Комментарии.
1. В этом определении мы приравняли 

I(yq,θ) к ( , ),qI y


θ  т. е. свели к случаю, когда 
оба вектора являются стохастическими, как 
того требует формула (1).

2. Если a = 2 (единицей информации в 
двоичной системе счисления является бит), 
то тогда

Далее на подмножествах вида q (см. вы-
ше) определим следующий функционал:

Ф(q) = I(yq,θ).
Тогда имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Функционал Ф(q) обладает свой-

ством выпуклости, т. е. выполняется неравен-
ство 

Ф(αp + βq) ≥ αФ(p) + βФ(q),

где α, β ≥ 0; α + β = 1; { }, 1, 2,..., .n⊆p q
Доказ а т ельс тво . Преобразуем фор-

мулу (15) следующим образом:
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(17)

Докажем требуемое теоремой неравен-
ство для функционала Ψ(q): 

 (18)

Пусть, как и предполагается, 
{ }, 1, 2, ..., .n⊆p q  Тогда, согласно опреде-

лению Ψ(q), имеем:

Здесь неравенство (* *) следует из обще-
го неравенства 

общее неравенство выполняется при ука-
занных ограничениях относительно α и 
β в случае симметричных, положительно 
определенных матриц A и В (доказатель-
ство представлено в книге [9]), каковыми 
являются матрицы 1,−

θV  Mq и, следова-
тельно, их сумма.

Таким образом, мы имеем неравенство

Прибавляя к обеим частям этого нера-
венства член
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получаем следующее неравенство:

С учетом формулы (17) имеем требуемое 
неравенство для функционала Ф(q).

Теорема 2 полностью доказана.
Замечание. Из формулы (16) и доказа-

тельства теоремы 2 видно, что функционал 

Ф(q) = I (yq, θ)
обладает свойством выпуклости и в случае 
постоянных параметров регрессии, когда 
количество информации определено фор-
мулой (16).

Возвратимся к случаю стохастических 
параметров регрессии. Здесь имеет место 
следующая, почти очевидная теорема, свя-
зывающая I (yq, θ) с D-критерием (опреде-
лителем от информационной матрицы, см. 
выше). Следует отметить, что теория OEP 
традиционно не рассматривает случая сто-
хастических параметров, однако и не содер-
жит на него прямого запрета.

Теорема 3. При стохастических параме-
трах регрессии, имеющих достаточно боль-
шой масштаб, максимизация SIQ, содер-
жащегося в компонентах отклика относи-
тельно параметров регрессии, эквивалентна 
D-критерию.

Доказательство. Пусть { }, 1, 2, ...,n⊂p q  
и cardp = cardq. Из формулы (17) следует, 
что и здесь есть возможность рассматривать 
функционал Ψ(q), определенный формулой 
(18), вместо функционала

Ф(q) = I (yq, θ).

Вполне очевидно, что при достаточно 
большом масштабе стохастических параме-
тров регрессии, а, соответственно, и мало-
сти элементов матрицы 1,−

θV мы непремен-
но будем иметь эквивалентность следую-
щих неравенств:

что, с учетом монотонности логарифма, и 
означает требуемое.

1 log det ,
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Теорема 3 полностью доказана.
Следует отметить, что для основа-

ния к применению SIQ в альтернативной 
формулировке задачи ОЕР как в случае сто-
хастических, так и в случае постоянных па-
раметров регрессии (3) вполне достаточно 
формул (15), (16) и утверждения теоремы 2.

Если решать задачу OEP в альтернативной 
формулировке для последовательных зна-
чений k (см. выше) от k = 1 до k = n, то 
мы получим последовательность компо-
нент отклика в порядке убывания инфор-
мационного вклада, а также возрастающую 
последовательность значений количества 
информации Ij. Последние удобно пред-
ставлять, исключая зависимость от выбора 
основания логарифма а, в следующем виде:

Ij := (Ij/I(y,θ))100% (j = 1,2, …, n),
где I(y,θ) – полное количество информа-
ции, когда { }1,2, ..., .n=q

Аргументы в пользу целесообразности 
постановки и решения такой задачи даны в 
конце следующего раздела.

Использование регрессии 
на базис главных компонент 

в информационном упорядочивании 
и учет ценности информации 

при наличии пропусков данных 

В большинстве практических задач мы, 
в лучшем случае, имеем лишь выборку на-
блюдений некоторого вектора 

{yj, j = 1,2, …, N}.
Обычно такую выборку представляют в 

виде так называемой выборочной матрицы 
Y размерности n × N. Таким образом, столб-
цы матрицы Y есть реализации случайного 
вектора y. Предположим, что вектор y под-
чиняется многомерному нормальному рас-
пределению с параметрами θy и Vy т. е.

y ~ N (θy, Vy).
Вычислим оценки параметров распреде-

ления

(19)

Далее вычислим ортогональную матрицу 
Q такую, что выполняется равенство

1

1 ,
N

y j
jN =

= ∑ y


θ

1

1 ( )( ) .
1

N
T

y j y j y
jN =

= − −
− ∑V y y

 

θ θ

и 1 2 ... .nλ ≥ λ ≥ ≥ λ
  

Определим вектор размерности m (m < n) 
в виде

где матрица Q(m) содержит только первые m 
столбцов матрицы Q.

Компоненты вектора z обладают свой-
ством взаимной независимости, называют-
ся выборочными главными компонентами 
и интерпретируются как скрытые факторы.

Матрица 

– суть оценка матрицы взаимных ковариа-
ций компонент z.

Слово выборочные обычно опускается, но 
при этом следует помнить, что истинные 
главные компоненты мы бы имели лишь 
при известных параметрах распределения 
θy и Vy.

Наиболее корректный выбор размерно-
сти вектора z (m = dimz) связан с проверкой 
статистической гипотезы

H: λ1 ≥ λ2 ≥…≥ λm ≥ λm + 1 = λm+2=…= λn.
Однако существуют и относительно про-

стые способы определения m [11].
Перейдем к центрированным значениям 

вектора y т. е.

и рассмотрим регрессию 
y = Fz + ε,                (20)

где F = Q(m)
Предположим, что вектор остатков ε об-

ладает теми же свойствами, что и в модели 
(3), т. е. ε ~ N(0, σ2I).

Модель (20) отличается от модели (3) 
прежде всего тем, что параметры регрессии 
в первом случае (в модели (20)), вообще го-
воря, стохастические. Эта модель позволяет, 
как отмечалось выше, решать различные 
практические и исследовательские задачи, 
связанные с информационным упорядо-
чиванием, осуществляя последовательный 
отбор компонент отклика с максимизацией 
SIQ на каждом шаге отбора, т. е.
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или какого-либо из классических критери-
ев, например trMq [12].

Кроме того, модель (20) допускает раз-
личные подходы к определению ценности 
информации при наличии пропусков из-за 
нестабильности источников информации.

Пусть исходная выборочная матрица Y 
содержит пропуски по отдельным компо-
нентам. Построим матрицу N той же раз-
мерности, что и Y (n × N), в которой ка-
ждому пропущенному измерению будет 
соответствовать 0, а наличествующему (не 
пропущенному) − 1. Тогда каждый элемент 
nij (i = 1,2, …, n; j = 1,2, …, N) матрицы N 
равен нулю или единице. Пропуски в ма-
трице Y также заполним нулями. Вычис-
лим средние значения компонент вектора 
y по формуле

и перейдем к центрированной матрице Ỹ, 
где

: ,ij ij iy y y= −
 
если nij ≠ 0,

а значения, которым соответствует nij = 0, 
оставим без изменений, т. е. нулями. 

Алгоритм 1. Теперь, если по каким-ли-
бо причинам исследователь предпочитает 
стабильные источники информации перед 
нестабильными, то оценку ковариационной 
матрицы компонент вектора y следует вы-
числять по формуле 

(21)

При отсутствии пропусков и делите-
ле, равном N – 1, оценка (21) совпадает с 
оценкой (19). После вычисления матрицы 
F = Q(m) и осуществления информацион-
ного упорядочивания компонент вектора 
y, номера компонент отклика, соответству-
ющие нестабильной информации (пропу-
скам), с большой вероятностью окажутся 
в конце этой последовательности (см. вы-
ше, конец предыдущего раздела). Оценки 
отдельных элементов матрицы взаимных 
ковариаций по формуле (21) при наличии 
пропусков подобны оценкам автоковариа-
ций, которые предложили Г. Дженкинс и Д. 
Ваттс в своей известной книге [13]. В этих 
оценках делитель, независимо от величины 
сдвига, а, соответственно, и от числа слага-
емых, равен длине ряда N, что, как показа-
но в работе [13], не приводит к завышению 

1 1
( 1, 2, ..., )

N N
i ij ij

j j
y y n i n

= =
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1 .T
y N
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оценок длины волны. В нашем случае та-
кой постоянный делитель снизит ценность 
нестабильной информации.

Алгоритм 2. Однако может оказаться так, 
что именно нестабильные источники ин-
формации представляют для исследователя 
наибольшую ценность. В этом случае эле-
менты ковариационной матрицы следует 
оценивать по формуле

(22)

при [NNT]ij ≠ 0 и [Ṽy]ij = 0 в противном слу-
чае.

Здесь [*]ij– оператор взятия элемента 
матрицы из i-й строки и из j-го столбца.

Формула (22) обеспечивает равенство 
делителя количеству ненулевых членов со-
ответствующей суммы. При таком вычис-
лении оценки ковариационной матрицы 
номера компонент отклика с пропусками 
данных могут оказаться и в начале инфор-
мационно-упорядоченной последователь-
ности [14].

Здесь следует напомнить, что вычисле-
ние SIQ связано со смещенным оценивао-
нием и при гауссовском распределении 
имеет геометрическую интерпретацию (см. 
формулу (2)). Поэтому в формуле (19) мож-
но было использовать и делитель, равный 
N, а в модели (20) следует использовать 
смещенную оценку σ2 [11].

Замечание. Единственным серьезным 
критическим замечанием относительно SIQ 
можно считать следующее: SIQ как мера 
количества информации никак не учитыва-
ет субъективную ценность информации для 
потребителя.

Предложенные выше алгоритмы в ка-
кой-то мере решают эту проблему, посколь-
ку их можно использовать и в самом общем 
случае при вычислении SIQ по формуле (1). 
При этом, вычисляя оценки матриц Vξ, Vη, 
и Vξη, мы должны построить и использовать 
соответствующие матрицы наличия данных: 
Nξ и Nη (см. выше). Очевидно, что в случае 
высокой ценности нестабильной информа-
ции (алгоритм 2) при вычислении оценки 
Vξη в качестве делителей (см. формулу (22)) 
следует использовать соответствующие эле-
менты матрицы .T

ξ ηN N  Комбинируя алго-
ритмы 1 и 2, можно реализовывать любые 
субъективные предпочтения относительно 
ценности информации по отдельным ком-
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понентам исследуемых векторов.
Прежде чем перейти к обсуждению и 

подведению итогов, отметим, что исполь-
зование регрессии на базис главных компо-
нент, а также выполнение на основе этой 
регрессии информационного упорядочива-
ния (см. окончание предыдущего раздела), 
позволило автору решить ряд прикладных 
задач. Перечислим некоторые, наиболее 
важные из них:

оптимальное комплексирование данных 
спутниковых и наземных наблюдений [12];

выявление ядра коррупционной структу-
ры [14];

определение зон, связанных с динамиче-
ской неустойчивостью циркуляции атмос-
феры [15];

оптимизация экологического монито-
ринга [16]; 

оптимизация контроля микроэлектрон-
ного производства [17].

Достаточно широкий диапазон приме-
нимости такого подхода к решению при-
кладных задач, несомненно, подтверждает 
практическую значимость данной работы.

Обсуждение основных результатов 
проведенного исследования

Обозревая ситуацию в целом, следует 
прежде всего отдать должное исследовани-
ям О.А. Покровского (см. раздел «Введе-
ние» в настоящей статье и его работy [3]). 
Он обнаружил, что и случай стохастиче-
ских  параметров регрессии, и альтерна-
тивная постановка задачи OEP являются 
актуальными как для исследовательских, 
так и для практических задач. О.А. Покров-
скому принадлежит (как было отмечено во 
введении) приоритет в использовании SIQ 
в задаче оптимизации спутникового зон-
дирования атмосферы (см. также «Введе-
ние» и работу [3]). Однако тема связи SIQ 
с информационной матрицей Фишера (см. 
формулы (10), (15), (16)), равно как и дру-
гие вопросы, рассмотренные в данной ра-
боте, им не разбирались.

Относительно традиционной постанов-
ки задачи теории OEP отметим, что эта 
постановка породила ряд интересных ма-
тематических результатов, связанных с тем, 
что такой подход позволяет подключить к 
решению задачи средства математического 
анализа при переходе к непрерывным пла-
нам. Поэтому теоретически обоснованный 
ответ на уточняющее замечание в разделе 
«Традиционная и альтернативная формули-

ровки задачи оптимального планирования 
эксперимента» настоящей статьи сделал бы 
эти результаты более ценными для практи-
ческих задач.

В альтернативной же формулировке за-
дачи OEP, несмотря на общую простоту и 
прозрачность, остается невыясненным сле-
дующий вопрос. При фиксированном зна-
чении 

очевидно, существует собственное подмно-
жество q, которое дает максимум критерия 
оптимальности

maxcritMq (critMq = trMq, I(yq,*) и т.п.).
Однако нет уверенности, как и строгого 

доказательства, что, решая эту задачу по-
следовательным наращиванием значения k 
от 1 до k∗ (см. окончание раздела «Свойства 
SIQ как критерия ОЕР в альтернативной 
формулировке») с максимизацией выбран-
ного критерия на каждом шаге последова-
тельного отбора, мы придем именно к это-
му значению maxcritMq.

Аналогичная ситуация имеет место в за-
даче построения оптимальной регрессии 
[5]:

когда при фиксированном количестве k* , 
из множества потенциальных регрессоров 
x(card )x k∗>  мы выбираем регрессоры, 
которые обеспечивают максимум значения 
коэффициента детерминации R2.

Здесь задачу также можно решать по-
следовательным отбором регрессоров, 
максимизируя на каждом шаге коэффи-
циент детерминации R2 [5], и точно так 
же остается открытым вопрос о том, при-
дем ли мы таким путем к максимальному 
значению R2.

Достаточно правдоподобным выгля-
дит предположение, что при нормальном 
распределении мы можем рассчитывать 
на положительный ответ. На практике же 
эту проблему в обоих случаях обычно ре-
шают посредством процедуры включения 
и отбрасывания, останавливая процесс 
при обнаружении повторных шагов [5].

Заключение
Проведенное нами исследование позво-

лило получить следующие  результаты.
1. Доказано, что SIQ, содержащееся в 

компонентах отклика относительно стоха-

card = ( ),k k n∗ ∗ <q

0 1 1 2 2 +... ,k ky x x x∗ ∗= β + β + β + β + ε
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стических параметров,
во-первых, непосредственно связано с 

информационной матрицей Фишера;
во-вторых, является выпуклым функци-

оналом на множестве компонент отклика; 
в-третьих, при достаточно большом мас-

штабе параметров эквивалентно использо-
ванию D-критерия в задаче планирования 
эксперимента.

2. Определено SIQ относительно посто-
янных параметров регрессии, где SIQ так-
же является выпуклым функционалом на 
множестве компонент отклика.

3. Проанализировано соотношение тра-
диционной и альтернативной постановок 
задачи планирования эксперимента.

4. Рассмотрено использование регрес-
сии на базис главных компонент в задаче 
информационного упорядочивания дан-
ных.

5. Предложены алгоритмы, учитываю-
щие субъективную ценность информации 
при наличии частичных пропусков данных.

И наконец, отметим, что перечисленные 
выше работы [3, 12, 14 – 17] в полной мере 
демонстрируют целесообразность исполь-
зования модели регрессии со стохастиче-
скими  параметрами при альтернативной 
постановке задачи OEP, а, в частности, 
работы [14 – 17] со всей полнотой демон-
стрируют практическую значимость ре-
зультатов, полученных в настоящей статье.
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ПРОЧНОСТЬ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
ПРИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

В.С. Модестов
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,

Санкт-Петербург, Российская Федерация
В статье рассмотрены вопросы обоснования прочности ответственных железобетонных 

конструкций при экстремальных механических воздействиях. Главное внимание 
уделяется взаимодействию внешней защитной оболочки конструкции с тяжелым 
самолетом.  Используются современные физические модели и методы непосредственного 
численного моделирования процессов с учетом нелинейного поведения материалов. 
Эти подходы верифицируются на оригинальных модельных задачах. Определяется 
воздействие тяжелого транспортного самолета на недеформированную железобетонную 
стену. Варьируются значения толщины внешней защитной оболочки реакторного здания. 
Исследуется прочность конструкций с учетом податливости грунтовых оснований, на 
которых расположены железобетонные сооружения.
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Введение

Гарантия сохранения безопасности при 
любых нормальных и аварийных режи-
мах работы – это важнейшее требование, 
предъявляемое к эксплуатации промыш-
ленных и гражданских объектов. К объек-
там же атомной энергетики, для которых 
выполнение дополнительных условий по 
ядерной и радиационной безопасности яв-
ляется обязательным, предъявляются осо-
бые, повышенные требования. В связи с 
этим выдвигается важный вопрос о расчет-
ном обосновании прочности железобетон-
ных конструкций при экстремальных ме-
ханических воздействиях. К таким воздей-
ствиям относятся как атмосферные вихри 
(торнадо, смерч, ураган), так и техногенные 
катастрофы (обрушение тяжелой конструк-
ции, падение самолета и т. п.). Особую 
опасность представляет падение самолета 
на защитную оболочку реактора атомной 
электростанции (АЭС).

Вопросам поведения железобетонных 
конструкций при экстремальных механиче-
ских воздействиях посвящено большое ко-
личество публикаций. Центральное место 
по решению этой проблемы в российской 
научной литературе принадлежит, безуслов-
но, работам А.Н. Бирбраера, А.Ю. Роледера 
[1, 2] и Н.А. Волкодава [3]. Учет деформи-
руемости преграды при воздействии на нее 
летящего объекта выполнен Н.А. Волкода-
вом с помощью квазистатических методов 
с введением коэффициента динамичности; 
последний показывает, насколько дина-
мическая нагрузка на преграду превышает 
статическую. В итоге разработки вязко-
пластической модели соударяющихся тел, 
этим автором было получено классическое 
выражение для нагрузки на неподвижную 
преграду со стороны самолета в процессе 
его разрушения – так называемая формула 
Риеры [4].

К сожалению, подавляющее большин-
ство работ на данную тему содержит в сво-
ей основе весьма серьезные, но не всегда 
достаточно обоснованные допущения и 
ограничения. Более того, применяемые 
расчетные методики обычно носят инже-
нерный характер. Расчеты железобетон-
ных конструкций проводят, как правило, с 
помощью линейных методов определения 
напряженно-деформированного состояния. 
При этом сначала оценивается состояние 
бетона, и лишь затем подбирается армиро-
вание конструкции. Данный способ ока-

зывается непригодным для оценки напря-
женно-деформированного состояния желе-
зобетона при экстремальных воздействиях, 
когда значительное влияние начинают ока-
зывать нелинейные локальные напряжения 
и деформации в областях взаимодействия 
бетона с железной арматурой. В литературе, 
по сути дела, отсутствует решение задачи в 
такой постановке.

В настоящей статье предлагается обо-
снование для гарантии прочности железо-
бетонных конструкций при экстремальных 
механических воздействиях с использова-
нием современных физических моделей и 
методов непосредственного численного мо-
делирования процессов. При этом учиты-
ваются нелинейное поведение материалов 
и податливость грунтовых оснований, на 
которых расположены железобетонные со-
оружения.

Методы и алгоритмы исследования 
экстремальных механических воздействий

Для численного моделирования пове-
дения железобетонных конструкций при 
экстремальных механических воздействиях 
разработано большое количество методов, 
учитывающих в той или иной мере нели-
нейные физико-механические свойства 
бетона и арматуры. Как правило, в раз-
нообразных моделях реализован универ-
сальный подход к описанию нелинейных 
прочностных свойств бетона (нелинейные 
свойства – когда бетонная матрица перехо-
дит из упругого состояния в пластическую 
стадию) с помощью критерия текучести Ff :

(1)
где

– инварианты тензора напряжений (σi – 
элементы тензора напряжений σ), p – сред-
нее нормальное напряжение); κ – вектор 
внутренних переменных материала; θ – ин-
вариант Лоде (координата цилиндрической 
системы координат Лоде); в формуле для I2 
величина S − девиатор тензора напряжений,

S = σ – pE
(E – единичный тензор).

Практически во всех моделях железобе-
тона есть возможность учесть наличие ар-
матуры. При этом используются различные 

( )2 1, , ,fI F I= θ κ
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2 3
2 3

3 ,
1 1tr , tr
2 3

I p

I S I S

= = s + s + s

= =

κ



179

Механика

методики: от добавления распределенной 
«жесткости» в направлениях армирова-
ния до прямого моделирования отдельных 
стержней арматуры, арматурной сетки и т. 
п.

С позиций механики, особенности ма-
трицы композитного материала, состоящей 
из бетона, в основном выражаются через 
следующие характеристики:

нелинейная диаграмма деформирования;
различные модули Юнга на сжатие и 

растяжение; при этом предел прочности 
при растяжении в десятки раз ниже, чем 
предел прочности при сжатии;

способность к трещинообразованию и, 
как следствие, − деформационная анизотро-
пия, образование и рост трещин в областях 
контакта бетонной матрицы с арматурой.

Для учета этих особенностей в настоящей 
работе использована модель CDP (Concrete 
Damage Plasticity), которая обеспечивает 
возможности моделирования свойств бе-
тона и других квазихрупких материалов во 
всех типах конструкций (стержневые, обо-
лочечные и объемные). Эта модель осно-
вана на описании упругопластических 
свойств бетона и учитывает его повреждае-
мость и различную работу на растяжение и 
сжатие. CDP-модель можно использовать и 
для простого бетона, но прежде всего она 
предназначена для анализа железобетон-
ных конструкций. В конечно-элементную 
модель исследуемого материала можно до-
бавлять элементы, моделирующие армату-
ру. Эта модель предназначена для расчета 
конструкций под действием монотонных, 
циклических и динамических нагрузок. 
При использовании модели комбинируется 
неассоциированный закон пластического 
течения с закономерностями упрочнения 
и упругого деформирования с необратимой 
повреждаемостью, что дает возможность 
смоделировать процесс трещинообразова-
ния. Удобство использованной CDP-моде-
ли состоит также в том, что она позволяет 
учитывать восстановление жесткости бе-
тона при действии циклических знакопе-
ременных нагрузок и в ней возможен учет 
зависимости свойств материала от скорости 
деформирования.

Бетон принимается линейно-упругим 
при растяжении, вплоть до достижения ве-
личины напряжения, равной пределу проч-
ности на растяжение, что соответствует 
началу образования микротрещин в мате-
риале. Поведение бетона после достижения 

предела прочности на растяжение описы-
вается с помощью ниспадающей ветви ди-
аграммы деформирования и приводит к 
локализации напряжений в конструкции. 
При одноосном сжатии для бетона харак-
терно линейное поведение до достижения 
предела текучести. Пластическая фаза де-
формирования характеризуется участком 
упрочнения вплоть до достижения предела 
прочности на сжатие с последующим ни-
спадающим участком диаграммы. Диаграм-
мы деформирования приведены в статье [5] 
и описывают основные особенности рабо-
ты неармированного бетона.

Армирование бетонных сооружений, как 
правило, моделируется с помощью специ-
альных стержневых элементов, которые мо-
гут определяться по отдельности или ориен-
тированными слоями. Для стали арматуры 
обычно используется упругопластическая 
модель деформирования материала. Эф-
фекты, связанные с взаимодействием бето-
на и арматуры, такие как проскальзывание 
или нагельный эффект, моделируются при-
ближенно путем внесения изменений в за-
висимость «напряжение – деформация» для 
бетона с целью учета передачи напряжений 
в бетоне с трещиной посредством армату-
ры.

Разработка и апробация методики 
расчета железобетонных конструкций 

с учетом нелинейного поведения материалов
Описанные выше, а также представлен-

ные в работах [5 – 15] методики и алгорит-
мы в дальнейшем применялись нами для 
расчета железобетонных конструкций при 
экстремальных механических воздействиях.

Как уже отмечалось выше, в конеч-
но-элементных расчетах, наряду с прямым 
объемным моделированием стержней ар-
матуры, известны и другие способы моде-
лирования арматуры в бетоне. В частности, 
применяются такие модели, как дискрет-
ная, встроенная и распределенная.

В дискретной модели узлы стержневых 
элементов для арматуры совпадают с узла-
ми объемной конечно-элементной сетки 
для бетона.

Во встроенной модели узлы сеток арма-
туры и бетона не совпадают, но связаны 
уравнениями совместности.

Наконец, в распределенной модели 
предполагается, что арматура равномерно 
распределена по элементам конечно-эле-
ментной сетки для бетона.

При использовании программной си-



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 12 (3) 2019

180

стемы ABAQUS мы применяли методики 
встроенного и распределенного армиро-
вания. При этом выполнялось сравнение 
результатов расчетов по двум указанным 
методикам моделирования арматуры при 
решении задачи о статическом нагружении 
железобетонной балки. Такой анализ пока-
зал, что полученные значения напряжений 
в конкретной точке конструкции и энергии 
деформации как для встроенного, так и для 
распределенного армирования совпадают с 
точностью, достаточной для инженерных 
расчетов.

Рассмотрение аналогичной модельной 
задачи о динамическом нагружении же-
лезобетонной плиты с петлевым армиро-
ванием («стыками Передерия») привело к 
заключению, что определяющим фактором, 
влияющим на несущую способность по-
добных конструкций, выступает возникно-
вение радиально расположенных трещин 
по контуру петлевых стыков, а не первич-
ных трещин на нижней грани плиты под 
областями приложения нагрузки, как это 
случается при простом продольном арми-
ровании. Математическое моделирование 
предсказало возникновение диагональных 
трещин в горизонтальной плоскости между 
соседними петлевыми стыками. Кроме то-
го, было получено подтверждение выдвину-
того предположения о том, что наличие по-
перечной арматуры внутри петлевых стыков 
(«замковой арматуры») положительно (и 
существенно) влияет на несущую способ-
ность железобетонных плит и, в частности, 

отодвигает процесс трещинообразования.
Апробация применяемой методики про-

изводилась нами также на модельной задаче 
о взаимодействии железобетонной плиты с 
деформируемым металлическим ударни-
ком. При этом армирование плиты задава-
лось как явным моделированием стержней 
арматуры балочными элементами, так и с 
помощью технологии распределенного ар-
мирования программной системы ABAQUS.

Расчеты показали, что распределение па-
раметра поврежденности бетона d для двух 
моделей армирования (стержневого и рас-
пределенного) дают качественно аналогич-
ные результаты. С другой стороны, эквива-
лентные по Мизесу напряжения в стержнях 
арматуры для модели распределенного ар-
мирования, как и ожидалось, дают «разма-
занную» картину, по сравнению с моделью 
стержневого армирования (рис. 1). Кроме 
того, значения эквивалентных напряжений 
по Мизесу для модели распределенного 
армирования оказываются меньше, чем в 
случае модели стержневого армирования. 
Расчеты также показали, что зависимости 
от времени величины компоненты Rz глав-
ного вектора сил реакции плиты, а также 
компоненты uz вектора перемещений для 
центрального узла на тыльной поверхности 
плиты, практически полностью совпадают 
для двух моделей армирования. Данное об-
стоятельство позволило использовать в по-
следующих расчетах модель распределенно-
го армирования в местах, далеких от места 
удара, как наименее трудоемкую.

Рис. 1. Поле эквивалентных по Мизесу напряжений в стержнях арматуры по двум моделям 
армирования: распределенной (a) и cтержневой (b)

а) b)
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В рамках исследуемой задачи о проби-
вании железобетонной плиты деформируе-
мым металлическим ударником было рас-
смотрено применение расширенной модели 
Друккера – Прагера, допускающую задание 
нескольких критериев прогрессирующего 
повреждения и разрушения материала, и 
применение так называемой функции «уда-
ления элементов». В терминах метода ко-
нечных элементов эта функция позволяет 
последовательно выключать из расчетной 
модели те элементы, в которых некоторая 
мера поврежденности превышает заданную 
величину.

Моделирование процесса соударения  
самолета с недеформируемой 

железобетонной плитой

С помощью методики, описанной в пре-
дыдущем разделе, мы выполнили числен-
ное моделирование процесса столкновения 
крупнофюзеляжного самолета с недефор-
мируемой железобетонной плитой.

При решении данной задачи нагрузка на 
неподвижную преграду со стороны самоле-
та в процессе его разрушения определялась 
по формуле, предложенной Дж.Д. Риерой 
[4]:

(2)

При этом модель самолета представляла 
собой жесткопластический стержень с по-
гонной массой μ(ξ) и предельной нагруз-
кой P(ξ), которые распределены по длине 
ξ. Для распределений μ(ξ) и P(ξ) исполь-
зовались известные из литературы данные 
по самолету Boeing 707. Соответствующие 
зависимости для крупнофюзеляжных само-
летов Boeing 737, Boeing 747, Airbus A380 
определялись масштабированием. Пред-
полагалось, что неподвижная преграда из-
готовлена из бетона марки В40, а физи-
ко-механические свойства арматуры соот-
ветствуют нормативам для стали A400. При 
моделировании процесса столкновения для 
материалов арматуры и самолета исполь-
зовалась классическая упругопластическая 
модель Мизеса с изотропным упрочнением.

В данной работе за основу геометриче-
ской модели крупнофюзеляжного пасса-
жирского самолета были приняты имеющи-
еся в открытом доступе чертежи и CAD-мо-
дели самолета Airbus A380. Была построена 
конечно-элементная модель самолета, со-
держащая 72 354 линейных оболочечных 
трех- и четырехузловых элемента, которые 

( ) ( ) ( ) ( )2 .R t P t t t= ξ + ξ µ ξ      


обеспечивали 434 124 степеней свободы.
Было выполнено сравнительное иссле-

дование процесса столкновения крупнофю-
зеляжного самолета Airbus A380 с недефор-
мируемой преградой с применением упро-
щенного аналитического метода Риеры и 
прямого численного динамического расчета 
методом конечных элементов по применяе-
мой нами методике. Скорость самолета при 
столкновении с преградой была принята 
равной 110 м/с. Столкновение рассматри-
валось при нулевых значениях углов танга-
жа, рыскания и крена самолета.

На рис. 2 показано смоделированное 
разрушение самолета при столкновении с 
недеформируемой преградой в момент вре-
мени t = 0,5 с. В процессе расчета вычисля-
лась сила реакции связи недеформируемой 
преграды, значение которой сравнивалось с 
решением по методу Риеры [4].

На рис. 3 приведено сравнение числен-
ного и аналитического решений для силы 
реакции железобетонной преграды. Анализ 
этих данных выявляет ожидаемые каче-
ственные различия в формах зависимости 
силы реакции от времени. Задание нагруз-
ки по методу Риеры приводит к гладкому 
решению, а использование конечно-эле-
ментной модели – к двум численным экс-
тремумам.

Первый экстремум на рис. 3 соответ-
ствует моменту контакта крыльев самолета 
с преградой, второй – моменту удара двига-
телей. Нужно отметить, что максимальное 
значение силы реакции в численном расче-
те составляет 2,25 МН, а в приближенном 
расчете по методу Риеры – 1,7 МН.

Таким образом, проведенный анализ ре-
зультатов обосновывает применимость раз-
работанной конечно-элементной модели 
самолета к расчету процесса его столкнове-
ния с сооружениями АЭС.

Моделирование процесса 
соударения самолета с конструкцией 

реакторного здания АЭС

При столкновении самолета с промыш-
ленным сооружением, в частности с реак-
торным зданием АЭС, возникают экстре-
мальные нагрузки на эти сооружения [1]. 
Поэтому необходимо проверять не только 
прочность отдельных конструкций, но так-
же прочность и устойчивость как здания в 
целом, так и его фундаментов.

Экстремальные механические воздей-
ствия имеют ярко выраженный динамиче-
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Рис. 2. Разрушение самолета при столкновении с недеформируемой преградой в момент 
времени t = 0,5 с, полученное методом конечных элементов

Рис. 3. Сравнение аналитического и численного решений для зависимости силы реакции 
железобетонной преграды от времени при столкновении с ней самолета

ский характер, поэтому расчет прочности 
при создаваемых ими нагрузках должен про-
изводиться либо динамическими методами, 
либо на квазистатическую нагрузку, най-
денную с использованием коэффициента 
динамичности.

С использованием описанного выше 
метода было выполнено численное моде-
лирование процесса соударения самолета 
с конструкцией реакторного здания АЭС с 
учетом нелинейного поведения материалов.

В ходе решения задачи были разработа-
ны геометрическая и конечно-элементная 
модели комплекса, включающие модели 
реакторного здания АЭС и здания безо-
пасности, а также модели паровой камеры. 
Все эти модели соответствовали проектной 
документации типовой АЭС. Считалось, 
что здания безопасности и паровой каме-
ры выполнены из оболочечных элемен-

тов линейно-упругой модели материала с 
заданными свойствами, эквивалентными 
нормативным свойствам бетона B40. Меж-
ду защитной оболочкой здания реактора и 
зданиями безопасности и паровой камеры 
задавались условия контактного взаимо-
действия. Предполагалось, что защитная 
оболочка состоит из внешней и внутренней 
частей. В зоне ожидаемых наибольших де-
формаций было выполнено сгущение ко-
нечно-элементной сетки.

В рамках конечно-элементной модели 
здания реактора рассматривалось три моде-
ли материала:

линейная, со свойствами бетона В40 
(модель 1);

нелинейная, для материала типа CDP, 
или Друккера – Прагера, со свойствами бе-
тона В40 (модель 2);

та же, что модель 2, но со свойствами 

Time, s
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бетона В60 (модель 3).
Для арматуры использовалась упругопла-

стическая модель материала со свойствами 
арматурной стали A400. Общее число узлов 
конечно-элементной модели реакторного 
здания составляло 1 373 769, число степе-
ней свободы – 4 221 307.

Численное моделирование поставленной 
задачи производилось в широком диапазо-
не значений толщины Т внешней защитной 
оболочки: от 0,6 до 2,5 м. 

На рис. 4 показано распределение пара-
метра поврежденности бетона dt в реактор-
ном здании в результате столкновения с са-
молетом для различных значений толщины 
T.

а) b)

c) d)

Рис. 4. Распределение параметра поврежденности бетона dt (%) на внешней защитной оболочке 
реактора АЭС для различных значений толщины T, м: 0,6 (a), 1,5 (b), 2,0 (c), 2,5 (d)

Анализ данных на рис. 4 приводит к вы-
воду, что в результате такого столкновения 
на внешней защитной оболочке будут обра-
зовываться магистральные трещины в ме-
ридиональном направлении при всех зна-
чениях толщины стенки, кроме Т = 2,5 м. 
Если Т = 0,6 м, то образующиеся трещины 
пронизывают практически всю поверхность 
защитной оболочки (за исключением купо-
ла и области вблизи фундамента). С ростом 
толщины оболочки размеры пораженной 
области уменьшаются, и при Т = 2,5 м об-
ласть повреждений носит локальный ха-
рактер, по своим контурам повторяющий 
падающий самолет. При этом можно отме-
тить во всех случаях возникновение маги-
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стральных трещин в кольцевом направле-
нии внешней защитной оболочки.

Расчеты показали, что при толщи-
не внешней защитной оболочки, равной 
0,6 м, отмечаются максимальные значения 
вектора перемещений ее точек, которые 
составляют примерно 1,8 м. Они являются 
катастрофическими, разрушительными для 
защитной оболочки. Отсюда следует, что 
при заданных параметрах соударения са-
молета с защитной оболочкой ее толщина 
Т = 0,6 м является недопустимой. Можно 
утверждать, что, в соответствии с требова-
ниями норм и на основании приведенных 
результатов моделирования, минимально 
допустимая толщина внешней защитной 
оболочки составляет 1,5 м.

Расчет процесса соударения самолета 
с реакторным зданием АЭС с учетом 
податливости грунтового основания

При построении алгоритма решения 
данной задачи моделирование грунтово-
го основания осуществлялось с помощью 
упрощенного подхода, состоящего в замене 
пространственной модели грунта эквива-
лентными пружинами и демпферами, свя-
занными с узлами конечно-элементной сет-
ки фундамента здания. Была принята как 
модель абсолютно жесткого фундамента, 
так и упрощенная модель деформируемого 
фундамента с использованием упругодемп-
ферных элементов. При этом величины эк-
вивалентных жесткостей и демпфирований 
грунтового основания определялись как по 

формулам стандарта ASCE, так и по форму-
лам стандарта NIST.

В дальнейшем, в качестве исследуе-
мой задачи, рассматривался удар самоле-
та о цилиндрическую оболочку, геометрия 
которой приблизительно соответствует 
внешней защитной оболочке реакторно-
го здания АЭС. Расчет проводился в про-
граммной системе ABAQUS/EXPLICIT. 
Количество конечных элементов было рав-
но 17 613.

На рис. 5 приведены полученные расчет-
ные зависимости от времени перемещений 
точки по поверхности защитной оболочки 
вблизи пятна удара в направлении оси Ox. 
Можно отметить существенное различие в 
решениях для модели абсолютно жесткого 
основания и упрощенной модели податли-
вого основания. В то же время расчеты по 
стандартам ASCE и NIST дали достаточно 
близкие результаты.

Представленные данные расчетов гово-
рят о существенном различии для случаев 
использования алгоритма учета податливо-
сти грунта (стандарты ASCE и NIST) и ал-
горитма жесткого основания (учет подат-
ливости грунта отключен).

Этот результат подчеркивает важность 
учета податливости грунтового основания 
при построении методики расчета процес-
са взаимодействия самолета с реакторным 
зданием АЭС.

Заключение
Проведено исследование прочности 

железобетонных конструкций при экстре-

Ux, m

t, s

Рис. 5. Перемещения точки в защитной оболочке реакторного здания АЭС вблизи пятна 
удара, в направлении оси Ox. Результаты моделирования для абсолютно жесткого основания и 

для податливого основания по стандартам ASCE и NIST
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4. Получены результаты численного 
моделирования процесса взаимодействия 
самолета с конструкцией реакторного зда-
ния АЭС на основе верифицированных в 
работе методик расчета, учитывающих не-
линейное поведение материалов. Установ-
лено, что минимально допустимая толщи-
на внешней защитной оболочки АЭС для 
принятой модели составляет 1,5 м.

5. Разработана методика и получены 
результаты расчетов процесса соударения 
самолета с реакторным зданием АЭС с 
учетом податливости грунта, на котором 
оно построено.
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ПЁТР АЛЕКСАНДРОВИЧ РОДНЫЙ

(к пятидесятилетию научной и педагогической деятельности)

Хроника

Весной этого года исполнилось пять-
десят лет научной и педагогической дея-
тельности Петра Александровича Родного 
– профессора кафедры экспериментальной 
физики Санкт-Петербургского политехни-
ческого университета Петра Великого.

Незаурядный ученый и ведущий препо-
даватель кафедры экспериментальной фи-
зики (КЭФ), Петр Александрович широко 
известен у нас в стране и за рубежом.  Вся 
его профессиональная деятельность нераз-
рывно связана с Политехническим инсти-
тутом и кафедрой физики. Она началась 
со студенческих лет, с его посещения сту-
денческого кружка под названием «Физика 
на английском» на втором курсе. Затем его 
интерес к физическим проблемам перерос в 
научную деятельность, в участие в хоздого-
ворных работах кафедры (с четвертого кур-
са); это оказалось настолько успешным, что  
на последнем этапе обучения П.А. Родный 
стал ответственным исполнителем хозяй-
ственного договора между КЭФ и объеди-
нением «Светлана».

После окончания факультета радио-
электроники ЛПИ им. М.И. Калинина по 
специальности «Физика полупроводников» 

П.А. Родный получил распределение на 
КЭФ и занял должность младшего научно-
го сотрудника (1969 – 1977). С 1977 года 
он начал преподавательскую деятельность, 
работал ассистентом (1977 – 1981), доцен-
том (1981 – 1990). С 1990 года по насто-
ящее время Петр Александрович является 
профессором кафедры.

П.А. Родный – крупный специалист в об-
ласти физики полупроводников,  исследо-
ватель экситонных и электронно-дырочных 
процессов в ионных и ионно-ковалентных 
материалах. С 1979 года он руководит на-
учной группой, которая занимается на 
КЭФ проблемами физики сцинтиллято-
ров. За это время группа получила заме-
чательные результаты по физике ионных 
и ионно-ковалентных кристаллов, а также 
керамик на их основе. Из множества до-
стижений П.А. Родного в исследовании 
экситонных и электронно-дырочных про-
цессов, протекающих в таких материалах, 
можно выделить открытие остовно-валент-
ных переходов во фториде бария; создание 
физической модели этих переходов; изуче-
ние каскадной люминесценции в ионных 
кристаллах, легированных редкоземельны-
ми элементами; идентификацию и выявле-
ние характерных особенностей  множества 
различных дефектов в широкозонных ма-
териалах. Полученные результаты нашли 
широкое практическое применение; в част-
ности, они позволили создать новый класс 
быстрых сцинтилляторов для мультиспи-
ральной рентгеновской компьютерной то-
мографии и детекторов ионизирующих из-
лучений, используемых в медицине и раз-
личных областях техники.

По результатам проведенных исследо-
ваний Петр Александрович в 1974 году за-
щитил диссертацию на соискание ученой 
степени кандидата, а в 1989 году – доктора 
физико-математических наук. Среди  че-
тырех книг, им написанных, следует особо 
выделить монографию «Физические про-
цессы в неорганических сцинтилляторах». 
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Хроника

В настоящее время эта книга служит основ-
ным учебным пособием для аспирантов и 
инженеров, занимающихся разработкой ра-
диационных детекторов как у нас в стране, 
так и за рубежом.

Ценное качество работы Петра Алек-
сандровича, которое присуще ему с само-
го начала деятельности, – это умение со-
вмещать решение чисто научных проблем 
с прикладными исследованиями, ведущими 
к их практическому применению. Доста-
точно перечислить производственные орга-
низации, в интересах которых проводились 
такие исследования:

Научно-производственное объединение 
(ныне Многопрофильный холдинг, ОАО) 
«Светлана», г. Санкт-Петербург,

Государственный оптический институт 
им. С.И. Вавилова, г. Санкт-Петербург,

Опытно-конструкторское бюро на ба-
зе ЛПИ им. М.И. Калинина, возглавляе-
мое Т.Н. Соколовым (ныне ФГУП «Науч-
но-производственное объединение «Им-
пульс»), г. Санкт-Петербург,

Всесоюзный научно-исследовательский 
институт люминофоров и особо чистых 
веществ (ВНИИЛюминофоров, ныне ЗАО 
НПФ «Люминофор»), г. Ставрополь, а так-
же другие исследовательские институты и 
организации.

Следует особо отметить широкую ко-
операцию научной группы П.А. Родного с 
производителями сцинтилляторов и мате-
риалов для радиационных детекторов. За-
частую исследования свойств материалов 
велись параллельно с их созданием: техно-
логи оперативно получали от Петра Алек-
сандровича информацию о новых матери-
алах, что позволяло быстро корректировать 
технологический процесс и получать мате-
риал с новыми, улучшенными характери-
стиками.

П.А. Родный пользуется большим ав-
торитетом у международного научного со-
общества. Он постоянно организует и сам 
участвует в таких престижных междуна-
родных конференциях, как “LUMDETR” 
(Luminescent Detectors and Transformers of 
Ionizing Radiation) и “SCINT” (Scintillating 
Materials and their Applications), являясь 
членом программных комитетов этих 
конференций с начала их организации 
и проведения. П.А. Родный и руководи-
мая им научная группа развивают много-
летнее и плодотворное сотрудничество c 
Делфтским техническим университетом 

(нидерл. Technische Universiteit Delft, TU 
Delft), г. Делфт, Нидерланды. Благодаря 
такому сотрудничеству, были выполнены 
совместные проекты, в частности 
трехлетний “NWO Project”, в рамках 
которого проводился постоянный обмен 
информацией и визитами, опубликованы 
десятки совместных статей. Двенадцать лет 
(1992 – 2004) П.А. Родный был приглашен-
ным профессором TU Delft, где ежегодно, в 
течение двух месяцев, занимался научными 
исследованиями в Лаборатории радиаци-
онных технологий, участвовал в семинарах 
и заседаниях Совета по защите докторских 
диссертаций. В качестве приглашенного 
профессора П.А. Родный также работал в 
Лаборатории люминесценции при Лион-
ском университете (Франция). Для науч-
ной работы и консультаций он посещал по 
приглашениям Синхротронную лаборато-
рию Дарсбери (Великобритания) и Нацио-
нальный институт ядерной физики в Падуе 
(Италия). В 2001 году Петр Александрович 
приехал по приглашению с визитом в фир-
му «Дженерал электрик» (США), где сделал 
четыре доклада в двух отделениях компа-
нии. Этот визит вылился в дальнейшее со-
трудничество между КЭФ и этой американ-
ской фирмой, при этом за последние годы 
были выполнены два исследовательских 
проекта. Профессор П.А. Родный являлся 
также координатором проекта, заключен-
ного между СПбПУ и компанией «Филипс» 
(Нидерланды) на 2012 – 2017 гг. Результа-
том выполнения этого проекта стала разра-
ботка (на основе многокомпонентных гра-
натов) эффективных сцинтилляторов для 
компьютерной и позитронно-эмиссионной 
томографии. Помимо этого, под руковод-
ством Петра Александровича выполнен ряд 
научных проектов и грантов по линиям 
Роснауки, Высшей школы и РФФИ.

В настоящее время научная группа П.А. 
Родного занята выполнением международ-
ного проекта «Разработка сверхбыстрых 
керамических детекторов ионизирующего 
излучения на основе нанокристаллов ок-
сида цинка». Цель проекта – разработка и 
создание высокочувствительных радиаци-
онно-стойких детекторов для регистрации 
потоков тяжелых ионов.

Педагогическая деятельность Петра 
Александровича также весьма многогранна. 
Начиная с 1974 года, он ведет практические 
и лабораторные занятия по физике в раз-
личных учебных подразделениях СПбПУ, 
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читает лекции по общей физике. На протя-
жении десятков лет профессор создавал но-
вые лабораторные работы и лекционные де-
монстрации, он постоянно совершенствует 
читаемый курс и в настоящее время, чему 
способствует его активное занятие научны-
ми исследованиями. Лекции П.А. Родного 
отличаются высоким научным уровнем, в 
них включены последние достижения как 
в области физики, так и смежных наук. В 
середине 1990-х годов он разработал специ-
альный курс «Техническая физика», кото-
рый продолжает курс общей физики (этот 
специальный курс впоследствии был издан 
отдельной книгой в издательстве «СПб Не-
стор»).

Педагогическая работа П.А. Родного не 
ограничивается обучением студентов. Про-
фессор руководил работой восьми аспи-
рантов, которые в итоге успешно защитили 
кандидатские диссертации, и кроме того, 
он консультировал одного докторанта. В 
настоящее время Петр Александрович ру-
ководит научными исследованиями одного 
аспиранта и двух магистрантов. Аспиранты 
и студенты, руководимые П.А. Родным, ре-
гулярно выигрывают гранты и призы, в том 
числе гранты Правительства и Президента 
России.

Общий список публикаций профессора 
П.А. Родного составляет свыше 250 наиме-
нований, и среди них 4 книги, 12 патентов, 
обзорные статьи и учебно-методические 
пособия. Его работы активно цитируются, 
индекс Хирша по версии РИНЦ/SCOPUS 
составляет 22/21. П.А. Родный также неод-

нократно награждался почетными грамота-
ми за успешную подготовку молодых уче-
ных. В связи со 100-летием кафедры в 2002 
году, ему присвоено почетное звание «За-
служенный профессор СПбГПУ», а в 2012 
году – звание «Почетный работник высше-
го профессионального образования».

Друзья и коллеги, кому бы ни приво-
дилось общаться с Петром Александрови-
чем, всегда отмечали и отмечают его ин-
теллигентность, доброжелательность и по-
стоянную готовность поделиться своими 
глубокими научными знаниями и опытом 
преподавательской деятельности. Каж-
дый год в его лабораторию приходят но-
вые ученики, защищающие впоследствии 
диссертации и вырастающие в прекрасных 
специалистов-физиков.

Петр Александрович Родный – один из 
достойных продолжателей славных тради-
ций кафедры экспериментальной физики, 
которые были заложены еще ее основате-
лями и выдающимися профессорами за 
120-летнюю историю кафедры. Коллектив 
кафедры и весь университет вправе гор-
диться достижениями Петра Александрови-
ча во всех сферах его неутомимой и много-
гранной деятельности.

Коллектив кафедры экспериментальной 
физики и все сотрудники, принимающие уча-
стие в его исследованиях, сердечно желают 
Петру Александровичу здоровья, активного 
долголетия и дальнейших успехов в его ра-
боте. Редколлегия журнала с удовольствием 
присоединяется к этим пожеланиям.

© Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 2019
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сборники конференций, электронные ресурсы с указанием даты обращения, патенты.

Как правило, нежелательны ссылки на  диссертации и авторефераты диссертаций (такие ссылки допускают-
ся, если результаты исследований еще не опубликованы, или не представлены достаточно подробно).

В списки литературы не рекомендуется включать ссылки на учебники, учебно-методические пособия, 
конспекты лекций, ГОСТы и др. нормативные документы, на законы и постановления, а также на архивные доку-
менты (если все же необходимо указать такие источники, то они оформляются в виде сносок).

Рекомендуемый объем списка литературы для обзорных статей  – не менее 50 источников, для остальных 
статей – не менее 10. 

Доля источников давностью менее 5 лет должна составлять не менее половины.  Допустимый процент  само-
цитирования – не выше 10 – 20. Объем ссылок на зарубежные источники должен  быть не менее 20%.

4. УДК (UDC) оформляется и формируется в соответствии с ГОСТ 7.90-2007. 
5. Набор текста осуществляется в редакторе МS Word.
6. Формулы набираются в редакторе MathType (не во встроенном редакторе Word) (мелкие формулы, симво-

лы и обозначения набираются без использования редактора формул). Таблицы набираются в том же формате, что 
и основной текст. В тексте буква «ё» заменяется на букву «е» и оставляется только в фамилиях.

7. Рисунки (в формате .tiff, .bmp, .jpeg) и таблицы оформляются в виде отдельных файлов. Рисунки пред-
ставляются только в черно-белом варианте. Шрифт – Times New Roman, размер шрифта основного текста – 14, 
интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть набраны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 
см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается без переносов. Абзацный отступ – 1 см. 
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2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию (http://

journals.spbstu.ru). После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется персональ-
ный профиль автора, позволяющий взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом. 

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опублико-
вания материалов в открытой печати. 

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, 
списка литературы, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются от-
дельно через электронную редакцию. 

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются 

для рецензирования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходи-
мости) редакционная коллегия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации 
статьи редакция направляет автору мотивированный отказ. 

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечаю-
щих тематике журнала материалы не публикуются и не возвращаются. 

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов. 
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончить-

ся ДОСРОЧНО. 

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции: 
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Бушманова Наталья Александровна 
или по e-mail: physics@spbstu.ru


