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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 
ОБТЕКАНИЯ УСТАНОВЛЕННОГО НА ПЛАСТИНЕ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ 
ВЯЗКОГО ГАЗА ПРИ M = 2,95

Е.В. Колесник, Е.М. Смирнов, А.А. Смирновский

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Представлены результаты численного моделирования ударно-волновых и вихревых 
структур, формирующихся при обтекании сверхзвуковым потоком удлиненного 
цилиндрического тела, которое примыкает к пластине и пронизывает развивающийся 
на пластине пограничный слой. Рассмотрен ламинарный режим течения при числе 
Маха набегающего потока, равном 2,95, и числе Рейнольдса, равном 4000. Решения 
получены с использованием двух схем для расчета конвективных потоков (HLL и 
AUSM). Проведено сравнение полей течения, рассчитанных с применением указанных 
численных схем первого и второго порядков точности. Обсуждаются вопросы сходимости 
численного решения по сетке.

Ключевые слова: высокоскоростное течение, вязко-невязкое взаимодействие, 
численное моделирование, схема AUSM, схема HLL

Ссылка при цитировании: Колесник Е.В., Смирнов Е.М., Смирновский А.А. Численное 
решение трехмерной задачи обтекания установленного на пластине цилиндрического 
тела сверхзвуковым потоком вязкого газа при M = 2,95// Научно-технические ведомости 
СПбГПУ. Физико-математические науки. 2019. Т. 12. № 2. С. 7–22. DOI: 10.18721/
JPM.12201

NUMERICAL SOLUTION OF A 3D PROBLEM ON A SUPERSONIC 
VISCOUS GAS FLOW PAST A PLATE-CYLINDRICAL BODY 

JUNCTION AT M 2.95
E.V. Kolesnik, E.M. Smirnov, A.A. Smirnovsky

 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation
In the paper, results of numerical simulation of a shock-wave pattern and vortex structures 

forming in supersonic flow past an adjacent-to-plate elongate cylindrical body, which pene-
trates the developing flat-plate boundary layer, have been presented. The laminar flow regime 
at Mach number 2.95 was considered, Reynolds number was taken 4000. The solutions were 
obtained using two schemes for convective flux (HLL and AUSM). Comparison of the flow 
fields calculated with the mentioned schemes of the first and second orders of accuracy were 
conducted. Solution grid sensitivity issues were discussed.

Keywords: high-speed flow, viscous-inviscid interaction, numerical simulation, AUSM and 
HLL schemes

Citation: Kolesnik E.V., Smirnov E.M., Smirnovsky A.A., Numerical solution of a 3D 
problem on a supersonic viscous gas flow past a plate-cylindrical body junction at M 2.95, St. 
Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and Mathematics. 12 (2) (2019) 
7–22. DOI: 10.18721/JPM.12201

Математическое моделирование 
физических процессов
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Введение

Необходимость проведения исследо-
ваний структуры течения при обтекании 
дозвуковым и сверхзвуковым потоками 
каких-либо конструктивных элементов, за-
крепленных на обтекаемой поверхности, 
возникает во многих практических задачах 
авиакосмической отрасли и турбомашино-
строения. В аэрокосмической отрасли за-
дачи данной направленности встречаются, 
в частности, при конструировании таких 
элементов летательных аппаратов, как со-
единения фюзеляжа и крыла, хвостового 
оперения и других элементов, а также при 
оптимизации взаимодействия сверхзвуко-
вого потока с вдуваемой газовой струей, 
используемой в элементах управления.

Особый интерес к задачам такого ро-
да возник с середины прошлого века в 
связи с развитием сверхзвуковых и ги-
перзвуковых летательных аппаратов. При 
сверхзвуковом обтекании вязким газом 
области сочленения затупленного тела с 
пластиной возникает трехмерное течение 
со сложной ударно-волновой структурой, 
обширной отрывной областью и системой 
подковообразных вихрей. Другими слова-
ми, в данной задаче ярко проявляются эф-
фекты вязко-невязкого взаимодействия в 
сверхзвуковом течении вязкого газа.

В целом за последние годы была полу-
чена достаточно полная информация об 
особенностях течения, возникающего при 
взаимодействии отрывающегося погранич-
ного слоя с головным скачком уплотнения. 
Обзоры литературы на данную тему можно 
найти, например, в работах [1, 2].

Отметим также, что и случай дозвуково-
го обтекания, где тоже имеют значение осо-
бенности формирования отрывной области 
перед телом, представляет большой интерес. 
Это относится, в частности, к задачам тур-
бомашиностроения, где сведения о сложной 
вихревой структуре течения в окрестности 
передней кромки лопатки важны для учета 
особенностей теплообмена в области сочле-
нения лопатки и торцевой стенки в венцах 
высокотемпературных газовых турбин. Ис-
следованию структуры течения в условиях 
его дозвукового режима посвящено множе-
ство работ как экспериментальных, так и 
расчетных (см., например, статьи [3 – 6]).

Предметом настоящего исследования яв-
ляется одна из модельных задач, в которой 
реализуется сложная структура трехмерно-
го потока. Рассматривается сверхзвуковое 

обтекание удлиненного цилиндрического 
тела, установленного на пластине, вдоль 
которой развивается пограничный слой 
(рис. 1). Данной задаче посвящено доволь-
но большое число экспериментальных работ 
[7 – 13]. Уже первые исследования структу-
ры потока в данной конфигурации [7 – 9] 
показали, что перед цилиндрическим телом 
образуются локальные сверхзвуковые обла-
сти и скачки уплотнения, которые приво-
дят к появлению вторичной зоны отрыва 
внутри основной зоны.

В случае высокоскоростных летатель-
ных аппаратов наиболее важной характе-
ристикой является интенсивность тепло-
обмена в области перед обтекаемым телом; 
результаты исследований показывают, что в 
этой области наблюдается резкое увеличе-
ние теплового потока к стенке. В частности, 
опубликованная недавно работа [13] посвя-
щена изучению локального теплообмена на 
пластине при обтекании цилиндрического 
тела потоком с числом Маха, равным 5.

В экспериментах весьма проблематично 
получить объем данных, в деталях опреде-
ляющих структуру трехмерного сверхзву-
кового потока во всей области его разви-
тия. Соответственно, большой интерес 
представляют возможности предсказания 
структуры потока в рассматриваемой мо-
дельной конфигурации на основе методов 
вычислительной гидрогазодинамики. При 
этом особое внимание следует уделять обе-
спечению высокого качества разрешения 

Рис. 1. Схематическое представление 
постановки задачи:

обтекание вязким газом удлиненного 
цилиндрического тела c диаметром затупленной 

части D, установленного на пластине; вдоль 
пластины развивается пограничный слой 

(δ – его толщина)
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областей вязко-невязкого взаимодействия. 
В первых работах, посвященных численно-
му моделированию ламинарного и турбу-
лентного течений в рассматриваемой кон-
фигурации [14, 15], использовались расчет-
ные сетки, которые не позволяли детально 
разрешать все характерные особенности 
течения. В относительно недавней работе 
[16], содержащей результаты обстоятельных 
исследований (как экспериментального, 
так и численного) обтекания затупленно-
го тела при числе Маха M = 6,7, показано, 
например, что приемлемое по точности раз-
решение структуры потока достигается при 
размерности сетки порядка 15 млн. ячеек.

Численное моделирование сверхзвуко-
вого течения в рассматриваемых условиях 
может осложняться проявлением так на-
зываемой «карбункул»-неустойчивости [17, 
18], которая приводит к сильному искаже-
нию фронта ударной волны в численном 
решении. Для подавления данной неустой-
чивости, которой подвержены некоторые 
широко известные численные схемы, раз-
рабатываются различные подходы, в част-
ности гибридные схемы [18, 16] и введение 
добавочной искусственной вязкости [19]. 
Вместе с тем имеются схемы, при использо-
вании которых карбункул-неустойчивость 
обычно не наблюдается. Это схема Хартена 
– Лакса – Ван Лира (HLL) [20], которая 
характеризуется повышенной диссипатив-
ностью, и семейство схем, основанных на 
расщеплении вектора потоков, предложен-
ные Лио и Стефаном (метод AUSM, англ.
Advection Upstream Splitting Method) [21], 
относительно которых многими авторами 
отмечалась их устойчивость к возникнове-
нию нефизических осцилляций на фронте 
ударной волны.

В большинстве опубликованных работ, 
посвященных численному решению зада-
чи о высокоскоростном обтекании вязким 
газом затупленного тела, установленного 
на пластине, рассматривается случай ги-
перзвукового течения. Особенностям же 
течений с умеренными значениями числа 
Маха для набегающего потока и вопросам 
качества численного воспроизведения эф-
фектов вязко-невязкого взаимодействия в 
литературе уделялось мало внимания.

В настоящей работе представляются 
результаты численного решения задачи 
об обтекании удлиненного затупленно-
го тела, установленного на пластине, при 
числе Маха набегающего потока, равном 

2,95, и числе Рейнольдса, построенном 
по диаметру затупленной части, равном 
4000. Выбор умеренного значения числа 
Рейнольдса, обеспечивающего ламинарный 
характер течения в рассматриваемый обла-
сти, обусловлен нацеленностью работы на 
получение аккуратного, практически се-
точно-сошедшегося решения, с детальным 
разрешением как сложной структуры тече-
ния в вязкой отрывной области с системой 
подковообразных вихрей, так и газодина-
мической структуры, характеризуемой ото-
шедшим скачком уплотнения и системой 
косых волн уплотнения, образующихся при 
обтекании отрывной области.

Численные решения получены по двум 
схемам: HLL и AUSM; обе позволили избе-
жать проявлений карбункул-неустойчиво-
сти. В работе также проведен сравнитель-
ный анализ решений.

Численный метод решения задачи

Базовые положения. Представленные да-
лее численные решения для течения вязко-
го газа получены по методу конечных объе-
мов (МКО), который основан на использо-
вании интегральной формулировки законов 
сохранения массы, импульса и энергии, за-
писанных для расчетной ячейки (контроль-
ного объема): 

(1)

где Ω – контрольный объем; M – число 
его граней; Sm – площадь текущей грани,

;1,m M= F∑– вектор потоков на грани кон-
трольного объема; w = [ρ,ρu,ρv,ρw,ρE] – 
вектор консервативных переменных (u ≡ u1, 
v ≡ u2, w ≡ u3 – компоненты вектора скоро-
сти V в декартовой системе координат; E – 
полная энергия; ρ – плотность).

Вектор F∑ является суммой векторов не-
вязких и вязких потоков F∑  = F+Fvisc, кото-
рые определяются выражениями:

(2)
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(2)

где p – давление; H – полная энтальпия;  
n – нормаль к грани; i, j, k – орты декарто-
вой системы координат (x ≡ x1, y ≡ x2, z ≡ x3).

Компоненты тензора вязких напряжений 
τ и вектора плотности теплового потока q 
записываются в виде 

(3)

 (4)

где T – температура; µ – динамический 
коэффициент вязкости газа, зависимость 
которого от температуры определяется по 
формуле Сазерленда; λ – коэффициент те-
плопроводности газа.

Величины полных энергии и энтальпии 
определяются выражениями:

где cv , cp – удельные теплоемкости при по-
стоянном объеме и постоянном давлении 
соответственно; они принимаются посто-
янными.

Связь между давлением p, плотностью 
ρ и внутренней энергией e определяется 
уравнением состояния совершенного газа: 

p = (γ −1)ρe,
где γ – показатель адиабаты (γ = cp /cv).

Схемы расчета конвективных потоков. 
При расчете сверхзвуковых течений осо-
бую важность имеет способ аппроксима-
ции невязких потоков F. Схема аппрокси-
мации должна обеспечивать возможность 
достаточно точного разрешения газодина-
мических разрывов на небольшом числе 
внутренних точек при отсутствии осцилля-
ций поля течения в окрестности разрывов. 
Указанными свойствами обладают методы, 
получившие большую популярность за по-
следние десятилетия, которые используют 
в том или ином виде характеристические 
свойства системы уравнений [22]. К ним 

( )

,
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относятся схемы расщепления векторов 
потоков (например, схема расщепления 
Стегера – Уорминга, метод AUSM) и схе-
мы, основанные на решении задачи Ри-
мана о распаде разрыва (например, схемы 
Годунова, Роу, HLL и HLLC). Далее будут 
более подробно рассмотрены только схемы 
AUSM и HLL, выбранные для проведения 
настоящих расчетов.

При вычислении потоков широко ис-
пользуется понятие параметров «слева» и 
«справа» от рассматриваемой грани (далее 
им присваиваются нижние индексы L и R). 
Если в качестве таких значений использу-
ются значения из центров прилегающих 
ячеек, то численный метод имеет первый 
порядок точности. Для реализации схем по-
вышенного порядка точности применяются 
специальные методы определения параме-
тров слева и справа от грани, кратко рас-
смотренные ниже.

Схема AUSM [21]. Основана на пред-
ставлении вектора потока F в виде суммы 
F(c) (конвективная составляющая) и F(p) (со-
ставляющая, связанная с давлением):

(5)

Соответственно, Ff (численный поток на 
грани) тоже определяется как сумма:

(6)

При этом для каждой из составляющих 
используется свой способ расщепления.

Конвективный поток F(c) выражается 
через число Маха M, построенное по нор-
мальной составляющей скорости, – 

M = V·n/a, 
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где a RT= γ – скорость звука (R – газовая 
постоянная):

(7)

Расщепление конвективного потока осу-
ществляется в зависимости от знака числа 
Маха на грани Mf следующим образом:

(8)

Число Маха на грани определяется как 
сумма положительной и отрицательной со-
ставляющих:

где расщепление на составляющие прово-
дится с помощью следующего соотноше-
ния: 

(9)

Часть потока, связанная с давлением, 
определяется как

(10)

где расщепление давления на положитель-
ную  и отрицательную составляющие также 
проводится в зависимости от числа Маха: 
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Схема HLL [20]. Основана на прибли-
женном решении задачи Римана о распаде 
произвольного разрыва. Предполагается, 
что решение состоит из двух основных раз-
рывов, которые описывают распростране-
ние сильных особенностей типа ударных 
волн; другие особенности – типа контакт-
ных или тангенциальных разрывов – при 
этом не учитываются.

Скорости основных разрывов (характе-
ристик) SL и SR, из которых состоит решение, 
определяются следующими выражениями 
[23]:

(12)

(13)

где aL, aR – скорости звука, посчитанные 
по параметрам слева и справа от грани; ве-
личины a и V, помеченные волной, – это 
переменные, которые для текущей грани 
рассчитываются посредством осреднения 
по Роу [24].

Согласно приближенному решению за-
дачи Римана [20], характеристики SL и SR 
отделяют друг от друга три области с по-
стоянными параметрами газа на диаграмме 
x – t: две области с параметрами невозму-
щенного газа «слева» и «справа» от грани, а 
третья – область между ними.

Численный поток на грани зависит от 
конфигурации, отвечающей текущей грани:

(14)

где поток F* определяется формулой

(15)

Повышение порядка точности. Повышен-
ный порядок точности численной схемы 
достигается за счет использования техники 
квазимонотонной интерполяции сеточных 
решений – подхода MUSCL (Monotonic 
Upstream-Centered Scheme for Conservation 
Laws) [25], согласно которому проводится 
кусочно-полиномиальная реконструкция 
решения в каждом контрольном объеме и 
восстановление значений на грани с повы-
шенным порядком. При этом для моното-
низации решения в расчетах по схемам вто-
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рого порядка точности применяются схемы 
уменьшения полной вариации (TVD-схемы, 
англ. Total Variation Diminishing) [26]. 
Обобщение данного подхода на случай 
неструктурированных сеток заключается в 
применении квазиодномерных вычислений 
при локальном выделении для каждой гра-
ни некоего подходящего направления (ана-
логичного координатному направлению, 
исходно присутствующему в структуриро-
ванных сетках). Другими словами, поми-
мо значений переменных в центрах ячеек, 
расположенных по обе стороны грани, тре-
буется, как минимум, еще две виртуальные 
точки слева и справа от центральных точек 
(точки LP+ , LP−  и RP+ , RP−  на рис. 2), в кото-
рых каким-либо образом восстанавливают-
ся значения переменных.

Представленные ниже численные реше-
ния получены с использованием подхода, 
предложенного в работе [27] и подробно 
описанного в работе [28]. При таком подхо-
де для каждой грани f проводят две прямые 
(лучи реконструкции), которые проходят 
через центр грани и центры прилегающих 
к грани ячеек (прямые реконструкции – l 
и r на рис. 2); на каждой из этих прямых 
определяют по две дополнительные точки, 
значения переменной в которых находят 
посредством интерполяции по известным 
значениям переменных в некоторых близ-

Рис. 2. Схема к построению алгоритма квазиодномерных вычислений на 
примере двумерного поля;

темно-серым тоном выделены левая и правая ячейки, прилегающие к 
рассматриваемой грани f, светло-серым – все ячейки шаблона, задействованные 
при определении значений в дополнительных точках (приведены их обозначения); 

r, l – прямые реконструкции для грани f

лежащих центрах ячеек («интерполирую-
щих тройках»).

Алгоритм нахождения таких ячеек [28] 
заключается в следующем: вначале опре-
деляется множество N1, включающее всех 
соседей первого уровня для текущей ячей-
ки, т. е. множество ячеек, имеющих хотя 
бы один общий узел с текущей ячейкой, за 
вычетом самой ячейки. Далее все ячейки из 
множества N1 сортируются по возрастанию 
косинуса угла между лучом реконструкции, 
выпущенным из центра текущей ячейки, и 
вектором направления на центр ячейки из 
этого множества. Далее тройки ячеек пере-
бирают в порядке возрастания суммы ин-
дексов этих ячеек в отсортированном мас-
сиве и используют первую из найденных 
«интерполирующих троек». Имеется в виду 
такая тройка ячеек, центры которых обра-
зуют треугольник, а прямая реконструкции 
его пересекает.

После определения значений в дополни-
тельных точках, значения слева и справа на 
грани вычисляют в соответствии с линей-
ной односторонней экстраполяцией:

(16)

(17)

( ) 2,f
L L L L Lu u u u−= + ψ −

( ) 2,f
R R R R Ru u u u+= − ψ −
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где u – любая из реконструируемых пере-
менных; ψ(r) – ограничитель, введенный 
для контроля осцилляций и вычисляемый 
как функция отношения двух разностей:

(18)

(19)

В качестве функции ψ в настоящих рас-
четах использовался TVD-ограничитель 
Ван Альбады [29].

Постановка задачи и вычислительный 
инструментарий

На рис. 3 показана расчетная область 
для рассматриваемой задачи сверхзвуко-
вого обтекания удлиненного цилиндриче-
ского тела, установленного на адиабатиче-
ской пластине, вдоль которой развивается 
ламинарный пограничный слой. Течение 
предполагается симметричным, и расчет-
ная область охватывает только половину 
исходной конфигурации. Размеры области: 
R = 15D, h = 10D, L = 8D, где D – диаметр 
затупленной части тела, также полагаемого 
адиабатическим.

Задача определяется следующим набо-
ром безразмерных параметров: числом Маха 
набегающего потока M, числом Рейнольдса 
ReD, числом Прандтля Pr, показателем ади-
абаты γ и отношением диаметра тела к тол-
щине набегающего пограничного слоя D/δ. 

( ) ( )( ) ,L L L L L Lu u u u+ −ψ = ψ − −

( ) ( )( ).R R R R R Ru u u u− +ψ = ψ − −

Рис. 3. Расчетная область для задачи сверхзвукового обтекания удлиненного 
цилиндрического тела (см. рис. 1).

Представлены геометрические параметры: D – диаметр затупленной части тела;
R, L, h – размеры расчетной области; стрелкой указано направление потока

В данной работе численные решения по-
лучены при M = 2,95, ReD = 4000, Pr = 0,71, 
γ = 1,4, D/δ95% = 1. На входной границе рас-
четной области предписывались профили 
скорости и температуры для пограничного 
слоя заданной толщины δ95%.

Описанный выше численный метод, в 
сочетании с неявной схемой «в прираще-
ниях», реализован авторами настоящей 
статьи как одна из опций конечно-объем-
ного неструктурированного программно-
го кода SINF/Flag-S, разработанного на 
кафедре «Гидроаэродинамика, горение и 
теплообмен» Санкт-Петербургского поли-
технического университета Петра Велико-
го.

Для проведения расчетов использова-
лись вычислительные ресурсы суперком-
пьютерного центра того же университета 
(www.scc.spbstu.ru).

Результаты расчетов и их обсуждение

Структура потока. Численное решение, 
полученное по схеме AUSM на наиболее 
подробной из использованных сеток, пред-
ставлено на рис. 4 – 6. (вопросы сеточной 
сходимости решения обсуждаются ниже). В 
целом, структура рассчитанного поля тече-
ния аналогична описанной ранее в работах, 
проведенных для более высоких значений 
чисел Маха и Рейнольдса [15, 16]. Перед 
телом образуется головной скачок уплот-
нения, который, взаимодействуя с погра-
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ничным слоем, вызывает отрыв последнего. 
Зона отрыва индуцирует косые волны сжа-
тия; они пересекаются с головным скачком. 
Внутри отрывной области возникают зоны 
сверхзвуковых скоростей и местные вол-
ны уплотнения, приводящие к повторному 
отрыву пристенного течения. В результате 
перед телом формируется протяженная от-
рывная область с цепочкой вихревых об-
разований, каждое из которых становится 
«головой» огибающего тело подковообраз-
ного вихря.

Поверхностные линии тока, приведен-
ные на рис. 4, показывают области отрыва 
и присоединения пограничного слоя. На 
том же рисунке представлено распределе-
ние давления (оно отнесено к значению 
давления в набегающем потоке Pin). Видно, 
в частности, что максимальное давление в 
лобовой части обтекаемого тела превышает 
входное давление примерно в десять раз.

Более детальная визуализация течения 
в плоскости симметрии дается на рис. 5, 
где посредством изображения поля модуля 
градиента плотности иллюстрируется удар-
но-волновая структура в сочетании с кар-
тиной линий тока, свидетельствующей о 
формировании цепочки вихрей в отрывной 
области. Анализ рисунка показывает, что 
вихри, заполняющие отрывную область, 
индуцируют возникновение косых волн 
уплотнения, взаимодействующих с голов-
ным скачком. Это взаимодействие приво-

Рис. 4. Картина поверхностных линий тока и структура течения в продольном (плоскость XZ) 
и поперечном (XY) сечениях потока. Показаны также распределения давления в этих сечениях 

и на поверхности обтекаемого тела

дит к изгибу фронта головного скачка в 
сторону обтекаемого тела, а также к фор-
мированию струи газа, которая при нате-
кании на тело приводит к появлению зоны 
локального повышения давления; данная 
особенность подробнее обсуждается ниже.

На рис. 6 приведено распределение числа 
Маха в плоскости симметрии, пунктирной 
линией обозначена звуковая линия (M = 1). 
В отрывной области, где поток в основном 
дозвуковой, наблюдаются, однако, две зоны 
сверхзвукового течения. Поток, который 
из заторможенной области движется вдоль 
поверхности обтекаемого тела по направле-
нию к пластине, разгоняется до сверхзву-
ковых скоростей, а затем сворачивается в 
вихрь, где также достигается сверхзвуковая 
скорость.

Сеточная сходимость. Исследование се-
точной сходимости проводилось с исполь-
зованием ряда квазиструктурированных 
сеток: сетка 1 содержала 0,3 млн. ячеек, 
сетка 2 – 2,4 млн., сетка 3 – 8,1 млн., сетка 
4 – 13,3 млн. Сетка 2 получена путем из-
мельчения сетки 1 в два раза по каждому 
координатному направлению, сетка 3 – 
измельчением сетки 2 в 1,5 раза, постро-
ение сетки 4 осуществлялось при помощи 
измельчения сетки 3 только вблизи перед-
ней кромки тела (по координате Z/D – от 0 
до 2,5 и по координате X/D – от –2 до 0). 
Все сетки имели одинаковую структуру: со 
сгущением сеточных линий к обтекаемо-
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Рис. 5. Поле градиента плотности и линии тока в плоскости симметрии.
Приводятся значения градиента плотности, рассчитанные посредством дифференцирования по 

безразмерным координатам и отнесенные к значению плотности в набегающем потоке ρin

Рис. 6. Поле числа Маха в плоскости симметрии; штриховой линией обозначена звуковая 
линия M = 1

му телу и к поверхности пластины. Общий 
вид расчетной сетки 1 иллюстрируется на 
рис. 7.

Результаты, полученные по схеме 
AUSM при использовании разных сеток, 
представлены на рис. 8, где показано 
распределение давления вдоль лобо-
вой линии на поверхности тела, а также 
распределение коэффициента трения на 
пластине вдоль линии симметрии (дав-
ление отнесено к аналитически вычис-
ляемому значению полного давления за 
прямым скачком уплотнения Pt2). Отме-
тим характерное повышение давления в 
области при Z/D ≈ 1,5, которое связано 
с формированием струи газа при взаи-
модействии косых волн уплотнения с го-
ловным скачком. Примечательно также, 
что схема первого порядка точности не 

воспроизводит данный характерный пик 
давления даже на самой подробной сетке; 
это обусловлено, прежде всего, недоста-
точностью разрешения косых волн уплот-
нения. Более того, по схеме первого по-
рядка предсказывается существенно бо-
лее простая вихревая структура отрывной 
области перед телом.

Решение, полученное на сетке 3, весьма 
близко к решению на сетке 4 как в отно-
шении рассматриваемого распределения 
давления, так и трения на пластине. Это 
позволяет заключить, что при использова-
нии схем второго порядка точности сетка 
4 является достаточно подробной для раз-
решения всех деталей вихревой структуры 
в области сопряжения тела и пластины и 
обеспечивает также высококачественное 
разрешение ударно-волновой структуры.
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Рис. 7. Расчетная сетка 1, содержащая 0,3 млн. ячеек
(см. пояснения в тексте)

Рис. 8. Распределения безразмерного давления вдоль лобовой линии (a) и коэффициента 
трения на пластине вдоль линии симметрии (b).

Даны результаты расчетов по схеме AUSM второго порядка точности на сетках 1 – 4 (номера 
кривых совпадают с номерами сеток) и первого порядка точности на сетке 4 (кривая 5)
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Сопоставление решений, 
полученных по разным схемам

Сопоставительные расчеты проводи-
лись на самой мелкой сетке (сетка 4) с ис-
пользованием схем HLL и AUSM первого 
и второго порядков точности. Сравнение 
результатов, полученных при использова-
нии различных схем, удобно проводить по-

средством анализа расчетных распределе-
ний давления вдоль выбранных линий на 
обтекаемом теле, а также предсказываемых 
распределений коэффициента трения вдоль 
отдельных линий на поверхности пластины. 
Выбранные для анализа линии показаны на 
рис. 9, а сравниваемые распределения – на 
рис. 10 и 11.

Рис. 9. Положение линий тока на обтекаемом теле, выбранных для анализа 
расчетных распределений давления и коэффициента трения 

(см. сравнительный анализ на рис. 10, 11)

Рис. 10. Распределения безразмерного давления вдоль вертикальных линий 
на поверхности обтекаемого тела (см. рис. 9): a – на лобовой линии (φ = 0°), 

b – в конце закругления (φ = 90°), c – ниже по потоку (X/D = 4,5).
Расчеты выполнены по разным схемам: 1, 2 – HLL первого и второго порядков 

точности соответственно; 3, 4 – AUSM первого и второго порядков точности
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Рис. 11. Распределения коэффициента трения вдоль нескольких линий на поверхности 
пластины: a – на линии симметрии (Y/D = 0); b, c – на расстояниях двух (Y/D = 2) 

и четырех (Y/D = 4) диаметров от тела, соответственно.
Расчеты выполнены по разным схемам: 1, 2 – HLL первого и второго порядков точности 

соответственно; 3, 4 – AUSM первого и второго порядков точности

Вследствие повышенной диссипатив-
ности схем первого порядка точности, ре-
шения, полученные по схемам первого и 
второго порядков, в отдельных частях по-
тока различаются весьма существенно как 
в случае AUSM, так и в случае HLL-схемы. 
Следует отметить, однако, что при исполь-
зовании схемы AUSM первого порядка 
ударно-волновая структура течения на 
наиболее подробной сетке воспроизводится 
в целом удовлетворительно. Рис. 10 
показывает, в частности, что распределение 
давления по поверхности тела, полученное 
по схеме AUSM первого порядка, близко 
к рассчитанному по схеме второго поряд-

ка (за исключением отдельных локальных 
особенностей); тогда как применение схе-
мы HLL первого порядка приводит к рас -
пределению, которое имеет иной вид.

Что же касается качества разрешения 
вязких эффектов, то, как уже отмечалось, 
схема AUSM первого порядка оказывает -
ся излишне диссипативной: даже в случае 
наиболее подробной сетки ее использова-
ние приводит к уменьшению числа разре-
шаемых вихрей и спаду их интенсивности 
(см. рис. 11). Применение схемы HLL пер -
вого порядка приводит к еще менее прием-
лемым результатам: предсказывается совер-
шенно другой уровень трения на большeй 
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части пластины (см. рис. 11). При общей 
близости результатов, полученных по схе-
мам AUSM и HLL второго порядка точно -
сти, имеется ряд локальных различий. В 
частности, из анализа распределения дав-
ления вдоль лобовой линии (см. рис. 10) 
следует, что в решении, полученном по 
схеме AUSM, локальный пик давления 
имеет заметно меньшую ширину. Анализ 
же распределения трения на пластине (см. 
рис. 11) показывает, что интенсивность 
вихревого движения в решении, получен-
ном по HLL-схеме, несколько ниже, чем в 
случае AUSM-схемы.

Заключение

Получено семейство численных реше-
ний для модельной задачи о взаимодей-
ствии сверхзвукового течения вязкого газа 
(воздуха) с удлиненным затупленным те-
лом, установленном на пластине, вдоль 
которой развивается ламинарный погра-
ничный слой. Решения с использованием 
двух схем для расчета конвективных по-
токов (HLL и AUSM) и на сетках разной 
размерности получены при числе Маха 
набегающего потока, равном 2,95, и числе 
Рейнольдса, равном 4000.

Течение, которое развивается при обте-
кании рассмотренной конфигурации, яв-
ляется трехмерным, с яркими проявления-

ми эффектов вязко-невязкого взаимодей-
ствия. Возникающая перед телом отрывная 
область имеет сложную вихревую структу-
ру, а вокруг тела формируется семейство 
подковообразных вихрей, стелющихся 
вдоль пластины. Обтекание отрывной об-
ласти сверхзвуковым потоком индуцирует 
возникновение косых волн уплотнения, 
взаимодействие которых с головным скач-
ком приводит к формированию струи газа, 
вызывающей местное повышение давле-
ния на теле.

По результатам проведенного иссле-
дования сеточной сходимости показа-
но, что в случае использования схем 
второго порядка точности, сетки, со-
держащие 13 – 15 млн. гексагональных 
ячеек, позволяют разрешить все детали 
вихревой структуры течения в области 
сопряжения тела и пластины, а также 
достичь высококачественного разреше-
ния ударно-волновой структуры. Схемы 
первого порядка точности даже на са-
мой подробной сетке из числа исполь-
зованных не позволяют воспроизвести 
существенные особенности течения, об-
условленные вязкими эффектами. Реше-
ния, полученные по схемам AUSM и HLL 
второго порядка точности, находятся в 
хорошем согласии, но в целом схема HLL 
проявляет себя как более диссипативная.
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В статье представлены экспериментальные и численные результаты, полученные при 
нагреве стального диска индукционным методом. Исследование направлено на обеспе-
чение локального равномерного нагрева диска при минимальном отклонении темпера-
туры от 450°С. Рассматриваемая система включала трехвитковые индукторы и нагрева-
емый металлический диск. Результаты компьютерных исследований были реализованы 
на лабораторном макете. Температурное распределение по материалу диска и его изме-
нения регистрировались с помощью тепловизора. Моделирование электромагнитных и 
термических процессов при нагреве вращающейся заготовки в форме диска выполнено 
на базе программного пакета ANSYS APDL. Сравнение полученных численных резуль -
татов с экспериментальными данными показало, что расхождение между ними состави-
ло около 5 %, что указывает на адекватность выполненного моделирования. Проведен 
детальный анализ источников отклонения модели от экспериментальных данных.
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ing a steel disk. This study has been aimed at realizing the local uniform heating the disk at 
minimum temperature departure from 450°С. The system-of-interest included 3-turn inducers 
and a steel disk heated up. The computer-based investigation results were implemented at a 
laboratory mock-up. The temperature distribution over the disk material and its changes were 
recorded by a thermal imager. Simulation of electromagnetic and thermal processes occurring 
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Введение
Численные методы широко использу-

ются при разработке систем индукцион-
ного нагрева, поскольку создают большие 
возможности для получения высокоточных 
результатов, их высокой эффективности и 
наглядности. Кроме того, такие методы по-
зволяют использовать автоматическую па-
раметризацию, что исключает чрезвычайно 
высокие затраты на вероятностный спектр 
экспериментальных испытаний и ошибок. 
Однако желание воспроизвести все факто-
ры, влияющие на процесс нагрева металла 
в электромагнитном поле, которое направ-
лено на повышение качества процесса и, 
соответственно, достижение более высоких 
целевых показателей, сопряжено со значи-
тельным усложнением постановки задачи.

При численном решении задачи нагрева, 
для правильного воспроизведения экспери-
ментальных результатов неизбежно следует 
рассматривать параметры нелинейности 
свойств материалов, зависящих от темпе-
ратуры. Кроме того, магнитная проницае-
мость µ зависит от самого магнитного по-
ля, возникающего в результате магнитного 
насыщения.

Нелинейный характер поведения мате-
риалов требует решения задачи во времен-
нόй области вместо более простой обработ-
ки данных в частотной области.

Частота тока, проходящего через мате-
риал, может достигать высоких значений 
(до сотен килогерц для процессов индукци-
онной закалки), которые приводят к зна-
чительным колебаниям магнитного поля 
за одну секунду. Таким образом, периоди-
ческое электромагнитное решение может 
быть получено для короткого интервала 
времени, тогда как температурное распре-
деление будет изменяться в более широких 
временных (секундных) интервалах. Можно 
утверждать, что распределение температуры 
по образцу материала реагирует на среднее 
значение мощности плотности магнитно-
го поля. В случае переменного поведения 
величины μ эффективность вычислений не 
исключает обновления значения µ за каж-
дый короткий период времени, что неиз-
бежно приводит к неоправданно длитель-
ным вычислениям.

В уравнении теплопроводности быстро 
меняющийся исходный член, выражающий 
объемную удельную мощность внутрен-
них источников теплоты, можно заменить 
усредненным значением по одному периоду 

электрического тока, рассчитанного на ос-
нове ранее полученного значения магнит-
ного поля, зависящего от времени. Такое 
решение позволяет оптимально обновлять 
значения физических параметров, отража-
ющих свойства материалов, с учетом ново-
го значения температуры в узлах сетки.

Численное моделирование

Цель настоящего исследования – обеспе-
чить локальный равномерный нагрев диска 
при минимальном отклонении температуры 
от 450°С. Выбор данного значения темпера-
туры сделан на основе результатов работы 
[7], где приведены данные, полученные по-
сле отпуска насквозь закаленного металли-
ческого образца толщиной 3 мм.

Каждое исследование, связанное с раз-
работкой новых или модернизацией су-
ществующих электротехнологий требует 
экспериментальной проверки. Результаты 
компьютерных исследований [1 – 6] бы-
ли реализованы на лабораторном макете. 
В качестве инструмента для наблюдения 
за изменением температуры использовал-
ся тепловизор. В настройках программного 
обеспечения установлен коэффициент чер-
ноты, равный 0,95. Диапазон температуры 
был установлен в пределах от 200 до 1200°С. 
Это позволяло повысить чувствительность 
прибора в конечной температурной зоне, 
равной 450°С.

Системы, разработанные с помо-
щью программного пакета ANSYS APDL, 
представляют собой 3D-модели индукци-
онных систем для расчета связанных элек-
тромагнитных и тепловых задач нагрева 
диска. Рассматриваемая система включает 
трехвитковые индукторы и нагреваемый 
металлический диск. Диск изготовлен из за-
каленной стали и имеет следующие основ-
ные размеры: внешний диаметр – 410 мм, 
толщина – 3 мм. Рабочая частота систеа-
мы составляет 2,5 кГц. Во время нагрева в 
объекте поддерживается постоянная мощ-
ность. Окружающей средой служит воздух; 
она численно описана как немагнитная не-
проводящая среда, не содержащая источни-
ков генерации электромагнитного поля.

Глубина проникновения тока в сталь 
зависит от ее марки, и при частоте то-
ка 2,5 кГц принята лежащей в диапазоне 
1,5 – 0,7 мм, при этом относительная маг-
нитная проницаемость μ должна лежать в 
диапазоне 10 – 40.

Известно, что для выполнения высо-
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коэффективного отпуска стали требуется 
выполнять прогрев глубже, чем глубина ее 
закалки. Объемный индукционный нагрев 
с малым перепадом температур по сечению 
достигается за счет относительно неболь-
шой скорости нагрева. Равномерность тем-
пературы в заданной области может быть 
достигнута как за счет высокой теплопрово-
дности нагреваемого объекта, так и измене-
ния требуемого интервала времени нагрева 
ввиду малой толщины изделия. Достижение 
заданного температурного уровня возмож-
но при использовании и других значений 
частот, что обеспечит отличное от исходно-
го распределение температуры по поверх-
ности диска при неизменности исходных 
данных. Также, если предполагать наличие 
сложного профиля образца, изготовленного 
штамповкой, то для нагрева такого образца 
с целью последующего отпуска использова-
ние частот свыше 2500 Гц может повлечь за 
собой возникновение горячих точек.

В численных моделях геометрическая 
форма индукторов и позиционирование 
объекта нагрева полностью повторяет на-
турные образцы. Заготовка крепится к си-
стеме передачи крутящего момента, связан-
ной с электрическим двигателем. Вихревые 
токи создают (по умолчанию) локальное 
нагревание электропроводящей заготовки 
под индуктором, но зафиксировать это яв-
ление с помощью тепловизора можно толь-

ко на поверхности. Именно поэтому в дан-
ном случае необходимо провести численное 
моделирование.

На рис. 1 – 3 представлены результаты 
первого этапа исследования. 3D-модель 
разбивается на конечно-элементную сет-
ку следующим образом: на толщину дис-
ка приходится пять разбиений на каждый 
ее миллиметр; по диаметру диска конеч-
ные элементы сетки более крупные, одна-
ко их размер позволяет получить неплохие 
результаты. Удается построить зависимости 
между основными параметрами, выполнить 
оценку соответствия численных результатов 
экспериментальным данным.

Электромагнитные и теплофизические 
характеристики, а именно относительная 
магнитная проницаемость, удельное сопро-
тивление, коэффициент теплопроводности, 
коэффициент теплоотдачи, теплоемкость 
имеют нелинейный характер и зависят как 
от температуры закаленного стального дис-
ка, так и от температуры окружающей сре-
ды. Плотность материала диска предполага-
ется постоянной и равномерной.

Принципы построения модели для ре-
шения связанных задач электромагнетизма 
и теплофизики, учет вращения, нелиней-
ность магнитной проницаемости μ и ал -
горитм обновления данных при динами-
ческом изменении температуры подробно 
описаны в докладе [4].

а) b)

Рис. 1. 3D-модели индукционной системы нагрева в продольном (a)
 и поперечном (b) магнитных полях
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Сравнение результатов экспериментов 
и численного моделирования представлено 
на рис. 2.

Имеется ряд объективных причин рас-
хождения расчетных данных с опытными. 
Резкие провалы на графике температур-
ного распределения по радиусу заготовки 
(рис. 3) объясняются тем, что теплови-
зор находился на некотором отдалении от 
системы нагрева. В конкретном примере 
указанные провалы характеризуются тем-
пературой на поверхности водоохлаждае-
мых витков индуктора. Ввиду частичного 
размещения заготовки внутри индуктора, 

Рис. 2. Сравнение результатов моделирования (a) 
с экспериментальными данными (b);

получены для температурного распределения по 
поверхности заготовки при стационарном нагреве 
диска в высокочастотном продольном магнитном 

поле;
b – прямая, проходящая от края диска к его центру, 
указывает направление, вдоль которого произведен 
замер температуры; красный треугольник указывает 

максимальную температуру на поверхности диска

а)

b)

оказалось невозможным иначе осуществить 
температурные измерения.

На втором этапе было промоделировано 
вращение диска. При скорости вращения 
заготовки 18 об/мин, нагрев до температу-
ры 450 °С достигался за 30 с (рис. 4 и 5). 
Графики построены на основе усредненных 
результатов.

Время нагрева выбрано в предположе-
нии, что проводится отпуск металлического 
изделия. При высокочастотной закалке зна-
чительное влияние на механические свой-
ства оказывает температура отпуска. Как 
уже было указано, выбор данного значения 
температуры сделан на основе результатов 
работы [7], где приведены данные, полу-
ченные после отпуска насквозь закаленно-
го металлического образца толщиной 3 мм. 
Умеренная скорость нагрева способна обе-
спечить стабильность температурного поля, 
и как следствие, высокую прочность, пла-
стичность и вязкость металла. Дальнейшее 
повышение температуры отпуска неизбеж-
но приведет к снижению прочности и по-
вышению ударной вязкости изделия.

При низкой скорости вращения метал-
лического диска конечное температурное 
распределение формируется за счет процес-
сов теплопроводности материала и тепло-
вых потерь с его поверхностей. Полученные 
результаты согласуются с данными работы 
[8 – 10], где приведены зависимости выде-
ляемой дополнительной мощности в диске 
от частоты вращения.

Как видно из представленных в настоя-
щей работе данных, кромки диска, за счет 
тепловых потерь через излучение, обладают 
более низкой температурой относительно 
требуемого уровня, а максимум температу-
ры по радиусу диска смещен в сторону цен-
тра нагреваемого образца.

Ввиду влияния рабочей частоты и кон-
струкции индуктора на конечный темпера-
турный профиль металлического диска, на-
ми был смоделирован его сквозной нагрев 
под отпуск. Это позволило обеспечить ми-
нимизацию перепада температур по сече-
нию диска в зоне нагрева. При численном 
исследовании, однако, не было учтено на-
личие закаленного слоя. Можно предска-
зать, не прибегая к моделированию, что на 
практике это будет проявляться в нерав-
номерном снижении твердости по радиусу 
диска, но твердость будет снижена опти-
мальным способом.

Расхождение численных результатов с 
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Рис. 3. Конечный температурный профиль вдоль радиуса заготовки
по результатам численного моделирования (1) и эксперимента (2)

Рис. 4. Сравнение результатов моделирования (a) 
с экспериментальными данными (b);

получены для температурного распределения по 
поверхности заготовки при нагреве диска вращением 

в высокочастотном продольном магнитном поле; 
b – прямая, проходящая через центр диска, 
указывает направление, вдоль которого произведен 
замер температуры; красный треугольник указывает 

максимальную температуру на поверхности диска

экспериментальными данными составляет 
около 5 %, что указывает на адекватность 
выполненного нами моделирования.

Естественная конструкция нагреватель-
ной системы предполагает также наличие 
магнитопровода, который позволяет ис-
пользовать более низкую частоту электро-
магнитного поля благодаря контролю по-
люсного шага индуктора.

Полученные результаты свидетельству-
ют о том, что предложенная индукционная 
система чувствительна к изменению геоме-
трических параметров – геометрии индук-
тора и позиции витков относительно заго-
товки, а также к изменению электрических 
параметров. Следовательно, существует 
такая оптимальная конфигурация параме-
тров, которая позволит достичь наилучше-
го результата – равномерного локального 
нагрева изделия в допустимом диапазоне 
отклонений температуры от заданного зна-
чения за наименьший промежуток времени 
проведения технологической операции тер-
мообработки.

Проведенное исследование показало, 
что применение нестандартных решений 
дает дополнительные возможности для ре-
гулирования технологического процесса 
нагрева и повышения эффективности тер-
мообработки. Таким образом, можно вы-
делить ключевое направление повышения 
эффективности индукционных систем на-
грева металлических изделий вращением 
– это модернизация существующих и раз-
работка новых индукционных нагреватель-
ных систем на основе автоматической оп-
тимизации геометрических, позиционных 
и электрических параметров (совместно с 
использованием компьютерного модели-

а)

b)
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рования). Данное направление позволит 
успешно решать сопряженные с данной 
проблемой физические задачи при термо-
обработке, проектировать форму индукто-
ров, выбирать оптимальный режим работы, 
закладывать свойства новых материалов в 
конструкцию разрабатываемых систем, вы-
полнять надежную оценку по внедрению 
нестандартный решений для сокращения 
материальных затрат.

Заключение

Для расчета взаимосвязанных электро-
магнитных и тепловых задач, в программ-
ном пакете ANSYS APDL были разработаны 
проблемно-ориентированные 3D-модели 
индукционных систем. Разработанные мо-
дели были опробованы и верифицированы 
экспериментально. Полученные результаты 
можно успешно применять для анализа и 
решения электротепловых задач при про-
ектировании индукционных установок 

а)

b)

Рис. 5. Температурные профили на поверхности заготовки вдоль радиуса 
при нагреве диска в продольном (a) и поперечном (b) магнитных полях:

1 – результаты моделирования, 2 – экспериментальные данные

и параметрическом поиске оптимальных 
конфигураций рассматриваемых систем. В 
свою очередь, их оптимальные характери-
стики обеспечат высокое качество конеч-
ного продукта и его максимальный выход, 
минимальную стоимость оборудования и 
максимальную суммарную эффективность.

Перспективы использования разрабо-
танных моделей связаны с исследованием 
различных индукционных систем для на-
грева заготовок различной формы. Разра-
ботанные методы и подходы можно при-
менять для других электротехнических 
процессов. Предлагаемые решения до-
пускают успешное использование полу-
ченных результатов для стальных колец, 
дисков, зубчатых колес, валов, пружин и 
других симметричных заготовок различ-
ных типоразмеров, для проектирования 
индукционных установок и параметри-
ческого поиска оптимальных системных 
конфигураций.
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Введение

Формула Томсона [1 – 3] для трехмерных 
гармонических функций является уникаль-
ным инструментом. Любая другая формула 
подобного типа может отличаться от ориги-
нальной формулы Томсона лишь тривиаль-
ной заменой переменных, представленной 
в виде суперпозиции сдвигов, отражений, 
вращений и пропорциональных растяже-
ний координат. Опишем действие формулы 
Томсона более подробно. 

Если U(x,y,z) есть  произвольная гармо-
ническая функция трех переменных, т. е. 
она удовлетворяет уравнению Лапласа 

Uxx + Uyy + Uzz = 0                (1)
(здесь и далее нижние индексы, составлен-
ные из символов x, y, z, обозначают част-
ные производные по соответствующим пе-
ременным), то функция

(2)

где 2 2 2 ,r x y z= + + тоже будет гармони-
ческой [1, 2]. Повторное использование 
формулы (2) осуществляет обратный пере-
ход от функции V(x,y,z) к функции U(x,y,z). 
Удостовериться в гармоничности функции 
V, полученной из уравнения (2) (если функ-
ция U будет гармонической), можно с по-
мощью тождества 

где функция V задается выражением (2), а 
функция U – произвольная.

Замена переменных, использованная 
для аргументов функции U в формуле 
(2), представляет собой инверсию в шаре 
единичного радиуса с центром в начале 
координат. Формула (2) известна как 
формула Томсона по имени ее автора 
– выдающегося британского физика 
и механика Уильяма Томсона, лорда 
Кельвина [3 – 5]; иногда эту формулу также 
называют преобразованием Кельвина [1, 
6 – 10]. Трансформация (2) сохраняет 
гармоничность функции и может, в 
частности, использоваться не только 
при решении краевых задач с условием 
Дирихле, когда внутренняя задача Дирихле 

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( )5

1 ,xx yy zz xx yy zzV V V U U U
r

+ + ≡ + +

преобразуется во внешнюю и наоборот, но 
и при генерировании новых аналитических 
решений для скалярных потенциалов 
электростатических и магнитостатических 
полей, которые оказываются полезными при 
синтезе электронно- и ионно-оптических 
систем [11 – 13].

Полезным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем 
специального вида являются электрические 
и магнитные поля, однородные по 
Эйлеру [14 – 18]. Траектории движения 
заряженных частиц в электростатических и 
магнитостатических полях, однородных по 
Эйлеру, подчиняются принципу подобия 
траекторий Ю.К. Голикова [19, 20], откуда 
и следуют уникальные оптические свойства 
устройств, управляющих движением 
заряженных частиц и использующих 
однородные по Эйлеру электрические и 
магнитные поля.

Как правило, такие поля характеризуются 
скалярным электрическим или магнитным 
потенциалом, представляющим собой 
функцию, однородную (точнее, 
положительно однородную) по Эйлеру в 
смысле, который придается этому термину 
в классическом математическом анализе 
[21, 22]:

 (3)

где k  – степень однородности 
скалярной функции (она не обязательно 
целочисленная) и, соответственно, степень 
однородности поля.

Возможные исключения, когда 
скалярный потенциал однородного поля 
не является однородной функцией, 
исследуются в статье [23].

Если U(x,y,z)  – гармоническая и 
однородная по Эйлеру функция со степенью 
однородности k, то гармоническая функция 
V(x,y,z), вычисленная согласно правилу 
(2), также будет однородной по Эйлеру со 
степенью однородности (–k – 1). Повторное 
использование трансформации (2) 
осуществляет обратный переход от функции 
V(x,y,z) к функции U(x,y,z). Поэтому 
для каждой гармонической функции, 
однородной по Эйлеру со степенью 
однородности k, обязательно существует 
гармонический прототип со степенью 

( ) ( )0 : , , , , ,kU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ
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однородности (–k – 1), из которого ее 
можно получить с помощью формулы (2). В 
сочетании с операцией дифференцирования 
по переменным x, y, z, которая является 
универсальным способом получения новых 
гармонических однородных функций 
с понижением степени однородности 
[24, 25], формула Томсона (2) позволяет 
получать алгебраически-дифференциальные 
формулы общего вида для трехмерных 
гармонических однородных функций 
с любыми целочисленными степенями 
однородности [24, 26]. В качестве исходной 
точки используется формула Донкина для 
трехмерных гармонических однородных 
функций нулевой степени [16, 17, 24, 27 – 
31]. Более подробно этот вопрос исследуется 
в работах [24, 26].

Для однородных по Эйлеру функций 
U, удовлетворяющих тождеству (3), общий 
множитель 1/r2 в формуле (2) выносится 
наружу из-под аргументов функции. Тогда 
формула (2) принимает упрощенный вид 
(см. трактат У. Томсона [5], приложение Б 
к главе 1):

(4)

Можно убедиться, что при подстановке в 
формулу (4) однородной функции U функция 
(4) будет однородной. Гармоничность 
функции V, вычисленной в соответствии с 
правилом (4), следует из тождества

Vxx + Vyy + Vzz ≡ rm(Uxx + Uyy + Uzz) +
+ 2mrm–2(xUx + yUy + zUz – kU) +

+ m(m + 2k + 1)rm–2U,              
(5)

справедливого для функций вида  
V(x,y,z) = rmU(x,y,z) с произвольным 
показателем степени m и произвольной 
функцией U. Действительно, правая часть 
тождества (5) при m = 0 и m = –2k – 1 
обращается в нуль, так как функция U 
должна удовлетворять уравнению Лапласа 
(1) и дифференциальному соотношению 
Эйлера для однородных функций [21, 22]:

xUx + yUy + zUz = kU.            (6)

Задачей данной работы является 
поиск альтернативных рецептов для 
генерирования новых аналитических 
решений уравнения Лапласа и, в 
частности, для генерирования трехмерных 
гармонических функций, являющихся 
однородными по Эйлеру.

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=

Уникальность алгебраической 
формулы Томсона

Рассмотрим трансформацию трехмерной 
гармонической функции U(x,y,z) в 
соответствии с правилом

(7)

где S, f, g, h – некоторые фиксированные 
функции.

Здесь можно ограничиться линейны-
ми по U алгебраическими выражениями, 
поскольку уравнение Лапласа (1) обладает 
свойством линейности и линейная супер-
позиция его решений с постоянными ко-
эффициентами снова является решением.

Потребуем, чтобы для любых гармони-
ческих функций U выражение (7) было гар-
монической функцией. После подстановки 
выражения (7) в уравнение Лапласа (1) ре-
зультат представляет собой линейную ком-
бинацию, составленную из частных произ-
водных U, Ux, Uy, Uz, Uxx, Uyy, Uzz, Uxy, Uxz, 
Uyz. Поскольку функция U является гармо-
нической, то производная Uzz может быть 
выражена через частные производные Uxx и 
Uyy:

Uzz
 = –Uxx  – Uyy.              (8)

Возникает вопрос, можно ли рассматри-
вать остальные частные производные как 
независимые. Ответ будет положительным: 
задача Коши для уравнения Лапласа (1) с 
начальными условиями

U(x,y,z0) = U(0) (x,y),
Uz(x,y,z0) = U(n) (x,y),

поставленная для плоскости z = z0, раз-
решима при любых начальных значени-
ях U(0) (x,y) и U(n) (x,y), по крайней мере, 
в некоторой окрестности плоскости z = z0. 
Например, таким решением будет ряд Тей-
лора по переменной z, где все коэффици-
енты однозначным образом выражаются 
через функции U(0)(x,y), U(n)(x,y) и их про-
изводные по x, y. Поэтому производные от 
функций U(0)(x,y) и U(n)(x,y) по переменным 
x и y, вычисленные в фиксированной точ-
ке, будут независимыми числами.

Следовательно, если никаких дополни-
тельных ограничений на гармоническую 
функцию U не накладывается, то в итого-
вой линейной комбинации частных про-
изводных от функции U, получившейся 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , , , , , ,

V x y z S x y z

U f x y z g x y z h x y z

= ×

×
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после подстановки условия (8), оставши-
еся частные производные следует считать 
независимыми, а каждый из множителей, 
сгруппированных перед этими частными 
производными, обязан быть нулем. В набор 
независимых частных производных входят 
смешанные производные любого порядка 
по x, y, но лишь нулевого и первого поряд-
ка по z. Это правило выполняется не только 
для производных не выше второго порядка, 
которые используются в рассматриваемой 
линейной комбинации, но и в общем слу-
чае (см. следующий раздел).

В результате для неизвестных функций 
S, f, g, h в предположении, что S(x,y,z) ≠ 0, 
получается система из девяти уравнений в 
частных производных:

(9) 

Эта система уравнений является 
переопределенной (уравнений больше, чем 
неизвестных функций) и поэтому, вообще 
говоря, может не иметь решений [32 – 38]. 
Однако факт существования формулы Том-
сона (2) гарантирует, что у системы (9) име-
ются интересующие нас невырожденные 
решения, отличные от нуля.

Первые пять уравнений системы (9) оз-
начают, что взаимно-однозначное, непре-
рывно дифференцируемое отображение 

x' = f(x, y, z), y' = g(x, y, z),
z' = h(x, y, z)                       

(10)

является конформным, т. е. локально со-
храняет углы между линиями в точке их 
пересечения независимо от расположения 
этих линий, и преобразует бесконечно ма-

( )

( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0,
0,
0,

,

,

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 2 0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

x y z x y z

x y z x y z

xx yy zz

x x y y z z

xx yy zz

x x y y z z

xx yy zz

x x y y z z

f g f g f g
f h f h f h

g h g h g h

f f f h h h

g g g h h h

S f f f

S f S f S f

S g g g

S g S g S g

S h h h

S h S h S h

+ + =

+ + =

+ + =

+ + = + +

+ + = + +

+ + +

+ + + =

+ + +

+ + + =

+ + +

+ + + = ,
0.xx yy zzS S S+ + =

лые отрезки в пропорциональные беско-
нечно малые отрезки с коэффициентом 
пропорциональности, который не зависит 
от направления. Такое отображение сохра-
няет форму бесконечно малых фигур, но не 
сохраняет длину линий, их кривизну, а так-
же глобальную форму фигур и, возможно, 
ориентацию локального базиса [39, 40].

Для двумерной плоскости семейство 
конформных преобразований весьма разно-
образно и, по сути, совпадает с семейством 
аналитических функций одного комплекс-
ного переменного [41 – 45]. Однако для 
размерности три и выше это не так: тео-
рема Лиувилля о конформных отображени-
ях в евклидовых пространствах (см. работы 
[46 – 52]) постулирует, что в этих случаях 
семейство конформных отображений со-
впадает с группой преобразований Мёбиуса 
[53 – 55] и что других многомерных кон-
формных отображений не имеется. К сожа-
лению, элементарного доказательства этой 
важной теоремы найти не удалось; по-ви-
димому, самое простое доказательство со-
держится в работе [52].

Группа Мёбиуса в общем случае пред-
ставляет собой группу, порождаемую следу-
ющими элементарными преобразованиями 
и их суперпозициями: 

а) сдвиги (параллельный перенос),

x' = x + a, y' = y + b, z' = z + c;
б) трехмерные вращения вокруг непод-

вижной точки [56, раздел 14.10];
в) отражения относительно гиперпло-

скостей, в частности элементарные симме-
трии

x' = –x, y' = –y, z' = –z;

г) пропорциональное растяжение по 
всем координатам относительно некоторо-
го центра

x' = kx, y' = ky, z' = kz
(здесь в качестве центра используется нача-
ло координат);

д) инверсия относительно сферы,

x' = xr0
2/(x2+y2+z2),

y' = yr0
2/(x2+y2+z2),

z' = zr0
2/(x2+y2+z2)

(здесь r0 – радиус сферы, а в качестве цен-
тра сферы используется начало координат).

Не все перечисленные здесь преоб-
разования являются независимыми. Так 
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например, растяжение можно заменить дву-
мя последовательными инверсиями относи-
тельно сфер с общим центром, но разными 
радиусами, а отражения относительно ги-
перплоскостей x = 0, y = 0 или z = 0 можно 
заменить растяжением с коэффициентом 
масштабирования –1 в комбинации с пово-
ротом на 180° относительно одной из коор-
динатных осей.

Для двумерного случая, наиболее типич-
ного для практических приложений, группа 
Мёбиуса совпадает с группой дробно-ли-
нейных конформных преобразований, к ко-
торой добавлены комплексно-сопряженные 
дробно-линейные конформные преобразо-
вания (антиконформные, если под конфор-
мными преобразованиями понимать такие, 
которые сохраняют не только значения ло-
кальных углов, но и их направление, т. е. 
ориентацию локального базиса).

Можно показать, что любой элемент 
группы Мёбиуса приводится к одному из 
двух возможных видов:

 

(11)

 
(12)

где  r – радиус-вектор (вообще говоря, 
n-мерный) для исходной точки; r' – ра-
диус-вектор для преобразованной точки; 
a  – исходный центр геометрического пре-
образования; b – конечное расположение 
центра геометрического преобразования; 
λ – коэффициент растяжения (веществен-
ное число); A – ортогональная матрица, 
удовлетворяющая условию AAT = ATA = E 
и описывающая поворот в n-мерном про-
странстве относительно начала координат 
(возможно, с изменением ориентации ло-
кального базиса, если определитель матри-
цы A равен –1).

Для доказательства этого утверждения 
достаточно убедиться, что композиция гео-
метрического преобразования (11) либо 
(12) с каждым из элементарных преобра-
зований группы Мёбиуса, перечисленных 
выше, снова приводится либо к эталонному 
виду (11), либо к эталонному виду (12).

Трехмерные геометрические преобразо-
вания вида (11) или (12) очевидным обра-
зом раскладываются на суперпозицию эле-
ментарных преобразований в виде началь-
ного сдвига, инверсии с центром в начале 
координат (для преобразования (11)), трех-

( )
2 ,

Aλ −
′ = +

−

r a
r b

r a

( ) ,A′ = + λ −r b r a

мерных вращений вокруг начала координат 
[56, раздел 14.10] (возможно, в комбинации 
с одной из симметрий, изменяющих ори-
ентацию системы), пропорционального 
растяжения относительно начала коорди-
нат и окончательного сдвига к новому цен-
тру. При сдвиге, вращении, симметричном 
отражении и пропорциональном растяже-
нии аргументов гармоническая функция 
U остается гармонической, так что в этих 
случаях множитель S(x,y,z) для формулы (7) 
будет равен единице (точнее, произволь-
ной константе, как это следует из системы 
уравнений (9)). В случае инверсии с цен-
тром в начале координат множитель S(x,y,z) 
для формулы (7) с точностью до констан-
ты-множителя определяется в соответствии 
с формулой Томсона (2), и система уравне-
ний (9) подтверждает, что этот множитель 
единственный.

Последовательное выполнение этих пре-
образований, когда конформное преобразо-
вание (10) записано в форме (11) либо (12), 
дает окончательное решение для проблемы 
нахождения алгебраических формул вида 
(7), сохраняющих свойство гармоничности. 
Если же требуется, чтобы однородная по 
Эйлеру гармоническая функция преобразо-
вывалась в однородную же гармоническую 
функцию, то с точностью до поворота и 
пропорционального растяжения аргумен-
тов x, y, z относительно начала координат, а 
также с точностью до умножения значений 
потенциала во всех точках пространства 
на константу, ответом будет либо формула 
Томсона (2), либо тождественное равенство 
V(x,y,z) = U(x,y,z). Доказательство уникаль-
ности формулы Томсона (2) можно найти 
также в книгах [8, 10].

Расширенная форма с привлечением 
первых производных

Отсутствие у чисто алгебраической 
трансформации (7) других содержатель-
ных решений, кроме классической форму-
лы Томсона (2), заставляет искать другие 
способы генерирования новых гармониче-
ских функций. Рассмотрим трансформа-
цию трехмерной гармонической функции 
U(х,y,z) в соответствии с правилом 

(13)

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

, ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

x

y

z

V x y z

S x y z U f x y z g x y z h x y z

P x y z U f x y z g x y z h x y z

Q x y z U f x y z g x y z h x y z

R x y z U f x y z g x y z h x y z

=

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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где S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксиро-
ванные функции, U – произвольная гармо-
ническая функция.

Как и раньше, потребуем, чтобы для за-
данных функций S, P, Q, R, f, g, h и лю-
бых гармонических функций U выражение 
(13) было гармонической функцией. Чтобы 
гарантировать, что функция (13) будет од-
нородной функцией при однородных функ-
циях U, потребуем, чтобы функции S, P, Q, 
R, f, g, h тоже были однородными по Эй-
леру (легко убедиться, что такое требование 
будет не только достаточным, но и необхо-
димым). А чтобы избавиться от излишней в 
нашем случае свободы выбора в виде трех-
мерных поворотов вокруг начала коорди-
нат, ограничимся, по аналогии с формулой 
(2), случаем, когда 

f(x,y,z) = xφ(x,y,z),
g(x,y,z) = yφ(x,y,z),
h(x,y,z) = zφ(x,y,z),

где общий множитель φ(x,y,z) – это функ-
ция, однородная по Эйлеру.

Следует, однако, помнить, что здесь есть 
опасность отбросить какие-либо по-насто-
ящему интересные решения, а не только 
вращения.

Однородные функции φ, S, P, Q, R удоб-
но записать в следующем виде:

φ(x,y,z) = rmω(x/r, y/r),
S(x,y,z) = rns(x/r, y/r),

P(x,y,z) = rn+m+1u(x/r, y/r),
Q(x,y,z) = rn+m+1ν(x/r, y/r),
R(x,y,z) = rn+m+1w(x/r, y/r),   

     
(14)

где m – степень однородности общего мно-
жителя для аргументов функции U; n – сте-
пень однородности множителя перед самой 
функцией U; ω(χ,η), s(χ,η), u(χ,η), v(χ,η), 
w(χ,η) – некоторые, пока неизвестные, 
функции двух переменных.

Такая форма записи является слегка из-
мененной формой универсального пред-
ставления [21, 22] для однородных функций 
степени k:

(15)

и не приводит к потере допустимых реше-
ний. Важно, что замена переменных, ис-
пользованная при конструировании под-
становки (14), является обратимой:

( ) ( )1 2 1 2 1 1, , , ,k
n nf x x x x g x x x x= 

После подстановки формул (13) в урав-
нение Лапласа (1) результат будет представ-
лять собой линейную комбинацию с неко-
торыми, не зависящими от U, множителя-
ми, составленную из частных производных 

U, Ux, Uy, Uz, Uxx,
Uyy, Uzz, Uxy, Uxz, Uyz,

Uxxx, Uxxy, Uxxz, Uxyy, Uxyz,
Uxzz, Uyyy, Uyyz, Uyzz, Uzzz.

Поскольку функция U является гармо-
нической, некоторые из этих производных 
можно выразить через другие:

Uzz = –Uxx – Uyy, Uxzz = –Uxxx – Uxyy,
Uzzy = –Uxxy –Uyyy, Uzzz = –Uxxz–Uyyz.

Рассуждения, использованные в преды-
дущем разделе, показывают, что оставши-
еся частные производные следует рассма-
тривать как независимые. Поэтому после 
подстановки в полученную линейную ком-
бинацию приведенных выше выражений 
для зависимых производных

Uzz, Uxzz, Uyzz, Uzzz

и выделения общих множителей перед 
оставшимися частными производными, 
каждый из получившихся множителей дол-
жен оказаться тождественно равным нулю.

Получающаяся система уравнений в 
частных производных относительно неиз-
вестных функций 

ω(χ,η), s(χ,η), u(χ,η), v(χ,η), w(χ,η)
оказывается переопределенной. Она име-
ет достаточно сложный вид, и в связи с 
этим она здесь не приводится в явном виде. 
Из тех же соображений нами был опущен 
анализ совместности полученной системы 
уравнений и ее решений, так как он явля-
ется весьма громоздким и, кроме стандарт-
ных технических приемов, ничего нового 
не содержит.

Анализ данной системы с помощью со-
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ответствующих методов [32 – 38] приводит 
к следующим решениям, исчерпывающим 
все возможные случаи:

а) при m = 0 и n = –1 либо m = –2 и n = 0
ω(χ,η) = c, s(χ,η) = 0, 

u(χ,η) = ca, v(χ,η) = cb, w(χ,η) = cc,
где c, ca, cb, cc – произвольные константы;

б) при m = 0 и n = 1 либо m = n = –2

где c, ca, cb, cc – произвольные константы;
в) при m = n = 0 либо m = –2 и n = –1

где c, ca, cb, cc, cd, ce – произвольные кон-
станты.

В итоге получается список из базовых 
формул, которые преобразуют исходные 
гармонические функции в новые гармони-
ческие функции:

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

( ) ( ) ( )
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(33)

(34)

(35)

(36)

 (37)

где 2 2 2 .r x y z= + +
Формулы (16) – (19) тривиальны, однако 

по формальным причинам все же включе-
ны в этот список. Происхождение формул 
(20) – (22) на первый взгляд не очевидно, 
но можно заметить, что они получаются из 
формулы Томсона (2) после ее дифферен-
цирования по одной из переменных x, y, z 
и повторного преобразования Томсона (2), 
которое возвращает аргументы функции U 
к прежнему виду.

Формулы (24) – (26) упоминаются в мо-
нографии [24], но почему-то лишь приме-
нительно к однородным гармоническим 
функциям нулевой степени. Формула (23), 
как и формулы (20) – (22), до настоящего 
момента авторам не встречалась (что, ко-
нечно, не означает, что таких ссылок нет).

Формулы (27) – (37) получаются из фор-
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мул (16) – (26) с помощью преобразования 
Томсона. В частности, формула (27) полу-
чается из тождественного преобразования 
(16) и в силу этого совпадает с формулой 
(2).

В отличие от оригинальной формулы 
Томсона, повторное применение диффе-
ренцирующих преобразований (16) – (37) 
не возвращает преобразуемые функции к 
исходному виду. Однако некоторые ком-
бинации преобразований (16) – (37) могут 
оказаться тождеством либо снова одной из 
указанного набора формул. Это связано с 
тем, что старшие производные от функ-
ции U, возникающие при комбинировании 
дифференцирующих преобразований (16) – 
(37), могут в конечном итоге сократиться, 
так как функция U удовлетворяет уравне-
нию Лапласа.

Для однородных по Эйлеру функций 
формулы (16) и (23) – (26) сохраняют сте-
пень однородности функции. Формулы (17) 
– (19) понижают степень однородности 
функции на единицу, а формулы (20) – (22) 
повышают степень однородности функции 
на единицу. Соответственно, однородные 
функции степени k преобразуются форму-
лами (27) и (34) – (37) в однородные функ-
ции степени (– k –1), формулами (28) – 
(30) – в однородные функции степени (–k), 
а формулами (31) – (33) – в однородные 
функции степени (–k –2).

Как и формула (16), применительно к 
гармоническим функциям, однородным 
по Эйлеру, формулы (23) и (34) вполне 
бесполезны. Из дифференциального со-
отношения Эйлера (6) для однородных 
функций [21, 22] следует, что результатом 
применения формулы (23) будет та же са-
мая однородная гармоническая функция, 
только умноженная на константу (степень 
однородности). Соответственно, результат 
применения формулы (34) эквивалентен 
действию формулы (27), умноженной на 
константу.

Обобщение на случай n переменных
Известно, что формула Томсона (2) для 

трехмерных гармонических функций допу-
скает обобщение на многомерный случай 
[7, 9]. Если

(38)

где 2 2 2
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гармоническая (удовлетворяет n-мерному 
уравнению Лапласа), то функция V также 
будет гармонической. Результатом подста-
новки в уравнение Лапласа функции

будут цепочка равенств

где в качестве аргументов для функции U 
используются значения

x1/r
2, x2/r

2, …, xn/r
2.

В конечном счете, поскольку 
2 2

1,
,i

i n
x r

=

=∑  
на выходе получается тождество

правая сторона которого для гармониче-
ских функций U обращается в нуль при 
m = n – 2. Cледует отметить, что формула 
(38) остается справедливой, в том числе и 
при n = 2, когда она оказывается частным 
случаем конформного преобразования пло-
скости (точнее, антиконформного, т. е. с 
изменением направления отсчета углов):
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Формулы с участием частных произво-
дных первого порядка из предыдущего раз-
дела также переносятся на многомерный 
случай:
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где 2 2 2
1 2 .nr x x x= + + +

В отличие от трехмерного случая, те-
перь уже нет уверенности, что приведенные 
формулы исчерпывают весь список сим-
метрических однородных алгебраических 
формул с участием первых производных, 
которые будут преобразовывать произволь-
ную n-мерную гармоническую функцию в 
новую n-мерную гармоническую функцию.

Формула (46) получается при дифферен-
цировании формулы (38) по переменной xi. 
Формула (41) получается из формулы (46) 
с помощью подстановки (38). Также с по-
мощью подстановки (38) из формулы (42) 
получается формула (47), а из формулы 
(43) — формула (48). Наконец, в справед-
ливости формулы (42) можно убедиться с 
помощью тождества

которое выполнено для любых функций 
V вида (42), а в справедливости формулы 
(43) – с помощью тождества

которое выполнено для любых функций 
V-вида (43).

Заключение
В работе приведен исчерпывающий спи-

сок однородных симметрических диффе-
ренцирующих выражений первого порядка, 
преобразующих произвольные трехмерные 
гармонические функции в новые трехмер-
ные гармонические функции. Дано обоб-
щение полученных формул на случай про-
извольного числа измерений.

Существуют аналогичные формулы, в 
которых используются частные произво-
дные более высокого порядка. В частности, 
такие формулы можно получать при мно-
гократном дифференцировании формулы 
Томсона (2) по переменным x, y и z, а так-
же как результат суперпозиции полученных 
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в данной работе дифференциальных пре-
образований первого порядка (16) – (37). 
Составление полного списка трансформи-
рующих формул, которые характеризуются 
более высокими порядками производных, в 
них участвующих, выходит за рамки насто-
ящей работы; оно представляет значитель-
ные технические трудности и, по нашему 
мнению, не имеет большого практического 
смысла.

При обращении к трансформациям с 
участием производных старшего порядка, 
следует учитывать, что у гармонической 
функции некоторые частные производные 
второго порядка и выше выражаются друг 
через друга. К любой трансформирующей 
формуле можно прибавить с произвольным 
множителем трехмерное уравнение Лапласа 
(1), в исходной форме либо после диффе-
ренцирования по x, y или z нужное число 
раз. Это не изменит природу трансформи-
рующего преобразования (лишь алгебраи-
ческую форму) и, хотя и сохранит в неиз-
менности его базовое свойство преобразо-
вывать исходные гармонические функции 
в новые гармонические, но и к появлению 
дополнительных аналитических выражений 
для трехмерных гармонических функций 
также не приведет.

Можно заметить, что в процессе вы-
кладок неявным образом использовалось 
предположение, что подстановка (10) будет 
невырожденной (обратимой). Возможно, 
при использовании вырожденных замен 
переменных существуют какие-либо допол-
нительные решения, не учтенные в данной 
работе. Однако большого практического 
значения такие вырожденные преобразо-
вания гармонических функций, даже если 
они есть, по всей видимости, не имеют. 
Например, подставив вместо аргументов 
какой-либо гармонической функции кон-
станты, получим на выходе константу, ко-
торая, безусловно, является гармонической 
функцией с формальной точки зрения, но 
при этом вполне бесполезной для практи-
ческого использования.

Слабым местом проделанного анализа 
является предположение, что замена пере-
менных имеет симметризованный вид

f(x, y, z) = xφ(x, y, z),
g(x, y, z) = yφ(x, y, z),
h(x, y, z) = zφ(x, y, z),

а все функции, участвующие в диффе-
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ренциально-алгебраической формуле (13), 
являются однородными по Эйлеру. Список 
решений (16) – (37) сознательно ограничен 
симметрическими однородными линей-
ными дифференциальными выражениями 
первого порядка. Возможно, существуют 
дополнительные дифференциально-алге-
браические выражения вида (13), отлич-
ные от решений (16) – (37) и свободные 
от этого ограничения, которые также пре-
образуют трехмерные гармонические функ-
ции в новые трехмерные гармонические 
функции. Однако полноценный анализ та-
кой расширенной задачи [57 – 60] выходит 
за рамки целей, поставленных в данном 
исследовании.

Следует также отметить, что уравне-
ние Лапласа (1) не является единствен-
ным уравнением математической физики, 
для которого описываемый здесь подход 
оказывается полезным и результативным. 
Так, в работе [61] исследуются похожие 
дифференциальные преобразования для 
многомерного уравнения теплопроводно-
сти. К сожалению, результаты работы [61] 
нельзя прямо перенести на уравнение Ла-
пласа, хотя уравнение Лапласа и является 
стационарным пределом уравнения тепло-
проводности. Причина состоит в том, что 
преобразования, используемые в работе 
[61], включают в явном виде время, причем 
таким образом, что стационарные решения 
преобразуются в нестационарные.
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Введение

Данная публикация является продолже-
нием работы [1], посвященной исследо-
ванию обобщений формулы Томсона для 
трехмерных гармонических функций обще-
го вида. Рассматриваются дифференциаль-
но-алгебраические преобразования, явля-
ющиеся аналогом классической формулы 
Томсона для однородных гармонических 
функций. Эти преобразования можно ис-
пользовать для генерирования новых гар-
монических функций, которые представ-
лены в аналитической форме и являются 
однородными по Эйлеру. Электрические и 
магнитные поля, у которых скалярный по-
тенциал (трехмерная гармоническая функ-
ция) будет однородной по Эйлеру функци-
ей, подчиняются принципу подобия тра-
екторий Ю.К. Голикова [2, 3]. Такие поля 
обладают дополнительными полезными 
электронно- и ионно-оптическими свой-
ствами [4 – 10].

Пусть 2 2 2r x y z= + +  — расстояние 
от пробной точки (x,y,z) до начала коорди-
нат. Формулой Томсона (преобразованием 
Кельвина) называется преобразование

(1)

Это преобразование позволяет из гармо-
нической функции U(x,y,z), удовлетворяю-
щей уравнению Лапласа

Uxx + Uyy + Uzz = 0,             (2)

получить новую гармоническую функцию 
V(x,y,z) [11 – 18]. Здесь и далее нижние ин-
дексы x, y, z обозначают частные произво-
дные по соответствующим переменным.

В частности, формула Томсона (1) слу-
жит полезным математическим инстру-
ментом при генерировании аналитических 
выражений для скалярных потенциалов 
электрических и магнитных полей, которые 
могут использоваться при синтезе новых 
электронно- и ионно-оптических систем 
[4 – 10, 19, 20].

Функция U(x,y,z) называется однород-
ной (точнее, положительно однородной) по 
Эйлеру, если она удовлетворяет тождеству

где m — степень однородности функции 
(не обязательно целочисленная). [21, 22].

Для того, чтобы непрерывно дифферен-
цируемая функция U(x,y,z) была положи-
тельно однородной по Эйлеру степени m, 

( ) 2 2 2

1, , , , .x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( ) ( )0 : , , , , ,mU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ

необходимо и достаточно, чтобы в любой 
точке пространства (за исключением, воз-
можно, начала координат) выполнялось 
дифференциальное соотношение Эйлера 
для однородных функций:

xUx +yUy + zUz –mU = 0.        (3)

Доказательство этого важного утвержде-
ния можно найти в работах [21, 22].

Поиск среди линейных алгебраических 
формул вида

(4)

(S, f, g, h – некоторые фиксированные 
функции) других соотношений, обладаю-
щих свойством для любых гармонических 
функций U(x,y,z) порождать новые гармо-
нические функции V(x,y,z), показал, что 
формула Томсона (1) является, в некотором 
смысле, уникальной [1, 15, 17].

Дело в том, что с точностью до трехмер-
ных вращений вокруг начала координат, 
сдвигов (параллельных переносов) 

x' = x + a, y' = y + b, z' =  z + c,
симметрий

x' = –x, y' = –y, z' = –z
и пропорционального масштабирования

x' = kx, y' = ky, z' = kz
(а также умножения полученных потен-
циалов на множитель-константу) форму-
ла Томсона (1) и тривиальное тождество 
V(x,y,z) = U(x,y,z) будут единственными 
выражениями вида (4), удовлетворяющими 
поставленной задаче.

Исследование линейных выражений с 
участием первых частных производных от 
функции U, которые имеют вид 

(5)

(S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксиро-
ванные функции), показало возможность 
существования дополнительных формул, 
преобразующих трехмерные гармонические 
функции в новые трехмерные гармониче-

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , , , , ,

V x y z S x y z

U f x y z g x y z h x y z

= ×

×

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

, ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

x

y

z

V x y z

S x y z U f x y z g x y z h x y z

P x y z U f x y z g x y z h x y z

Q x y z U f x y z g x y z h x y z

R x y z U f x y z g x y z h x y z

=

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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ские функции [1].
Теперь трансформирующие преобра-

зования являются уже не чисто алгебраи-
ческими, а дифференциально-алгебраи-
ческими. Это позволяет расширить набор 
доступных математических инструментов 
при генерировании новых трехмерных гар-
монических функций, служащих скалярны-
ми потенциалами для электрических и маг-
нитных полей.

Увеличение порядка частных произво-
дных от функции U, которые участвуют в 
выражении вида (5), приводит к дополни-
тельному расширению списка таких фор-
мул, но отчасти делает неудобным процесс 
оперирования с ними. В частности, по при-
чине зависимости друг от друга вторых про-
изводных гармонических функций, такие 
формулы не будут определены однозначно. 
А именно, для каждой трансформирующей 
формулы будет иметься широкий набор та-
ких формул, не эквивалентных друг другу 
алгебраически по внешнему виду, но даю-
щих на выходе ничем не отличающийся по 
сути результат.

Следует отметить, однако, что количе-
ство полученных в работе [1] трансфор-
мирующих преобразований, сохраняющих 
гармоничность трехмерной гармонической 
функции, оказалось меньше ожидаемого. 
Одной из причин отрицательного результа-
та при поиске новых алгебраических и диф-
ференциально-алгебраических выражений 
первого порядка для генерирования трех-
мерных гармонических функций, является, 
по-видимому,  слишком жесткое требова-
ние, что эти выражения должны работать 
для любых исходных гармонических функ-
ций U(x,y,z). Так, хорошо известно, что для 
двумерных гармонических функций U(x,y) 
любое конформное преобразование аргу-
ментов будет порождать новую двумерную 
гармоническую функцию [23 – 27]. Такое 
преобразование гармонических функций 
имеет вид (4), но при этом существенно от-
личается от формулы Томсона (1).

Другим примером служит формула Том-
сона для однородных гармонических функ-
ций (см. работы [28] и [29], приложение Б 
к главе 1), имеющая вид

(6)

При подстановке в формулу (6) однород-
ной гармонической функции U степени m 
функция (6) окажется гармонической, но 
для произвольной гармонической функции 

( ) ( )2 1, , , , .mV x y z r U x y z− −=

U это определенно не так.
Наконец, рассмотрим трансформирую-

щие преобразования вида

(7)

которые можно получить при анализе ус-
ловий гармоничности линейных форм от 
частных производных Ux, Uy, Uz с коэффи-
циентами, представляющими собой квадра-
тичные формы общего вида по переменным 
x, y, z. Из тождества

следует, что, вообще говоря, при требова-
нии для функции U одной лишь гармонич-
ности, выражение (7) будет гармонической 
функцией, только если 

a = b = c = 0.
Если же U является однородной функци-

ей степени m и удовлетворяет как уравне-
нию Лапласа (2), так и дифференциальному 
соотношению Эйлера (3), то будут выпол-
нены условия

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

, , , ,

, , , , ;

2 1 2 1

1 ;

2 1

1

2 1 ;

1

2 1 2 1 ,

x

y z

V x y z CU x y z

BU x y z AU x y z

A a m xz b m yz

c mx my m z

B a m xy

b mx m y mz

c m yz

C a m x my mz

b m xy c m xz

= +

+ +

= + + + +

+ − − + +

= + +

+ − + + − +

+ +

= + − − +

+ + + +

( )( )( )
( ) ( )

( )
( )( )
( )( )
( )( )

4 2

2 1

2 1

2 1

xx yy zz

xx yy zz

xxx xyy xzz xxy yyy yzz

xxz yyz zzz

xx xy xz x

xy yy yz y

xz yz zz z

V V V

m ax by cz U U U

C U U U B U U U

A U U U

a xU yU zU m U

b xU yU zU m U

c xU yU zU m U

+ + ≡

≡ + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + +

+ + + − − +

+ + + − − +

+ + + − −

0,xxx xyy xzzU U U+ + =

0,xxy yyy yzzU U U+ + =

0,xxz yyz zzzU U U+ + =
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которые получаются при дифференцирова-
нии (2) и (3) по x, y, z.

Тогда выражение (7) окажется гармо-
нической однородной функцией степени 
(m+1) при любых a, b, c.

Задача данной работы – поиск альтер-
нативных выражений, которые были бы 
применимы для однородных трехмерных 
гармонических функций и полезны при 
генерировании аналитических выражений 
для трехмерных гармонических функций, 
являющихся однородными по Эйлеру.

Имеются веские основания полагать, что 
при ограничении класса трансформируе-
мых гармонических функций можно значи-
тельно расширить набор трансформирую-
щих математических выражений.

Постановка задачи

Рассмотрим трансформацию трехмер-
ной однородной гармонической функции 
U(x ,y,z) в соответствии с правилом (5), где 
S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксирован-
ные функции, а U – произвольная одно-
родная гармоническая функция фиксиро-
ванной степени m. Требуется, чтобы для 
заданных функций S, P, Q, R, f, g, h и любых 
однородных гармонических функций U сте-
пени m выражение (5) было гармонической 
функцией, однородной по Эйлеру.

Поскольку функция U должна удовлет-
ворять дифференциальному соотношению 
Эйлера (3), в выражении (5) без ограниче-
ния общности можно считать, что

R(x, y, z) = 0
(частная производная Uz может быть выра-
жена через функции U, Ux, Uy).

Кроме того, ограничимся частным слу-
чаем

f(x,y,z) ≡ x, g(x,y,z) ≡ y,
h(x,y,z) ≡ z,

который есть следствие  рассматриваемого 
в работе [1] симметричного варианта заме-
ны переменных

f(x,y,z) = xφ(x,y,z),
g(x,y,z) = yφ(x,y,z),
h(x,y,z) = zφ(x,y,z)

( )1 ,xx xy xz xxU yU zU m U+ + = −

( )1 ,xy yy yz yxU yU zU m U+ + = −

( )1 ,xz yz zz zxU yU zU m U+ + = −

(здесь общий множитель φ(x,y,z) выносится 
из-под аргументов функций U, Ux, Uy и Uz в 
силу того, что эти функции являются одно-
родными по Эйлеру).

Таким образом, далее будут рассматри-
ваться трансформации вида

(8)

где S0, P0, Q0 – некоторые фиксированные 
функции, обеспечивающие однородность и 
гармоничность функции V при условии од-
нородности и гармоничности функции U, 
имеющей заданную степень однородности 
m.

Для того, чтобы выражение (5) было од-
нородной по Эйлеру функцией при под-
становке в него произвольной однородной 
гармонической функции U, функции S, P, 
Q, R, f, g, h в выражении (5) должны удов-
летворять некоторым дополнительным ус-
ловиям.

В частности, для выражений вида (8) 
можно показать, что условие, согласно ко-
торому функция S0 является однородной по 
Эйлеру степени n – m, а функции P0 и Q0 
являются однородными по Эйлеру степени 
n – m + 1, есть не только достаточное, но и 
необходимое, чтобы выражение (8) оказа-
лось однородной функцией степени n.

При доказательстве необходимости свой-
ства однородности по Эйлеру у функций 
S0, P0 и Q0, для функции U используется ее 
однородность по Эйлеру без привлечения 
свойства гармоничности. При этом потре-
буется проверка, что для гармонических од-
нородных функций не появляется дополни-
тельных вариантов, отсутствующих в случае 
произвольных однородных функций. Одна-
ко ограничительные требования

f(x,y,z) = x, g(x,y,z) = y,
h(x,y,z) = z, R(x,y,z) = 0

гарантируют, что других возможных вари-
антов для функций S0, P0 и Q0 не имеется.

Очевидный метод решения поставлен-
ной задачи состоит в том, чтобы из резуль-
тата подстановки выражения (5) или (8) в 
уравнение Лапласа и в дифференциальное 
соотношение Эйлера удалить все зависи-
мые частные производные функции U. По-
сле этого множители, сгруппированные пе-
ред оставшимися частными производными 
функции U, будут обязаны быть равными 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,
x

y

V x y z S x y z U x y z

P x y z U x y z

Q x y z U x y z

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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нулю по отдельности и независимо друг от 
друга. «Лишние» производные следует ис-
ключать, пользуясь не только уравнением 
Лапласа

Uxx + Uyy + Uzz = 0,

как это было сделано в работе [1], но и 
дифференциальным соотношением Эйлера

xUx + yUy + zUz = mU
для однородных функций степени m, а так-
же результатами дифференцирования ука-
занных уравнений по переменным x, y, z.

Задача несколько осложняется тем фак-
том, что при независимом дифференциро-
вании уравнения Лапласа и дифференци-
ального соотношения Эйлера возникают 
зависимые друг от друга дифференциаль-
ные соотношения:

Однако существует более эффективный 
способ решения поставленной задачи. По-
скольку U(x,y,z) является однородной по 
Эйлеру функцией степени m, то с помо-
щью замены переменных, использующейся 
для формулы Донкина [7 – 10, 30 – 34], ее 
можно представить в виде

(9)

где 2 2 2r x y z= + + , F – некоторая подхо-
дящая функция двух переменных.

Такая запись является слегка изменен-
ной формой универсального представления 
однородных функций степени k в соответ-
ствии с формулой [21, 22]:

она не приводит к потере допустимых ре-
шений.

Соответственно, трансформированную 
функцию V(x,y,z), которая должна будет 
являться однородной по Эйлеру функцией 
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xU yU zU m U

xU yU zU m U

x U U U

y U U U

z U U U

m U U U

+ + − − +
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+ + + − − ≡
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+ + + −

− − + +

( ), , , ,m x yU x y z r F
z r z r

 =  + + 

( ) ( )1 2 1 2 1 1, , , , ;k
n nf x x x x g x x x x= 

степени n, можно представить в виде

 (10)

Замена переменных, использованная 
при конструировании подстановок (9) и 
(10), является обратимой:

(11)

Для того, чтобы функция U, заданная с 
помощью равенства (9), была гармониче-
ской, т. е. удовлетворяла трехмерному урав-
нению Лапласа, необходимо и достаточно, 
чтобы функция F удовлетворяла двумерно-
му эллиптическому уравнению

(12)

Тогда любой однородной гармониче-
ской функции U степени m  соответствует 
функция F, удовлетворяющая уравнению 
(12), а из любого решения уравнения (12) 
с помощью подстановки (9) получается од-
нородная гармоническая функция степени 
n, причем указанное соответствие между 
функциями F и U будет взаимно-однознач-
ным. Это утверждение проверяется с помо-
щью прямой подстановки выражения (9) в 
трехмерное уравнение Лапласа с последую-
щей заменой переменных согласно прави-
лу (11). Аналогичный прием используется, 
например, в работах [35 – 39].

Легко понять, что преобразование функ-
ции U, согласно правилу (8), которое долж-

( ), , , .n x yV x y z r G
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но приводить к появлению новой однород-
ной гармонической функции V степени n, 
эквивалентно преобразованию функции F, 
согласно правилу

(13)

с некоторыми фиксированными функция-
ми

s(p,q), v(p,q), w(p,q),

после чего функция G обязана будет удов-
летворять уравнению

(14)

В итоге задача свелась к нахождению та-
ких функций s(p,q), v(p,q), w(p,q)

 
и таких 

индексов m, n, которые бы для любого ре-
шения дифференциального уравнения (12) 
после преобразования (13) порождали бы 
решения дифференциального уравнения 
(14). При этом на функции F и G не на-
кладывается никаких дополнительных ус-
ловий, кроме собственно уравнений (12) и 
(14).

Решение задачи

После подстановки выражения (13) в 
уравнение (14) получается линейная ком-
бинация частных производных 

F, Fp, Fq, Fpp, Fpq, 
Fqq, Fppp, Fppq, Fpqq, Fqqq

(нижние индексы обозначают переменные, 
по которым берутся соответствующие част-
ные производные).

Производные Fqq, Fpqq, Fqqq  
являются 

зависимыми, и их можно выразить через 
остальные частные производные с помо-
щью уравнения (12). После этого множи-
тели, сгруппированные перед оставшимися 
частными производными

F, Fp, Fq, Fpp, Fpq, Fppp, Fppq,
должны оказаться равными нулю, если тре-
буется, чтобы функция G удовлетворяла 
уравнению (14) для любого решения урав-
нения (12). Полученная система уравнений 
имеет вид:
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Анализ полученной переопределенной 

системы уравнений в частных производных 
относительно неизвестных функций s(p,q), 
v(p,q), w(p,q) с помощью методов [40 – 46] 
приводит к следующим невырожденным 
решениям, исчерпывающим все возможные 
случаи.

а) n = –2 – m или n = 1 + m:

где ca, cb, cc – произвольные константы;
б) n = –1 + m или n = –m:

где ca, cb, cc – также произвольные констан-
ты;

в) n = m или n = –1 – m:

( ) ( )( )
( )
( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

22 2

22 2

22 2

32 2

22 2

0, 0,

4 1 1
2 ,

1

4 1 1
2 ,

1

4 1 1

1

16 1
( )

1

4 1
.

1

p q q p

pp qq p

pp qq q

pp qq

p q

v w v w

n n m m
v v v s

p q

n n m m
w w w s

p q

n n m m
s s s

p q

m m
pv qw

p q

m m
v w

p q

− = + =

+ − +
+ + = −

+ +

+ − +
+ + = −

+ +

+ − +
+ + =

+ +

+
= − + +

+ +

+
+ +

+ +

( ) ( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

1
,

1

4 4 1 ,

, 2 1 ,

, 2 1 ,

a b c

c b a

c a b

m
s p q

p q

c p c q c p q

v p q c p c pq c p q

w p q c q c pq c p q

+
= × + +

× + + − −
 = + + − + −
 = + + − − +

( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

,
1

4 4 1 ,

, 2 1 ,

, 2 1 ,

a b c

c b a

c a b

ms p q
p q

c p c q c p q

v p q c p c pq c p q

w p q c q c pq c p q

− = × + +
× + + − −

 = + + − + −
 = + + − − +

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

, ,

, 2 1 ,

, 2 1 ,

c b a

c a b

s p q c

v p q c q c pq c p q

w p q c p c pq c p q

 =
 = − + + + −


= + + − +



55

Математическая физика

где c, ca, cb, cc – произвольные константы.
Кроме того, имеются вырожденные ре-

шения. Первое из них имеет вид

s(p,q) = 0, v(p,q) = 0, w(p,q) = 0
и не представляет особого интереса. 

Второе решение соответствует выбору
m = 0, n = 0,

либо m = 0, n = –1,
либо m = –1, n = 0, 
либо m = –1, n = –1.

В этих случаях уравнения (12) и (14) пре-
вращаются в двумерные уравнения Лапла-
са, а преобразование (13) приобретает вид

(15)

где c – константа, а функции v(p,q), w(p,q)
 удовлетворяют условиям Коши – Римана

vp = wq, vq = –wp,
т. е. являются вещественной и мнимой ча-
стями аналитической функции комплекс-
ного переменного

u(p + iq) = v(p,q) + iw(p,q).
Физический смысл уравнения (15) до-

статочно прост: умножение на константу 
превращает решение двумерного уравнения 
Лапласа в решение двумерного уравнения 
Лапласа, а произведение двух аналитиче-
ских функций комплексного переменного

v(p,q) + iw(p,q), Fp(p,q) – iFq(p,q)
снова дает аналитическую функцию ком-
плексного переменного, вещественная и 
мнимая части которой обязаны удовлет-
ворять двумерному уравнению Лапласа 
[24 – 27, 36].

Однако это любопытное вырожденное 
решение не слишком интересно в качестве 
генератора новых однородных гармониче-
ских функций, поскольку вещественные 
и мнимые части аналитических функций 
комплексного переменного обеспечивают 
вполне достаточный ресурс для решений 
двумерного уравнения Лапласа. При этом 
все трехмерные однородные гармониче-
ские функции со степенями однородно-
сти 0 и –1 можно получить с помощью 
формул Донкина [7 – 10, 30 – 34]:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
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, , ,
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q

G p q cF p q v p q F p q

w p q F p q
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+

где H – решение двумерного уравнения Ла-
пласа.

В конечном итоге получаются следую-
щие трансформирующие выражения вида 
(8):
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(28)

(29)

(30)

 (31)

(32)

(33)

(34)

 
(35)

где 2 2 2 .r x y z= + +
Наличие в знаменателе переменной z 

обычно свидетельствует о том, что в фор-
муле неявным образом присутствует про-
изводная Uz с некоторым ненулевым мно-
жителем, которая впоследствии, из-за ис-
пользования соотношения Эйлера (3) для 
исключения зависимой производной Uz, 
превратилась в линейную комбинацию 
функций U, Ux и Uy. В результате некоторые 
выражения можно упростить, избавившись 
от переменной z в знаменателе:
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Заключение
В работе показано, что формулу Томсона 

для трехмерных гармонических функций, 
однородных по Эйлеру, можно обобщить, 
если вместо чисто алгебраических линей-
ных выражений использовать линейную 
алгебраическую форму (5) с участием част-
ных производных первого порядка от ис-
ходной функции. Приводится исчерпываю-
щий список полученных выражений перво-
го порядка, преобразующих произвольные 
трехмерные однородные гармонические 
функции в новые трехмерные гармониче-
ские функции, которые можно получить, 
не прибегая к замене переменных в аргу-
ментах функции U.

Аккуратная проверка, впрочем, показы-
вает, что все полученные выражения фак-
тически представляют собой трансформи-
рующие формулы для трехмерных гармони-
ческих функций общего вида из работы [1], 
которые упрощены с помощью предполо-
жения об однородности функции U и диф-
ференциального соотношения Эйлера (3) 
для однородных функций [21, 22].

Можно получить и другие соотношения, 
если рассматривать линейные комбинации 
с постоянными коэффициентами, состав-
ленные из базовых соотношений (16) – (35), 
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которые соответствуют одной и той же сте-
пени однородности трансформированной 
функции. Кроме того, если прибавить к 
любой из формул (16) – (35) соотношение 
Эйлера (3), умноженное на произвольную 
однородную функцию соответствующей 
степени, то получится новая трансформи-
рующая формула.

Например, такой линейной комбинаци-
ей является трансформирующая формула 
(7), которая с формальной точки зрения 
кардинальным образом отличается от по-
лученных ранее базовых формул (16) – 
(35):
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Однако, хотя подобные формулы визу-
ально могут весьма заметно отличаться (в 
алгебраическом смысле) от полученного 
ранее списка, по своему действию в каче-
стве генераторов новых аналитических вы-
ражений для трехмерных однородных гар-
монических функций эти формулы будут 
полностью эквивалентны базовым форму-
лам (16) – (35). Аналогичные проблемы c 
фактической идентичностью математиче-
ских выражений, не равных друг другу тож-
дественно в алгебраическом смысле, опи-
сываются, например, в работах [47 – 50].

Вычисления, приводимые в данной ра-
боте, выполнены с помощью программы 
Wolfram Mathematica [51].

Данная работа частично выполнена в рам-
ках гос. задания № 075-00780-19-00 Института 
аналитического приборостроения РАН.
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ЧИСЛЕННАЯ ВЕРИФИКАЦИЯ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ 
ТИПИЧНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ КРОККО С ПОМОЩЬЮ 

НЕЯВНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА
М.Р. Петриченко, Е.В. Котов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для верификации решения типичной предельной задачи Крокко проведен 
численный эксперимент с использованием неявной разностной схемы второго порядка. 
Вычислительный эксперимент показал равномерную на промежутке 0 ≤ х ≤ 1 сходимость 
численной аппроксимации решения к слабому решению при небольшой плотности 
дискретизации промежутка (порядка N = 104 узлов). Показано, что численное решение 
аппроксимирует слабое решение типичной предельной задачи Крокко, кроме правого 
конца промежутка интегрирования – точки x = 1. Решение предельной задачи Крокко 
может быть продолжено левее точки x = 0 с сохранением непрерывности и гладкости 
решения в этой точке. Точка x = 1 представляет естественную верхнюю границу области 
определения решения.

Ключевые слова: типичная предельная задача Крокко, неявная разностная схема, 
слабое решение, гомотопия
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To verify the solution of a typical Crocco boundary problem, a numerical experiment has 

been performed using an implicit second-order difference scheme. The computational experi-
ment showed uniform convergence in the 0 ≤ х ≤ 1 interval for the numerical approximation of 
the solution to a weak solution with a small interval discrete sampling (of the order of N = 104 
nodes). It was shown that a numerical solution approximated a weak solution of the typical 
Crocco limit problem, except for the right end of the integration interval. The solution of the 
Crocco boundary problem could be continued to the left of the point x = x0 while preserving the 
continuity and smoothness of the solution at this point. The point x = 1 represents the natural 
upper bound of the solution domain.
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Введение

Как известно, типичная предельная за-
дача Крокко ставится следующим образом 
[1]: 

(1)

где у0:= у(х0) > 0.
В классическом случае типичной пре-

дельной задачи

γ = 1/2, х0 = 0, y0:= y(0).
В настоящей статье рассматривается 

именно этот классический случай.
Можно доказать, что двухточечные пре-

дельные условия (1) равносильны условию 
Коши:

 
Пусть a = 0. Тогда ( ) ( )32 / 3y x x= ± −  

есть решение однородной одноточечной за-
дачи для уравнения Крокко на отрицатель-
ной полуоси x < 0.

В гидродинамических приложениях 
y(x) – обезразмеренное трение, x – обезраз-
меренная продольная компонента скорости 
в пограничном слое на пластине, обдува-
емой плоским потоком в продольном на-
правлении.

Тогда y(0) = a представляет собой ка-
сательное напряжение трения на стенке 
(константа Блазиуса) [2]. В гидравлической 
теории фильтрации x – обезразмеренная 
глубина фильтрационного потока сквозь 
скалярную (однородную и изотропную) по-
ристую среду, y – потенциал Крокко, опре-
деляемый как

где s – продольная координата, отсчитыва-
емая вдоль фильтрационного потока.

В задачах фильтрации постоянная 
y0 = y(x0) пропорциональна фильтрацион-
ному расходу в сечении выхода потока на 
границу среды [3].

Стационарные решения для безнапорной 
фильтрации в скалярной среде  выполнены 
в терминах аналитической теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений [3]. 
Современные результаты таких решений 
приводятся в работах [4 – 6].

Для типичной задачи Крокко (1) спра-

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

''
0

0

0

0, : 0 1 ;    

Im : 0 ;

1 0,

yy x D y x x x

y y y y

y x y

+ γ = = ≤ < <

= > >

′ = =

( ) ( )0 0 0.y a y′− = =

1

( ) ,    (1) (0) 0,
x

y x sdx y y′ ′= = =∫

ведливы следующие утверждения.
1. Уравнение Крокко имеет две ветви ре-

шения: положительную у+(х) и отрицатель-
ную у–(х). Отрицательная ветвь определяет-
ся как решение предельной задачи:

при этом

Доказательство тривиальное.
Далее будет рассматриваться только 

положительная ветвь решения уравнения 
Крокко, т. е. у(x) := у+(x).

2. Решение типичной предельной задачи 
Крокко (1) обладает следующими свойства-
ми:

поэтому y0 = a > y(x), 0 < x < 1.
Для доказательства утверждения 2 фор-

мально понизим порядок уравнения Крок-
ко и сведем его к интегральному уравне-
нию:

Интеграл в правой части можно рассчи-
тать, если использовать теорему Бонне о 
среднем значении. Получим:

(2)

где θ – правильная дробь, 0 < θ < 1.
Остается перейти к пределу при x →1– 0, 

что и требовалось доказать.
Решение уравнения (2), такое, чтобы 

значение y(1) было равно нулю, y(1) = 0, 
имеет следующий вид:

(3)

Это решение (3) непрерывно зависит от 
величины дроби θ. Его среднее по θ зна-
чение представляет собой так называемое 
слабое решение типичной предельной зада-
чи Крокко, трактуемое как распределение 
по θ с плотностью распределения y(x; θ) [7]. 

С учетом выражения (3), слабое решение 
типичной предельной задачи Крокко имеет 
вид:

(4)

0

0

2 0,    ( ) ( : 1),
(0) (1) 0,   Im( ) ( : 0);

y y x D y x x x
y y y y y y

− − −

− − − −

′′ + γ = = < <
′ = = = − > >

( ) ( ) ( )0,   0,1 .y x y x x+ −+ = ∀ ∈

1 0

( ) 0,   ( ) 0;
( ) ,x

y x y x
y x → −

′ ′′< <
′ →−∞

0

2 0,   0 1.
( )

x tdty y x
y t

′ ′= − → ≤ ≤ <∫

( )2 22 1/ 2 1 ,yy x′ = − − θ

2 2 3( , ) 1/ 6(1 )(1 ).y x xθ = − θ −

3( ) 1/ 3 1 ,y x x= −
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и тогда y0 = y(0) = 1/3, что является непло-
хим рациональным приближением для по-
стоянной Блазиуса.

Точное значение постоянной Блазиуса 
вычислено в работе В.П. Варина [8]. Как 
видно из формулы (4), слабое решение 
можно продолжить на отрицательные зна-
чения x с сохранением непрерывности и 
гладкости решения в точке x = 0.

Решение типичной предельной задачи 
Крокко связано с решением нелинейного 
интегрального уравнения:

(5)

которое дает следующее выражение для по-
стоянной Блазиуса:

Решение уравнения (5) можно также по-
лучить в виде ряда Лагранжа [9]. В указан-
ной работе доказано, что радиус сходимо-
сти ряда Лагранжа меньше единицы и ряд 
расходится при x →1– 0.

Альтернативой решению в виде ряда Ла-
гранжа может служить формирование ите-
рационного процесса:

где нижний индекс k указывает номер ите-
рации.

Значения постоянной Блазиуса, полу-
ченные в процессе итерации, определяются 
из последовательности

Для разных k последовательно находим 
следующие значения.
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1: ( ) 1/12 0,2887;
2 : ( ) 1/12 (1 ),

( ) (1 ) / 12, (0) 1/ 12;

k y x y
k y x y x

y x x y

= = = =

= ⋅ = −

= − =

и т. д.
Соответственно первые три итерирован-

ных значения постоянной Блазиуса образу-
ют последовательность

и, в среднем, за первые три итерации y(0) 
лежит в диапазоне

0,3299 < y(0) < 0,3344.
Итерационный процесс приводит к три-

виальным и длительным вычислениям, что 
становится ясным уже на третьей итерации. 
Очевидно, любое итерированное решение 
обладает всеми основными свойствами ре-
шения предельной задачи (1):

Неудобство итерационного процесса со-
стоит в громоздкости выражений для ите-
рированных решений и в отсутствии дока-
зательства его сходимости. Оба этих пре-
пятствия можно обойти, если использовать 
разностную аппроксимацию предельной 
задачи (1).

Интерес к численным решениям уравне-
ния Блазиуса появился сразу же после пу-
бликации его работы в 1908 году [2] и связан 
с разочарованием в методе интегрирования 
с помощью степенных рядов (см. работу 
[8] и ее препринт, содержащий историю 
вопроса). Современные исследования [10, 
11, 13 – 21] посвящены, в основном, улуч-
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шению сходимости предикт-коррекшн-ме-
тодов решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений пограничного слоя. 
Исключение составляет работа [22], содер-
жащая развитие метода С. Каплуна, трак-
туемого в терминах гомотопических ото-
бражений промежутка интегрирования на 
компакт. В случае предельной задачи (1) 
отображения компактны.

Пусть линейная гомотопия

F(t,x): ((0 < t < 1) × (0 < x <1)) → (0, a)
изображает решение предельной задачи (1).

Тогда F(0, x) изображает решение 
в окрестности точки х = 0, а F(1, x) – в 
окрестности точки x = 1. Например, для 
слабого решения

Линейное гомотопическое отображение 
имеет вид:

Слабое решение также представляет не-
которую гомотопию с параметром θ ∈ (0,1). 
Действительно:

Наконец, работа [12] посвящена возро-
ждению метода степенных разложений. Но 
ее результаты перекрываются данными ра-
боты [8] по плоским рядам, а также пре-
принтами этой публикации в трудах Ин-
ститута прикладной математики РАН им. 
М.В. Келдыша, которые были опубликова-
ны ранее.

При численном решении задачи (1) на 
интервале x ∈ (0, 1) расчетная область со-
стоит из N участков с постоянным шагом 
h = 1/N (xj = jh, j = 0, 1, …, N). При дискрети-
зации уравнения (1) используется разност-
ная схема второго порядка:

(6)

Равенство (6) представляет собой дис-
кретный аналог точного равенства

( ) ( )( )
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= −
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h y
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Это выражение линейно относительно 
компоненты yj+1, и поэтому, если известны 
компоненты yj–1, yj (где j = 1(1)) вектора у, 
то для вычисления yj+1 получается линейная 
система алгебраических уравнений.

Граничные условия в предельной задаче 
(1) при дискретизации принимают следую-
щий вид:

(7)

Если для разностей в равенствах (6), (7) 
ввести обозначения

(8)

то задачу (6) – (8) можно записать в экви-
валентной форме линейной алгебраической 
системы

F(y) = 0,

где F, y – векторы, имеющие вид

F = [f0f1…fN]T,
y = [y0y1…yN]T.

Для решения полученной нелинейной 
системы используется итеративный метод 
Ньютона:

y(k+1) = y(k) + ∆y(k),
где ∆y(k) – вектор невязок,

∆y(k) = [∆y0
(k) ∆y1

(k)… ∆yN
(k)]T.

Он получается как решение линеаризо-
ванного матричного уравнения с матрицей 
Якоби JF(y) порядка N + 1:

(9)

(10)

Предполагается, что матрица JF(y) хо-
рошо обусловлена. Тогда система (10) кор-
ректна и однозначно разрешима:
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Подставляем равенство (8) в уравнение 
(9), и тогда с учетом равенства (10) получа-
ем следующие выражения:

(11)

(12)

(13)

(14)

Очевидно, что система уравнений (11) – 
(14) содержит три неизвестных в каждом из 
уравнений и похожа на тридиагональную 
систему. Обычно в подобных системах пер-
вое и последнее уравнения содержат лишь 
два неизвестных. Однако в данной системе 
первое уравнение содержит три неизвест-
ных: ( ) ( ) ( )

0 1 2, , .k k ky y y∆ ∆ ∆
Для исключения неизвестного ( )

0
ky∆

уравнение (11) можно представить в 
следующем виде:

(15)

Далее, подставляя выражения (13) и (14) 
в уравнение (15) при j = 1, получаем выра-
жение:

(16)

 где

(17)

Матрица системы уравнений (11), (15), 
(16) является тридиагональной. Эту систе-
му можно решить с прогонкой по индексам 
j:

(18)

Из равенства (16) следует, что

(19)
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Из уравнений (15), (19) вытекает равен-
ство:

(20)

С учетом граничного условия yN = 0, для 
всех k получаются равенствa

После вычисления pj и qj для j = 1, 2, 
…, N – 1 при помощи выражений (18) и 
(19), можно вычислить ( )k

jy∆ для j = N – 1, 
N – 2, …, 0 при помощи выражения (18).

Вычисления проводятся до тех пор, пока 
не будет достигнута заранее заданная точ-
ность ε:

где ||*|| означает, например, sup – норму 
вектора невязки или любую эквивалентную 
норму матрицы.

На рис. 1 представлено численное реше-
ние задачи (4), (5) на интервале x ∈ [0, 1] 
при γ = 1 с различным количеством шагов 
N при ε = 10–6. В масштабе рисунка рас-
слоение численных решений невелико да-
же при изменении числа N узлов дробления 
промежутка интегрирования 0 < x < 1 на 4(!) 
порядка, 102 ≤ N ≤ 106. В качестве началь-
ного приближения рассматривается следу-
ющее выражение:

y0 = (1/2) (1 – x2)½.
Сплошной жирной линией на этом ри-

сунке показано слабое решение (4) с по-
стоянной Блазиуса 0,4714 (точное значение 
равно 0,4696).

Таблица содержит результаты вычисле-
ния постоянной Блазиуса y(0) при γ = 1 и 
различных количествах шагов N, а также 
значения, полученные другими авторами 
[12 – 16].

Из данных таблицы следует, что три пер-
вые точные значащие цифры постоянной 
Блазиуса вычисляются уже при небольшом 
числе узлов, при N > 10000. На правом кон-
це промежутка интегрирования, т. е. при 
x = 1 – 0, производная численного решения 
ограничена снизу и график ни одного чис-
ленного решения не обладает вертикальной 
касательной (см. рис. 1). Ограниченность 
значений численных производных ожида-
ема, так как используются односторонние 
разности.

( )( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 0.

k k
j j j j j j

k k
j j j

a p q y b y

c y f

− −

+

− ∆ + ∆ +

+ ∆ + =

( ) ( ) 0.k k
N Ny y= ∆ =

( ) ,k∆ ≤ εy
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Рис. 1. Численное решение задачи Крокко на интервале x ∈ [0, 1] при γ = 1 с различным 
количеством шагов N: 100, 1000, 10 000, 100 000, 106 (расслоенный пучок линий 1);

 линия 2 – начальное приближение y0 = 1/2, линия 3 – слабое решение (4) с постоянной 
Блазиуса y0 = 0,4714

Таблица

Расчетные значения постоянной Блазиуса y(0) 
при варьировании параметров и числа разбиений промежутка 

интегрирования

Источник Число 
шагов N

Значение y(0)
γ = 0,5 γ = 1,0

Настоящая 
статья

100 0,339566 0,472865
1000 0,335198 0,471984
10000 0,332051 0,470430
100000 0,332053 0,469855
1000000 0,332053 0,469676

[13]
–

0,332057 0,469600
[14] 0,3320573362 0,4695999889
[15] 0,332057 0,469599
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Для продолжения решения задачи (1) в 
область x < 0 используется разностная схе-
ма второго порядка (6) со следующими пре-
дельными условиями:

(21)

где 0y  – значение y(0) из решения, 
полученного на интервале x ∈ [0, 1], т. е. 
постоянная Блазиуса численного решения.

При дискретизации граничные условия 
(21) принимают вид

откуда следует 0 0 1.y y y−= =

Таким образом,

где M – количество расчетных шагов в об-
ласти x < 0 (натуральное число).

На рис. 2 представлено положительное 
численное решение предельной задачи (1), 
продолженной на отрицательную полуось. 
В точке контакта х = – 0 сохраняется не-
прерывность и гладкость продолженного 
решения.

Продолжение положительной и отрица-
тельной ветвей слабого решения на отри-

( ) ( )00 0 0,y y y′− = =

( )0 0 0 1 / 0,y y y y h−− = − =

2
1 2 1 12 / ,   

2, 3,..., ,
j j j j jy y y h x y

j M
+ + + += − − γ

= − − −

Рис. 2. Решение задачи Крокко на интервале x ∈ [–1, 1] при γ = 1

цательную полуось имеет следующий вид:

Очевидно, что при – x >> 1 слабое реше-
ние имеет порядок, совпадающий с поряд-
ком точного решения предельной задачи 
(1):

Выводы
Проведенное исследование привело нас 

к следующим выводам.
1. Слабое решение предельной задачи 

Крокко обладает всеми свойствами точно-
го решения: нулевой производной в точке 
x = 0, неограниченной производной в точке 
x = 1, возможностью продолжения решения 
на отрицательную полуось x < 0 с сохране-
нием непрерывности и гладкости в точке 
x = 0.

2. Полученные нами значения постоян-
ной Блазиуса в слабом решении составили: 
y(0) = 1/3 при γ = 1/2 и y(0) = 0,4717 при 
γ = 1; приближенное значение постоянной 
Блазиуса отличается от точного значения

(y(0) = 0,332059, γ = 1/2 и 
y(0) = 0,4696, γ = 1) 

меньше, чем на 0,4%.

( ) ( ) ( )31 ,  1/ 3y x a x a= ± − − = γ

( ) ( )3/2 .y x x−
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3. Вычислительный эксперимент пока-
зал равномерную на промежутке 0 ≤ х ≤ 1 
сходимость численной аппроксимации ре-
шения к слабому решению при небольшой 
плотности дискретизации промежутка (по-
рядка N = 104 узлов).

4. На правом конце промежутка инте-

грирования, x = 1 – 0, производная чис-
ленного решения ограничена снизу и гра-
фик численного решения не обладает вер-
тикальной касательной. Ограниченность 
значений численных производных ожида-
ема, так как используются односторонние 
разности.
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В работе предлагается модификация метода лазерной корреляционной 
спектроскопии для повышения точности определения размеров полидисперсных 
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Введение
В настоящее время повышается интерес 

к созданию и исследованию наночастиц, 
в том числе и в составе суспензий. Суще-
ствующие методы, признанные наиболее 
эффективными для определения размеров 
наночастиц, такие как электронная и атом-
но-силовая микроскопия, не позволяют 
наблюдать изменения размеров и динами-
ку агрегации частиц в реальном времени 
[1, 2]. К тому же их применение крайне 
ограничено при исследовании биологиче-
ских суспензий.

В такой ситуации оказались эффектив-
ными методы, основанные на динамиче-
ском рассеянии света, в том числе метод 
лазерной корреляционной спектроскопии 
(ЛКС) [1, 3]. Он широко применяется для 
экспресс-анализа размеров как наночастиц 
при их производстве, так и биомолекул. Од-
нако коммерческие варианты реализации 
лазерных корреляционных спектрометров 
не позволяют с достаточной достоверно-
стью исследовать многокомпонентные по-
лидисперсные растворы [4]. Кроме того, все 
размеры рассчитываются в приближении 
сферичности рассеивателей, в то время как 
нередко встречаются наночастицы иных 
форм, а биомолекулы зачастую образуют 
кластеры несферической формы [5, 6]. С 
учетом перечисленных ограничений акту-
альным является развитие существующего 
метода лазерной корреляционной спектро-
скопии и алгоритмов обработки данных, 
для того чтобы повысить точность опреде-
ления размеров частиц в полидисперсных 
суспензиях, а также определять их про-
дольные и поперечные размеры при усло-
вии их несферичности.

В данной статье представлено описа-
ние программно-аппаратного комплекса, 
разработанного авторами на основе метода 
лазерной корреляционной спектроскопии. 
Такой комплекс позволяет решать постав-
ленные задачи и получать размерные рас-
пределения и динамику их изменения для 
несферических частиц в полидисперсных 
суспензиях.

Схема реализации модифицированного 
метода ЛКС

Метод ЛКС основан на регистрации и 
анализе рассеянного светового излучения 
на частицах, совершающих броуновское 
движение в жидкости. Рассеянный свет в 

плоскости наблюдения образует динами-
ческую спекл-картину [7]. Интенсивность 
такой картины в точке будет изменяться во 
времени вследствие движения рассеивате-
лей в жидкости. Если регистрировать дина-
мику изменения интенсивности спекл-кар-
тины в малой области, то можно сделать 
выводы о характере движения частиц и их 
размерах [8]. Движение частиц в данном 
случае характеризуется коэффициентом 
диффузии.

Схема разработанного программно-ап-
паратного комплекса представлена на 
рис. 1. В качестве источника излучения 
выбран одномодовый лазерный модуль 1 
с мощностью непрерывного излучения до 
5 мВт и рабочей длиной волны 650 нм. ПиП-
тание лазерного модуля осуществляется че-
рез аккумуляторную батарею, что позволяет 
создать высокостабильное по мощности 
излучение. Для фокусировки излучения ис-
пользуется асферическая короткофокусная 
линза 3, позволяющая получать диаметр 
пучка в фокусе линзы, равный 500 мкм, и 
протяженность каустики в растворе, рав-
ную 5 мм. В схеме реализована возмож-
ность детектирования рассеянного излуче-
ния под углами от 5 до 175°. Диафрагма и 
многомодовое оптоволокно применяются 
для ограничения области рассеяния (зада-
ния эффективного рассеивающего объема), 
с которой принимается излучение. Длина 
эффективного рассеивающего объема, рас-
считанная для угла рассеяния в 90°, состав-
ляет 4,8 мм. Сигнал с фотоэлектронного 
умножителя 9 оцифровывается АЦП-мо-
дулем 10 на частотах 50 кГц – 50 МГц и 
обрабатывается на компьютере.

Представленная модификация метода 
ЛКС позволила реализовать аппаратную 
часть в малогабаритном корпусе (размер 
составляет 25×15×5 см) и создать перенос-
ной лазерный корреляционный спектро-
метр (вес – до 2 кг) [9].

Для анализа несферических наночастиц 
в описанную схему были добавлены поля-
ризационные пластины 4 [10].

Рассеянное излучение регистрирова-
лось при двух ортогональных положениях 
поляризатора-анализатора, что позволяло 
вычислять отдельно коэффициенты транс-
ляционной и ротационной диффузии. В 
совокупности два этих параметра позво-
ляли оценивать продольные и поперечные 
размеры несферических частиц.
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Рис. 1. Схема лазерного корреляционного спектрометра:
1 – лазер, 2 – экран c отверстием, 3 – собирающая линза, 4 – поляризатор, 

5 – кювета с исследуемым раствором, 6 – выходной поворотный поляризатор-анализатор,
7 – коллимирующая система, 8 – входной разъем одномодового оптоволокна,

9 – фотоэлектронный умножитель, 10 – аналого-цифровой преобразующий модуль,
11 – персональный компьютер с программой обработки

Анализ размеров наночастиц с 
использованием автокорреляционных 

функций

Сигнал, регистрируемый при помощи 
предложенной схемы, представляет собой 
псевдослучайную зависимость интенсив-
ности рассеянного излучения от времени. 
Частота этого сигнала определяется скоро-
стью флуктуаций интенсивности светово-
го излучения в плоскости наблюдения, а 
эта скорость, в свою очередь, – скоростью 
броуновской диффузии частиц в растворе. 
Для нахождения характерных частот мож-
но было бы воспользоваться преобразова-
нием Фурье, но из-за того, что одновре-
менно регистрируются сигналы рассеяния 
от нескольких частиц, а также из-за нали-
чия шумов, такой подход не дает точных 
результатов. Как правило, в таких случаях 
используется не частотное, а временнόе 
представление спектра сигнала, т. е. вычис-
ление его автокорреляционной функции.

Рассмотрим диффузию частиц в раство-
ре более подробно. Броуновское движение 
– это случайный процесс, поэтому при 
освещении кюветы с раствором лазерным 
лучом количество рассеивателей в измери-
тельном объеме – случайная величина, как 
и интенсивность рассеянного света.

В ЛКС для обработки сигнала рассеяния 
вычисляют автокорреляционную функцию 
сигнала:

(1)

где Еs(t) – величина светового поля в об-
ласти регистрации; G(1)(τ) называют авто-
корреляционной функцией первого рода; 
τ – время корреляции.

В реальных экспериментах, как прави-
ло, используются квадратичные детекто-
ры (фотоэлектронные умножители), кото-
рые регистрируют флуктуации не поля, а 
интенсивности рассеянного излучения. В 
этом случае вычисляется автокорреляцион-
ная функция второго рода, имеющая сле-
дующий вид:

(2)

В случае, если рассеянный свет пред-
ставляет собой стационарный Гауссов 
случайный процесс, автокорреляционная 
функция второго рода будет связана с ав-
токорреляционной функцией первого рода 
соотношением Зигерта [11]:

(3)

Данное соотношение позволяет перейти 
от измеренной функции G(2)(τ) к функции 
G(1)(τ). Для идентичных сферических рас-
сеивателей, положение которых не корре-
лировано, можно переписать автокорреля-
ционную функцию в следующем виде [11]:

(4)

(1) *( ) ( ) ( ) ,S SG E t E tτ = 〈 + τ 〉

(2) * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .S S S SG E t E t E t E tτ = 〈 + τ + τ 〉

2(2) (1)( ) ( ) 1.G Gτ = τ +

(1) ( ( ) (0)( ) ( , ) .iiG S d e e 0− ω ττ −τ = 〈 〉q r rq
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В данном уравнении S(q,d) – амплитуда 
рассеянного излучения; q – вектор рассея-
ния, модуль которого вычисляется следую-
щим образом:

(5)

Для свободной и изотропной диффузии 
данное выражение еще больше упрощает-
ся:

(6)

Здесь DT – коэффициент трансляцион-
ной диффузии, который, согласно формуле 
Стокса – Эйнштейна, задается следующим 
образом [11]:

(7)

где h, Па·с, – вязкость жидкости; kB, Дж/K, 
– постоянная Больцмана; Т, K, – темпера-
тура; d, м, – гидродинамический диаметр 
рассеивателей.

Приведенного математического аппара-
та достаточно для определения коэффици-
ентов диффузии и размеров молекул, нахо-
дящихся в равновесном состоянии. Кроме 
того, можно наблюдать агломерацию био-
логических молекул или, например, метал-
лов. Это позволяет качественно охаракте-
ризовать активность тех или иных молекул, 
оценить состав раствора.

Представленная теория действительна 
исключительно при условии сферичности 
рассеивателей и отсутствия анизотропии 
поляризуемости излучения. Для более де-
тального исследования необходимо учиты-
вать также вращательную диффузию. Если 
отойти от сферического приближения и 
предположить, что амплитуды рассеянного 
светового поля зависят от ориентации ча-
стиц в пространстве, то выражение для ав-
токорреляционной функции для объектов 
с вращательной симметрией (цилиндры, 
эллипсоиды) переписывается в следующем 
виде [10, 12]:

(8)

где S0(q,d), S1(q,d) – постоянная и пере-
менная амплитуды рассеянного излучения 
соответственно, причем вторая зависит от 
вращения частиц; d1, d2 – условные вели-
чины диаметра и длины частиц, DR – ко-
эффициент трансляционной диффузии.

В данном выражении первое слагаемое 
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q

отвечает за обычную трансляционную диф-
фузию, второе обычно определяется вра-
щательной диффузией.

Угловые зависимости величин S0(q,d) и 
S1(q,d) приводят к следующему: при малых 
углах (в нашем случае θ < 60)̊ только транс-
ляционная диффузия вносит существен-
ный вклад в сигнал рассеяния [12]. При 
увеличении угла наблюдения вклад рота-
ционного движения увеличивается, одна-
ко чтобы отделить его от трансляционного 
движения, необходимо измерять угловые 
зависимости рассеяния.

При наличии анизотропии поляризуе-
мости рассеивателей (или в случае исследо-
вания несферических частиц) можно изме-
рять также автокорреляционную функцию 
деполяризованной компоненты рассеяния:

(9)

Видно, что компонента, отвечающая 
исключительно за трансляционное движе-
ние, отсутствует, что позволяет избежать 
измерения угловых зависимостей и огра-
ничиться измерением поляризованной и 
деполяризованной компонент при малых 
(в диапазоне 20 – 50̊) углах.

Значения для коэффициентов диффузии 
будут зависеть от формы рассеивателя. Для 
эллипсоидов вращения, которые являются 
основной формой наночастиц, наблюдае-
мой в экспериментах, коэффициенты диф-
фузии можно записать следующим образом 
[12]:

(10)
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где da, db – полуоси эллипсоидов.
На основе данных измерения коэффи-

циентов трансляционной и ротационной 
диффузии можно отдельно рассчитать раз-
меры несферических частиц.

Таким образом, для определения разме-
ров наночастиц необходимо построить ав-
токорреляционную функцию сигнала рас-
сеяния, решить обратную некорректную 
задачу для определения коэффициентов 
диффузии и с помощью формулы (7) или 
(10) вычислить размеры частиц.

Методы решения обратной задачи ЛКС
Как уже было отмечено, проблема ап-

проксимации экспериментальных данных 
проста для рассмотренного случая рассея-
ния света монодисперсными сферическими 
частицами. Если образцы полидисперсные, 
то интерпретация экспериментальных дан-
ных усложняется. Для реально достижи-
мой точности измерений можно получить 
только два-три параметра полидисперсно-
го распределения: средний размер частиц, 
ширину распределения и его асимметрию.

Вид корреляционной кривой функции 
поля, которая в случае монодисперсных 
сфер является экспоненциальной функци-
ей, а именно –

|g(1)| (τ) = e–Гτ

(где Г = DTq
2), меняется при наличии по-

лидисперсности и в общем случае записы-
вается как суперпозиция экспоненциаль-
ных функций:

(11)

где F(Г) – вклад в суммарную интенсив-
ность компоненты излучения, рассеянного 
на частицах одного размера.

При решении уравнения (11) ищется 
набор коэффициентов диффузии для каж-
дого размера частиц. При этом выражение 
для функции содержит экспериментальные 
ошибки, что приводит к систематической 
погрешности в искомом распределении 
F(Г).

В настоящее время существует множе-
ство методов нахождения решений уравне-
ний типа (11) [13]. Все эти методы можно 
разделить на несколько основных видов: 
статистические, вариационные, итера-
ционные и проекционные. Выбор под-
ходящего метода для решения конкрет-
ной задачи ЛКС зависит от весомости его 

( ) ( )(1)

0

,g F e d
∞

−Γττ = Γ Γ∫

преимуществ и недостатков для каждого 
конкретного случая.

Проекционные методы. Используются 
для повышения устойчивости задачи и ос-
нованы на проецировании неустойчивого 
функционала на компакт. Однако в реаль-
ных задачах слишком сложно определить 
компакт для решения правой части урав-
нения. Таким образом, указанные методы 
обычно используются в качестве инстру-
мента для применения предварительно-
го ограничения к требуемому решению. 
Метод, который можно использовать для 
интегральных уравнений, – это преобра-
зование Фурье. Если нам известна правая 
часть уравнения только приблизительно, 
то преобразование Фурье с использовани-
ем функции фильтрации может подавить 
влияние высокой частоты.

Статистические методы. Основаны на 
статистической априорной информации о 
свойствах матрицы, которая используется в 
приближении интегрального оператора. В 
этих методах мы рассматриваем дискрет-
ный аналог интегральных уравнений:

Ax + ξ = y. 
Распространенным методом в промыш-

ленной эксплуатации является метод куму-
лянтов [14]. Его легко и быстро реализо-
вать, поэтому этот метод описан в между-
народном стандарте ISO 13321. Однако без 
предварительной информации, с помощью 
этого метода можно найти только средний 
коэффициент диффузии и его моменты. 
Кроме того, метод кумулянтов поддается 
проверке при унимодальном распределе-
нии, а в случае полидисперсных растворов 
возникают искаженные результаты [9].

Распределение скоростей затухания F(Г) 
определяется из условия, что величина 
F(Г)dГ есть доля полной интенсивности 
рассеяния, обусловленная молекулами, для 
которых значения DTq

2 лежат в интервале 
между Г и Г + dГ, и

Согласно подходу Коппела [15], по дан-
ным эксперимента вычисляются Km(Г) – 
кумулянты распределения F(Г). Первый 
кумулянт (m = 1) дает «Z-среднее» значение 
коэффициента диффузии, второй (m = 2) 
характеризует ширину распределения, тре-
тий (m = 3) – асимметрию и т. п. Кумулян-
ты используют еще и как чувствительный 

( )
0

1.F d
∞

Γ Γ =∫
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метод определения отклонений от моно-
дисперсности.

Рассмотренный метод до сих пор наи-
более применим в коммерческом произ-
водстве, однако он не позволяет получать 
точные результаты измерений в случаях, 
когда не известны ожидаемые размеры ча-
стиц. Кроме того, при исследовании поли-
дисперсных многокомпонентных смесей 
коммерческие спектрометры часто дают 
неверные результаты.

В байесовских методах используется апо-
стериорная плотность вероятности в каче-
стве функции неопределенности P(x|y) для 
вектора решения x и экспериментальных 
данных y. Этот метод очень эффективен и 
может дать необходимое решение с любым 
фоновым шумом в матрице и в правой ча-
сти уравнения. Единственная проблема за-
ключается в том, что для его применения 
нам нужна самая полная априорная ин-
формация об искомом решении, что в экс-
периментах с биологическими жидкостями 
пока что неприменимо.

Итерационные методы. Основная идея 
этих методов заключается в формулировке 
итерационной схемы, сходящейся к точно-
му решению, если в правой части уравне-
ния δ = 0 или в операторе нет ошибок, или 
если δ ≠ 0 при прерывании расходящегося 
итерационного процесса для ряда итера-
ций. При решении обратной задачи в поли-
дисперсных решениях можно использовать 
метод нелинейной оптимизации (метод Ле-
венберга – Маркварта). К сожалению, этот 
метод требует точной априорной информа-
ции о форме и количестве компонентов в 
распределении, поэтому он не очень поле-
зен в реальной обработке.

Неотрицательный метод наименьших 
квадратов также является частью итераци-
онных методов. Он хорош как часть дру-
гих алгоритмов, но может давать слишком 
расщепленные данные [15]. Простейшим и 
наиболее эффективным из итерационных 
методов является метод Фридмана [16]. 
Использование этого метода позволяет 
учесть практически любую априорную ин-
формацию о требуемом решении. С другой 
стороны, этот метод имеет низкую устой-
чивость по отношению к шумам в исход-
ных данных. Кроме того, данный метод не 
совсем подходит для решения уравнений с 
экспоненциальным ядром.

Вариационные методы. Значительное 
развитие в решении плохо обусловленных 

задач было сделано благодаря созданию об-
щей теории регуляризации Тихонова [17]. 
Суть метода заключается в поиске решения 
не в классе всех интегрируемых функций, 
а в более узком классе, удовлетворяющем 
некоторым дополнительным условиям. До 
недавнего времени одним из самых попу-
лярных методов был CONTIN. Однако этот 
метод слишком специфичен для параметра 
регуляризации и не позволяет разрешать 
узкие пики. Сравнение регуляризации Ти-
хонова и CONTIN представлено в нашей 
предыдущей работе [4].

Регуляризация Тихонова стабилизиру-
ет значения отклонения теоретической 
кривой от экспериментальной за счет до-
полнительной составной функции устой-
чивости Ω(x) – стабилизирующего функ-
ционала. Основным преимуществом явля-
ется кросс-функциональность метода, он 
использует минимум априорной инфор-
мации. Имеется еще один вариационный 
метод, помимо регуляризации Тихонова, 
– метод усеченного сингулярного разло-
жения [18]. Его алгоритм близок к методу 
Тихонова, но с его помощью можно умень-
шать ошибки округления.

Сравнение методов. В табл. 1 сведены 
все вышеописанные методы и выполнено 
их сравнение. Из представленных данных 
видно, что при условии отсутствия апри-
орной информации о рассеивателях, опти-
мальными для применения в задачах ЛКС 
являются вариационные методы. Суще-
ствующие недостатки этих методов можно 
обойти путем введения ряда модификаций 
в общепринятые алгоритмы и проведения 
модельных экспериментов для уточнения 
параметра регуляризации.

Разработанный алгоритм решения 
обратной задачи ЛКС

Как уже было отмечено, если в жид-
кости присутствуют взвешенные частицы 
разных размеров, определение их разме-
ров требует решения обратной задачи ЛКС 
(11), т. е. восстановления функции F(Г) по 
известной функции g(1)(τ). Эта обратная за-
дача является некорректной в том смысле, 
что малая погрешность экспериментальных 
данных влечет за собой большую погреш-
ность в вычисляемой зависимости F(Г).

В связи с тем, что измерение зависи-
мости F(Г) производится в дискретном и 
конечном наборе точек, а также в связи с 
необходимостью численного решения (11), 
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Методы Преимущества Недостатки

Проекционные 
(например, 
Фурье- 
фильтрация)

1. Нет необходимости в апприор-
ной информации
2. Нет надобности использовать 
процедуру подгонки в соответ-
ствии с критериями наименьших 
квадратов

1. Наличие осцилляций
2. Необходимость выбора функции 
фильтрации
3. Трудно восстановить близкие ли-
нии с различной интенсивностью
4. Присутствие отрицательных 
значений в решении

Статистические 
(например, 
байесовские)

1. Дают необходимое решение с 
любым фоновым шумом
2. Уровень по умолчанию можно 
установить индивидуально для 
каждого элемента матрицы 

Необходимость наибольшего 
количества априорной информации

Итерационные 
(например, метод 
Фридмана)

Практически любая априорная 
информация принимается во 
внимание

1. Наличие большого числа итераций
2. Необходимость задания значений 
ожидаемых результатов
3. Накопление возможных ошибок

Вариационные 
(например, метод
Тихонова)

1. Кросс-функциональность 
2. Требование минимума предва-
рительной информации
3. Гладкое решение

1. Необходимость выбора параметра 
регуляризации
2. Трудность восстановить узкие 
линии

Таблица  1
Сравнение преимуществ и недостатков различных методов решения обратных 

некорректных задач

задача сводится к системе уравнений, ко-
торую в матричном виде записывают сле-
дующим образом:

Af = g.                          (12)

На решение этой системы при использо-
вании регуляризации накладываются опре-
деленные априорные условия, различные 
в зависимости от решаемой задачи. Обще-
принятыми считаются условия неотрица-
тельности решения (ограничение решения 
в компактном множестве M ≥ 0), а также 
его гладкости, т. е. отсутствия выбросов.

Для нахождения приближенного реше-
ния системы линейных алгебраических 
уравнений (12), устойчивого к малым из-
менениям в правой части, в методе Тихо-
нова систему (12) заменяют задачей мини-
мизации с добавлением регуляризирующе-
го слагаемого:

(13)

где α – параметр сглаживания (α > 0); Ω(f) 
– стабилизирующий функционал, который 
для каждой задачи выбирается отдельно; 

.→g g

В лазерной корреляционной спектро-
скопии, для получения гладких решений 
стабилизирующий функционал выбира-
ют так, чтобы уменьшить скачки нулевой 

2 ( ) min,A − + αΩ →f g f

производной:

Минимизация такого рода стабилизиру-
ет решение системы, улучшая ее обуслов-
ленность; кроме того, повышается согласо-
ванность реального и искомого решений. 
Однако данный выбор часто приводит к 
излишней сглаженности решений, и в слу-
чае, когда решение представляет собой 
совокупность нескольких узких пиков, их 
разделение затрудняется.

Регуляризирующий параметр α выбира-
ется на основе входных данных, а именно: 
слишком большое значение α приводит к 
появлению «переглаженных» решений, а 
слишком малое делает задачу неустойчи-
вой.

В нашем алгоритме стартовое значе-
ния параметра α выбиралось равным 1 % 
от максимального диагонального элемента 
матрицы A. После первого решения систе-
мы (13) высчитывалась невязка 

2 ,A −f g  
параметр α уменьшался на 90 % от пер-
воначального значения, и система реша-
лась заново. После второй итерации снова 
высчитывалась невязка и сравнивалась со 
значением невязки, полученным на пре-
дыдущей итерации. При их различии более 
чем на 10 %, параметр α снова уменьшался 

2( ) .Ω =f f
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на 90 %, и производилась следующая ите-
рация. В предлагаемом алгоритме, ввиду 
использования сравнения невязок, нет не-
обходимости задавать уровень шума в экс-
перименте, который зачастую точно неиз-
вестен [19].

Система уравнений (13) решается по 
модернизированному методу Гаусса, в ко-
тором собственные числа матрицы сдвига-
ются в сторону бόльших значений за счет 
введения регуляризирующего слагаемого; 
это делает решение более устойчивым к 
шумам.

После окончания цикла решений и по-
лучения конечного распределения f про-
изводится проверка на наличие отрица-
тельных компонент решения. В программе 
задана возможность использовать два раз-
личных метода исключения отрицательных 
решений.

В первом случае, при fj < 0, полагаем 
fj = 0 для всех крайних значений j в данном 
гауссиане и исключаем эти точки из даль-
нейших расчетов. После этого возвращаем-
ся к заданию начального значения α.

Во втором методе из расчетов исключа-
ются не крайние точки, а fj со значениями 
свыше 60% от минимального. Этот расчет 
работает быстрее, но дает менее точные 
результаты, поэтому подходит для предва-
рительного анализа распределений частиц 
по размерам. Пересчет системы (13) про-
должается до полного исключения всех от-
рицательных компонент.

Задание довольно большого начального 
значения α могло бы приводить к излишне 
сглаженным решениям, однако в алгоритм 
регуляризации, помимо отбрасывания от-
рицательных значений, введен процесс 
исключения положительных значений. Из 
решения исключаются по одной крайние 
точки в гауссиане до достижения заданной 
ширины, что позволяет вычислять размеры 
в сильно полидисперсных смесях с разре-
шением до 0,5 нм.

В реальных экспериментах, помимо пе-
ременной составляющей, существует по-
стоянная фоновая засветка. Она приводит 
к тому, что автокорреляционная функция 
не спадает до нуля на бесконечности, а 
располагается на пьедестале, высота ко-
торого пропорциональна интенсивности 
фонового шума. Для избавления от фона 
в алгоритм программы был добавлен цикл, 
удаляющий постоянную составляющую.

Используемый алгоритм можно распи-

сать следующим образом:
Шаг 1. Задание начального (достаточно 

большого) значения α.
Шаг 2. Решение системы уравнений (13) 

и нахождение решения f;
Шаг 3. Вычисление невязки

(после первой итерации уменьшение α на 
90% и возврат к Шагу 1).

Шаг 4. Сравнение невязок по неравен-
ству

если оно выполняется, то α уменьшаем на 
90% и возвращаемся к Шагу 1, если нет, то 
переходим к Шагу 5.

Шаг 5. Проверка наличия отрицатель-
ных компонент решения f. При существо-
вании fi < 0 полагаем fj  =  0 и возвращаемся 
к Шагу 1. Соответствующая компонента из 
дальнейших расчетов исключается.

Шаг 6. При отсутствии fi < 0 проверяется 
количество точек распределении n > N (за-
дано до начала решения); если да, то зада-
ем fmin = 0 и возвращаемся к Шагу 1; если 
нет, то конец расчета.

Перед началом вычислений для уско-
рения расчетов в программе необходимо 
задать область ожидаемых решений и же-
лаемую точность. Решение во всей обла-
сти допустимых значений также возможно, 
но требует значительно большего времени 
ввиду кубической зависимости длительно-
сти решения системы методом Гаусса от 
количества точек. Также необходимо вы-
брать метод исключения отрицательных 
значений, как было описано выше, и коли-
чество оставляемых в пике точек (берется 
больше при наличии слабых компонент). 
Для большей точности предусмотрена воз-
можность проводить усреднение корреля-
ций, полученных из экспериментальных 
данных.

Апробация метода

В работе проводилась апробация 
разработанного программно-аппаратного 
комплекса при помощи компьютерного 
моделирования и экспериментального ис-
следования объектов известных диаметров, 
полидисперсных биологических суспензий, 
а также суспензий, содержащих несфери-
ческие кластеры частиц.

На первом этапе апробации анализиро-
вались модельные сигналы с различным 

2A −f g

2 2

1
0,1 ;

i i
A A

−
− < ⋅ −f g f g 
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уровнем шума (от 0 до 10% от полезно-
го сигнала) и с различным числом ком-
понент. Результаты показали, что для 
одномодальных распределений точность 
восстановления центра гауссиана близка к 
100 % при любых значениях уровня шу-
ма. Значение шума в 10 % для модельных 
сигналов соответствует отношению сиг-
нал/шум 21,6 дБ в реальных эксперимен-
тах (для однократного измерения). Для 
повышения отношения сигнал/шум нами 
регистрировалось от 50 до 100 сигналов, 
автокорреляционные функции которых 
усреднялись. Это существенно уменьшало 
вклад шумовой составляющей в полезный 
сигнал.

Поскольку основной целью разработки 
и создания данного программно-аппарат-
ного комплекса являлось исследование 
динамики образования кластеров в по-
лидисперсных биологических жидкостях, 
представляло интерес вычислить точность 
восстановления модельных сигналов, со-

держащих информацию о полидисперс-
ных частицах с размерами 1 – 100 нм. На 
рис. 2 показаны результаты восстановле-
ния размерных распределений (расчет) 
для сигнала с заданными размерами ча-
стиц, нм: 4, 10  и 21 (модель).

Видно, что относительные концентра-
ции восстанавливаются не всегда верно, 
однако положение центрального пика и 
его ширина рассчитана с погрешностью, 
не превышающей 5,7 %.

Реальные эксперименты проводились 
с использованием квазимонодисперсной 
суспензии белка яичного альбумина в во-
де. Согласно теоретическим данным, мо-
лекула альбумина имеет диаметр d = 6 нм 
в равновесном состоянии (при нейтраль-
ном значении pH) [20]. На рис. 3 пред -
ставлено распределение белка альбумина 
по размерам в водной суспензии. Видно, 
что центральное положение пика соответ-
ствует теоретическому значению, а форма 
описывается кривой Гаусса.

Рис. 2. Результат восстановления модельных концентрационных распределений для частиц с 
размерами 4, 10 и 21 нм.

Черные столбцы относятся к расчетным значениям, серые – к модельным

Рис. 3. Рассчитанное распределение частиц по размерам в водной суспензии белка 
альбумина при нейтральном значении pH
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Для подтверждения возможности ис-
следования динамики агрегации частиц в 
растворах мы провели измерение разме-
ров агрегатов белка альбумина в растворах 
с изменяющимся водородным показате-
лем pH. Известно, что при приближении 
к изоэлектрической точке (pH = 4,8), 
альбумин склонен к агрегации с образо-
ванием крупных кластеров [21]. При даль-
нейшем понижении значения pH раствора 
агрегаты белка распадаются и белок де-
натурирует [22]. В наших экспериментах 
значение pH изменялось от 8,0 до 1,6 [23]. 
Результаты вычисления среднего размера 
агрегатов представлены в табл. 2.

pH R, нм
8,0 6,0 ± 0,4
7,0 6,0 ± 0,4
6,0 9,0 ± 0,5
5,0 29,0 ± 2,3
4,2 30,0 ± 2,4
3,6 20,0 ± 2,2
2,5 16,0 ± 1,8
1,6 5,0 ± 0,4

Таблица  2
Средние размеры частиц 
в растворах альбумина 

с различными значениями 
водородного показателя

Из данных табл. 2 следует, что при изме-
нении pH раствора от щелочного к кисло-
му наблюдается агрегация альбумина вбли-
зи изоэлектрической точки с последующей 
деагрегацией при дальнейшем повышении 
кислотности. Таким образом, предлагае-
мый программно-аппаратный комплекс 
позволяет не только регистрировать разме-
ры частиц, но и наблюдать за их измене-
нием.

Для подтверждения применимости дан-
ного метода для исследования состава ре-
альных биологических жидкостей, в работе 
было измерено распределение частиц по 
размерам в сыворотке крови [24]. Результат 
представлен на рис. 4.

Известно, что размеры частиц в сыво-
ротке различны у различных типов белков. 
Так, альбумины и аминокислоты имеют 
размеры частиц от 1 до 10 нм, глобулины 
– от 11 до 30 нм; липопротеиды высокой 
плотности и низкомолекулярные цирку-

лирующие иммунные комплексы имеют 
размеры от 31 до 70 нм; размерами свы-
ше 150 нм обладают высокомолекулярные 
циркулирующие иммунные комплексы 
[25].

Таким образом, в полученном размер-
ном распределении можно выделить от-
дельные группы белков, проанализировать 
их относительные концентрации и про-
следить динамику образования кластеров 
в случае некоторых воздействий, а также 
определить некоторые важные диагности-
ческие параметры [26, 27]. Сильное от-
личие размеров белков в циркулирующих 
иммунных комплексах от размеров других 
компонент позволяет даже сделать вывод 
о состоянии иммунной системы человека 
по размерному составу и относительной 
концентрации циркулирующих иммунных 
комплексов [24].

Все представленные выше результаты 
были получены в приближении сферично-
сти рассеивателей. Для оценки несфериче-
ских частиц в работе использовался раствор 
магнитной жидкости Fe3O4. В равновесном 
состоянии магнитная жидкость состоит из 
водной суспензии частиц с диаметрами 
около 10 нм [28], однако было установле-
но, что при разбавлении магнитные части-
цы выходят из равновесия и образуют кла-
стеры вытянутой эллипсоидальной формы. 
В наших опытах магнитная жидкость раз-
бавлялась до концентрации 0,15 мг/мл и 
исследовалась при помощи предлагаемого 
программно-аппаратного комплекса.

По полученным значениям показателей 
Г для поляризованной и деполяризованной 
компонент рассеянного света были вычис-
лены коэффициенты трансляционной и 
вращательной диффузии для агломератов 
магнитных частиц и для единичных нано-
частиц. Диаметры эллипсоидов в двух ор-
тогональных сечениях db и da вычислялись 
с помощью уравнений (10). Окончательное 
заключение о несферичности наночастиц 
было сделано по результатам вычисления 
аспектного отношения ε = db/da (табл. 3).  
Полученные данные показывают, что 
единичные наночастицы преимущественно 
обладают формой, близкой к сферической; 
это подтверждено результатами сканирую-
щей электронной микроскопии [29], тогда 
как их агрегаты имеют более вытянутую эл-
липсоидальную форму. Аналогичные дан-
ные были получены и при помощи других 
методов, однако точные размеры не вы-
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числялись. Указанные в табл. 3 диапазоны 
размеров свидетельствуют о полидисперс-
ности исследуемой магнитной жидкости и 
о размерах и формах образующихся класте-
ров, что затрудняет анализ, относящийся к 
определению формы наночастиц. В то же 
время полученный результат указывает на 
неприменимость классического сфериче-
ского приближения для исследования агре-
гатов магнитных жидкостей.

Рис. 4. Экспериментально полученное распределение частиц по размерам в сыворотке крови

Таблица  3
Рассчитанные значения размеров 
магнитных частиц и их агрегатов

Параметр

Значение

Агрегаты Единичные 
частицы

DT , (мкм)2/с 2,8 – 3,5 58 – 80
DR, с–1 700 – 1060 (4 – 6)·105

da, нм 73 – 94 4,1 – 5,0
db, нм 48 – 70 3,5 – 4,7

ε 0,50 – 0,96 0,85 – 1,00

Заключение

В работе представлен модифицирован-
ный метод лазерной корреляционной спек-
троскопии и разработанный на его основе 
программно-аппаратный комплекс, позво-
ляющий детектировать размеры отдельных 
молекул и наночастиц, а также динамику 
их кластеризации в жидких средах, в том 
числе в сыворотке крови [30]. Описанный 
в работе алгоритм решения обратной за-
дачи лазерной корреляционной спектро-
скопии позволяет вычислять размеры по-
лидисперсных частиц с погрешностью, не 
превышающей 6 %. Предложенная моди-
фикация схемы лазерного корреляционно-
го спектрометра и используемые подходы к 
анализу экспериментальных данных позво-
лили определять продольные и поперечные 
размеры несферических наночастиц в по-
лидисперсных растворах, что в рамках дан-
ной работы предложено впервые.

Апробация разработанного программ-
но-аппаратного комплекса показала, что 
для однокомпонентных растворов точность 
вычисления размеров не уступает извест-
ным аналогам, используемым в коммер-
ческих спектрометрах (Zetasizer Nano ZS 
и Photocor) [4], а для многокомпонентных 
растворов и значительно превышает из-
вестные авторам аналоги.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Фонда содействия инновациям (дого-
вор № 13463ГУ/2018 от 20.07.2018).

Обозначения : da, db – диаметры эллип-
соидов в двух ортогональных сечениях, DT 
– коэффициент трансляционной диффузии; 
DR – коэффициент ротационной диффузии; 
ε = db/da
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В статье представлен краткий обзор существующих методов и подходов к анализу 
морфологии дендритных шипиков, которые играют важную роль в функционировании 
механизмов синаптической пластичности и формировании памяти. Рассмотрены 
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признаку их формы (тонкие, грибовидные и пеньковые), так и новые альтернативные 
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Введение
Согласно общепринятой терминологии, 

синапс – это зона специализированного 
контакта между двумя нейронами, через 
который осуществляется передача инфор-
мации от одной клетки к другой. Форми-
рование синаптических контактов и пе-
редача через них сигналов посредством 
электрических импульсов, вызывающих 
выброс нейромедиатора, есть фундамен-
тальная особенность нейронов. Большин-
ство синапсов формируется со стороны 
аксона аксональным бутоном, а со сто-
роны дендрита – дендритным шипиком, 
который представляет собой специализи-
рованный вырост дендритной мембраны.

Дендритные шипики характеризуются 
многообразием форм и размеров, и они в 
сильной степени различаются между раз-
ными отделами мозга, типами клеток и 
видами животных [1]. Дендритный шипик 

является активным элементом синапти-
ческой передачи, способным к функцио-
нальным и морфологическим перестрой-
кам в ответ на изменения входящего 
сигнала. Предполагается, что, благодаря 
способности модулировать эффективность 
передачи информации, синапсы служат 
сайтами формирования и хранения памя-
ти, где ее консолидация инициируется че-
рез механизмы потенциации и депрессии 
синаптической активности [2 – 5]. Мор-
фология синапсов отражает функциональ-
ное состояние нейрона, и ее детальное 
рассмотрение является важной задачей 
нейробиологии.

Традиционно дендритные отростки 
группируют в четыре больших класса в 
соответствии с их морфологическими осо-
бенностями: грибовидные, тонкие, пень-
ковые и филоподии (рис. 1).

1

2

3

4

Рис. 1. Морфология дендритных шипиков: a – микрофотография 
гиппокампального нейрона in vitro (конфокальная микроскопия, ×60); 
b – схематические изображения основных типов дендритных шипиков с 

ключевыми параметрами их морфологии.
Типы шипиков: тонкий (1), грибовидный (2), пеньковый (3), филоподия (4); L, Ln – 
длины шипика и его шейки соответственно; dh – ширина головки; H, w – высота и 

ширина основания пенькового шипика
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Грибовидные шипики имеют большую 
головку и маленькую шейку, являются 
относительно стабильными, формируют 
сильную синаптическую связь и предполо-
жительно выступают в роли сайтов хране-
ния памяти [3, 6].

Тонкие шипики имеют маленькую го-
ловку и длинную тонкую шейку, более ди-
намичны и рассматриваются как «шипики 
обучения», которые отвечают за формиро-
вание новых воспоминаний [3].

Пеньковые шипики характеризуются 
отсутствием шейки. Известно, что они яв-
ляются доминирующим типом на ранних 
стадиях постнатального развития, но также 
присутствуют в небольшом количестве и 
во взрослом состоянии, где они, вероятно, 
формируются в результате процесса исчез-
новения грибовидных шипиков [7].

Филоподии – это длинные тонкие от-
ростки без четко обозначенной головки, 
повсеместно наблюдаемые в развиваю-
щихся нейронах. Эти отростки также мо-
гут присутствовать и в зрелых нейронах, 
но под влиянием определенных условий, 
например, при индукции пластичности 
после повреждений мозга, вызванных раз-
ными причинами [8]. По сравнению с дру-
гими типами дендритных отростков, фи-
лоподии – это очень подвижные и гибкие 
структуры с коротким временем жизни. 
На микрофотографиях, полученных с ис-
пользованием электронной микроскопии, 
они, в большинстве своем, лишены пост-
синаптической плотности, а прилегающее 
к ним окончание аксона содержит лишь 
несколько синаптических везикул. В связи 
с этим было предложено исключать их при 
оценке плотности шипиков [9].

Морфология дендритного шипика соот-
ветствует его функциональной роли и ста-
дии развития в данный момент времени, 
а происходящие изменения в его форме и 
размере отражают изменения в активности 
данного синаптического контакта, условий 
среды, окружающей нейрон, и происходя-
щих в нем физиологических процессов.

Разнообразные психиатрические и ней-
родегенеративные заболевания, такие как 
болезни Альцгеймера (БА) [10, 11], Пар-
кинсона [12], Хантингтона [13], шизофре-
ния [14], аутизм [15], депрессия [16] и т. 
п. характеризуются изменениями в плотно-
сти и форме дендритных шипиков нейро-
нов в отделах головного мозга, поражен-
ных данными заболеваниями. Например, 

считается, что развитие хореи при болезни 
Хантингтона происходит в результате кор-
тико-стриатной синаптической дисфунк-
ции [17]. Прогрессирующую потерю памя-
ти при болезни Альцгеймера связывают со 
снижением числа грибовидных шипиков в 
областях мозга, связанных с ее формирова-
нием, таких как гиппокамп и кортекс [18].

Следует отметить, что дегенерация си-
напсов – это начальный этап необрати-
мых изменений в пораженном нейроне, за 
которым следует атрофия нейритов и по-
следующая гибель клетки. Недавнее иссле-
дование показало, что число грибовидных 
и тонких шипиков в пирамидных нейро-
нах префронтальной коры у пациентов с 
деменцией, вызванной БА, значительно 
ниже, чем у людей из контрольной груп-
пы с характерной для БА гистологической 
патологией, но сохранивших нормальную 
когнитивную функцию [19]. Было сдела-
но предположение, что подобная органи-
зация морфологии дендритных шипиков 
у людей контрольной группы помогает им 
противостоять наступлению деменции, не-
смотря на наличие характерных для БА па-
тологических изменений в головном мозге. 
Эти данные служат еще одним аргументом 
в пользу мнения, что своевременное вос-
становление или стабилизация дендритных 
шипиков при БА с помощью фармаколо-
гических агентов сможет уберечь человече-
скую память от нарушений [18, 20 – 22].

Анализ числа и формы дендритных ши-
пиков используется для исследования моле-
кулярных механизмов и сигнальных путей, 
участвующих в образовании и функциони-
ровании синапсов, оценки функциональ-
ного состояния нейрона, изучения меха-
низмов развития нейродегенеративных 
заболеваний и оценки эффективности фар-
макологических агентов, направленных на 
их лечение [23 – 27]. Разработка методов, 
позволяющих точно и быстро провести 
данный анализ, является очень актуальной.

В данной статье представлен краткий 
обзор существующих методов и подходов 
к изучению морфологии дендритных ши-
пиков, а также предложен новый подход к 
классификации шипиков и представлению 
полученных в ходе работы данных.

Обзор существующих методов 
анализа морфологии синапсов

Анализ морфологии дендритных шипи-
ков важен для нейробиологических иссле-
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дований, так как сможет пролить свет на 
взаимосвязь между структурой синаптиче-
ских контактов и их функцией. Отсутствие 
надежных автоматизированных программ-
ных средств, позволяющих получать точ-
ный результат, вынуждает экспериментато-
ров прибегать к ручному анализу изобра-
жений нейронов. Данный метод является 
исключительно времязатратным, а также 
полностью зависит от мнения выполняю-
щего анализ эксперта, и тем самым лишен 
объективности. В связи с этим были пред-
приняты попытки разработать полуавто-
матические и автоматические алгоритмы 
анализа и последующей классификации 
дендритных шипиков на изображениях, 
полученных как с помощью конфокаль-
ной, так и мультифотонной лазерной ска-
нирующей микроскопии [28 – 34].

Одна из первых попыток автоматиче-
ской классификации шпиков программ-
ными методами была предпринята в 2002 
году, когда технология лазерной сканирую-
щей микроскопии достигла уровня, доста-
точного для того чтобы получать изобра-
жения нейронов высокого разрешения в 
пространственных масштабах, достаточных 
для того, чтобы визуализировать такие мел-
кие клеточные структуры, как дендритные 
шипики [28]. В основу предлагаемого под-
хода к классификации шипиков [28] лег-
ли результаты, изложенные в статье [35], 
где был выполнен ручной анализ морфо-
логии синапсов на серии срезов изображе-
ний шипиков, полученных с применением 
электронной микроскопии. Авторы выде-
лили диаметр шейки dn, ширину головки dh 
и длину шипика L (см. рис. 1) как наиболее 
важные морфологические характеристики, 
определяющие их принадлежность к тому 
или иному классу. В основе классифика-
ции лежало предположение, что длина тон-
ких шипиков должна быть много больше 
диаметра их шейки (L >> dn), в то время 
как ширина головки не должна значитель-
но превышать диаметр шейки. Для грибо-
видных шипиков ширина головки должна 
быть значительно больше диаметра шейки 
(dh >> dn), а для пеньковых шипиков диа-
метр шейки сопоставим с длиной шипика 
(dn ≈ L). В представленном авторами алго-
ритме распределения шипиков по типам 
были использованы в качестве критериев 
значения отношений L/dn и L/dh [28].

Позднее другая исследовательская груп-
па разработала программное обеспечение 

NeuronStudio, где классификации шипиков 
проводилась с применением древа решений 
на основе таких параметров, как коэффи-
циент пропорциональности (aspect ratio), 
соотношение размера головки и шейки и 
диаметр головки [29]. Впоследствии дан-
ный программный модуль вошел в состав 
комплексного коммерческого продукта для 
анализа морфологии нейрональных клеток 
Neurolucida 360 [30]. В еще одном вариан-
те классификации с использованием древа 
решений предлагалось использовать такие 
параметры шипика, как диаметр шейки, 
диаметр головки, критерий формы, пло-
щадь, длина дендритного шипика и его 
периметр [31]. В программном обеспече-
нии 2dSpAn [32], также использующим для 
классификации набор правил, инкорпо-
рированный в древо решений, ключевы-
ми параметрами выступали длина шейки, 
отношение локальной глубочайшей точки 
к длине шипика и отношение расстояния 
от основания до головки к длине шипика 
– Ln/L. Необходимо  отметить, что авторы 
исключили из рассмотрения тонкий тип 
шипиков, так как сочли его промежуточ-
ным типом, но включили в рассмотрение 
такой тип, как шипико-головые (spine-
head) отростки, которые в дальнейшем 
анализе могли быть объединены с филопо-
диями. Позднее программное обеспечение 
было улучшено с помощью нового алго-
ритма сегментации шипиков и экстракции 
морфометрических данных, но принцип 
классификации остался неизменным [33].

В 2014 году был предложен алгоритм 
анализа шипиков, основанный на мето-
де полуавтоматического обучения (semi-
supervised learning, SSL) [34]. В этом под-
ходе сначала осуществляется сегментация 
шипиков в трехмерном пространстве с 
применением вейвлетных функций, когда 
граница объекта определяется как пози-
ция, где ответ вейвлета на секции шипи-
ка претерпевает быстрое изменение. После 
сегментирования производится вычисле-
ние таких параметров шипика, как длина, 
объем, диаметры шейки и головки и т. п., 
которые составляют матрицу параметров. 
Для формирования обучающей выборки 
эксперт-нейробиолог определяет, к какому 
классу относится небольшая часть из об-
щего числа детектированных шипиков, и 
на заключительном этапе после обучения 
система сортирует по заданным классам 
каждый из оставшихся шипиков. Из по-
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ложительных моментов данного подхода 
можно назвать минимизацию вмешатель-
ства оператора, которая требуется только 
на этапе обучения, и соответственно ни-
велирует внутрииндивидуальную вариа-
бельность в оценке типов шипиков экс-
периментатором, которая была упомянута 
ранее. Тем не менее, негативной стороной 
такого подхода следует считать сильную за-
висимость точности и производительности 
метода от размера обучающей выборки и 
от параметров, включенных в тренировоч-
ный вектор.

Еще одним новым подходом относи-
тельно описанных выше классических ме-
тодов оценки морфологии стала класси-
фикация дендритных шипиков по параме-
трам внешнего вида и формы объекта [1]. 
Форма шипика представлялась в параме-
трическом виде в результате сегментации 
изображения дендрита с применением не-
давно предложенной модели дизъюнктив-
ной нормальной формы (disjunctive normal 
shape models, DNSM). Для задания пара-
метров внешнего вида (appearance features) 
применялась гистограмма направленных 
градиентов (histogram of oriented gradients, 
HOG). Для классификации на основе вы-
деленных параметров авторы предложили 
использовать метод ядерной оценки плот-
ности, с применением которого были вы-
числены три непараметрические оценки 
плотности для трех классов шипиков на 
основе заданной экспертом тренировочной 
выборки. Точность классификации с при-
менением подобной комбинация методов 
значительно превзошла упомянутые ранее 
классические подходы [28, 29, 32]. Наибо-
лее высокую точность, которая состави-
ла 87 %, показало сочетание сегментации 
DNSM и HOG с классификацией, исполь-
зующей нейронную сеть.

Для валидации точности работы своего 
подхода в перечисленных исследованиях, 
авторы сравнивали тип шипика, определен-
ный программой, с меткою типа шипика, 
проставляемой либо одним, либо несколь-
кими экспертами вручную [1, 29, 31, 32]. 
Следует отметить, что наблюдается значи-
тельный разброс в классификации шипи-
ков, выполненной разными экспертами. В 
некоторых случаях у эксперта возникают 
затруднения, к какому типу отнести ши-
пик, и, более того, один и тот же эксперт в 
разные дни по-разному оценивает предла-
гаемую выборку (процент совпадений со-

ставляет 82,9%) [29]. Таким образом, из-за 
отсутствия объективного референса оценка 
точности работы алгоритмов классифика-
ции затруднена.

Непрерывный континуум форм шипиков
Распространенный подход к анализу 

морфологии дендритных шипиков – это 
разделение дендритных отростков на опи-
санные выше подгруппы: пеньковые, тон-
кие, грибовидные и филоподии. Несмотря 
на то, что подобная классификация ис-
пользуется во многих исследованиях, во-
прос о том, существуют ли различные клас-
сы шипиков или их следует моделировать 
с помощью континуума вариаций формы, 
остается открытым. Также важно отметить, 
что существующая категоризация форм 
шипиков не предоставляет четкое стандар-
тизованное определение каждой группы. 
Любой исследователь может выбрать свой 
критерий, что вносит существенную не-
определенность в интерпретацию данных, 
полученных разными научными группами.

Исследование, выполненное под ру-
ководством Р. Юсте (R. Yuste [36]), где 
производился анализ морфологии нейро-
нов второго и третьего слоев визуального 
кортекса мыши, показало следующее: для 
каждого из рассмотренных морфологиче-
ских параметров шипиков наблюдалось 
непрерывное распределение, скорее чем 
наличие нескольких дискретных пиков, 
которое могло бы послужить индикатором 
существования отдельных классов шипи-
ков. В другой работе по анализу морфоло-
гии нейронов третьего слоя кортекса [37] 
также обнаружили непрерывное и гладкое 
распределение длины шипика и диаметра 
его головки среди своей выборки.

Авторы еще одной статьи [38], в которой 
(аналогично упомянутым выше) не была 
детектирована группировка распределения 
данных по каким-либо параметрам или 
их комбинациям, высказали мнение, что 
классические типы шипиков – это всего 
лишь типичные примеры из существующе-
го в реальности континуума форм. В недав-
но опубликованном обзоре [9], на основе 
данных о динамике дендритных шипиков 
также было сделано заключение, что фор-
мы синаптических контактов представляют 
собой континуум, где с увеличением раз-
мера шипика возрастает его стабильность 
и сила синаптической связи, им формиру-
емой. Мультиметодическое изучение связи 
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формы шипика с компартментализацией 
синапсов [39] также обнаружило большое 
разнообразие в морфологии шипиков, что 
дополнительно свидетельствует против ис-
пользования обычных систем категориза-
ции.

В соответствии с этими данными, кар-
динально новый подход к изучению формы 
шипиков был предложен в 2016 году. Для 
изучения субпопуляций шипиков авторы 
применили метод кластеризации, в кото-
ром не разделяли шипики на предвари-
тельно определенные типы, а определяли 
группы шипиков со сходными признаками 
(их кластеры) математическими методами, 
проводя анализ распределения их морфо-
логических параметров.

Для полного описания картины авторы 
работы [40], основываясь на литератур-
ных данных, взяли набор из одиннадцати 
наиболее часто используемых морфологи-
ческих параметров, который свели, с ис-
пользованием метода главных компонент, 
к двум параметрам, представляющим собой 
линейную комбинацию исходных. В пер-
вый параметр вошли компоненты, опреде-
ляющие размер шипика, и соответственно, 
он был интерпретирован как обобщенный 
дескриптор размера, а второй, по аналогии, 
– как дескриптор контура. После распре-
деления всех шипиков из выборки по двух-
мерному ортогональному пространству, 
сформированному дескрипторами, авторы 
исследования провели иерархическую кла-
стеризацию. В результате было получено 
десять кластеров, среди которых были как 
малочисленные периферические кластеры, 
так и многочисленные с недостаточным 
разделением. Для наглядности результатов 
произведенной кластеризации авторы пре-
доставили по три изображения шипика из 
каждого кластера, наиболее подробно отра-
жающие эмпирические морфологические 
особенности данной группы. Как и следо-
вало предполагать, наиболее плотными и 
плохо разделенными оказались кластеры, 
соответствующие тонким и грибовидным 
классическим типам, а пеньковые шипики 
были представлены единственным и мало-
численным кластером. Важно отметить, что 
количество и состав полученных кластеров 
сильно зависят от выбранного алгоритма 
кластеризации и свойств исходных данных. 
Авторы также предложили модель анализа 
межкластерного перехода при химически 
стимулированной долговременной потен-

циации. Таким образом, математическим 
способом было доказано, что сходных по 
морфологическому строению групп шипи-
ков может быть гораздо больше, чем четыре 
классических типа. Предложенный в рабо-
те [40] подход может быть крайне полезен 
для фундаментального изучения функцио-
нирования синапсов, но, тем не менее, он 
не подходит для широкого практического 
использования, когда анализ морфологии 
синапсов выполняется как часть общего 
анализа функционального состояния ней-
рона, ввиду сложности представления дан-
ных и их интерпретации. Исходя из всего 
вышеизложенного, можно заключить, что 
разработка альтернативных автоматизиро-
ванных методов классификации является 
актуальной задачей.

Новый подход к сбору и представлению 
численных данных морфологии 

дендритных шипиков
В связи с тем, что все большее число 

исследований указывает на существование 
непрерывного спектра форм шипиков, для 
практического использования требуется 
новый простой метод анализа, благодаря 
которому экспериментальные данные бу-
дут представлены наиболее полно и досто-
верно, а также наглядно.

Основные ошибки при классификации 
шипиков допускаются в процессе разделе-
ния на тонкие и грибовидные, так как эти 
два типа обладают одинаковой формой, и 
лишь размер головки выступает критиче-
ским параметром, определяющим принад-
лежность шипика к одному из них. Как 
показывают исследования, размер головки 
прямо пропорционален площади постси-
наптической плотности и коррелирует с 
числом постсинаптических рецепторов и 
силой синапса [36, 41 – 43], а длина и ши-
рина шейки дендритного шипика прямо 
связаны с величиной постсинаптического 
потенциала [39]. Морфология синапсов 
изменяется в зависимости от активно-
сти синаптического контакта. Изменения 
в силе синапса во время долговременной 
потенциации и долговременной депрессии 
связывают соответственно с увеличением 
или сокращением головки дендритного 
шипика [44, 45]. Таким образом, форма 
дендритного шипика определяет силу си-
наптических связей и, как предполагается, 
ее изменение вовлечено в процесс кодиро-
вания информации и хранения памяти в 
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головном мозге.
Как было показано ранее, распределение 

головки по размерам имеет непрерывную 
форму [9, 36 – 39], что ставит под сомне-
ние наличие таких классов, как тонкие и 
грибовидные шипики. Поэтому мы пред-
лагаем отнести все шипики, обладающие 
выраженной головкой, в отдельную груп-
пу с названием “headed spines” (шипики, 
обладающие головкой). Согласно нашим 
наблюдениям, которые подтверждены дру-
гой исследовательской группой [32], одним 
из потенциальных критических параметров 
для такого типа шипиков является отно-
шение Ln/L – длины шейки шипика к его 
общей длине. Этот параметр представляет 
интерес в связи с тем, что у шипиков, об-
ладающих крупной головкой, доля шейки 
от общей длины шипика чаще оказывается 
меньше, чем у шипиков с головкой мень-
шего размера.

Пеньковые шипики обладают ярко вы-
раженной формой, связанной с полным 
отсутствием шейки, и таким образом четко 
выделяются среди многообразия морфоло-
гии синапсов. Этот факт подтверждается 
результатами кластерного анализа, прове-
денного ранее в работе [40], где пеньковые 
шипики однозначно были выделены в от-
дельную группу. Ввиду указанной формы, 
определение ширины головки пенькового 
шипика затруднено, так как в большинстве 
случаев его наиболее широкое место со-
впадает с основанием. Мы предполагаем, 
что для пенькового шипика критическими 
параметрам могут служить длина шипика 

L и ширина его основания bw, и мы пла-
нируем проверить эту гипотезу в будущих 
исследованиях. Еще одной структурой яв-
ляются, согласно данным электронной 
микроскопии синапсов, тонкие волосопо-
добные выросты дендритной мембраны – 
филоподии [9]. Ввиду того, что филоподии 
характеризуются очень быстрыми измене-
ниями формы и не формируют активных 
синаптических контактов, какие-либо кри-
тические параметры их морфологии, ве-
роятно, отсутствуют. В связи с этим для 
узконаправленного анализа морфологии 
данного типа дендритных выростов следует 
использовать методы прижизненной ми-
кроскопии, позволяющие анализировать их 
поведение в динамике. Следует отметить, 
что общее содержание пеньковых шипиков 
и филоподий в зрелых нейронах, согласно 
проведенным оценкам, не превышает 10 % 
[9] и, следовательно, синаптические кон-
такты такой формы являются малочислен-
ными.

При делении шипиков по классическим 
группам получают гистограмму, в кото-
рой отражены либо процентное содержа-
ние шипиков определенного типа, либо их 
плотность, и для выявления статистически 
достоверных различий между данными 
контрольной и экспериментальной групп 
используются такие стандартные методы 
как t-тест или ANOVA. Соответственно, 
возникает резонный вопрос, как наглядно 
представлять данные, если известно, что 
они характеризуются непрерывным рас-
пределением.

1 2
3

4

Рис. 2. Предлагаемая модель представления экспериментальных данных, отражающая как 
процентное содержание разных типов дендритных шипиков, так и их распределение по 

ключевым морфологическим параметрам (см. пояснения в тексте).
Типы шипиков: филоподии (1), пеньковые (2), обладающие головкой (3), 

аномальной формы (4)
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Мы предлагаем создать гибрид круговой 
диаграммы (рис. 2), в которой размер сек-
тора соответствует проценту отраженной в 
нем группы, и графика распределения по 
параметрам, который дает возможность 
отразить непрерывность изменения раз-
мера головки шипиков как наиболее важ-
ного параметра. Для шипиков с выражен-
ной головкой предлагается откладывать по 
внутренней окружности ширину головки 
dh, нормированную на среднее значение, 
а по радиусу – точку, соответствующую 
отношению Ln/L (длины шейки шипика 
к его длине) в диапазоне от 0 до 1. При 
достаточном количестве шипиков, у кото-
рых отсутствует шейка (пеньковые), можно 
также отразить их распределение следую-
щим образом: по внутренней окружности 
откладывать высоту шипика H, а по радиу-
су отмечать точку, соответствующую отно-
шению H/w – высоты шипика к ширине 
его основания. Еще один сектор должен 
соответствовать филоподиям (при их нали-
чии). Кроме того, предлагается также вве-
сти сектор, который бы отражал процент 
шипиков, имеющих аномальную форму и 
поэтому не классифицируемых алгоритмом 
в какой-либо из типов.

Для проведения эксперимента мы пред-
лагаем собственный программный инстру-
мент для детектирования и снятия метрики 
дендритных шипиков. На первом этапе его 
работы выполняется обработка изображе-
ния с помощью фильтра Отсу для исклю-
чения помех и зашумленных областей. На 
втором этапе строится модель ствола ней-
рона с помощью бинаризации и последую-
щей скелетизации изображения, в то время 
как детектирование шипиков будет осу-

ществляться путем вычитания полученной 
модели ствола из отфильтрованного изо-
бражения с внесением необходимой кор-
рекции, определяемой алгоритмически. На 
основании полученных данных о морфоло-
гии дендритных шипиков будет произведе-
на классификация с применением предва-
рительно обученной нейронной сети. Для 
создания обучающей выборки и контро-
ля производительности и точности алго-
ритма планируется использовать мнение, 
сформулированное на консилиуме группы 
специалистов-нейробиологов. Измерение 
таких критических морфологических па-
раметров, как размер головки, длина шей-
ки и ее высота будет выполнено уже после 
классификации с применением математи-
ческих алгоритмов, специально адаптиро-
ванных к определенному типу шипиков, 
что должно снизить возможные ошибки. 
Последующий ручной анализ исследова-
телем формы аномальных шипиков, заре-
гистрированной в опытах с контрольной и 
экспериментальной группами, возможно, 
позволит выявить новые процессы и изме-
нения в морфологии синапсов, которые не 
могли быть обнаружены в исследованиях с 
использованием метода жесткой классифи-
кации. Диаграмма на рис. 2 демонстрирует 
идею представления экспериментальных 
данных; целесообразность и практическая 
значимость ее использования будет оцене-
на в предстоящих исследованиях.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта РФФИ № 18-34-00183 (Пчиц-
кая Е.И.). Пчицкая Е.И. является получате-
лем стипендии Президента Российской Фе-
дерации № СП–1929.2018.4.
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ИЗМЕРЕНИЕ ФАКТОРОВ ЯДЕРНОЙ МОДИФИКАЦИИ 
ЭТА-МЕЗОНОВ ПРИ СТОЛКНОВЕНИЯХ ЯДЕР УРАНА

П.В. Радзевич, А.Я. Бердников, Я.А. Бердников, 
Д.О. Котов, С.В. Жарко
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В статье представлены инвариантные спектры рождения η-мезонов и факторы 
ядерной модификации η- и π0-мезонов, рожденных в столкновениях ядер урана при 
энергии 192 ГэВ. Эти данные получены на спектрометре PHENIX, расположенном 
на релятивистском коллайдере RHIC. Проведен анализ этих экспериментальных 
результатов, и они сопоставлены с аналогичными данными для столкновений ядер 
золота при энергии 200 ГэВ. Установлено, что выходы η- и π0-мезонов в центральных 
столкновениях ядер как урана, так и золота (при указанных значениях энергии) подавлены 
в равной степени. В периферийных же столкновениях  факторы ядерной модификации 
η- и π0-мезонов, измеренные в столкновениях ядер урана, подавлены сильнее, чем 
данные факторы, полученные в столкновениях ядер золота. Анализ отношения спектров 
рождения η-мезонов к спектрам π0-мезонов, рожденных в столкновениях ядер урана 
при энергии 192 ГэВ, показал, что оно не зависит ни от класса центральности, ни от 
поперечного импульса.
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D.O. Kotov, S.V. Zharko

 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation
Invariant spectra of η mesons production and nuclear modification factors of η и π0 mesons 

produced in collisions of uranium nuclei at energy of 192 GeV have been presented in the 
paper. This data was obtained using the PHENIX spectrometer of RHIC. These experimental 
results were analyzed and compared with similar data on collisions of gold nuclei at 200 GeV. 
The η и π0 mesons yields in central collisions of both uranium and gold nuclei (at energy 
values mentioned) were established to be suppressed equally. In the peripheral collisions, the 
nuclear modification factors of η и π0 mesons measured in the uranium nuclei collisions were 
suppressed more than those obtained in the gold ones. An analysis of a ratio of the η meson to 
π0 meson production spectra in the uranium nuclei collisions (at 192 GeV) revealed that the 
ratio was independent of the centrality class and the transverse momenta.
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Введение

В 1970 году с помощью вычислений 
квантовой хромодинамики (КХД) был 
предсказан переход ядерной материи в 
кварк-глюонную плазму (КГП) в условиях 
высоких значений энергетических плот-
ностей и/или температур (ε ≈ 1 ГэВ/фм3, 
T ≈ 170 МэВ) [1 – 5]. Изучение фазового 
перехода от бесцветной адронной материи 
к состоянию КГП проводится в экспери-
ментах по столкновению ультрарелятивист-
ских ядер. Исследование КГП вносит весо-
мый вклад в современные представления об 
эволюции рождения Вселенной, так как на 
одном из этапов ее формирования темпе-
ратура Вселенной была эквивалента темпе-
ратуре КГП (T ≈ 1012 K) [6]. Поведение же 
ядерной материи в условиях высоких тем-
ператур и энергетических плотностей несет 
информацию о природе сил между кварка-
ми и глюонами, и такие исследования ши-
роко востребованы в космологии для выяв-
ления свойств нейтронных звезд [7, 8].

Свойства КГП при столкновении уль-
трарелятивистских ядер выявляют путем 
анализа эффектов начального и конечного 
состояния ядерной материи. Эффект гаше-
ния адронных струй относится к явлени-
ям конечного состояния ядерной материи 
и проявляется при столкновении тяжелых 
ядер с большой энергией [9]. Гашение 
адронных струй происходит в результате 
жесткого рассеяния партонов, рождающих-
ся при столкновении тяжелых ультрареля-
тивистских ядер. Данный эффект изучает-
ся через измерение спектров рождения и 
факторов ядерной модификации адронов, 
которые рождаются в результате взаимо-
действия ядер. Степень подавления выхо-
да адронов в области больших поперечных 
импульсов удобно оценивать с помощью 
эта-мезонов (далее используется термин с 
греческой буквой «эта» – η-мезоны).

Измерение спектров рождения и факто-
ров ядерной модификации η-мезонов на-
правлено на исследование эффекта гашения 
адронных струй в определенной сталкива-
ющейся системе ядер. Сравнение спектров 
рождения и факторов ядерной модифика-
ции η-мезонов с таковыми для π0-мезонов 
позволяет получать зависимость гашения 

адронных струй от массы рождающихся ча-
стиц, а также от их кваркового состава.

Особый интерес представляет бинар-
ная система из сталкивающихся ядер ура-
на (U + U) при энергии NNS  = 192 ГэВ. 
Ядра урана имеют несферическую форму, 
что позволяет изучать эффекты КГП при 
различных геометрических конфигурациях 
сталкивающихся ядер. В центральных стол-
кновениях система сталкивающихся ядер 
U + U обладает максимальной энергети-
ческой плотностью, доступной на реляти-
вистском коллайдере тяжелых ионов (англ. 
The Relativistic Heavy Ion Collider – RHIC) 
[10].

Постановка и описание задачи

Целью данной работы является изучение 
особенностей рождения η-мезонов в стол-
кновениях ядер урана U + U при энергии 

NNS = 192 ГэВ.
Для установления механизмов образо-

вания частиц, возникающих в результате 
рассеяния жестких партонов, которые рож-
даются в столкновении ядер U + U при 
энергии NNS = 192 ГэВ, было необходимо 
измерить спектры рождения η-мезонов и 
вычислить их факторы ядерной модифи-
кации. Инвариантные спектры рождения и 
факторы ядерной модификации η-мезонов 
анализируются с учетом их класса по цен-
тральности и в зависимости от поперечного 
импульса.

Поперечный импульс pT характеризует 
энергию взаимодействия в системе сталки-
вающихся ядер. Центральность, измеряе-
мая в процентах, – это степень перекрытия 
налетающих друг на друга ядер с фиксиро-
ванным прицельным параметром. Столкно-
вения с максимальной степенью перекры-
тия соответствуют величине 0 – 20 % и на-
зываются центральными, а столкновения с 
минимальной степенью перекрытия назы-
ваются периферическими и соответствуют 
величине центральности 60 – 80 %.

Методика исследования

Для изучения эффекта гашения адрон-
ных струй с помощью η-мезонов, которые 
рождаются в столкновениях ядер U + U 
при энергии NNS = 192 ГэВ, разработана 
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методика, которая включает в себя следую-
щие этапы:

подготовка экспериментальных данных;
измерение выхода η-мезонов в различ-

ных диапазонах pT и классах по централь-
ности;

вычисление эффективности регистрации 
частиц в детектирующей установке;

измерение инвариантных спектров 
рождения η-мезонов в столкновениях ядер 
U + U при энергии NNS = 192 ГэВ в раз-
личных диапазонах pT и классах по цен-
тральности;

оценка систематических погрешностей 
измеренных величин;

измерение факторов ядерной модифика-
ции η-мезонов в столкновениях ядер U + 
U при энергии NNS = 192 ГэВ в различных 
диапазонах pT и классах по центральности.

Экспериментальные данные, использу-
емые в работе, получены на спектрометре 
PHENIX, расположенном на релятивист-
ском коллайдере тяжелых ионов (RHIC). 
Для регистрации продуктов распада η-ме-
зонов в канале η → γγ использовались элек-
тромагнитные калориметры. Такие устрой-
ства измеряют энергию и координаты фо-
тонов, электронов и адронов, вылетающих 
из области взаимодействия ядер. Общий 
аксептанс системы электромагнитных ка-
лориметров на эксперименте PHENIX да-
вал значения φ = 2 ٠ π/2 по полярному углу 
и | η | < 0,35 по псевдобыстроте.

Система электромагнитных калориме-
тров в эксперименте PHENIX состояла 
из двух подсистем: сцинтилляционного 
сэмплинг-калориметра PbSc и калориме-
тра Черенкова со свинцовым стеклом PbGl. 
Каждый из используемых приборов имел 
собственную сегментацию. Использование 
двух типов калориметров позволяло выпол-
нять перекрестную проверку результатов, 
полученных отдельно для каждой подси-
стемы PbSc и PbGl, в рамках одного экс-
перимента.

Подготовка экспериментальных данных. 
Производилась путем определения крите-
риев отбора нужных событий, зарегистри-
рованных в электромагнитном калориме-
тре.

Для разделения сигналов, зарегистри-
рованных при взаимодействии адронов и 
фотонов с активной областью электромаг-
нитного калориметра, используются огра-
ничения на форму зарегистрированных 
электронных ливней. В подсистеме PbSc 

накладывается ограничение χ2 < 3, а в под-
системе PbGl – photon_prob > 0,02. Здесь χ2 

и photon_prob – статистические перемен-
ные, описанные в статье [11].

Средняя энергия, передаваемая заряжен-
ными адронами, составляет E ≈ 300 МэВ. 
Поэтому для лучшего отделения сигналов, 
оставленных адронами, используется до-
полнительное ограничение на энергию вос-
становленных кластеров: Eγ > 400 МэВ.

Для улучшения отношения уровня сиг-
нала к фону используется ограничение на 
асимметрию энергии фотонов, комбиниру-
емых при восстановлении η-мезона:

Регистрация частиц во время столкнове-
ний ядер урана происходила в течение двад-
цати двух дней. За данный период времени 
могли произойти нежелательные отклоне-
ния в работе техники по множеству разных 
причин. Для учета данного обстоятельства 
производился анализ сегмента данных, в 
ходе которого отбрасывались сегменты дан-
ных с малым числом зарегистрированных 
событий.

Вершина взаимодействия (zcoll) является 
одним из основных параметров в сталки-
вающейся системe ядер. В эксперименте 
PHENIX этот параметр определялся с по-
мощью счетчика ядро-ядерных столкно-
вений. Для отбора данных использовалось 
ограничение на вершину

–20 < zcoll < +20,

так как в этом интервале эффективность 
счетчика ядро-ядерных столкновений, из-
меренная в столкновениях ядер U + U, яв-
ляется постоянной величиной.

Измерение выхода η-мезонов в различных 
диапазонах pT и классах по центральности. 
Указанная процедура выполняется с помо-
щью построения распределения по эффек-
тивной массе двух γ-квантов, отобранных 
после подготовки экспериментальных дан-
ных, в разных диапазонах по pT и классах 
по центральности. Для определения выхода 
η-мезонов необходимо отделить полезный 
сигнал, который зарегистрирован в резуль-
тате распада η-мезонов, от фона, который 
разделяется на коррелированную (пара 
γ-квантов является продуктом распада ча-
стиц) и некоррелированную (случайная 
комбинация γ-квантов) составляющие.

1 2

1 2
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E E
E E

γ γ

γ γ

−
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Для отделения некоррелированного фона 
производится комбинирование пар γ-кван-
тов, взятых из двух разных событий, но 
обладающих сходными характеристиками 
(вершина и центральность). Строится рас-
пределение по эффективной массе скомби-
нированных γ-квантов (фон), нормируется 
в диапазоне 

0,7 < Mγγ < 0,8 ГэВ/c2

на распределение по эффективной массе 
реальных событий (сигнал и фон) и вычи-
тается из него.

Результат вычитания двух распределе-
ний аппроксимируется функцией Гаусса 
для описания сигнала от восстановленных 
η-мезонов и полиномом второй степени 
для описания остаточного коррелирован-
ного фона, в промежутке 

0,40 < Mγγ < 0,75 ГэВ/c2

в диапазоне pT < 10 ГэВ/с 
и

0,35 < Mγγ < 0,75 ГэВ/c2

в диапазоне pT > 10 ГэВ/с.
Определение выхода η-мезонов осущест-

вляется подсчетом количества отсчетов и 
вычитанием интеграла под функцией по-
линома второй степени. Область подсчета 
выхода η-мезонов лежит в диапазоне

0,48 < Mγγ < 0,62 ГэВ/c2.

Вычисление эффективности регистрации 
частиц в детектирующей установке. Данная 
методика позволяет отделить количество 
η-мезонов, восстановленных в электромаг-
нитном калориметре, от числа η-мезонов, 
попавших в активную область детектора.

Эффективность регистрации опреде-
ляется с использованием моделирования 
прохождения η-мезонов в спектрометре 
PHENIX методом Монте-Карло. Для тако-
го моделирования детекторной установки 
применяется специализированный пакет 
PISA, реализованный в GEANT 3 [11].

Эффективность регистрации вычисляет-
ся как отношение числа частиц, восстанов-
ленных в ходе моделирования, к первона-
чальному числу частиц.

Измерение инвариантных спектров рожде-
ния η-мезонов в столкновениях ядер U + U 
при энергии NNS

 
= 192 ГэВ в различных ди-

апазонах pT и классах по центральности. Для 
указанного измерения используется следу-
ющая формула:

(1)

где Nη – выход нейтральных η-мезонов; 
εrec. ef – эффективность регистрации; Nevent – 
количество анализируемых событий.

Инвариантные спектры рождения ча-
стиц измеряются в различных классах по 
центральности.

Оценка систематических погрешностей 
измеренных величин. Производится путем 
варьирования различных параметров (энер-
гетическая шкала, энергетическое разреше-
ние, взвешивающие коэффициенты, пара-
метры при идентификации частиц, грани-
цы определения γ-кластеров, конверсия, 
геометрия экспериментальной установки и 
модели), используемых при измерении вы-
ходов η-мезонов.

Статистические и систематические 
ошибки факторов ядерной модификации 
вычисляются как сумма квадратов стати-
стических и систематических ошибок чис-
лителя и знаменателя формулы (1).

Измерение факторов ядерной модифика-
ции η-мезонов в столкновениях ядер U + U 
при энергии NNS = 192 ГэВ в различных ди-
апазонах pT и классах по центральности. Для 
указанного измерения используется следу-
ющая формула:

где dNAA , dNpp – выходы адронов в столкно-
вениях соответственно ядер (A + A) и про-
тонов (p + p) в заданном интервале попе-
речных импульсов; ‹Ncoll › – среднее число 
парных неупругих нуклон-нуклонных стол-
кновений.

Величина ‹Ncoll › определяется методом 
моделирования Монте-Карло с помощью 
теории Глаубера, которая учитывает гео-
метрию сталкивающихся ядер. Нормиров-
ка на данное число применяется на основе 
предположения о том, что адроны рожда-
ются в элементарных партон-партонных 
взаимодействиях.

Для изучения коллективных эффектов 
(эффекты конечного и начального состоя-
ния ядерной материи) в системе сталкива-
ющихся ядер используют факторы ядерной 
модификации RAA. Если значение фактора 
RAA = 1, то коллективные эффекты в си-

.

( ) ( )
( )1 ,

2 ( )

T AA T

T

T event T rec ef T

I p dN p
N p

p N p p

h

h

= =

=
π ∆ ε

1 ,AA
AA

coll pp

dNR
N dN

=
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стеме сталкивающихся ядер отсутствуют. 
Отличие значения RAA от единицы говорит 
либо о подавлении, либо об избытке выхо-
да частиц.

Результаты и их обсуждение 

Инвариантные спектры рождения η-ме-
зонов, измеренных в столкновении ядер 
урана (U + U) при энергии NNS = 192 ГэВ, 
в зависимости от поперечного импуль-
са для разных классов по центральности, 
представлены на рис. 1.

Спектры измерены в широком диапа-
зоне значений поперечного импульса в 
центральных столкновениях (до 14 ГэВ/с). 
В области малых поперечных импульсов 
измерение спектров рождения ограниче-
но из-за малой возможности детекторной 
установки. В области больших поперечных 
импульсов ограничение обусловлено недо-
статочным объемом статистических дан-

Рис. 1. Зависимости инвариантных спектров 
рождения η-мезонов, измеренных в 
столкновении ядер U + U, от поперечного 
импульса для различных классов по 
центральности, %: 0 – 80 (1), 0 – 20 (2), 20 – 

40 (3), 40 – 60 (4), 60 – 80 (5); 
энергия NNS = 192 ГэВ.

Здесь и далее условные обозначения на точках в 
виде вертикальных «усов» и серых горизонтальных 
прямоугольников отвечают статистическим и 
систематическим погрешностям измерений 

соответственно

ных.
На рис. 2 представлено сравнение фак-

торов ядерной модификации η-мезонов, 
измеренных в столкновениях ядер урана 
(U + U) и золота (Au + Au) [12, 13] при 
энергиях NNS = 192 и 200 ГэВ, соответ-
ственно, при близких значениях величины 
Ncoll (см. таблицу). Факторы ядерной моди-
фикации η-мезонов (см. рис. 2) вычислены 
по формуле (2) с использованием двух раз-
личных наборов среднего числа нуклон-ну-
клонных столкновений Ncoll в различных 
классах по центральности в столкновении 
ядер U + U при энергии NNS = 192 ГэВ. 

Центральность,
 % Ncoll Рис.2

Au + Au (набор 1), 200 ГэВ
0 – 5 1065,4 ± 105,3 a)

20 – 40 300,8 ± 32,6 b)
40 – 50 120,3 ± 13,7 c)
60 – 92 17,1 ± 3,9 d)

Au + Au (набор 2), 200 ГэВ
0 – 10 967,3± 92,9 a)
60 – 92 17,2± 3,5 d)

U + U (вариант I), 192 ГэВ
0 – 20 934,5 ± 97,5 a)
20 – 40 335,0 ± 33,0 b)
40 – 60 95,9 ± 13,0 c)
60 – 80 17,5 ± 3,8 d)

U + U (вариант II), 192 ГэВ
0 – 20 999,0 ± 114,0 a)
20 – 40 375,0 ± 45,0 b)
40 – 60 110,0 ± 14,6 c)
60 – 80 19,7 ± 4,4 d)

Таблица

Значения числа столкновений 
Ncoll в зависимости от их 

центральности для различных типов 
взаимодействий (см. рис. 2)

Примечание . Наличие разных вариантов в 
столкновениях ядер урана обусловлено различной
степенью деформации ядра урана при вычислении

числа нуклонов Ncoll в модели Глаубера [12, 13].
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Рис. 2. Зависимости величины фактора ядерной модификации RAA от поперечного 
импульса pT для η-мезонов в (U+U)-взаимодействиях (закрашенные круглые и 
квадратные маркеры) и (Au+Au)-взаимодействиях (круглые и ромбовидные маркеры) 

[12, 13] при значениях энергии 192 и 200 ГэВ соответственно (см. таблицу) 
Прямоугольники против пунктирных линий указывают величину систематической 

погрешности Ncoll 

Рис. 3. Зависимости величины фактора ядерной модификации RAA от поперечного 
импульса pT для π0-мезонов (квадратные маркеры) и η-мезонов (круглые маркеры) 
в (U+U)-взаимодействиях при значениях энергии для различных классов по 

центральности, %: 0 – 20 (а), 20 – 40 (b), 40 – 60 (c), 60 – 80 (d).
Прямоугольники против пунктирных линий указывают величину систематической погрешности Ncoll
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Рис. 4. Зависимость отношения интенсивности спектров рождения η-мезонов к 
интенсивности спектров рождения π0-мезонов, измеренных в столкновении ядер 
U+U при энергии NNS = 192 ГэВ, от поперечного импульса для различных классов 

по центральности, %: 0 – 80 (1), 0 – 20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 60 (4), 60 – 80 (5)

Два набора переменных Ncoll используют-
ся ввиду неравномерного распределения 
нуклонов в сферически несимметричных 
ядрах урана.

При больших значениях Ncoll величины 
факторов ядерной модификации, измерен-
ные в столкновениях ядер урана и золота 
при энергиях  NNS = 192 и 200 ГэВ соответ-
ственно, совпадают, что свидетельствует о 
независимости проявления эффекта гаше-
ния струй от геометрической формы стал-
кивающихся ядер.

При малых значениях Ncoll наблюдается 
некоторое различие в величинах факторов 
ядерной модификации, полученных в стол-
кновениях ядер урана и золота при энерги-
ях NNS = 192 и 200 ГэВ соответственно, од-
нако вследствие больших систематических 
ошибок невозможно однозначно разделить 
исследуемые величины.

На рис. 3 представлено сравнение фак-
торов ядерной модификации π0- и η-ме-
зонов, измеренных в столкновениях ядер 
урана U + U при энергии NNS = 192 ГэВ, в 
различных классах по центральности. Вид-
но, что указанные величины совпадают в 

пределах систематических и статистических 
погрешностей во всем диапазоне попереч-
ного импульса и во всех классах по цен-
тральности.

Поведение отношения интенсивностей 
спектров η/π0, измеренных в столкновени-
ях ядер урана при энергии NNS = 192 ГэВ 
(рис. 4), в итоге не зависит от центрально-
сти и поперечного импульса в пределах си-
стематических погрешностей.

Заключение

В настоящей работе представлены 
результаты измерения инвариантных спек-
тров η-мезонов в пяти классах по централь-
ности и факторов ядерной модификации 
η-мезонов в четырех классах по централь-
ности в зависимости от поперечного им-
пульса при энергии NNS = 192 ГэВ в стол-
кновениях ядер урана (U + U).

Равное значение факторов ядерной мо-
дификации η-мезонов для сталкивающихся 
систем урана (U + U) и золота (Au + Au) 
при равном числе средних парных неупру-
гих нуклон-нуклонных столкновений в об-
ласти больших поперечных импульсов, в 
центральных и полуцентральных столкно-
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вениях, говорит о независимости эффектов 
конечного состояния от геометрических 
свойств сталкивающихся ядер.

Установлено, что выход η-мезонов в пе-
риферических столкновениях ядер урана 
при энергии NNS = 192 ГэВ подавлен в 
большей степени, чем в столкновениях зо-
лота (Au+Au) при энергии NNS = 200 ГэВ, 
но из-за больших систематических и стати-
стических погрешностей оказалось невоз-
можным однозначно разделить полученные 
величины.

Анализ данных по отношению спектров 
η/π0 и сравнение факторов ядерной моди-
фикации π0- и η-мезонов позволили отме-
тить независимость фрагментации жест-
ких партонов от массы и состава кварков 
π0- и η-мезонов, рождающихся в парных 
столкновениях ядер урана при энергии 

NNS  = 192 ГэВ.

Результаты настоящей работы были полу-
чены в рамках выполнения государственного 
задания Минобрнауки России 3.1498.2017/4.6.
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ПОДАВЛЕНИЕ ВЫХОДОВ АДРОНОВ В СТОЛКНОВЕНИЯХ 
ЯДЕР УРАНА ПРИ РАЗЛИЧНОМ КВАРКОВОМ СОСТАВЕ

РОЖДАЮЩИХСЯ ЧАСТИЦ 

П.В. Радзевич, А.Я. Бердников, Я.А. Бердников
С.В. Жарко, Д.О. Котов

 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В статье представлены экспериментальные инвариантные спектры рождения, 
факторы ядерной модификации и отношения интенсивностей спектров легких 
мезонов, полученные в столкновении тяжелых ядер урана при энергии 192 ГэВ. 
Данные характеристики частично отражают свойства кварк-глюонной плазмы 
(КГП), рождающейся в столкновении тяжелых ядер урана при различном размере 
взаимодействующей системы и кварковом составе рождающихся частиц. Приведенные 
данные представлены в зависимости от поперечного импульса, среднего числа нуклон-
нуклонных столкновений, среднего числа участников столкновения и класса по 
центральности. Предполагалось опытным путем дискриминировать эффекты горячей 
и плотной материи в зависимости от геометрических характеристик сталкивающихся 
тяжелых ядер из-за сферической несимметричности ядер урана. Анализ полученных 
данных привел к выводам о независимости фрагментации жестких партонов от массы 
и состава кварков легких мезонов и об отсутствии влияния геометрической формы 
сталкивающихся ядер на проявление эффекта гашения адронных струй.
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Введение

Согласно общепринятой терминологии, 
кварк-глюонная плазма – это состояние ве-
щества, в котором степенями свободы явля-
ются кварки и глюоны, обладающие цвето-
вым зарядом. Систематическое наблюдение 
формирования кварк-глюонной плазмы в 
столкновениях ультрарелятивистских тя-
желых ядер (А + А) впервые было получе-
но на Коллайдере релятивистских тяжелых 
ионов (RHIC) при энергиях столкновения 

NNS = 130 и 200 ГэВ (в пересчете на один 
нуклон) [1 – 4] и позже на Большом адрон-
ном коллайдере (LHC) в столкновениях 
ядер свинца при NNS = 2,76 ТэВ [5].

Рождение адронов в столкновениях уль-
трарелятивистских ионов при больших зна-
чениях поперечного импульса, pT > 5 ГэВ/c, 
обусловлено процессами фрагментации 
жестких партонов, рожденных в результате 
процессов глубоконеупругих столкновений. 
Сечения рождения адронов в элементарных 
столкновениях протонов (p + p) хорошо 
описываются с помощью формализма пер-
турбативной квантовой хромодинамики с 
учетом следующего лидирующего порядка 
(next-to-leading-order perturbative quantum 
chromodynamics – NLO pQCD) [6]. Рожде-
ние адронов в столкновениях A + A подвер-
гается влиянию кварк-глюонной среды: при 
прохождении сквозь нее жесткие партоны 
теряют часть своей энергии, что приводит 
к подавлению выхода адронов фрагмента-
ции (по сравнению с их выходом в элемен-
тарных протон-протонных столкновени-
ях). Данный эффект называется эффектом 
гашения адронных струй [6, 7]. Изучение 
особенностей рождения легких мезонов 
различного типа (например, π0, η, KS) в 
(A + A)-столкновениях позволяет прове-
сти систематическое исследование эффек-
тов кварк-глюонной плазмы и, в частности, 
эффекта гашения адронных струй в зави-
симости от основных характеристик, таких 
как масса и кварковый состав этих частиц.

Количественная оценка эффекта гаше-
ния струй производится с помощью вы-
числения фактора ядерной модификации, 
определяемого в зависимости от попереч-
ного импульса и центральности согласно 
выражению:

(1)

где dNAA, dNpp – выходы адронов в (A + A)- 
и (p + p)-столкновениях, соответственно; 
⟨Ncoll⟩ – среднее число парных неупругих 
нуклон-нуклонных столкновений в данном 
классе центральности (A + A)-взаимодей-
ствий.

Выход частиц в (A + A)-столкновениях 
обычно измеряется в виде зависимости от 
их поперечного импульса и центральности 
столкновений. Центральность измеряется 
в процентах и определяет прицельный па-
раметр и степень перекрытия налетающих 
друг на друга ядер [8]. Столкновения с ма-
лым прицельным параметром и централь-
ностью в диапазоне 0 – 20 % характери-
зуются большой множественностью частиц 
и называются центральными столкнове-
ниями. В периферических столкновениях 
с центральностью в интервале 60 – 80 % 
участвует лишь малая часть нуклонов взаи-
модействующих ядер.

Измерение выхода KS-мезонов проводит-
ся в канале KS → π0π0. Дочерние частицы 
распада KS-мезонов (π0-мезоны) измерены 
ранее в работе [9]. В состав KS-мезонов вхо-
дят странные кварки, что позволяет изучать 
особенности рождения легких мезонов в 
зависимости от кваркового состава иссле-
дуемых частиц при сравнении факторов 
ядерной модификации KS-, π

0- и η-мезонов 
[9]. Различие масс KS-, π

0- и η-мезонов [9] 
позволяет изучать эффект гашения струй в 
зависимости от массовой составляющей ис-
следуемых частиц.

Система сталкивающихся ядер урана-238 
(U + U) при энергии NNS = 192 ГэВ пред-
ставляет особый интерес для исследования 
эффекта гашения адронных струй. Ядра ура-
на обладают ярко выраженной сферической 
асимметрией, в результате чего в столкно-
вениях этих ядер реализуется особая гео-
метрия столкновений, отличная от таковой 
для симметричных ядер (например, ядер 
золота или меди). Кроме того, ядра урана 
являются самыми тяжелыми среди исполь-
зуемых в экспериментах на коллайдерах: в 
их столкновениях реализуется самая боль-
шая плотность энергии и, как следствие, 

1 ,= AA
AA

coll pp

dNR
N dN



113

Ядерная физика

самая высокая множественность частиц 
среди всех (A + A)-систем в данном диапа-
зоне энергий [10]. Таким образом, исследо-
вание особенностей рождения нейтральных 
легких мезонов в (U + U)-столкновениях 
при энергии NNS = 192 ГэВ является важ-
ной частью систематического изучения эф-
фекта гашения адронных струй и позволит 
провести дополнительную дискриминацию 
свободных параметров различных моде-
лей, описывающих потери энергии жестких 
партонов в кварк-глюонной плазме.

В настоящей статье представлены 
результаты изучения эффекта гашения 
струй при рождении π0-, η-, KS-мезонов 
в столкновениях ядер урана при энергии 

NNS  = 192 ГэВ.

Методика исследования
Сбор первичных данных о столкновени-

ях ядер урана при энергии NNS = 192 ГэВ 
осуществлен с помощью спектрометра 
PHENIX на коллайдере RHIC (Брукхей-
венская национальная лаборатория, США) 
в 2012 году. Значения центральности и ко-
ординаты вершины вдоль оси движения 
пучков (zvert) для каждого взаимодействия 
ядер урана определяются с помощью систе-
мы счетчиков ядро-ядерных столкновений 
(BBC – beam-beam counter) [11]. Счетчи-
ки BBC определяют триггер Minimum Bias 
(MB), отбирающий все события ядро-ядер-
ных столкновений, в которых произошло 
хотя бы одно неупругое нуклон-нуклонное 
взаимодействие. При этом координата zvert 
лежит в диапазоне: |zvert| < 20 см. Отклик 
BBC в совокупности с моделированием ра-
боты спектрометра методом Монте-Карло 
по теории Глаубера [12] используется для 
определения среднего числа столкновений 
Ncoll и среднего числа нуклонов-участников 
ядро-ядерного взаимодействия ⟨Npart⟩.

Легкие KS-, π
0- и η-мезоны регистрируются 

в каналах KS → π0π0 (BR = 30,69 ± 0,05 %), 
π0 → γγ (BR = 98,82 ± 0,03 %) и η → γγ 
(BR = 72,12 ± 0,34 %) [10] в системе элек-
тромагнитных калориметров спектрометра 
PHENIX, описание геометрии и характери-
стик которой представлены в работе [13]. 
Для улучшения отношения уровня сигнала 
к фону используется ряд кинематических 
ограничений. В частности, ограничения 
на минимальную энергию Eγ и асимме-
трию энергии фотонов, соответственно, 
составляют

          Eγ>400 МэВ и 

Методика измерения выхода π0- и η-ме-
зонов в столкновении ядер урана при энер-
гии NNS = 192 ГэВ описана в работах [8, 
14].

Для формирования частиц-кандидатов 
на роль π0-мезонов (далее π0-кандидатов) в 
распаде KS → π0π0 инвариантная масса пары 
γ-квантов должна находиться в диапазоне 
1,5σ (σ – среднеквадратичное отклонение) 
от измеренных значений массы π0-мезонов 
в зависимости от их поперечного импуль-
са, а также в одном и том же плече спек-
трометра PHENIX. Пара γ-квантов должна 
иметь суммарный импульс в диапазонах

2 < pT < 11 и 2 < pT < 14 ГэВ/с

в подсистемах PbSc и PbGl [13] электро-
магнитного калориметра, соответственно. 
Для всех пар γ-квантов, отобранных в ка-
честве π0-кандидатов, применяется допол-
нительная коррекция для приведения мас-
сы π0-кандидата к табличному значению 
mtabl. = 134,977 МэВ, что позволяет значи-
тельно увеличить отношение уровня сигна-
ла к фону в распределениях по инвариант-
ной массе пар π0π0.

Распределения по инвариантной массе 
пар π0-кандидатов, используемые для опре-
деления выхода KS-мезонов, формируются 
в различных диапазонах поперечного им-
пульса и классах центральности и аппрок-
симируются суммой функции Гаусса (опи-
сывает сигнал со стороны KS-мезонов) и 
параболы (описывает фон). Значение выхо-
да KS-мезонов определяется площадью под 
кривой функции Гаусса.

Для учета ограниченности аксептанса де-
текторной установки, эффектов ее работы 
и используемых в анализе кинематических 
ограничений, значения выходов KS-мезо-
нов корректируются с помощью величины 
эффективности регистрации. Вычисление 
этой величины для KS-мезонов произво-
дится с помощью моделирования установ-
ки методом Монте-Карло с помощью про-
граммного пакета GEANT 3 [15].

Измерение инвариантных выходов 
KS-мезонов в столкновениях ядер урана при 
энергии NNS = 192 ГэВ в различных диа-
пазонах поперечного импульса и классах 
центральности производится с помощью 
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формулы, используемой при исследовании 
рождения π0-мезонов [8].

Основной систематической погрешно-
стью при измерении выхода KS-мезонов, 
рожденных в столкновении ядер U + U, яв-
ляется погрешность, связанная с выбором 
параметров аппроксимации распределений 
по инвариантной массе: определением диа-
пазона аппроксимации, диапазона интегри-
рования сигнала и степени полинома при 
аппроксимации. Погрешность составляет 
15,0 – 22,5 % в разных интервалах попереч-
ного импульса и в разных классах централь-
ности столкновений. Также существенный 
вклад в систематическую погрешность 
измерений вносят процессы конверсии 
γ-квантов в материалах детектора (10,4 %).

Результаты и их обсуждение 
Инвариантные спектры рождения KS-ме-

зонов по поперечному импульсу в столкно-
вениях ядер урана (U + U) при энергии 

NNS  = 192 ГэВ представлены на рис. 1. 
Спектры измерены в четырех классах цен-
тральности и в широком диапазоне попе-
речного импульса: до 11 ГэВ/с в централь-
ных столкновениях.

Сравнение факторов ядерной моди-
фикации KS-мезонов, рожденных в стол-

кновении ядер урана (U + U) при энер-
гии NNS  = 192 ГэВ, золота (Au + Au) 
[16] и меди (Cu + Cu) [17] при энергии 

NNS  = 200 ГэВ, при равном числе парных 
неупругих нуклон-нуклонных столкнове-
ний ⟨Ncoll⟩ показаны на рис. 2. Значения 
⟨Ncoll⟩ для каждой системы сталкивающихся 
ядер и каждого класса центральности при-
ведены в таблице. Факторы ядерной моди-
фикации KS-мезонов вычислены в соответ-
ствии с формулой (1).

При всех рассматриваемых значениях 
⟨Ncoll⟩ значения фактора ядерной модифи-
кации KS-мезонов, измеренных в стол-
кновениях ядер урана, золота и меди (U 
+ U, Au + Au и Cu + Cu) при энергиях 

NNS  = 192 и 200 ГэВ, совпадают в преде-
лах погрешности измерений. Подобное по-
ведение факторов ядерной модификации 
наблюдалось при исследовании выходов 
частиц (π0-мезонов), в состав которых не 
входил s-кварк [9], что свидетельствует о 
независимости проявления эффекта гаше-
ния струй от геометрической формы стал-
кивающихся ядер и кваркового состава ис-
следуемых легких мезонов среди (U + U)-, 
(Au + Au)- и (Cu + Cu)-столкновений при 
энергиях NNS  = 192 и 200 ГэВ.

Рис. 1. Инвариантные спектры рождения KS-мезонов по поперечному импульсу, измеренные в 
столкновении ядер урана при энергии NNS = 192 ГэВ для различных классов центральности, %:

0 – 80 (1), 0 – 20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 80 (4).
Здесь и далее условные обозначения на точках в виде вертикальных «усов» и серых горизонтальных 
«прямоугольников» отвечают статистическим и систематическим погрешностям измерений соответственно
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Рис. 2. Зависимости величины фактора ядерной модификации RAA от поперечного импульса 
pT для KS-мезонов в (U + U)-взаимодействиях (закрашенные круглые маркеры), (Au+Au)-
взаимодействиях (закрашенные квадратные маркеры) и (Cu + Cu)-взаимодействиях 
(ромбовидные маркеры) [16, 17] при значениях энергии 192 и 200 ГэВ соответственно (см. 

таблицу).
Прямоугольники против пунктирных линий указывают величину систематической погрешности Ncoll

Центральность, % Ncoll Рис.2

Au + Au, 200 ГэВ

0 – 20 783,2 ± 71,4 a)

20 – 60 300,8 ± 32,6 b)

60 – 93 14,5 ± 2,5 c)

Cu + Cu, 200 ГэВ

0 – 20 151,8± 16,1 b)

20 – 60 42,0± 3,5 c)

U + U, 192 ГэВ

0 – 20 934,5 ± 97,5 a)

20 – 40 335,0 ± 33,0 b)

40 – 80 56,7 ± 5,0 c)

Таблица

Значения числа столкновений Nсoll 
в зависимости от их центральности 

для различных типов взаимодействий 
(см. рис. 2)[16, 17, 19]

а) b)

c)
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На рис. 3 представлены сравнения фак-
торов ядерной модификации π0-, η- и 
KS-мезонов, измеренных в столкновениях 
ядер U + U при энергии NNS = 192 ГэВ, в 
различных классах по центральности.

Факторы ядерной модификации π0-, η- 
и KS-мезонов, измеренных в столкновени-
ях ядер U + U при энергии NNS = 192 ГэВ, 
совпадают в пределах погрешности во всем 
диапазоне поперечного импульса и во всех 
классах центральности.

Отношение выходов η- и π0-мезонов 
(η/ π0), KS- и π0-мезонов (KS/π0), измерен-
ных в столкновениях ядер урана при энер-
гии NNS = 192 ГэВ, в различных классах 
центральности показаны на рис. 4.

Поведение отношений η/π0 и KS/π0, из-
меренных в столкновениях ядер U + U 
при энергии NNS = 192 ГэВ, не зависит от 
центральности и поперечного импульса в 
пределах систематических погрешностей. 
Величины отношений η/π0 и KS/π0 для 

спектров совпадают в пределах статисти-
ческой и систематической погрешностей с 
ранее измеренными отношениями [17, 18]. 
Независимость отношений η/π0 и KS/π0 от 
системы столкновений говорит о незави-
симости фрагментации жестких партонов 
от массы и кваркового состава π0-, η- и 
KS-мезонов.

На рис. 5 показаны интегральные фак-
торы ядерной модификации π0-, η- и 
KS-мезонов, рожденных в столкновении 
ядер урана, золота и меди при энергиях 

NNS  = 192 и 200 ГэВ [8, 14, 16 – 18]. 
Поведение зависимостей интегральных 
факторов ядерной модификации π0-, η- и 
KS-мезонов, рожденных в столкновени-
ях ядер U + U, от ⟨Npart⟩, не отличается, 
в пределах систематической погрешно-
сти, от поведения интегральных факторов 
ядерной модификации π0-, η- и KS-ме-
зонов, рожденных в столкновениях ядер 
Cu + Cu и Au + Au.

Рис. 3. Зависимости величины фактора ядерной модификации RAA от поперечного импульса 
pT для π0-мезонов (квадратные маркеры), η-мезонов (ромбовидные маркеры) и KS-мезонов 
(круглые маркеры) в (U + U)-взаимодействиях при значениях энергии NNS = 192 ГэВ для 

различных классов по центральности %:
0 – 80 (а), 0 – 20 (b), 20 – 40 (c), 60 – 80 для π0- и η-мезонов и 40 – 80 для KS-мезонов (d). Прямоугольники 

против пунктирных линий указывают величину систематической погрешности Ncoll
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Рис. 5. Зависимости интегральных факторов ядерной модификации π0-, η- и KS-мезонов в 
столкновениях ядер U + U, Au + Au и Cu + Cu [16, 17, 19] при энергиях NNS = 192 и 200 ГэВ 

от среднего числа участников столкновения ⟨Npart⟩

а) b)

Рис. 4. Зависимости отношений спектров рождения η-мезонов к спектрам рождения 
π0-мезонов (a) и спектров рождения KS-мезонов к спектрам рождения π0-мезонов (b), 
измеренных в столкновении ядер U + U при энергии √sNN = 192 ГэВ, от поперечного импульса 

для различных классов по центральности, %:
0 – 80 (1), 0 – 20 (2), 20 – 40 (3), 40 – 60 для η/π0 и 40 – 80 для KS/π0 (4), 60 – 80 (5)

Заключение

В настоящей работе представлены 
результаты измерения инвариантных спек-
тров рождения KS-мезонов по поперечному 
импульсу в четырех классах центральности, 
и факторов ядерной модификации KS-ме-
зонов в трех классах центральности в стол-
кновениях ядер урана (U + U) при энергии 

NNS = 192 ГэВ.
Совпадение факторов ядерной мо-

дификации KS-мезонов, рожденных в 
столкновении ядер урана при энергии 

NNS  = 192 ГэВ, золота и меди при энергии 

NNS = 200 ГэВ, при равном числе средних 

парных неупругих нуклон-нуклонных стол-
кновений во всем измеренном диапазоне 
поперечного импульса во всех классах по 
центральности говорит об отсутствии зави-
симости эффекта гашения адронных струй 
от формы сталкивающихся ядер. Подобное 
поведение факторов ядерной модификации 
наблюдается при изучении частиц с отлич-
ным кварковым составом (π0- и η- мезоны) 
[8].

Поведение отношений η/π0 и KS/π0 и 
интегральных факторов ядерной модифи-
кации π0-, η- и KS-мезонов говорит о неза-
висимости фрагментации жестких партонов 
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СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

от массы и состава кварков π0-, η- и KS-ме-
зонов, рождающихся в столкновениях ядер 
U + U при энергии NNS = 192 ГэВ.

Результаты измерений, выполненных в 
рамках исследования (U + U)-столкнове-
ний при энергии NNS = 192 ГэВ для π0-, 
η- и KS-мезонов, говорят об отсутствии 
влияния геометрической формы сталкива-

ющихся ядер на проявление эффекта гаше-
ния адронных струй.

Результаты настоящей работы были по-
лучены в рамках выполнения государ-
ственного задания Минобрнауки России 
3.1498.2017/4.6.
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В работе проанализированы возможности поиска эффектов эволюции Балицкого 
– Фадина – Кураева – Липатова (БФКЛ) на будущих протон-протонных коллайде-
рах при максимальных энергиях в системе центра масс протонов 14, 27 и 100 ТэВ в 
процессах рождения пар адронных струй c большим разделением по быстроте между 
струями в паре. Выполнено  моделирование протон-протонных столкновений в про-
граммных пакетах Монте-Карло, основанных на эволюции Докшицера – Грибова – 
Липатова – Альтарелли – Паризи  PYTHIA8 и HERWIG++, а также в программном паз-
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Введение

Жесткие столкновения адронов при 
предельно высокой энергии системы цен-
тра масс ( s  → ∞), большом переданном 
импульсе (Q → ∞) и фиксированном отно-
шении Q/ s  ~ x (данный предел носит на-
звание предела Бъеркена, а x – скейлинго-
вая переменная), описываются в терминах 
пертурбативной квантовой хромодинами-
ки в рамках коллинеарной факторизации. 
Последняя обеспечивает факторизацию 
адрон-адронного сечения на жесткий под-
процесс и партонные функции распределе-
ния. Этот кинематический режим требует 
суммирования диаграмм, усиленных боль-
шими логарифмами переданного импульса, 
а именно – членов пертурбативного ряда, 
пропорциональных величине

(αs(Q
2)lnQ2)n,

где αs(Q
2) – бегущая константа сильного 

взаимодействия, n – порядок члена пертур-
бативного ряда.

Такое суммирование во всех порядках 
теории возмущений достигнуто в главном 
логарифмическом приближении (ГЛП) в 
уравнениях эволюции Докшицера – Гри-
бова – Липатова – Альтарелли – Паризи 
(ДГЛАП) [1 – 5], описывающих эволюцию 
партонных функций распределения с мас-
штабом Q. Суммирование членов, пропор-
циональных [αs(Q

2)]n[lnQ2]n–1, приводит к 
уравнениям ДГЛАП в логарифмическом 
приближении, следующим за ГЛП (СГЛП).

Рассеянный в жестком подпроцессе пар-
тон испускает тормозное излучение, фор-
мирующее партонный ливень. Партонный 
ливень также можно описать в разных лога-
рифмических приближениях функций рас-
щепления ДГЛАП. Излучающиеся партоны 
упорядочены по поперечному импульсу p^ , 
оставаясь при этом одного порядка по бы-
строте y: 

y = 1/2ln[(E + pz)/(E – pz)],

где E – энергия партона, pz – продольный 
импульс (импульс вдоль пучка сталкиваю-
щихся адронов).

Партонный ливень и адронизация при-
водят к образованию адронных струй. 
Инклюзивное рождение адронных струй 
хорошо согласуется с расчетами в рамках 
подхода ДГЛАП в СГЛП в широком диа-
пазоне поперечных импульсов, причем для 
всех экспериментально доступных на се-
годняшний день энергий, которые достига-

ются на ускорителях HERA (DESY, Герма-
ния), Теватрон (Fermilab, США) и Большом 
адронном коллайдере (LHC, CERN, Швей-
цария). Однако согласие с экспериментом 
становится хуже, когда адронные струи 
сильно разделены по быстроте [6].

Когда энергия столкновения системы 
центра масс s  стремится к бесконечно-
сти, т. е. намного превышает конечный 
масштаб жесткого взаимодействия Q, так 
что Q/ s  ~ x → 0 (предел Редже – Гри-
бова), жесткие партоны рассеиваются под 
большими быстротами y, и при этом из-
лучение партонов быстро растет с увели-
чением фазового пространства, доступного 
по быстроте. Такая динамика обусловлена 
диаграммами, усиленными большими ло-
гарифмами:

ln s ~ ln(1/x).
Суммирование этих логарифмов 

достигнуто в ГЛП- и СГЛП-приближениях 
в уравнениях эволюции Балицкого – 
Фадина – Кураева – Липатова (БФКЛ) 
[7 – 9].

Поиски эволюции БФКЛ в процессах 
рождения адронных струй в протон-
протонных столкновениях, ранее были 
выполнены на Теватроне в эксперименте 
D0 [10 – 12] для энергий s = 630 и 
1800 ГэВ, а также на LHC в экспериментах 
ATLAS [13, 14] и CMS [6, 15 – 17] для 
энергии системы центра масс s  = 7 ТэВ, 
достигнутой в фазе Run I работы LHC. 
В то время как эволюция ДГЛАП 
хорошо подтверждается в эксперименте 
в бъеркеновском пределе (большие 
энергии системы центра масс и большие 
переданные импульсы), эксперименты по 
поиску эволюции БФКЛ, которая должна 
доминировать в полужестких процессах 
(большие энергии системы центра масс и 
умеренные значения передачи импульса), 
дают неопределенный результат. Это 
обусловлено несколькими причинами. Одна 
из них – это отсутствие генератора Монте-
Карло, выполняющего расчет эволюции 
БФКЛ в СГЛП, а также отсутствие 
генератора, выполняющего чистый расчет 
в приближении ДГЛАП. Существующие 
генераторы Монте-Карло, основанные 
на уравнениях ДГЛАП, включают в себя 
феноменологические модельные поправки, 
частично эмулирующие эффекты БФКЛ, 
такие как явления цветовой когерентности, 
углового упорядочения в партонном 
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каскаде и дипольного партонного ливня. 
Дополнительной неопределенностью при 
поиске проявлений эволюции БФКЛ 
является теоретическая неопределенность 
в энергетическом масштабе 0s , на 
котором эффекты БФКЛ становятся 
доминирующими. Поэтому для поиска 
таких эффектов необходимы энергии, 
максимально доступные в эксперименте.

В настоящей работе с помощью моде-
лирования Монте-Карло рассматриваются 
возможности поисков эффектов БФКЛ на 
будущих планируемых адронных коллай-
дерах при максимальных энергиях систе-
мы центра масс, а именно при значении 

s  =14 ТэВ. Это номинальная энергия 
Большого адронного коллайдера (LHC), 
на которую он должен выйти в фазе Run 
III. Представляют также интерес значения 

s  = 27 и 100 TэВ, это соответственно энер-
гии планируемого HE-LHC (High Energy – 
Large Hadron Collider) [18] и планируемого 
FCC (Future Circular Collider) [19].

Использованные генераторы Монте-Карло

В настоящей работе для моделирования 
столкновений протонов использовались ге-
нераторы Монте-Карло, основанные как 
на эволюции ДГЛАП, так и на эволюции 
БФКЛ. К первым из указанных относятся 
генераторы PYTHIA8 (8153) [20] с набора-
ми настроек 4С [21], а также HERWIG++ 
(2.7.1) [22] c набором настроек UE-EE3C 
[23]. Они выполняют расчет матричных 
элементов в лидирующем порядке теории 
возмущений, уточненный благодаря уче-
ту партонного ливня в ГЛП уравнений 
ДГЛАП. Различие между генераторами 
PYTHIA8 и HERWIG++ состоит в том, что 
они используют разные феноменологиче-
ские модели для моделирования партонно-
го ливня и адронизации.

Для выполнения задач настоящей рабо-
ты важно, что в этих генераторах по-раз-
ному реализованы эффекты цветовой коге-
рентности в партонном каскаде, частично 
эмулирующие эволюцию БФКЛ:

в PYTHIA8 используется дипольный 
каскад, упорядоченный по поперечному им-
пульсу;

в HERWIG++ применяется партонный 
каскад, упорядоченный по углу.

Указанные эффекты лишь частично учи-
тывают динамику БФКЛ. Расчет методом 
Монте-Карло, основанный на ГЛП урав-
нений БФКЛ, выполнен генератором HEJ 

(1.4.0) [24] на партонном уровне. Адрони-
зация же партонного уровня произведе-
на генератором ARIADNE (4.12J01) [25]. 
Предсказания, основанные на ГЛП урав-
нений БФКЛ, будут далее обозначаться 
HEJ+ARIADNE.

Результаты расчетов с помощью гене-
раторов Монте-Карло дают предсказания 
на адронном уровне. Адроны в конечном 
состоянии могут формировать струи, не-
сущие информацию о партонном подпро-
цессе. Для восстановления адронных струй 
наилучшими считаются инфракрасно- и 
коллинеарно-безопасные кластерные алго-
ритмы, к числу которых относится анти-kT 
алгоритм [26]. В настоящей работе исполь-
зуется этот алгоритм, который реализован в 
программном пакете FASTJET [27]. Значе-
ние параметра размера струи было выбрано 
равным 0,5 в пространстве псевдобыстроты  
и азимутального угла φ. Псевдобыстрота – 
безразмерная физическая величина:

η = –ln[tg(θ/2)],
где θ – полярный угол.

Выбранное значение параметра соответ-
ствует  использованному при измерениях 
на LHC при энергии системы центра масс 

s = 7 ТэВ [15].

Наблюдаемые, чувствительные 
к эффектам БФКЛ

Одной из основных трудностей обна-
ружения эффектов БФКЛ является вы-
бор величины, возможной и удобной для 
измерения. В работе [28] показано, что в 
столкновении протонов измерение сечения 
процесса рождения пар адронных струй с 
большим разделением по быстроте являет-
ся чувствительным к эффектам БФКЛ. При 
этом пара адронных струй, обладающих 
наибольшей и наименьшей быстротами 
(ymax и ymin), среди адронных струй, рожден-
ных в протон-протонном столкновении, с 
поперечными импульсами свыше опреде-
ленного порога (p^ ≥ p^min), называется па-
рой струй Мюллера – Навеле (МН). В этом 
исследовании приближение БФКЛ было 
использовано, чтобы рассчитать величину 
отношения сечения рождения МН-пары 
адронных струй к борновскому сечению 
(K-фактор МН).

Следует отметить, что K-фактором назы-
вается отношение сечения, рассчитанного 
в высших порядках теории возмущений, к 
борновскому сечению. Но измерение бор-
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новского сечения практически не осуще-
ствимо, так как невозможно кинематически 
запретить виртуальные поправки. Однако 
вместо борновского сечения можно изме-
рять «эксклюзивное» двухструйное сечение, 
т. е. сечение процесса рождения строго двух 
струй с поперечными импульсами выше 
порога p^min.

В работе [29] был рассчитан инклюзив-
ный K-фактор в рамках теории БФКЛ, т. е. 
отношение инклюзивного сечения рожде-
ния пар адронных струй к борновскому се-
чению. В инклюзивном сечении рождения 
пар адронных струй все струи с поперечны-
ми импульсами выше порога p^min дают по-
парный вклад в сечение. Измерение инклю-
зивного сечения рождения пар адронных 
струй может быть предпочтительным перед 
МН-сечением, так как при большой энер-
гии системы центра масс, МН-пара может 
оказаться за пределами аксептанса детекто-
ра по быстроте [29].

Следует отметить, что при поиске эф-
фектов БФКЛ необходимо обеспечить как 
можно более высокую энергию системы 
центра масс, и при этом как можно низкое 
значение порога по поперечному импуль-
су p^min. В эксперименте измерение попе-
речного импульса струй ограничено снизу. 
Еще одно требование предъявляется к де-
тектору: необходима его способность реги-
стрировать адронные струи при больших 
быстротах, что связано с малыми углами 
относительно сталкивающихся пучков. Так, 
в измерениях ATLAS [13, 14] регистрирова-
лись двухструйные наблюдаемые, чувстви-
тельные к эффектам БФКЛ, для среднего 
поперечного импульса пары 

‹p^› = (p^1 + p^2)/2 > 50(60) ГэВ
при интервалах быстроты между струями до

Δy = |y1 – y2| = 6(8),
где y1, y2 – быстроты адронных струй в паре.

В то же время в эксперименте CMS [15 
– 16] измерялись пары адронных струй с 
поперечным импульсом p^ ≥ 35 ГэВ и ин-
тервалом быстроты до ∆y = 9,4. Таким об-
разом, измерения CMS более чувствитель-
ны к возможным эффектам БФКЛ.

В работе [16] сотрудниками коллабора-
ции CMS измерены величины Rincl и RMN 

– отношения сечений рождения пар адрон-
ных струй в протон-протонных столкно-
вениях при энергии s = 7 TэВ в системе 
центра масс как функции разделения по 

быстроте ∆y:
Rincl = σincl/ σexcl, RMN = σMN/ σexcl,        (1)

где σincl – инклюзивное сечение рождения 
пар струй с поперечным импульсом струй  
p^ ≥ 35 ГэВ; σexcl – «эксклюзивное» сечение 
рождения пары струй; σMN – МН-сечение 
рождения пар струй (МН-пара – это макси-
мально разделенная по быстроте пара среди 
струй с поперечным импульсом p^ ≥ 35 ГэВ, 
рожденных в событии).

События, имеющие только одну па-
ру струй с поперечным импульсом струй 
p^ ≥ 35 ГэВ, дают вклад в «эксклюзивное» 
сечение. В эксперименте CMS [15] было 
проведено сравнение результатов измере-
ния с предсказаниями Монте-Карло. Для 
получения этих предсказаний были ис-
пользованы такие же генераторы, какие 
мы применяли в настоящей работе. Авто-
рами работы [15] было показано, что гене-
ратор PYTHIA8 (4С) адекватно описыва-
ет экспериментальные данные, тогда как 
HERWIG++ (UE-EE3C) их переоценивает 
в области больших быстрот. Что же касает-
ся генератора HEJ+ARIADNE, то он значи-
тельно переоценивает экспериментальные 
данные. Однако известно, что ГЛП БФКЛ 
предсказывает чересчур сильный рост се-
чений. Следовательно, важным становится 
учет вклада СГЛП БФКЛ, который, как из-
вестно, замедляет рост сечений.

Результаты расчетов и их обсуждение 
В настоящей работе проведены про-

гностические расчеты величин (1) мето-
дом Монте-Карло как функций интервала 
быстроты ∆y = |y1 – y2|, (y1, y2 – быстроты 
первой и второй адронной струи в паре) 
в различных генераторах (см. их описа-
ние в разделе «Использованные генерато-
ры Монте-Карло» настоящей статьи), для 
протон-протонных столкновений с энер-
гиями s = 14, 27 и 100 ТэВ, доступными 
для будущих коллайдеров. В расчетах бы-
ли использованы модели PYTHIA8 (4С) и 
HERWIG++ (UE-EE3C), выполняющие 
вычисления матричных элементов в ли-
дирующем порядке теории возмущений с 
учетом партонного ливня в ГЛП ДГЛАП, а 
также модели HEJ+ARIADNE, основанные 
на ГЛП БФКЛ. Струи  восстановлены с 
помощью алгоритма анти-kT с параметром 
размера струи 0,5. Результаты расчетов при-
ведены на рис. 1.

Полученные зависимости отношений 
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Рис. 1. Расчетные зависимости величин Rincl (a, c, e) и RMN (b, d, f) от интервалов быстроты 
∆y между струями в паре, для различных энергий NNS , ТэВ: 14 (a, b), 27 (c, d), 100 (e, f). 

Поперечный импульс струй p^ ≥ 35 ГэВ.
Использованы генераторы HERWIG++ (1), PYTHIA8 (2) и HEJ+ARIADNE (3)

сечений рождения пар адронных струй Rincl 

и RMN от интервала быстроты ∆y = |y1 – y2| 
между струями в паре имеют ожидаемую 
форму. Наблюдается рост значений Rincl и 
RMN с увеличением интервала быстроты ∆y, 
что связано с ростом фазового пространства 
для излучения, а также динамическими эф-
фектами. При самых больших интервалах 
быстрот наблюдается спад отношений, что 
связано с кинематическими ограничениями 
на излучение струи с поперечным импуль-
сом выше порога p^min = 35 ГэВ, дополни-
тельной к «эксклюзивной» паре струй. При 
максимальном значении ∆y отношения 
должны стать равными единице, когда вся 
энергия в системе центра масс будет по-
трачена на рождение «эксклюзивной» пары 
струй.

Наблюдается увеличение доступного по 
∆y фазового пространства с увеличением 
энергии в системе центра масс. Максимум 
отношений смещается в сторону больших 
интервалов быстроты.

Результаты расчетов в генераторном 
пакете HEJ+ARIADNE (основан на ГЛП 
БФКЛ) предсказывают значительно боль-
ший рост отношений с интервалом быстро-
ты ∆y, чем таковые в генераторах PYTHIA8 
и HERWIG++. Однако расчеты в ГЛП 
БФКЛ могут давать завышенные значения 
роста сечения.

Анализ результатов, полученных с по-
мощью HEJ+ARIADNE, приводит к за-
ключению, что в этом случае предсказы-
вается более быстрый рост отношений с 
энергией s  в системе центра масс, чем 
при использовании генераторов PYTHIA8 
и HERWIG++. Следовательно, увеличение 
энергии взаимодействия делает измерения 
более чувствительными к эффектам БФКЛ.

Динамика уравнений ДГЛАП не имеет 
эволюции по быстроте. Излучение парто-
нов (адронных струй) должно быть рав-
новероятным во всем интервале быстрот. 
Следовательно, отношения сечений долж-
ны оставаться постоянными во всем ин-



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 12 (2) 2019

126

тервале быстрот. Наблюдаемый рост вели-
чин, рассчитанных с помощью генерато-
ров PYTHIA8 и HERWIG++ (основаны на 
ДГЛАП), может быть связан с ростом фазо-
вого пространства и с явлениями, частично 
эмулирующими эффекты БФКЛ, такими 
как цветовая когерентность, угловое упоря-
дочение в партонном каскаде и дипольный 
каскад. Разница в предсказаниях, получен-
ных с помощью генераторов PYTHIA8 и 
HERWIG++, обусловлена различием в ре-
ализации моделей цветовой когерентности. 
В первом случае реализуется дипольный 
каскад, упорядоченный по поперечному 
импульсу, а во втором – партонный каскад, 
упорядоченный по углу.

Полученные результаты расчетов по-
казывают, что эти модели предсказывают 
различное поведение расчетных величин 
с ростом энергий в системе центра масс, 
причем в первом случае предсказывается 
более интенсивный рост отношений, чем во 
втором. Следует также отметить, что моде-
ли, учитывающие цветовую когерентность, 
были введены в расчеты в генераторы, ос-
нованные на ДГЛАП, с целью улучшения 
согласия с экспериментом в центральных 
по быстроте областях, т. е. туда, где расче-
ты характеризовались малыми поправками. 
Результаты моделирования продемонстри-
ровали нестабильное поведение этих по-
правок при больших быстротах и энергиях 
в системе центра масс.

Сравнение величин отношений Rincl и 
RMN между собой позволяет заключить, 
что первая из них всегда превышает вто-
рую, при этом первая лежит значительно 
выше второй для небольших интервалов 
быстроты и становится соизмеримой с ней 
для больших. Такой результат можно объ-
яснить тем, что МН-пары адронных струй 
составляют подмножество инклюзивных 

пар. В инклюзивное сечение рождения 
пар струй дают вклад как МН-пары адрон-
ных струй, так и попарные комбинации 
струй, лежащих в интервале быстрот между 
МН-струями. Как следует из полученных 
результатов, при сверхвысоких энергиях 
интервал быстрот в МН-паре может дости-
гать значений ∆y > 11. Эти события наи-
более чувствительны к эффектам БФКЛ. 
Однако их детектирование представляет 
существенные экспериментальные трудно-
сти. В то же время эти события могут давать 
вклад в инклюзивное сечение за счет струй, 
рожденных вместе с МН-парой, которые 
упорядочены по быстроте при меньших ин-
тервалах быстрот.

Таким образом, инклюзивные сече-
ния рождения пар адронных струй следует 
предпочесть при поиске эффектов БФКЛ 
на сверхвысоких энергиях.

Заключение
Полученные расчетные результаты моде-

лирования указывают на перспективность 
экспериментального обнаружения эффек-
тов БФКЛ при условиях, созданных на бу-
дущих протон-протонных коллайдерах.

Для получения более определенных и 
четких выводов относительно проявления 
эффектов БФКЛ, необходимо иметь чистые 
предсказания, основанные на эволюции 
ДГЛАП, без добавок, частично эмулирую-
щих эффекты БФКЛ. Кроме того, необхо-
димо развивать как аналитические вычис-
ления, так и оценки методом Монте-Карло 
на основе эволюции БФКЛ в логарифми-
ческом приближении, следующим за ГЛП 
(СГЛП).

Результаты настоящей работы были полу-
чены в рамках выполнения государственного 
задания Минобрнауки России 3.1498.2017/4.6.
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В рамках антиплоской задачи рассмотрено замкнутое соединение двух различных 
изотропных клиньев, из вершины которого выходит трещина конечной длины 
под произвольным углом к оси симметрии структуры. Путем сведения проблемы к 
скалярному уравнению Винера – Хопфа получено ее точное решение. Изучена 
зависимость коэффициента интенсивности напряжений (КИН) в вершине трещины от 
структурных параметров. Проанализированы эффекты увеличения и уменьшения КИН, 
по сравнению со случаем однородной среды. Показано, что асимптотика напряжений 
вблизи вершины соединения может иметь одно или два сингулярных слагаемых, 
определяющих как сильную, так и слабую особенности в этой особой точке.
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Введение

В неоднородных структурах часто име-
ются особые точки, в которых геометриче-
ские параметры и механические свойства 
компонент структуры претерпевают рез-
кие изменения. Такими точками являются, 
например, вершины интерфейсных соеди-
нений нескольких клиновидных областей, 
состоящих из разных материалов. Подоб-
ные структуры могут быть замкнутыми в 
случае, когда все границы связаны между 
собой, или разомкнутыми, когда имеются 
вырезы. Напряжения, определяемые на ос-
нове линейной теории упругости, в угло-
вых точках имеют неограниченный рост и, 
следовательно, такие точки сингулярности 
являются источниками инициализации тре-
щин.

Начиная с работ М.Вильямса и Д.Б.Бод-
жи [1, 2], исследованию упругих полей в 
биматериальных и многоматериальных 
клиньях посвящено большое число публи-
каций, ориентированных, в основном, на 
плоские задачи. Классу антиплоских про-
блем этого направления внимание уделено 
в значительно меньшей степени.

В работах [3 – 6] в рамках антиплоской 
задачи исследовались показатели особен-
ности напряжений для полубесконечной 
трещины, упирающейся в вершину двух 
или трех изотропных клиньев. Установле-
но, что сингулярность напряжений в этой 
особой точке (симметричная задача) имеет 
степенной характер, отличный от класси-
ческого, при котором показатель степени 
равен 0,5 [3, 6]. В несимметричном случае 
асимптотика напряжений вблизи вершины 
может содержать два сингулярных слагае-
мых [5, 6].

Сингулярность напряжений в вершине 
полубесконечной трещины продольного 
сдвига, расположенной в трехкомпонент-
ной среде, имеющей функционально гради-
ентные свойства, анализировалась в работе 
[7], где также отмечалось наличие двух ве-
щественных собственных чисел, определя-
ющих особенности упругих полей.

Трещина конечной длины, исходящая из 
вершины острого выреза, содержащегося в 
составной клиновидной области, рассма-
тривалась в статьях [8 – 11]. При этом в ра-
ботах [8, 9] было показано, что решение для 
анизотропных материалов структуры мож-
но получить на основе решения, построен-
ного для изотропного случая, с помощью 
линейного преобразования координат.

Оценке критической нагрузки для воз-
никновения трещин в вершине острого вы-
реза при его антиплоском нагружении по-
священы работы [12, 13].

Однако вопрос об инициализации тре-
щин в вершине замкнутого соединения 
клиновидных областей в условиях их анти-
плоской деформации до сих пор остается 
открытым.

В качестве первого шага к решению этой 
проблемы в настоящей работе рассматри-
вается задача о трещине конечной длины, 
выходящей из вершины двух связанных 
клиньев, состоящих из разных материалов. 
Ее точное решение построено путем сведе-
ния проблемы к скалярной задаче Римана. 
Получено аналитическое представление для 
коэффициента интенсивности напряжений 
(КИН) в вершине трещины и изучена его 
зависимость от параметров структуры. 

Помимо самостоятельного значения, по-
лученное точное решение проблемы явля-
ется одним из базовых элементов анализа 
хрупкого разрушения структуры на основе 
так называемой финитной механики раз-
рушения [14], где для плоских задач, ввиду 
отсутствия точных решений, использова-
лись приближенные аналитические.

Постановка задачи и ее сведение 
к уравнению Винера – Хопфа

Рассмотрим прямолинейную трещину 
моды III длиной ε, выходящую из верши-
ны соединения двух клиновидных областей 
(рис. 1). Материалы клиньев в областях Ωk 
(k = 1, 2, 3) будем считать изотропными, 
однородными и имеющими модули сдвига 
μ1 и μ2 (μ3 = μ2). Контакт материалов пред-
полагается идеальным. К берегам трещины 
приложена самоуравновешенная нагрузка 
g(r) (r – полярный радиус).

Геометрию рассматриваемой упругой 
композиции удобно определять двумя па-
раметрами: углом раствора α (0 < α < 2π) 
области Ω1 и углом β между направлени-
ем трещины и осью симметрии области Ω1. 
Очевидно, что |β| ≤ π – α/2. Изменение угла 
β при фиксированном значении α приво-
дит к повороту области Ω1 вокруг ее вер-
шины. Таким образом, угол β характеризу-
ет взаимную ориентацию трещины и обла-
сти Ω1. Например, при β = 0 задача будет 
симметричной. Значениям β = ±(π – α/2) 
соответствует интерфейсная трещина, а 
β = ± α/2 – случаи, когда трещина выходит 
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Рис. 1. Трещина, выходящая из вершины 
соединения двух разнородных клиньев:

g(r)– нагрузка на берегах трещины; μ1, μ2 – модули 
сдвига материалов; Ω1, Ω2, Ω3 – клиновидные 
области; ε – расстояние от вершины соединения до 
вершины трещины; α, β – углы раствора клиньев; 

r, θ – полярные координаты

из вершины вдоль границ раздела фаз.
Как известно, перемещения wk в областях 

Ωk в рассматриваемом случае являются гар-
моническими функциями:

 
(1)

а напряжения в полярных координатах r и 
θ определяются формулами

Упругие поля на интерфейсах долж-
ны удовлетворять условиям совершенного 
контакта:

w1 = w2, τθz1 = τθz2 при θ = β + α/2,   (2)

w1 = w3, τθz1 = τθz3 при θ = β – α/2,
а на линии трещины – следующим сме-
шанным условиям:

τθz2(r, π) = τθz3(r, – π) = g(r) (0 ≤ r ≤ ε),  (3)

τθz2(r, π) = τθz3(r,– π) = τ(r),
w2(r, π) = w3(r,– π) (ε < r < ∞).     (4)

Здесь τ(r) – неизвестная функция.
Как и в работе [15], решение задачи 

ищем в виде интегралов Меллина:

(5)
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где трансформанты перемещений и 
напряжений определяются следующими 
формулами:

Wk (p,θ) = Ak (p) sin pθ + Bk (p) cos pθ,  (6) 

Tθzk (p,θ) = μk p[Ak(p) cos pθ – Bk (p) sin pθ]
 (μ3 =μ2).

С учетом условий регулярности решения 
при r → 0 и r → ∞, контур интегрирования 
L расположен параллельно мнимой оси в 
полосе 

– δ1 < Re p < δ2 (δ1, δ2 > 0).
Смешанные условия (3) и (4) приводят к 

равенствам
Tθz2(p, π) = Tθz3(p,–π) = [T–(p) + G+(p)]εp+1, (7)

– p[W2(p, π) – W3(p,–π)] = U+(p)εp,
где

 (8)
 

Функция T−(p) регулярна и не имеет 
нулей в левой от контура L полуплоскости 
Ω−, а функции G+(p) и U+(p) –  в правой 
полуплоскости Ω+ [16].

Подставляя выражения (6) в левые части 
равенств (7) и преобразованные по Мелли-
ну условия (2), после исключения величин 
Ak(p) и Bk(p) придем к скалярному уравне-
нию Винера – Хопфа:

(9)

Здесь в качестве контура L может быть 
взята мнимая ось, а функция F(p) имеет вид

F(p) = f(p)/Δ(p),                  (10) 

f (p) = 2[sin2 πp – m2 sin2 (π – α)p], (11) 

Δ(p) = sin2πp + 2m sin αp cos2βp –
– m2 sin 2(π – α)p.            

(12) 

Упругие свойства композиции отражены 
в этих формулах через одну биупругую по-
стоянную 

m = (μ1 – μ2)/(μ1 + μ2) = (μ – 1)/(μ + 1),
где μ = μ1/μ2 представляет собой относи-
тельную жесткость включения (0 ≤ μ < ∞).

При всех сочетаниях модулей сдвига ма-
териалов эта величина удовлетворяет нера-
венству |m| ≤ 1. Если материал включения 
является более жестким по сравнению с 
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материалом матрицы, то 0 < m < 1; в про-
тивном случае   (для мягкого включения) 
этот параметр лежит в интервале –1 < m < 0. 
Значение m = 0 отвечает однородной среде, 
а значения m = ± 1 определяют абсолютно 
твердое включение и клиновидный вырез.

Заметим, что нули функции (11) есть 
собственные числа антиплоской задачи для 
соединения двух клиновидных областей 
при симметричном и антисимметричном 
(относительно луча θ = 0) распределениях 
напряжений. Нули функции (12) определя-
ют показатели особенности напряжений в 
вершине полубесконечной трещины, упи-
рающейся в упругое клиновидное включе-
ние [6].

Решение уравнения Винера – Хопфа
Факторизация коэффициента уравнения 

(9) осуществляется аналогично проделан-
ной в работе [15]:

(13)

где
Ф(p) = [1– m2 sin2 (π – α) p sin–2 πp]×
×[1 + 2m sin αp cos 2βp sin–1 2πp –

– m2 sin 2(π – α)p sin –1 2πp]–1,
а Г(p) – гамма-функция.

Отсюда с помощью формул (13) и при-
менения теоремы Лиувилля [16] из уравне-
ния (9), с учетом поведения слагаемых на 
бесконечности, получаем:

(14)

где 

(15)

Тогда из равенств (14) находим:
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Учитывая, что при p → ∞

(17)

получаем асимптотику

Отсюда, по теореме Абелева типа [16], 
заключаем, что асимптотика напряжений 
при r → ε + 0 имеет вид

(18)

Коэффициент интенсивности напряжений
Определим коэффициент интенсивности 

напряжений (КИН) в вершине трещины 
r = ε формулой

Тогда, используя асимптотику (16), по-
лучаем, что

(19)

Пусть к берегам трещины приложены 
самоуравновешенные сосредоточенные си-
лы T0 на расстоянии r0 от вершины соеди-
нения клиньев, т. е.

g(r) = T0δ(r – r0),
где δ(r) – дельта-функция Дирака, а 
ε < r0 < ∞.

Тогда, вычисляя по формуле (8) функ-
цию G+(t), совмещая в формуле (17) контур 
интегрирования с мнимой  осью и исполь-
зуя теорему о вычетах в области Ω+,соглас-
но равенству (19), будем иметь: 

(20)

Здесь штрих означает производную по 
переменной p, а pk – положительные нули 
функции (12).

В случае геометрически симметричной 
структуры, когда β = 0, при некоторых зна-
чениях биупругой постоянной m ряд (20) 
суммируется и выражения для КИН можно 
представить в простой замкнутой форме. 
Для разных случаев они имеют следующий 
вид:
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(21)

для трещины в однородной среде (m = 0);

для трещины, выходящей из вершины вы-
реза (β = 0, m = –1);

для трещины, выходящей из вершины аб-
солютно твердого включения (β = 0, m = 1).

В этих формулах 

a = 1 – α/(2π), r0/ε < 1.

Используя формулы (20) и (21), вве-
дем в рассмотрение нормализованный ко-
эффициент интенсивности напряжений 
(НКИН), характеризующий изменение 
КИН в неоднородной композиции, по 
сравнению с КИН в вершине такой же тре-
щины, находящейся в однородной среде:

(22)
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Корни характеристического уравнения 

Δ(p) = 0,                         (23)
расположенные в полосе 0 < Re p < 1, де-
тально анализировались в работе [6]. Уста-
новлено, что в зависимости от параметров 
композиции α, β и m, уравнение (23) в этой 
полосе может иметь один корень p1 < 0,5 
или p1 > 0,5, а также два корня:

0 < p1 < 0,5 < p2 < 1,0
или

0,5 < p1 < p2 < 1,0.

В случае симметричной структуры (β = 0) 
характеристическое уравнение принимает 
вид 

Δ*(p) = cos πp + m cos (π – α) p = 0

и имеет в интервале (0, 1) единственный 
корень.

При этом для m > 0 этот корень пре-
вышает значение 0,5, а для m < 0 лежит в 
интервале 0 < p1 < 0,5.

В этом случае НКИН показывает ти-
пичное поведение в зависимости от пара-
метра m при различных значениях угла α и 
является монотонно убывающей функцией 
на всем интервале изменения биупругой 
постоянной (рис. 2). При этом эффект уве-
личения НКИН по сравнению с однород-
ной средой наблюдается при нахождении 
трещины в более жестком материале, когда 
μ2 > μ1 и, следовательно, m < 0. Напротив, 

Рис. 2. Зависимости нормализованного коэффициента интенсивности напряжений 
(НКИН) от параметра m при β = 0 и r0/ε = 0,5 для различных углов α: π/4 (1), 

π/2 (2), 3π/2 (3); 3π/4 (4), 5π/4 (5), 7π/4 (6)
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для трещины, расположенной в относи-
тельно более мягком материале (m > 0) 
имеет место снижение НКИН. Данные эф-
фекты становятся все более выраженными 
по мере возрастанием угла раствора α об-
ласти Ω1. Отсюда вытекает, что «симме-
тричная» трещина, выходящая из вершины 
соединения, всегда будет распространяться 
в относительно более жесткой среде.

В случае структуры несимметричного 
строения (β ≠ 0) поведение НКИН не ока-
зывается столь однозначным. Если безраз-
мерный параметр r0/ε, характеризующий 
близость расположения нагрузки к верши-
не клиньев, не слишком мал, то НКИН 
в вершине трещины имеет в качествен-
ном плане аналогичное поведение, как и 
в симметричном случае. На рис. 3 пока-
зано изменение НКИН для угла α = π/2 и 
r0/ε = 0,5 в зависимости от величины m 
при различных значениях параметра асим-
метрии β. Приведенные данные показы-
вают, что усиливающие и ослабляющие 
НКИН эффекты увеличиваются с возрас-
танием угла β.

Однако при r0/ε → 0 доминирующим 
членом ряда (22) является его первое сла-
гаемое. Асимптотика НКИН в этом случае 
имеет вид

 (24)
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Отсюда вытекает, если p1 > 0,5 и r0/ε << 1, 
то величина 1 0,5

0( )/  1,pr −ε <  что вызывает 
ослабляющее влияние на НКИН. Если же 
p1 < 0,5, то при малых значениях относи-
тельного расстояния r0/ε в выражении (24) 
множитель 1 0,5

0( )/  1,pr −ε >  что приводит к 
усиливающему влиянию на НКИН.

Пример эффекта увеличения НКИН для 
малых значений r0/ε представлен на рис. 4 
для случая α = β = π/2. При этих значениях 
углов первый корень уравнения (23) будет 
меньше 0,5 как в случае m < 0, так и в слу-
чае m > 0 [6, 15]. Анализ поведения кривых 
показывает, что зависимость N(m) – не мо-
нотонная. Возрастание НКИН становится 
все более значимым по мере уменьшения 
приведенного расстояния r0/ε. Кроме того, 
если трещина находится в более мягкой сре-
де, то значения КИН при достаточно малом 
отношении r0/ε могут превышать таковые 
для аналогичной трещины, расположенной 
в однородной среде, за счет влияния неод-
нородности и геометрии структуры (в про-
тивоположность симметричному случаю).

Сингулярность напряжений 
в вершине соединения клиньев

На основе формул (6) – (8) нетрудно 
получить представления для напряжений в 
областях Ωj (j = 1, 2, 3):

Рис. 3. Зависимости величины НКИН от параметра m при α = π/2 и r0/ε = 0,5
 для различных углов β: 0 (1), π/4 (2), π/2 (3)
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Рис. 4. Зависимости НКИН от параметра m при α = β = π/2 для малых значений 
относительного расстояния r0/ε: 0,1 (1); 0,01 (2); 0,001 (3); 0,0001(4)

(25)

где
τj (p,θ) = aj (p) cos pθ –bj (p) sin pθ;

a1(p) = (1 + m)[sin pπ – m cos 2pβ sin p(π – α)];

b1(p) = (1 + m)m sin 2 pβ sin p(π – α);

an(p) = sinpπ + m sin pα cos[p(π + 

+ (–1)n2β)] – m2 cospα sinp(π – α);

bn = (–1)n m sin pα{sin p(π – α) – 

– sin[p(π + (–1)n2β]} (n = 2, 3).

Подставляя в подынтегральную функ-
цию (25) представления (15), (16) и учиты-
вая, что трансформанта сосредоточенной 
нагрузки на берегах трещины имеет вид 

G+(p) = T0/ε(r0/ε)p,
придем к следующему выражению для 
напряжений:
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где

В результате применения к интегралу 
(26) теоремы о вычетах, вычисляемых в ну-
лях pk функции (12), расположенных в ле-
вой от контура L полуплоскости, при r < r0 
получаем:

(27) 

Заметим, что первая сумма в этой форму-
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дящей из вершины замкнутого соединения 
клиньев [6]. Вторая сумма обусловлена ко-
нечностью длины рассматриваемой трещи-
ны.

Из представления (27) вытекает, что 
напряжения в вершине соединения имеют 
степенную особенность. В зависимости 
от параметров структуры асимптотика 
напряжений при r → 0 может иметь один 
или два сингулярных члена, определяемых 
корнями уравнения (23), расположенными 
в интервале (0, 1). При этом показатели 
сингулярности λk = 1 – pk (k = 1, 2) могут 
быть как больше, так и меньше значения 0,5 
и, следовательно, порождать как сильную, 
так и слабую сингулярность в этой особой 
точке.

Заключение
В статье на основе интегрального 

преобразования Меллина и метода Винера 
– Хопфа получено точное решение задачи 
об антиплоской трещине, выходящей из 
вершины замкнутого соединения двух 
клиновидных областей. Проанализировано 

поведение коэффициента интенсивности 
напряжений (КИН) в вершине трещины 
при изменении упругих свойств и геометрии 
структуры, которые могут вызывать эффекты 
увеличения или уменьшения КИН, по 
сравнению с однородной средой. Показано, 
что при отсутствии геометрической 
симметрии структуры, при некоторых 
значениях параметров композиции и 
сосредоточенной нагрузке, приложенной 
на достаточно малом расстоянии от 
вершины соединения, может иметь место 
не характерная для симметричного случая 
зависимость КИН от относительной 
жесткости материалов. В частности, 
КИН для трещины, расположенной в 
относительно более мягком материале, 
может превосходить КИН для такой же 
трещины в однородной среде. Исследована 
сингулярность напряжений в угловой 
точке соединения и показано, что эта 
сингулярность может быть как сильной, так 
и слабой.
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и основной текст. В тексте буква «ё» заменяется на букву «е» и оставляется только в фамилиях.

7. Рисунки (в формате .tiff, .bmp, .jpeg) и таблицы оформляются в виде отдельных файлов. Рисунки пред-
ставляются только в черно-белом варианте. Шрифт – Times New Roman, размер шрифта основного текста – 14, 
интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть набраны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 
см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается без переносов. Абзацный отступ – 1 см. 
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2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию (http://

journals.spbstu.ru). После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется персональ-
ный профиль автора, позволяющий взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом. 

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опублико-
вания материалов в открытой печати. 

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, 
списка литературы, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются от-
дельно через электронную редакцию. 

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются 

для рецензирования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходи-
мости) редакционная коллегия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации 
статьи редакция направляет автору мотивированный отказ. 

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечаю-
щих тематике журнала материалы не публикуются и не возвращаются. 

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов. 
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончить-

ся ДОСРОЧНО. 

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции: 
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Бушманова Наталья Александровна 
или по e-mail: physics@spbstu.ru


