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THE ELECTRON AND PROTON IRRADIATION EFFECTS 
ON THE PROPERTIES OF HIGH-VOLTAGE 4H-SiC SCHOTTKY 

DIODES WITHIN THE OPERATING TEMPERATURE RANGE

V. V. Kozlovski 1 ✉, A. A. Lebedev 2, R. A. Kuzmin 2,
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Abstract. In the paper, the effects of type, dose and temperature of irradiation with sta-

ble elementary particles (0.9 MeV electrons and 15 MeV protons) on the properties of the 
high-voltage 4H-SiC Junction Barrier Schottky diodes at room temperature (23°С) and the 
limiting operating one (175°С) have been compared. The electron irradiation of the objects 
with equal doses at 23°С и 175°С was found to cause a significant increase in its base differ-
ential resistance in the former case and the absence of this effect in the latter. However, in the 
latter, DLTS spectra exhibited a noticeable increase in the concentration of deep levels in the 
upper half of the band gap. The proton irradiation resulted in a noticeable rise in the men-
tioned resistance even at 175°С. The results obtained make it possible to evaluate the radiation 
resistance of the studied devices to proton and electron irradiation within the framework of any 
given requirements.

Keywords: silicon carbide, Schottky diode, irradiation, DLTS spectrum, current–voltage 
characteristic, annealing
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State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 17 (1) (2024) 9–20. DOI: 
https://doi.org/10.18721/JPM.17101

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.

org/licenses/by-nc/4.0/)
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ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОННОГО И ПРОТОННОГО ОБЛУЧЕНИЯ
НА СВОЙСТВА ВЫСОКОВОЛЬТНЫХ 4H-SiC ДИОДОВ
 ШОТТКИ В РАБОЧЕМ ТЕМПЕРАТУРНОМ ДИАПАЗОНЕ 

В. В. Козловский 1 ✉, А. А. Лебедев 2, Р. А. Кузьмин 2,

Д. А. Малевский 2, М. Е. Левинштейн 2, Г. А. Оганесян 2
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Издатель: Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого.

2 Физико-технический институт им. А. Ф. Иоффе РАН, Санкт-Петербург, Россия
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Аннотация. В работе сопоставлено влияние вида, дозы и температуры облучения 
стабильными элементарными частицами (электронами и протонами с энергиями 15 
и 0.9 МэВ соответственно) на свойства высоковольтных 4H-SiC интегрированных ди-
одов Шоттки (JBS) при комнатной (23°С) и предельно допустимой рабочей (175°С) 
температурах.  Установлено, что электронное облучение объекта одинаковыми дозами 
при температурах 23°С и 175°С приводит к существенному росту дифференциального 
сопротивления базовых слоев в первом случае и отсутствию этого эффекта во втором. 
Однако во втором случае DLTS-спектры демонстрируют заметный рост концентрации 
глубоких уровней в верхней половине запрещенной зоны. Протонное же облучение 
даже при 175°С приводит к существенному росту указанного сопротивления. Иссле-
довано влияние отжига на облученные протонами структуры. Полученные результаты 
позволяют оценивать устойчивость исследованных приборов к протонному и электрон-
ному облучению в рамках любых заданных требований. 

Ключевые слова: карбид кремния, диод Шоттки, облучение, спектр DLTS, вольт-
амперная характеристика, отжиг

Финансирование: Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке 
Российского научного фонда (соглашение № 22-12-00003).
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Introduction

High-voltage 4H-SiC Schottky diodes are important components of automotive and space-
based electronics, nuclear power plant equipment, reactive power compensators, photovoltaic 
cells, etc. The radiation resistance of such components to electron and proton irradiation is an 
essential criterion for the possibility of using them in nuclear reactor equipment and aerospace 
electronics [1 – 4].

The effect of electron irradiation on the properties of SiC-based devices has been studied in 
a number of papers (see, for example, Refs. [5 – 7] and references therein). In these papers, 
irradiation was carried out only at room temperature. In Ref. [8], for 1700 V 4H-SiC integrated 
junction barrier Schottky diodes (JBS), the influence of the electron irradiation temperature at 
very high temperatures Ti (300°С and 500°С) was studied. These temperatures are much higher 
than the limit operating temperature of high voltage SiC industrial JBS diodes (175°С).

The effect of 100 keV–60 MeV proton irradiation on the properties of the 4H-SiC devices has 
also been studied in a number of papers. In the vast majority of papers, irradiation was carried 
out at room temperature (see, for example, references in Ref. [9]). In Ref. [10], the Ti irradiation 
temperature was within 100–400 K. In Ref. [11], the maximum irradiation temperature Ti was 
500°С. 

Studies of the irradiation effect at high (up to 500°С) temperatures have shown that the 
radiation resistance of SiC devices increases monotonically with the irradiation temperature 
growth. It has been demonstrated that high-temperature (“hot”) irradiation produces defects 
that are absent during irradiation at room temperature. As shown earlier, when studying the 
defect creation in the silicon and gallium arsenide, it is very important to pay attention to high-
temperature investigations specifically, due to the possibility of formation of secondary defects 
[12, 13].
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However, as a practical matter, of prime importance is analyzing the effect of electron 
and proton irradiation and subsequent annealing on the properties of high-voltage Schottky 
diodes in the range from the room temperature to the limiting operation temperature of 175°С  
(CPW3-1700S010 Datasheet | Silicon Carbide Schottky Diode Chip. (n.d.), Accessed November 
20, 2023), because 4H-SiC diodes are elements of power industrial electronics including automotive 
electronics, power converters, solar cells drives, and numerous other applications [14 – 17]. 

The goal of this study was to compare the effects of electron and proton irradiation carried 
out at room temperature and the maximum operating temperature, as well as post-irradiation 
annealing, on the parameters of high-power 4H-SiC JBS. 

This study allows us to suggest some practical recommendations for improving their radiation 
resistance.

In this paper, we have compared the effect of irradiation with 0.9 MeV electrons and 15 MeV 
protons at Ti = 23°С and 175°С on the parameters of 4H-SiC high-voltage 4H-SiC JBS diodes 
with 600 and 1700 V blocking voltage Ub.

Materials and methods

4H-SiC Schottky diodes (JBS structures) with blocking voltage Ub = 600 V (CPW3-
0600S002.0)1 and Ub = 1700 V (CPW3-1700SO10)2 were investigated [14]. The concentration of 
uncompensated impurity (Nd – Na) in the base of structures with Ub = 600 V was 1·1016 cm–3; 
this value for the diodes with Ub = 1700 V was 3.4·1015 cm–3. At small forward bias, in the region 
of the exponential part of forward current–voltage characteristic, the I–V characteristics of both 
types of diodes were very well described by the dependence [11, 18]:

I = I0exp(qU/βkT),

where I0 is the saturation current, I0 = 10–12 – 10–11 А; β is the ideality factor, β = 1.02 – 1.05;  
q is the elementary charge; k is the Boltzmann constant. 

Irradiation by electrons with an energy of 0.9 MeV was carried out in a pulsed mode (the pulse 
repetition rate was 490 Hz; its duration was 330 μs). The irradiation was carried out in a target 
chamber in air, where the temperature was maintained with an accuracy of 5°С.

Irradiation by protons with an energy of 15 MeV was carried out at the MGTs-20 cyclotron in 
a pulsed mode (the pulse repetition rate was 100 Hz; its duration was 2.5 ms). The current density 
of the proton beam did not exceed 100 nA/cm2. 

The path lengths of electrons with an energy of 0.9 MeV and protons with an energy of  
15 MeV in SiC were about 1.0 mm [19]. Thus, at base thicknesses L ≈ 10 µm for 600 V diodes 
and L ≈ 20 µm for diodes with Ub = 1700 V, defects were introduced uniformly over the sample 
volume.

The structures were subjected to post-irradiation annealing in the atmosphere of dry nitrogen 
at 300°С for 120 min. The I–V characteristics of the diodes were measured at 23°С in a pulsed 
mode, which ensured the isothermal nature of the measurements. The parameters of the formed 
radiation defects were determined by the method of non-stationary capacitance spectroscopy 
(DLTS). The measurements were carried out both in the initial samples and after each irradiation 
and/or annealing.

Results and discussion

The forward I–V characteristics of a diode with Ub = 600 V for an unirradiated structure 
(curve 1) and those irradiated with electrons at temperatures Ti = 23°С and 175°С are compared 
in Fig. 1.

At small forward biases Uf, less than the cutoff voltage Uc  0.8 V, i.e., in the region of the 
exponential part of the I–V curve, the electron irradiation has only a slight effect on the parameters 
of the current – voltage characteristics [8]. At Uf  Uc, the I–V curves are characterized by a 
linear forward current dependence on the forward voltage.

In an unirradiated diode, the differential resistance Rd of the base is 0.075 Ω. Irradiation with 
a fluence Φe = 1·1016 cm–2 at room temperature leads to an increase in Rd by 1.9 times, to the 
value of Rd  0.142 Ω. Irradiation with a fluence Φe = 2·1016 cm–2 leads to an increase in Rd 
by approximately 4.6 times, to the value of Rd  0.345 Ω. The concentration in the base of the 
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Fig. 1. A comparison of forward current – voltage characteristics of a diode 
(the blocking voltage is 600 V) obtained before (1) and after (2 – 4) its electron

irradiation with fluences Φe = 1·1016 cm–2 (2) и 2·1016 cm–2 (3, 4) 
at Ti = 23°С (2, 3) and 175°C (4).

The data was obtained in the region of biases exceeding the cut-off voltage; Ti = 23°С (1). 
In the inset: the DLTS spectra of the sample irradiated with electrons with fluence 

Φe = 2·1016 cm–2 at two temperatures. The rate window was 51 s–1

non-irradiated structure n0 approximately equals to 1016 cm–3 [20]. Assuming that the change in 
the mobility under the influence of irradiation can be neglected [21] and that the change in the 
base resistance is due to a decrease in the electron concentration only, it is easy to calculate that, 
for the both fluence values, the removal rate ηe of electrons under the influence of irradiation is 

ηe = (n0 – n)/Φe  0.40 cm–1,                                     (1)

where n is the electron concentration after irradiation. 
The ηe value obtained is less than that of 1.67 cm–1 specified in Ref. [6], and slightly more than 

that of 0.25 cm–1 reported in Ref. [22].
After electron irradiation with fluence Φe = 2·1016 cm–2 at Ti = 175°С, the differential resistance 

of the base Rd is 0.085 Ω (see curve 4 in Fig. 1), i. e. the value of Rd increases as a result of 
irradiation by only approximately 13 %. It is quite obvious that an increase in the irradiation 
temperature Ti, even within the permissible operating temperature, radically increases the radiation 
resistance of the devices.

Inset in Fig. 1 shows the DTLS spectra describing the levels in the upper half of the band 
gap after electron irradiation of diodes with fluence Φe = 2·1016 cm–2 at Ti = 23°С and 175°С. 
The temperature position of the DLTS peaks at Ti = 23°С agrees satisfactory with the data 
of Ref. [7], in which the DLTS spectra were studied after irradiation of JBS structures with  
Ub = 1700 V by electrons with an energy of 1.05 MeV. The concentrations of acceptor levels Nt 
determined from the position of the peaks in the inset (see Fig. 1) are 0/ 1E E

tN = 2.35·1013 cm–3, 
1/ 1E S

tN = 3.70·1013 cm–3, 2E
tN = 1.40·1014 cm–3, and 3E

tN = 1.02·1014 cm–3 for the E0/E1, E1/S1, E2, 
and E3 peaks, respectively.

It is well known that electron irradiation creates also EH6/7 acceptor level, which corresponds 
to a maximum in DTLS spectra at a temperature of ~ 570 K [6]. When measuring the samples 
(see the data in Fig. 1), the maximum temperature did not exceed 400 K in order to avoid 
spontaneous annealing [5]. The DLTS spectra measured up to temperature of ~ 630 K on control 
samples showed that the EH6/7 level with concentration of about 1014 cm–3 corresponds to 
fluence Φe = 2·1016 cm–2 at Ti = 23°С. 

Thus, the total concentration of acceptor centers in the upper half of the forbidden zone after 
electron irradiation with fluence Φe = 2·1016 cm–2 at a temperature of Ti = 23°С is approximately 
4·1014 cm–3. At the initial electron concentration n0 = 1016 cm–3, one would expect an increase in 
the resistance of the diode base by  10 %. Meanwhile, the experiment shows that the resistance 
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increases by ~ 4.6 times. It should be assumed that electron irradiation creates acceptor levels 
in the lower half of the band gap as well. However, to the best of our knowledge, data on the 
concentration and parameters of the acceptor centers created by electron irradiation in 4H-SiC 
in the lower half of the band gap are not available in the literature.

Under irradiation at Ti = 175°С (see inset in Fig. 1), the peak with the maximum 
amplitude at T  330 K (peak E2) corresponds to the Z1/Z2 level. Its concentration 1/ 2Z Z

tN  is  
5.0·1013 cm–3. The peaks observed at T = 171 K, 185 K, and 220 K correspond to the concentration of  
Nt171  9.0·1012 cm–3, Nt185  4.2·1012 cm–3, and Nt220  5.0·1012 cm–3, respectively. Assuming 
that the concentrations of the EH6/7 and Z1/Z2 levels are equal [23], the total concentration 
of acceptor levels generated by fluence Φe = 2·1016 cm–2 in the upper half of the band gap at  
Ti = 175°С can be considered equal to 1.2·1014 cm–3. An increase in resistance due to irradiation 
expected from such data should be ~1.2 %. Meanwhile, as can be seen from a comparison 
between curves 1 and 4 in Fig. 1, the resistance Rd increases in this case by about ~13%, i.e., 
about an order of magnitude stronger.

The forward I–V characteristics of a diode with Ub = 600 V for an unirradiated structure 
(curve 1) and those irradiated with protons at temperatures Ti = 23°С and 175°С, as well as the 
structures after subsequent annealing (see inset in Fig. 2), are compared in Fig. 2.

Fig. 2. A comparison of forward current – voltage characteristics of a diode 
(the blocking voltage is 600 V) obtained before (1, 1' in the inset) and after (2, 2' in the 

inset, 3 – 5) its proton irradiation with fluences Φp = 5·1013 cm–2 (2, 2', 4) and 
1·1014 cm–2 (3, 5) at Ti = 23°С (2, 2', 3) and 175°C (4, 5).

In the inset: the I–V curves of the diode irradiated (5·1013 cm–2, 23°С ) without subsequent 
annealing (2'); irradiated (1·1014 cm–2 , 23°С) and then  annealed  at 300°С for 2 hrs (3'), 

irradiated (5·1013 cm–2, 175°С) and then annealed  twice at 300°С for 2 hrs in the both cases (4'). 
All the data was obtained in the region of biases exceeding the cut-off voltage

After irradiation with protons at room temperature with fluence Φp = 5·1013 cm–2 (see curve 2 
in Fig. 2), the differential base resistance Rd was 0.15 Ω. 

In a similar manner (see Eq. (1)), the electron removal rate

ηp = (n0 – n)/Φp  100 cm–1,                                      (2)

where n is the electron concentration after irradiation.
Note that approximately the same increase in Rd results from electron irradiation with fluence 

Φe = 1·1016 cm–2 (see curve 2 in Fig. 1).
After proton irradiation with fluence Φp = 1·1014 cm–2, the Rd value was about 2.3 Ω, i. e., 

it increased by a factor of 30 compared to the Rd value in the nonirradiated diode. However,  
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at n0 = 1.0·1016 cm–3, ηe  100 cm–1, and Φp = 1·1014 cm–2, the electron concentration in the 
base n would have to be equal to zero. Such a discrepancy between the estimate established from 
the value of ηe determined at Φp = 5·1013 cm–2 and the experimental result presented by curve 
3 in Fig. 2 can be explained by the “flattening” of the dependence n(Φ) when approaching the 
situation of full compensation (n = 0).

At Ti = 175°С and irradiation with fluence Φp = 5·1013 cm–2 (see curve 4 in Fig. 2), the Rd 
value becomes equal to  0.09 Ω, i. e., it increases by only 1.2 times compared to the differential 
resistance of the nonirradiated diode. After irradiation with fluence Φp = 1·1014 cm–2, the Rd value 
is 0.24 Ω (see curve 5), i.e., an order of magnitude less than that after irradiation with the same 
fluence at room temperature.

The inset in Fig. 2 shows the results of post-irradiation annealing (proton irradiation of 
the diodes had fluence Φp = 1·1014 cm–2 at Ti = 23°С and 175°С). Annealing at 300°С for  
120 min led to a noticeable decrease in the base differential resistance for the diode irradiated at  
Ti = 23°С (compare curves 2' and 3'). However, even after annealing, the value of Rd (see curve 
3') significantly exceeds the value of Rd in an unirradiated diode (see curve 1'). After irradiation 
at Ti = 175°С, the diode was twice subjected to subsequent annealing at 300°С. The duration 
of each annealing was 120 min. However, annealing did not have any noticeable effect on the 
current–voltage characteristic of the diode irradiated at Ti = 175°С (see curve 4'). 

It should be noted that an increase in the annealing temperature to a value significantly 
exceeding 300°С can lead to degradation of devices even in the absence of a voltage applied to 
the device. As noted in Ref. [24], heating to temperatures T > 370°С leads to partial melting of 
nickel into the silicon carbide surface. 

The results of the study of electron and proton irradiation effects on the parameters of JBS 
devices with blocking voltage Ub = 1700 V qualitatively correlate well with the above results for 
diodes with Ub = 600 V.

Fig. 3 shows the forward current–voltage characteristics of a diode with a blocking voltage of 
1700 V in the region of biases exceeding the cut-off voltage.

In the unirradiated diode, the differential resistance of the base Rd is 0.082 Ω. Electron 
irradiation at room temperature with fluence Φe = 5.0·1015 cm–2 leads to an increase in Rd 
by a factor of 1.8, up to Rd  0.15 Ω. After irradiation with fluence Φe = 1.5·1016 cm–2, the 

Fig. 3. A comparison of forward current–voltage characteristics of a diode (the 
blocking voltage is 1700 V) obtained before (1) and after (2 – 4) its electron 
irradiation with fluences Φe = 5.0·1015 cm–2 (2, 4) and Φe = 1.5·1016 cm–2 (3) 

at Ti = 23°С (2, 3) and 175°C (4).
The data was obtained in the region of biases exceeding the cut-off voltage. 

In the inset: the DLTS spectra of the sample irradiated with electrons with fluence 
Φe = 5.0·1015 cm–2 at two temperatures. The rate window was 51 s–1
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value of Rd was  0.23 Ω, i.e. increased approximately 2.8 times. At the initial concentration  
n0 = 3.4·1015 cm–3, this result corresponds to the electron removal rate ηe ≈ 0.15 cm–1. This value 
agrees well with that one found for similar diodes in Ref. [7] upon irradiation with electrons with 
an energy of 1.05 MeV.

After electron irradiation of the sample with a fluence Φe = 5.0·1015 cm–2 at Ti = 175°C (see 
curve 4 in Fig. 3), the I–V curve precisely coincides with the corresponding one of the unirradiated 
sample. However, as can be seen from the inset in Fig. 3, the DLTS spectra corresponding to the 
levels in the upper half of the band gap demonstrate changes in the amplitudes of the peaks not 
only after irradiation at room temperature, but also after irradiation at Ti = 175°C. One can see in 
Fig 3 that at Φe = 0, the amplitudes of the maxima of the DLTS spectra are negligible compared 
to the amplitudes of the DLTS spectra of irradiated ones.

Comparing the results shown in the inset in Fig. 3 with those shown in the inset in Fig. 1, it 
is easy to see that in both cases DLTS registers almost identical maxima. A small difference in 
the positions and widths of the maxima is explained by the inevitable change in these parameters 
with a significant change in fluence.

For the DLTS spectrum at Ti = 175°C, the maximum at T = 317 K was identified as  
Z1/Z2 level with a concentration of NZ1/Z2 1.2·1013 cm–3. The total concentration of all 
levels observed in the upper half of the band gap corresponding to the irradiation temperature  
Ti = 175°C, taking into account the concentration of the EH6/7 level, taken equal to the 
concentration of the Z1/Z2 level, is tN Σ  ≈ 2.6·1013 cm–3, i. e. less than one percent on the electron 
concentration n0 = 3.4·1015 cm–3 in the nonirradiated sample. Thus, as in the discussion of the 
data shown in Fig. 1, it should be assumed that acceptor levels with a considerable concentration 
are created by electron irradiation also in the lower half of the band gap.

Fig. 4 shows the effect of proton irradiation at temperatures Ti = 23°C and 175°C as well as 
subsequent annealing on forward I–V characteristics of a diode with Ub = 1700 V.

Fig. 4. A comparison of forward current – voltage characteristics of a diode (the 
blocking voltage is1700 V) obtained before (1, 1' in the inset) and after (2, 2' in the 
inset, 3) its proton irradiation with fluence Φp = 3·1013 cm–2 (2, 2', 3) at Ti = 23°С 

(2, 2') and 175°C (3, 3'). 
In the inset: the I–V curves of the diode irradiated (3·1013 cm–2, 23°С) without subsequent 

annealing (2'); irradiated (3·1013 cm–2, 23°С) and then annealed at 300°С for 2 hrs (3'), irradiated (3·1013 cm–2, 
175°С) and then annealed twice at 300°С for 2 hrs in the both cases (4'). All the data was obtained in the region 

of biases exceeding the cut-off voltage

After proton irradiation with fluence Φp = 3·1013 cm–2 at Ti = 23°С, the base differential 
resistance Rd increased from 0.082 to 0.812 Ω, which corresponds to an order of magnitude 
decrease in the electron concentration in the base. Thus, the removal rate of electrons due to the 
generation of acceptor centers by protons is in this case



St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2024. Vol. 17. No. 1

16

ηp = (n0 – n)/Φp  100 cm–1,                                             (3)

which agrees with the data obtained above for diodes with Ub = 600 V very well (see Eq. (2)).
At the same fluence Φp = 3·1013 cm–2, but at the irradiation temperature Ti = 175°С, the value 

of the base differential resistance after irradiation was Rd = 0.38 Ω, i. e., about 2.1 times less 
than that after irradiation with the same fluence at room temperature (23°С). Annealing for two 
hours at 300°С reduces the differential resistance Rd of the diode irradiated at 23°С from 0.812 to  
0.420 Ω, i. e., almost two times (compare curves 2' and 3' in the inset in Fig. 4). However, 
this value is still greater than the Rd value after irradiation with the same fluence at Ti = 175°С  
(Rd = 0.38 Ω, curve 4'). On the other hand, annealing in the same mode (120 min at 300°С) has 
practically no effect on the Rd value of the diodes irradiated at Ti = 175°С. This result turns out 
to be partly expected, since some of the defects introduced during irradiation were annealed at 
200 – 350°С [25].

Conclusions

The effects of 0.9-MeV-electron and 15-MeV-proton irradiation on the parameters of the 
high-voltage 4H-SiC Schottky diodes with blocking voltages Ub = 600 V and 1700 V were 
studied at irradiation temperatures Ti = 23°С (room temperature) and 175°С (limiting operating 
temperature). Removal rate ηe under electron irradiation for diodes with Ub = 600 V was found 
to be 0.40 cm–1 for Ti = 23°С. For diodes with Ub = 1700 V, the value of ηe was found to be  
ηe 0.15 cm–1. Electron irradiation at Ti = 175°С practically does not affect the resistance of the 
base. Thus, heating during irradiation even to a relatively low temperature significantly increases 
the radiation resistance of devices with respect to electron irradiation. Both for Ti = 23°С and 
175°С, a comparison of the DLTS spectra describing the levels in the upper half of the band gap 
with the data on the changes in the base resistance leads to the assumption that acceptor levels 
with a noticeable concentration are created during electron irradiation also in the lower half of 
the band gap. Under proton irradiation, both for the diodes with Ub = 600 V and 1700 V, the 
removal rate ηp for Ti = 23°С was found to be about 100 cm–1. Annealing for 120 min at 300°С 
after irradiation with fluence Φp = 1·1014 cm–2 at Ti = 23°С leads to a noticeable decrease in the 
differential resistance of the base. Double annealing for 120 min at 300°С after irradiation with 
the same fluence at Ti = 175°С practically does not change the current–voltage characteristic of 
the diodes.

In summary, it may be said that the radiation hardness of high-voltage SiC Schottky diodes 
subjected to electron irradiation, can be significantly improved if they are heated to a relatively 
low temperature during irradiation. As for the proton irradiation, the radiation resistance of these 
devices also increases noticeably with increasing the irradiation temperature. At relatively low 
irradiation doses, even a relatively short-term post-irradiation annealing at a temperature of 300°C 
can significantly reduce the differential resistance of the diode base.
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Аннотация. В работе исследуется хаотический потенциал (ХП) в гетероконтактах 

III-нитридов, обусловленный электростатическим полем заряженных дислокаций, в 
условиях локализации двумерного электронного газа в приконтактной области. В рамках 
статистического анализа пуассоновского ансамбля линейных дефектов определены 
амплитуда и масштаб ХП в плоскости контакта. Показана зависимость параметров 
ХП от плотности поверхностных состояний и концентрации дислокаций на пороге 
подвижности двумерного электронного газа. Установлено, что при наличии эффектов 
локализации электронного заряда в гетероконтактах амплитуда ХП превышает 100 мэВ 
в широком диапазоне изменения параметров системы.
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 IN GROUP III-NITRIDE HETEROJUNCTIONS

 DURING LOCALIZATION 
OF A TWO-DIMENSIONAL ELECTRON GAS

A. V. Filimonov ✉, V. B. Bondarenko

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia
✉ filimonov@rphf.spbstu.ru

Abstract. This work studies a chaotic potential (CP) in the heterojunctions of III-nitrides, 
the CP caused by the electrostatic field of charged dislocations, under localization conditions of 
a two-dimensional electron gas in the near-contact region. Within the framework of the statis-
tical analysis of a Poisson ensemble of linear defects, the amplitude and scale of the CP in the 
contact plane have been determined. The CP parameter dependence on the density of surface 
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states and the concentration of dislocations at the mobility threshold of the two-dimensional 
electron gas was shown. The CP amplitude was established to exceed 100 meV in a wide range 
of changes in the system parameters, in the presence of electronic charge localization effects 
in the heterojunctions. 
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Введение

Двумерный электронный газ в гетероконтактах на основе III-нитридов обладает, как 
правило, высокой подвижностью. Однако данное свойство указанной подсистемы суще-
ственным образом зависит от совершенства полупроводниковых структур. Дефектность 
контактирующих полупроводников и межфазной границы ограничивает подвижность 
свободных носителей заряда [1]. В ряде случаев уменьшение длины свободного пробега 
носителей возможно и в результате их рассеяния на заряженных дислокациях [1 – 3]. 
Очевидно, что при исследовании процессов подобного рода необходимо учитывать как 
возможные концентрации данных протяженных дефектов в гетероконтактах, так и за-
селенность дислокационных состояний [4]. Перераспределение электронной плотности 
между поверхностными состояниями и состояниями линейных дефектов приводит к из-
менениям электрического поля и потенциала в плоскости контакта. При некоторых же 
предельных значениях случайных полей может возникнуть состояние сильной локализа-
ции двумерного электронного газа [5].

Оценки показывают, что флуктуации электрических полей на поверхности полупро-
водников и формирование хаотического потенциала (ХП) могут быть связаны не только 
с дефектностью самой поверхности, но и с локализованными зарядами в приповерхност-
ных слоях обеднения электрических полей. В широком диапазоне параметров полупро-
водниковых структур возникает классический размерный эффект в контактах, связанный 
с естественной сопоставимостью характерных масштабов в области пространственного 
заряда (ОПЗ) полупроводника [6]. Установлено, что в условиях данного естественного 
размерного эффекта и неоднородности локальных полей заряженных дефектов в гете-
роконтактах при уменьшении плотности делокализованных поверхностных состояний 
происходит рост амплитуды и характерного масштаба ХП [7]. Кроме того, само распре-
деление электронного заряда в области контакта самосогласованным образом зависит 
от ХП, формируемого на границе раздела, поскольку изменяется спектр поверхностных 
состояний и, возможно, их локализация. С учетом ослабления экранирующей способно-
сти двумерного электронного газа в условиях его локализации представляется важным ис-
следовать структуры ХП заряженных дислокаций в гетероконтактах полупроводниковых 
нитридных соединений.

Цель настоящей работы – определить указанный ХП в гетероконтактах III-нитридов и 
характер его зависимости от параметров системы.

Распределение потенциала заряженных дислокаций в гетероконтакте
Для примера проанализируем гетероструктуру на основе контакта AlGaN/GaN [8]. Рас-

смотрим модель, согласно которой прорастающие дислокации несоответствия с поверх-
ностной концентрацией Ndisl в указанной гетероструктуре представлены в виде заряжен-
ных нитей, перпендикулярных к плоскости контакта. В пренебрежении взаимодействием 



23

Физика конденсированного состояния

между дислокациями их распределение по количеству можно считать пуассоновским. В 
этом представлении вероятность расположения N указанных линейных дефектов на участке 
контакта радиуса R равна

( ) ( )exp
,

!

NN N
p N

N
−

=                                         (1)

где 〈N〉 – среднее количество этих дефектов на данном участке, и 2.dislN N R= π  
Вследствие полярности химической связи в кристаллах нитридов алюминия и галлия, 

в механически напряженных гетероконтактах возникают пьезоэффект и спонтанная по-
ляризация [8]. В результате инжекции электронов в область контакта формируются по-
верхностное поле и соответствующий изгиб зон в нитриде галлия, при этом величина по-
следнего превышает половину ширины запрещенной зоны (она составляет около 1,8 эВ). 
Поскольку формируемый канальный слой рассматриваемой гетероструктуры практически 
всегда содержит нелегированный или компенсированный нитрид галлия GaN, объемный 
заряд в области изгиба зон в основном образован заряженными дислокациями. При на-
личии больших изгибов зон такие протяженные дефекты в пределах ОПЗ будем считать 
равномерно заряженными с некоторой линейной плотностью λ. Если в гетероконтакте 
имеется только локализованный поверхностный заряд, то для определения параметров 
ХП имеется возможность воспользоваться принципом суперпозиции. Можно показать, 
что при этом доминирующий вклад в крупномасштабные флуктуации поля в контакте 
вносит система заряженных дислокаций [7]. 

Потенциал поля произвольно выбранной дислокации в плоскости контакта будем 
определять в полярной системе координат, в которой ρ – радиальная координата, опреде-
ляющая расстояние от данного линейного дефекта до точки наблюдения. Интегрирование 
вдоль заряженной дислокации в пределах ОПЗ шириной L0 дает величину потенциальной 
энергии поверхностного электрона в плоскости контакта:

( )
2 2

0 0

1 2

2 ln ,i

L LeU
ρ + +λ

ρ =
ε + ε ρ

                                      (2)

где ε1, ε2 – величины диэлектрической проницаемости полупроводников, приведенных в 
контакт. 

Объемный заряд в области изгиба зон нитрида галлия в рамках приведенных модель-
ных представлений имеет плотность, равную λNdisl. При этом характерная ширина ОПЗ 
может быть представлена в виде

2 0
0 ,

2 disl

UL
e N
ε

=
π λ                                                  

 (3)

где U0 – величина изгиба зон. 
Для дальнейшего анализа системы необходим простой расчет, аналогичный исполь-

зованному в работе [7]. В рамках приведенного метода прежде всего можно определить 
средний вклад в значение потенциальной энергии поверхностного электрона в электри-
ческом поле одной дислокации. Аналогичное усреднение выражения (2) по площадке 
радиуса R дает следующий результат:

( ) ( )

2 2
0 02 2 2 2

0 0 02
1 2

2 ln .i

R L LeU R L R L L R
R R

 + +λ  = + − +
 ε + ε  

                   
 (4)

Учитывая распределение заряженных дислокаций (1), можно представить также сред-
неквадратичное отклонение их количества на заданном участке поверхности в виде

( ) .dislN R R Nδ = π                                               (5)

Путем перемножения выражений (4) и (5) с последующим поиском максимума полу-
ченного произведения можно оценить характерную величину неоднородностей потенци-
альной энергии поверхностного электрона в поле заряженных дислокаций. Соответству-
ющий предельный переход R → ∞ даст значение искомой величины:
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0

1 2

4
.disle L N

U
λ π

δ =
ε + ε

                                              (6)

Подстановка в выражение (6) зависимости (3) ширины области пространственного 
заряда от параметров системы приводит к следующему результату:

2 0
1 2

2 2 .U e Uδ = λε
ε + ε

                                           (7)

Рис. 1. Зависимость средней величины флуктуаций хаотического потенциала заряженных 
дислокаций в гетероконтакте AlGaN/GaN от линейной плотности заряда. 

Величина изгиба зон U0 = 1,8эВ

В рассматриваемой гетероструктуре диэлектрические проницаемости нитрида алюми-
ния и нитрида галлия равны соответственно 9,2 и 10,4 [8]. Характерный вид полученной 
зависимости δU(λ) (см. формулу (7)) представлен на рис. 1 при значении параметра ве-
личины изгиба зон U0 = 1,8 эВ. Поскольку выражение (6) для δU было получено при  
осуществлении формального предельного перехода R → ∞, ХП, найденный таким обра-
зом, является крупномасштабным.

Плотность поверхностных состояний в гетероконтакте

Наличие крупномасштабного ХП заряженных дислокаций в приконтактной области 
рассматриваемой гетероструктуры модифицирует квазиклассический спектр поверхност-
ных состояний и приводит к появлению «хвостов» их плотности. В этом случае, при из-
вестном виде закона распределения потенциальной энергии электрона, можно получить 
соответствующую энергетическую зависимость плотности состояний D(E) [9]. С учетом 
квазинепрерывности спектра электронных состояний исходное выражение для их плот-
ности имеет вид

( ) ( ) ( )0 ,
E

D E D E U f U dU
−∞

= − ⋅∫                                       (8)

где D0(E) – невозмущенная плотность состояний, f(U) – функция плотности распределе-
ния вероятности для потенциальной энергии электрона U на поверхности. 

При параболическом законе дисперсии квазиклассическая плотность поверхностных 
состояний в пределах разрешенной зоны в отсутствие ХП и долинного вырождения явля-
ется константой [10] и зависит только от эффективной массы электрона. Поэтому выра-
жение (8) можно упростить:

( ) ( )0 .
E

D E D f U dU
−∞

= ∫                                            (9)

Таким образом, вид функциональной зависимости D = D(E) полностью определяется 
характером распределения потенциальной энергии поверхностного электрона. При учете 
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принципа суперпозиции полей случайно расположенных заряженных дислокаций вполне 
применима модель гауссова распределения ХП [11]:

( )
2

2

1 exp .
22

Uf U
UU

 
= ⋅ − ⋅ δδ π  

                                   (10)

После подстановки функции плотности распределения вероятности (10) в выражение 
(9) и вычисления интеграла результат для плотности поверхностных состояний получаем 
через функцию ошибок:

( ) 0 1 erf .
2 2

D ED E
U

  
= ⋅ +  δ  

                                     (11)

Эта формула позволяет получить выражение для концентрации двумерного электрон-
ного газа 

( )
F

,
E

Sn D E dE
−∞

= ∫                                                (12)

при низких температурах T (формально при T → 0 K), которое имеет следующий вид [12]:

2
0 F F

F 2

21 erf exp .
2 22S

D E En E U
UU

      = ⋅ + + δ −     π ⋅ δδ     
                   (13)

Здесь EF – энергия Ферми в поверхностной зоне.

Хаотический потенциал в гетероконтакте на пороге подвижности 
двумерного электронного газа

Конкретные значения величин δU и nS можно оценить при известных условиях, ха-
рактерных для формируемых контактных структур. Прежде всего можно полагать, что в 
равновесном состоянии выполнено условие электронейтральности:

0 ,S S dislN n N L
e
λ

= +                                             (14)

где NS – концентрация поверхностного заряда в контакте. 
Если величина (14) зависит только от природы контактирующих полупроводников, то 

для заданной гетероструктуры NS = const. В этом случае возможно лишь перераспределе-
ние локализованного заряда между поверхностными и дислокационными состояниями, 
которое будет зависеть от реализуемой ситуации. Например, на классическом пороге под-
вижности (т. е. при условии EF = 0 [9]) практически все локализованные поверхностные 
состояния будут заполнены, что соответствует условию появления на диэлектрической 
поверхности максимального электронного заряда. В этом случае из выражения (14), с 
учетом (3), (7) и (13), удается получить явную зависимость характерных величин ХП от 
количества заряженных дислокаций на единице площади поверхности контакта:

( )
2

2
0 1 2

4 2 .
4 2

S

disl

e NU
e D N

π ⋅
δ =

+ ε + ε
                                     (15)

Для значения величины поверхностной концентрации заряда NS = 1013 см−2 и двух 
значений плотности поверхностных состояний D0 график зависимости средней величины 
флуктуаций потенциальной энергии (15) от концентрации заряженных дислокаций пред-
ставлен на рис. 2.

Обсуждение результатов

Проведенный анализ показывает, что в условиях локализации двумерного электрон-
ного газа уже при достаточно умеренных величинах линейной плотности заряда на дис-
локациях (по сравнению с максимально возможными величинами порядка 0,01 ед. СГСЭ 
[7]), амплитуда ХП в гетероконтакте может достигать значений в несколько сотен милли-
электронвольт (см. рис. 1). Зависимость δU = δU(λ), полученная для указанного случая, 
достаточно слабая: согласно выражению (7), величина δU пропорциональна квадратному  
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Рис. 2. Зависимости средней величины флуктуаций хаотического потенциала заряженных 
дислокаций в гетероконтакте от их концентрации на пороге подвижности двумерного 

электронного газа, при двух значениях плотности поверхностных 
состояний D0, см

–2·эВ–1: 1·1014 (1) и 5·1013 (2); NS = const

корню из величины линейной плотности заряда λ. Другими словами, указанные величины 
характерных неоднородностей потенциала в контакте сохраняются в достаточно широком 
диапазоне изменения параметров системы. Кроме того, ввиду наличия неэкранирован-
ных, медленно меняющихся в пространстве кулоновских полей вида (2), получаемый ХП 
в контакте оказывается крупномасштабным.

Естественными следствиями существования крупномасштабного ХП в гетероконтакте 
являются появление «хвостов» плотности поверхностных состояний и возможность пе-
рераспределения локализованного заряда. Если в гетероконтакте величина полного по-
верхностного заряда остается неизменной, то при увеличении концентрации заряженных 
дислокаций происходит, в рамках принятого модельного приближения, снижение сред-
ней величины флуктуаций потенциальной энергии поверхностного электрона (см. рис. 2). 
Такое поведение величины δU связано с ослаблением естественного размерного эффекта, 
поскольку в этом случае заряд распределяется по большему количеству протяженных де-
фектов и достигается лучшее статистическое усреднение неоднородных полей. Снижение 
же плотности поверхностных состояний (что соответствует меньшим значениям эффек-
тивной массы электрона в поверхностной зоне) приводит к заметному росту δU.

Заключение
В работе исследованы особенности хаотического потенциала (ХП) в гетероконтактах 

нитридов третьей группы, индуцированного электростатическим полем дислокаций, в 
условиях локализации двумерного электронного газа в приконтактной области. Опреде-
лены амплитуда ХП в плоскости контакта и характер пространственного распределения 
соответствующего поля. Показана зависимость характерных величин ХП от параметров 
системы. Установлено, что при наличии эффектов локализации электронного заряда в ге-
тероконтактах III-нитридов величина амплитуды ХП может превышать значение 100 мэВ. 
Данный результат представляется важным как с точки зрения совершенствования тех-
нологии синтеза полупроводниковых приборов на основе соответствующих контактных 
структур, так и с позиций теоретических исследований свойств двумерного электронного 
газа.
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Аннотация. Проведены исследования электретных свойств полипропилена с различ-
ным процентным содержанием монтмориллонита методами термостимулированной ре-
лаксации потенциала и термостимулированных токов короткого замыкания. Выявлено 
заметное влияние концентрации наполнителя на стабильность электретного состояния. 
Определены параметры электрически активных дефектов и время хранения электретно-
го состояния для разного содержания наполнителя в образцах. Установлено, что наи-
лучшими электретными свойствами обладает полипропилен с 4 %-м массовым содер-
жанием монтмориллонита.
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Introduction

The field of application of polymer electrets is quite wide: electroacoustics, medicine, filtering 
devices, radioactive radiation sensors, etc. [1].

An important parameter for the practical use of a polymer as an electret material is the 
stability of the electret state formed in it [2]. The influence of the electret electric field on 
microorganisms and bacteria is described in Refs. [3, 4]. It has been found that the effect of 
the field on microorganisms leads to a slowdown in the processes of their vital activity and can 
significantly increase the shelf life of food products.

Currently, an effective and technologically advanced way to form a stable electret charge in 
polymer films is the method of charging films in a corona discharge.

Promising objects of research are polymer films based on polypropylene (PP). Low density, high 
mechanical strength and resistance to chemical influences, as well as low cost make polypropylene 
a popular and easily accessible material.

It is known that the addition of dispersed fillers to the polymer matrix has a positive effect on 
the stability of the electret state in the polymer under study. This leads to the creation of new 
materials with improved electret properties and opens up new possibilities for their application 
[5, 6].

The results of studies [7, 8] have shown that the introduction of fillers such as diatomite and 
aerosil into the polyethylene matrix significantly increases the stability of the electret state, while 
pure polypropylene does not exhibit its high stability. Another possible filler in the polypropylene 
matrix is montmorillonite (MM). Montmorillonite is a cheap material with sorption properties.

Previous studies [9 – 12] have shown that the introduction of montmorillonite has a significant 
effect on the complex properties of polymers. For example, when chrysotile or montmorillonite 
is added to the polymer matrix, it leads to a significant change in the electrophysical properties 
of the starting material. The hydrophilicity of the fillers used may be one of the reasons for this. 
In Ref. [13], it was shown that the addition of montmorillonite particles to chitosan increased the 
activation energy of the electrical conductivity of this material from 0.20 eV to 0.31 eV, and as a 
result, the specific electrical conductivity of this polymer decreased by reducing the concentration 
of free ions. 

In this regard, the goal of this study was to introduce montmorillonite into polypropylene films 
and investigate the filler effect on the electret properties of the modified material.
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Materials and methods

In this work, the initial polypropylene films of the PP4215M brand (EP1X35F) and composite 
films based on it have been studied.

Composites based on PP with 2 and 4 wt.% of montmorillonite were prepared in the melt at 
the laboratory station "Plastograph EC" of the company "Brabender" (Germany) with adjustable 
electric heating at a temperature of 190°C and rotor speeds of 50 – 150 rpm for 300 s. The 
samples were produced by pressing on a GotechGT-7014-H10C hydraulic press at 190 ± 5°C 
with a heating time of 5 min, a pressure exposure of 3 min, and subsequent cooling of 3 min. The 
sample thickness of the initial films and composites varied from 0.12 ± 0.05 to 0.14 ± 0.05 mm.

Montmorillonite (mark 15A) is a clay mineral belonging to a subclass of layered silicates. 
The three-layer structure of this mineral, consisting of two silicon-oxygen and one aluminum 
hydroxide layers, is provided due to sufficiently weak molecular bonds. As a result, water molecules 
can easily penetrate into the interlayer space, and the mineral itself has good sorption properties.

The electret properties of the samples were investigated by the following methods:
thermally stimulated relaxation of the surface potential (TSRSP), 
thermally stimulated currents (TSC).
When studying the films by the TSRSP technique, the samples were pre-polarized in a corona 

discharge at a temperature of 80°C. Further, the temperature dependence of the surface potential 
in the linear heating mode was removed.

In the TSC procedure, polarization was carried out at room temperature also in a corona 
discharge. The result of the study was a graph of the depolarization current dependence on 
temperature. The maximal temperature positions of the thermally stimulated depolarization 
currents and the nature of the TSD curves made it possible to determine the activation energy 
and the effective frequency factor of electrically active defects, as well as to obtain information 
about the relaxation mechanisms of the objects under study. 

Results and discussion

Fig. 1,a presents the dependences of the surface potential decay on temperature at a heating 
rate of 5°C/min for PP samples without filler charged in the field of positive and negative corona 
discharges.

From this graphs we notice that the decreasing curves of the surface potential at different 
polarities of the polarizing field turn out to be identical. This result indicates that the relaxation 
process of the charge state is associated either with the reorientation of the dipoles in the samples 
or with the neutralization of the trapped charge due to the intrinsic conductivity of the polymer 
[14].

a) b)

Fig. 1. Temperature dependences of the surface potential (relative units) 
for polypropylene (PP) charged samples without filler (a) and PP + 4 % 

montmorillonite (MM) charged composite films (b); they were treated in the field 
of positive and negative corona discharges in both cases 

(a heating rate was 5°C/min)
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Fig. 1,b shows the similar dependences of the surface potential decay but for samples  
PP + 4 % MM charged in the same fields. In this case, the decline of the surface potential 
becomes strongly dependent on the polarity of the corona discharge. The process of surface 
potential decay for samples charged in the positive corona discharge field is more intense than 
that for samples charged in the negative one. It can be assumed that in this case, sufficiently deep 
electronegative traps are formed at the polymer–filler interface. A similar effect was observed in 
polyethylene films filled with talc [15], simultaneously with a decrease in the conductivity of the 
polymer due to the sorption properties of the filler [16].

An additional confirmation of the above-mentioned double effect of the hydrophilic filler on 
the charge relaxation in the polypropylene is the temperature dependences of the current for PP 
films with different percentages of MM, pre-polarized in the negative corona discharge field at 
room temperature (Fig. 2).

Fig. 2. Thermostimulated currents for the initial films, composite films 
PP + n MM (n = 2 and 4 % by weight), polarized in the field 

of the negative corona discharge field (a heating rate was 9°C/min)

Here the intensity of the TST peaks grows significantly with an increase in the percentage of 
filler from 2 to 4 % (not proportional to the percentage), which can be explained not only by 
an increase in the quantity of traps at the polymer – montmorillonite boundary, but also by a 
decrease in the conductivity of the polymer.

The activation energy and frequency factor of the electrically active defects responsible for 
relaxation processes in both the initial and filled polymer samples were calculated using the 
method of varying the heating rate. As an example, Fig. 3,a,b shows the TSC curves for two 
heating rates for the initial PP films and PP ones with 4% of the filler mass.

a) b)

Fig. 3. Thermostimulated currents for PP + 4 % MM composite films 
(4 % by weight) (a) and the initial polypropylene films (b) polarized in the negative corona 

discharge field at different linear heating rates (6 and 9°C /min)
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The formula for finding the activation energy W of relaxers by the temperature positions of the 
peaks at two heating rates has the form:

1 2 2
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where Tm1, Tm2 are the temperature values of the maximal currents; β1, β2 are the heating rates; k 
is the Boltzmann constant.

The value of the frequency factor ω was determined by the following formula:
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where Tm is the temperature of the maximal current at the heating rate β.
The calculation results show an increase in the activation energy W for the composite polymer 

compared to the initial one from 0.75 ± 0.05 to 1.01 ± 0.05 eV at a frequency factor ω of the 
order of 1011 s–1. Obviously, such results should increase the relaxation time τp of the electret state 
in the MM-filled polymer compared to the initial one.

Indeed, calculated the relaxation time of the electret state by the formula

1 expp
k

W
kT

 
τ =  ω  

                                            (3)

at room temperature, increases from 4 min (for PP without filler) to 256 hrs (for PP + 4% MM).
The temporary stability rise of the electret state when filling polypropylene with montmorillonite 

is accompanied by an increase in temperature stability. The temperature dependences of the 
surface potential in relative units for samples with different percentages of montmorillonite 
charged in the negative corona discharge field are shown in Fig. 4.

Fig. 4. Temperature dependences of the surface potential for PP films and PP + n MM 
(n = 2 and 4 % by weight) composite films charged in the negative corona discharge field

Similarly, according to the current spectroscopy data presented in Fig. 2, a significant change 
in the decline of the surface potential with an increase in temperature occurs when 4 wt. % MM 
is added., as well as the curve at 2 wt.% of the thermally stimulated relaxation of the potential 
almost coincides with a similar dependence for the initial polypropylene.
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Conclusion

The electret properties of the initial polypropylene films and composite polypropylene ones 
with montmorillonite filler were studied by the TSRP and TSС methods.

It was revealed that the stability of the electret state increases compared to the initial PP with 
an increase in the percentage of montmorillonite to 4 wt.% in polypropylene films. This results 
from two reasons: the formation of sufficiently deep charge traps at the polymer–filler interface 
and a decrease in the conductivity of the polymer due to the sorption properties of the MMT 
filler.

The relaxation time of the electret state in the PP films with 4 wt.% of montmorillonite is 
about 256 hrs at room temperature; this result makes it possible to use these composite polymer 
films as an active packaging material for food products.

Further studies of the electret properties of polypropylene with a high percentage of 
montmorillonite will allow us to determine the optimal percentage of the filler.
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Введение

Одним из современных направлений исследований в области физики полупроводни-
ков является разработка фотодетекторных приборов на основе нитевидных нанокристал-
лов (ННК). Указанная проблема обрела особую актуальность в связи с явными преиму-
ществами ННК перед тонкопленочными структурами того же состава. 

Во-первых, в процессе синтеза ННК на их боковой поверхности происходит релак-
сация упругих напряжений, возникающих из-за разницы постоянных решетки полупро-
водниковых кристаллов подложки и ННК. Данное обстоятельство позволяет проводить 
эпитаксиальный синтез ряда полупроводниковых материалов, таких как InGaN, GaPAs, 
InAsP [1, 2], для которых согласованные по параметру решетки подложки малодоступны 
либо вовсе отсутствуют. В том числе для ННК с диаметрами ниже критического значения 
(24 – 110 нм) [3] возможно формирование полупроводниковых приборов с аксиальной 
геометрией ННК, обладающих толщиной слоев, рассогласованных по параметру решетки. 
Значения указанной толщины превышают критическое (несколько нанометров) для ана-
логичных структур в планарном исполнении [4]. 

Во-вторых, не менее важное преимущество ННК проявляется при создании прибо-
ров, в которых используются электронные размерные эффекты или локализация электро-
магнитного поля на субволновых размерах. На базе таких приборов возможно создание  
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эффективных фотодиодов, однофотонных источников излучения и др. [5]. 
В-третьих, важным преимуществом ННК является возможность формирования при-

борной структуры не только в аксиальном направлении (перпендикулярно подложке), 
но и на боковой грани ННК (радиальная геометрия, или геометрия «ядро-оболочка»). 
Данное обстоятельство обеспечивает возможность разграничения физических процессов, 
таких, например, как поглощение света и разделение носителей заряда, что принципиаль-
но невозможно в случае планарной геометрии. 

Данная работа посвящена анализу влияния типа легирования кремниевых подложек 
в системе материалов нитевидных нанокристаллов арсенида индия на подложках (далее 
используется обозначение InAs/Si) на характеристики фотодетекторной диодной структу-
ры. Исследование проведено в рамках численного моделирования. 

Объекты исследования и расчетный метод

В работе рассматриваются две упрощенные конфигурации аксиальных диодных гете-
роструктур на основе нитевидных нанокристаллов арсенида индия на кремниевых под-
ложках:

n-InAs/i-InAs/p-Si (конфигурация n–i–p);

p-InAs/i-InAs/n-Si (конфигурация p–i–n).

Выбор размеров ННК был продиктован оптимальной геометрией волновода для по-
строения фотодиодной структуры в коммуникационном диапазоне длин волн для таких 
ННК [6]: длина – 2,5 мкм, диаметр – 300 нм.  Следует отметить, что при данных харак-
терных размерах ННК в них не возникает размерных эффектов квантования энергетиче-
ских уровней.

Толщина верхнего эмиттера была выбрана равной 50 нм при уровне легирования  
1018 см–3, что обеспечивало достаточное количество носителей для формирования области 
пространственного заряда (ОПЗ) преимущественно внутри ННК. 

Численное моделирование работы диодов проводилось в пакете Comsol Multiphysics. 
Расчет выполняли в рамках дрейфово-диффузионной модели с учетом статистики Фер-
ми – Дирака для обоих типов носителей заряда. Для учета эффектов рекомбинации но-
сителей заряда использовалась модель Шокли – Рида – Холла с базовыми значениями 
времени жизни в арсениде индия, равными 30 нс для электронов и 3 мкс для дырок [7, 8]. 
Параметры полупроводниковых материалов были взяты из работ [8, 9]. 

Для учета неидеальности структуры ННК, например наличия точечных дефектов или 
возникновения в ННК различных политипов, в процессе моделирования проводилось 
варьирование длины диффузии носителей заряда. Рассматриваемые значения длины диф-
фузии носителей варьировались в диапазоне от 500 нм до 20 мкм. 

Важно отметить, что в рамках данного исследования не учитывалось влияние поверх-
ностных состояний на работу диода.

Результаты и их обсуждение

Согласно литературным данным, гетероинтерфейс InAs/Si представляет собой гете-
ропереход второго типа, при котором положение потолка валентной зоны обоих мате-
риалов находится примерно на одном энергетическом уровне, что делает естественным 
выбор кремниевой подложки с проводимостью p-типа для построения диодных структур  
(рис. 1,a). В свою очередь, особенностью данной конфигурации является распростране-
ние ОПЗ в область гетероинтерфейса, что в случае рассматриваемой геометрии фотоде-
текторной структуры может приводить к появлению токов утечки в экспериментальных 
условиях [10, 11]. Несмотря на большой энергетический разрыв положений дна зоны 
проводимости у двух материалов, становится возможным формирование обратного по по-
лярности диода за счет малой эффективной массы для электронов в арсениде индия. Дей-
ствительно, при выборе подложки n-типа электроны из подложки должны перемещаться 
в ННК, что будет приводить к образованию в кремнии области, обедненной электронами, 
и области в арсениде индия, ими обогащенной.

Положение уровня Ферми EF относительно дна зоны проводимости для вырожденных 
полупроводников может быть выражено следующей формулой [12]:
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Рис. 1. Зонные структуры диода при температуре 200 K для случаев выбора 
подложки p- (a) или n-типов (b)

22
2 3

F (3 ) ,
2 *

E n
m

= ⋅ π


                                              (1)

где m* – эффективная масса электрона, n – концентрация носителей, ħ – приведенная 
постоянная Планка. 

Подставив в данную формулу эффективную массу InAs, равную 0,023m0 (m0 – масса 
электрона), получим, что для компенсации разрыва зон между n-Si и InAs достаточным 
будет уровень легирования подложки около 1019 см–3.

Отметим, что такие подложи коммерчески доступны. В действительности требуемое 
значение может оказаться даже ниже, благодаря появлению размерного квантования в 
InAs вдоль оси ННК за счет резкого изгиба зон и, таким образом, уменьшению плотности 
заполнения электронов (рис. 1,b). На рис. 1 представлены зонные диаграммы рассматри-
ваемых диодов обоих типов полярности для температуры 200 K, при превышении кото-
рой, как будет показано далее, термогенерированные носители заряда начинают эффек-
тивно экранировать разность потенциалов между эмиттерами структуры.

Как можно видеть, в случае выбора подложки n-типа, уровня легирования 1019 см–3 

оказывается достаточно для обеспечения требуемого изгиба зон. При этом высота по-
тенциального барьера для электронов в кремнии оказывается сравнительно небольшой и 
обеспечивает высокую проводимость гетероинтерфейса. 

С целью определения оптимальных условий работы рассматриваемых фотодетекторных 
структур проводилось моделирование для различных температур системы. Было выявле-
но, что для обеих конфигураций при комнатной температуре наблюдается экранирование 
электрического поля в объеме ННК за счет собственной концентрации носителей заряда 
(рис. 2,a). С уменьшением температуры собственная концентрация падает, что обеспечи-
вает увеличение ОПЗ в ННК, которое наиболее заметно при температурах ниже 200 K. 
Таким образом, можно ожидать, что для эффективной работы массива ННК в качестве 
фотодиода может потребоваться дополнительное охлаждение структуры.

Дальнейшим этапом моделирования был анализ вольтамперных характеристик (ВАХ) 
рассматриваемых диодных гетероструктур (рис. 2,b) для определенной ранее характерной 
температуры 200 K. Установлено, что величины обратного тока практически совпадают 
для обеих конфигураций и соответствуют величине тока, образованного разделением но-
сителей заряда, возникающих в объеме ННК за счет процесса термогенерации. При этом 
прямой участок ВАХ демонстрирует существенное различие между двумя конфигураци-
ями, а именно – более раннее открытие диода, сформированного на подложке кремния 
n-типа.

Аппроксимация прямого участка ВАХ с помощью формулы Шокли [13] для нагружен-
ного диода показывает, что данное обстоятельство связано с различием коэффициента 
идеальности для двух конфигураций: система p–i–n демонстрирует коэффициент идеаль-
ности, равный 1,1, в то время как в случае системы n–i–p данное значение составляет 2,1, 

а) b)
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Рис. 2. Результаты моделирования работы фотодиодов: 
a – положения дна зоны проводимости для гетероструктуры p-InAs/i-InAs/n-Si 

при разных температурах; b – вольтамперные характеристики диодов двух 
типов при температуре 200 K в логарифмическом (модуль) и линейном масштабах

что приводит к росту напряжения открытия диода. Анализ такого результата позволяет 
заключить, что система p–i–n более пригодна там, где важно малое напряжение откры-
тия, например для использования в высокочастотных смесителях в качестве детекторных 
диодов.

Следующим этапом исследований было изучение работы гетероструктур в качестве 
фотодиодов. Для этого проводилось численное моделирование зависимости процессов 
разделения фотогенерированных носителей заряда в ННК от температуры и длины диф-
фузии для двух конфигураций при нулевом напряжении смещения.

Рождение электронно-дырочных пар при оптическом облучении фотоактивной струк-
туры было реализовано путем задания фиксированного однородного темпа генерации, 
равного 1,4·1019 см–3/с, что соответствует поглощению полупроводниковым материалом 
оптического излучения с длиной волны 1,55 мкм и интенсивностью 1 Вт/м2. 

В качестве сравнительной характеристики была использована величина квантовой эф-
фективности η, вычисляемая как отношение потока носителей, который сформировался 
в структуре, к общему темпу генерации по объему ННК. На рис. 3 представлены карты 
зависимости квантовой эффективности η от температуры структуры и длины диффузии 
носителей заряда, отнесенной к длине активной области ННК.

Рис. 3. Карты зависимости квантовой эффективности процесса разделения фотогенерированных 
носителей заряда от температуры и длины диффузии носителей заряда, отнесенной к длине 

активной области ННК, для конфигураций n–i–p (a) и p–i–n (b)

а) b)

b)а)
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Как можно видеть, при высоких значениях длины диффузии носителей заряда достига-
ется практически полное разделение фотогенерируемых носителей заряда для обеих кон-
фигураций. Дальнейшее снижение длины диффузии носителей выявляет различие между 
конфигурациями. Уменьшение длины диффузии вплоть до значений ниже длины ННК 
приводит к появлению температурной зависимости квантовой эффективности. Так, для 
системы n–i–p отмечается рост квантовой эффективности от 0,4 до 0,8 при понижении 
температуры от 300 до 150 K. В свою очередь, система p–i–n оказывается более чувстви-
тельной к уменьшению диффузионной длины: квантовая эффективность при 300 K также 
соответствует значению 0,4, но с уменьшением температуры она растет только до зна-
чения 0,6. Помимо этого, даже для высоких значений длины диффузии, p–i–n-система 
демонстрирует меньшую величину квантовой эффективности. Данное явление связано 
скорее с различием между конфигурациями: наличием обогащенной электронами области 
вблизи гетероинтерфейса, что приводит к усиленному темпу рекомбинации дырок вблизи 
интерфейса и, как следствие, исключению их из общего объема фототока.

Заключение

В работе методами численного моделирования рассмотрены режимы работы двух 
конфигураций гетероструктурного фотодетекторного диода на основе нитевидных нано-
кристаллов арсенида индия InAs на кремниевых подложках. В результате проведенно-
го моделирования установлено, что диодная структура на кремниевой подложке n-типа 
демонстрирует меньшее значение коэффициента идеальности и ее использование более 
обосновано для задач, где требуются малые напряжения открытия диода. Исследования 
работы структур в режиме фотодиодов демонстрируют практически идентичные показа-
тели для обеих систем, однако система с использованием подложки p-типа дает большие 
значения квантовой эффективности. Несмотря на это, обе конфигурации могут быть ис-
пользованы для построения фотодиодов на их основе, и выбор конкретной конфигурации 
должен определяться технологическими требованиями к процессу синтеза структуры либо 
требованием к полярности системы.
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КОЛЕБАНИЯ ПРИ НЕЛИНЕЙНОМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ И КОМБИНАЦИИ ЗАПАЗДЫВАНИЙ
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✉ alishir@mail.ru, a.alifov@yandex.ru

Аннотация. В работе рассмотрены колебания при нелинейном параметрическом 
воздействии и комбинации запаздываний в упругости и демпфировании. Моделью 
является стержень с пружиной, приводимый в движение источником энергии 
ограниченной мощности. Для решения нелинейных дифференциальных уравнений 
движения системы использован метод прямой линеаризации нелинейности. Получены 
уравнения для определения нестационарных и стационарных значений амплитуды и 
фазы колебаний, скорости источника энергии. На основе критериев Рауса – Гурвица 
выведены условия устойчивости стационарных режимов движения. Проведены расчеты 
амплитудно-частотных характеристик при различных значениях параметров, линейной 
и нелинейной силах упругости. Соответствующие графики наглядно представляют 
совместное влияние различных значений запаздываний на амплитудно-частотные 
кривые. Показано, что запаздывания изменяют амплитудные кривые, существенно 
влияя на устойчивость колебаний.

Ключевые слова: колебания, модель, нелинейность, метод, параметрическое 
воздействие, запаздывание, упругость, демпфирование
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Abstract. The paper considers oscillations under nonlinear parametric action and combina-
tions of delays in elasticity and damping. The model for the study is a rod with a spring, which 
is driven by an energy source of limited power. To solve nonlinear differential equations of mo-
tion of the system, the method of direct linearization of nonlinearity has been used. Equations 
were obtained for determining the nonstationary and stationary values of the amplitude and 
phase of oscillations, the speed of the energy source. Based on the Routh – Hurwitz criteria, 
the conditions for the stability of stationary motion modes were derived. To obtain informa-
tion about the combined effect of delays on the dynamics of oscillations, the calculations were 
carried out for their various values, linear and nonlinear elastic forces. The graphs constructed 
based on the calculation results clearly show the combined effect of various delay values on the 
amplitude-frequency curves. The delays measure the amplitude curve, shift it to the right-left, 
up-down, and affect the stability of the oscillations.
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Введение

Все явления в природе (Вселенной) цикличны, колебательное движение происходит 
во всех видах систем (физических, биологических, технических и т. д.) [1]. Возбуждение 
колебаний может быть обусловлено различными причинами, в том числе наличием за-
паздывания во многих системах [2, 3 и др.]. К появлению запаздывания в механических 
системах может привести упругость материалов и внутреннее трение в них. Исследова-
нию систем с запаздыванием посвящено достаточно много работ [3 – 17 и др.], однако в 
них не учитываются свойства источника энергии, поддерживающего функционирование 
системы. В то же время функционирование реальных физических систем происходит 
благодаря некоторому источнику энергии, имеющему ограниченную мощность. Опубли-
ковано немного работ, в которых это учитывается. Вопросы потребления энергии, а также 
связанные с этим проблемы экологии и изменения климата в настоящее время приобрели 
особую актуальность. 

Изучение систем с запаздыванием проводится в большинстве случаев на основе нели-
нейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом. При решении этих 
уравнений используются различные методы нелинейной механики [18 – 20 и др.], для 
которых характерны большие затраты труда и времени. Методу же прямой линеаризации 
(МПЛ), изложенному в работах [21 – 23 и др.], не присущи эти затраты, что и определяет 
его преимущество перед известными методами нелинейной механики. Его существен-
ными свойствами также являются простота и возможность получения конечных соотно-
шений независимо от степени нелинейности, что позволяет легко его использовать при 
проведении практических расчетов. 

Как известно, во многих системах (маятник с колеблющейся точкой подвеса, вал, кар-
данная передача, зубчатая передача, железнодорожный мост и др.) возникают параметри-
ческие колебания, которые могут быть обусловлены возбуждением как линейного, так и 
нелинейного вида. Параметрические колебания при линейном и нелинейном (квадратич-
ном) возбуждениях рассмотрены в монографии [24].

Целью настоящей работы является анализ параметрических колебаний, учитывающий 
свойства источника энергии, нелинейного параметрического воздействия (кубического) и 
наличие запаздываний в упругости и трении.

Уравнения системы и решения

Возьмем за основу модель и уравнения (выведены на основе предположения, что ко-
лебания стержня имеют вид первой формы свободных изгибных колебаний), в которой 
динамика системы поддерживается двигателем ограниченной мощности (рис. 1) [25]. С 
учетом нелинейности параметрического возбуждения, а также запаздываний в упругости 
и трении имеем следующие уравнения движения:

2 3 1
1 ,sin ( )y y y by m f y k y c y−

η η τ τ+β +ω + ϕ = − − −                             
(1)

2
2 3 4( ) 0,5 cos 0,5 sin 2 cos ,J M c y c cϕ = ϕ − ϕ− ϕ− ϕ 
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4 2
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2
2

1 0 0 1 1 3 1 1 4 0 1 12, , , , .xEIP f c P c c r c f r c
m l

πββ = = = = =  

Рис. 1. Модель колебательной системы: 
r1 – радиус кривошипа; l – геометрический 
размер; c1 – коэффициент жесткости пружины; 

ϕ  – скорость вращения двигателя

В уравнениях (1) величины ω, с, m, β, b, с2, 
с3, с4, P0, P1, являются постоянными; c1, β – ко-
эффициенты жесткости и сопротивления; ρ – 
масса единицы длины стержня; EIx – жесткость 
стержня на изгиб в направлении оси у; f0 – 
первоначальное поджатие пружины; f(y) – не-
линейная составляющая упругости; cτ = const,  
kη = const, yτ = y(t − τ), ( ),y y tη = −η   τ = const 
и η = const − запаздывания; J – момент инер-
ции ротора двигателя, который вращает свя-
занный с пружиной кривошип радиуса r1; 
 ( )M ϕ  – движущий момент двигателя (с учетом 
сил сопротивления); ϕ  – скорость вращения 
двигателя.

На практике широкое распространение полу-
чило представление нелинейности посредством 
полиномиальной функции. Примем ее для не-
линейной составляющей силы упругости f(y) в 
виде

,( ) s
s

syf y γ=∑  

где γs = const, s = 2, 3, … .
Используя МПЛ [21], заменим этот полином линейной функцией

( ) .f ff y B c y∗ = +

Здесь Bf, cf − коэффициенты линеаризации, определяемые выражениями

,s
f s s

s
B N a= γ∑  s = 2, 4, 6, … (s − четное),                            

(2)
1,s s

s
f

s
c N a −= γ∑  s = 3, 5, 7, …  (s − нечетное),

где a = maxy; Ns = (2r + 1)/(2r + 1 + s), (2 3) (2 2 );sN r r s= + + +  r  параметр точности 
линеаризации, интервал выбора которого не ограничен, но достаточен в пределах 0  2.

Уравнения (1), с учетом выражений (2), примут вид

2 3 1
1 sin ( ) ,f fy y y by m B c y k y c y−

η η τ τ+β +ω + ϕ = − + − −  

                     (3)

2
2 3 4( ) 0,5 cos 0,5 sin 2 cos .J M c y c cϕ = ϕ − ϕ− ϕ− ϕ 

 

Для решения уравнений (3) применим МПЛ и процедуру, которые представлены в 
работах [23 и др.]. 

Используя функции 

cos , cos( ), sin( ), , , 2,y a y a p y ap p pt pητ= ψ = ψ − τ = − ψ − η ϕ = Ω ψ = + ξ = Ω  

получим для нестационарных движений следующие уравнения:

( )
3

1
1 cos 2 sin cos 2 ,

2 4
da a bak p c p
dt

−
η τ= − β + η− Ω τ + ξ

Ω                        
(4)
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2 2 24 1 sin cos sin 2 ,
4 2 2

fc cd bak p p
dt m η

τξ ω −Ω
= + + η+ τ− ξ

Ω Ω Ω Ω                  
(4)

2
21 ( ) .
8

d c aM
dt J

 
 
  

Ω
= Ω −

Условия 0, 0, 0a = ξ = Ω = 

  доставляют для стационарных движений соотношения

4m2A2 + D2 = 4m2b2a4, 

tg2ξ = − D/2mA,                                                       (5)

M(Ω) − S(a) = 0,

где A = 2Ω(β1 + kη cospη) – 4cτ sinpτ, D = m(4ω2 − Ω2) + 4cf + 2mΩkη sinpη + 4 mcτcospτ, 
S(a) = c2a2/8.

Выражение S(a) представляет собой нагрузку на источник энергии со стороны колеба-
тельной системы. Точки пересечения кривых M(Ω) и S(a) определяют значения скорости 
Ω.

Условия устойчивости

Стационарные движения необходимо исследовать на устойчивость. Составив уравне-
ния в вариациях для уравнений (4) и используя критерии Рауса  Гурвица, получим усло-
вия устойчивости стационарных колебаний:

1 3 1 2 30, 0, 0,D D D D D> > − >                                      (6)

где 1 11 22 33 2 11 33 11 22 22 33 23 32 12 21 13 31( ), ,D b b b D b b b b b b b b b b b b= − + + = + + − − −

3 11 23 32 12 21 33 11 22 33 12 23 31 13 21 32 ,D b b b b b b b b b b b b b b b= + − − −  

( )

11

2
1

22 1

3
2

12 13 21 2 2

3

23

2 2

31 322 2 2 2

2

33

1 , ,

1 3cos 2 sin cos 2 ,
2 4

0, sin cos2 ,
4 4

sin 2 ,
2
10,25 cos sin 2 , sin 2 ,

2

cos2 , ( )

f f

b Q b b b
J

bab k p c p

c a a bac p
J

bab

c cc ba bab p b
m m a

ba db Q M
d

−
η τ

τ

τ

=

= − β + η− Ω τ + ξ
Ω

= − = = − τ− ξ
Ω Ω

= − ξ
Ω
∂ω= − − − − τ + ξ = − ξ

Ω Ω Ω Ω Ω ∂ Ω

= − ξ = Ω
Ω Ω

.

 

Крутизна характеристики источника энергии Q = dM/dΩ позволяет определить ее об-
ласти, в пределах которых колебания устойчивы или неустойчивы.

Проведенные расчеты и их основные результаты

Расчеты проведены для получения информации о влиянии нелинейного параметриче-
ского воздействия и запаздываний на динамику колебаний. Нелинейная составляющая 
силы упругости была принята в виде

f(y) = γ3y
3, γ3 =  0,2 кгс · см3,

а другие параметры имели следующие значения:

ω = 1 с1, m = 1 кгс·с2·см1, с2 = 0,07 кгс·см1, 

β = 0,02 кгс·с·см1, kη = 0,05 кгс·с·см1, cτ = 0,05 кгс·см1.
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Для запаздываний приняты следующие значения:

pη = 0, π/2, π, 3π/2; pτ = 0, π/2, π, 3π/2.

Коэффициент линеаризации 3 ,3 4N =  что соответствует параметру точности линеари-
зации r =1,5.

Имеет место совпадение всех расчетных результатов по МПЛ и широко применяемому 
асимптотическому методу усреднения Боголюбова – Митропольского [18], так как число 
3/4 получается при использовании обоих методов.

a) b)

c) d)

Рис. 2. Амплитудно-частотные кривые для случая линейной силы упругости; γ3 = 0; варьируются 
значения параметров pη и pτ. На всех графиках для сравнения дан случай отсутствия 

запаздываний (kη = 0, cτ = 0, кривые 1). 
Заштрихованные секторы для крутизны источника энергии Q (в точке А и других) соответствуют 
устойчивым колебаниям. Значения параметров: pη = 0 (a), π/2 (b), π (c), 3π/2 (d); pτ = π/2 (кривые 2), 

π (кривые 3), 3π/2 (кривые 4)

a) b) c)

Рис. 3. Амплитудно-частотные кривые, аналогичные представленным на рис. 2, но при 
нелинейной силе упругости; γ3 = 0,2. Значения параметров pη: π/2 (a), π (b), 3π/2 (c). 

Нумерация кривых также соответствует таковой на рис. 2
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Рис. 4. Амплитудно-частотные кривые, аналогичные представленным 
на рис. 3, но γ3 = – 0,2. Значения параметров pη: π/2 (a), π (b), 3π/2 (c). 

Нумерация кривых соответствует таковой на рис. 2 и 3

a) b) c)

На рис. 2 – 4 представлены амплитудно-частотные кривые a(Ω) при линейной и не-
линейной силах упругости (величины на графиках нормализованы). На всех графиках 
представлены варианты разных значений параметров, и сплошная кривая 1, которая при-
ведена для сравнения, соответствует отсутствию запаздываний (kη = 0, cτ = 0). Критерии 
(6) выполняются в пределах заштрихованных секторов (см. рис. 2) для крутизны Q харак-
теристики источника энергии, и устойчивые колебания имеют место лишь в достаточно 
узких диапазонах частот при

γ3 = 0, kη = 0, pτ = π и pτ = 3π/2.

Эти секторы должны быть указаны на кривой нагрузки S(a), но для краткости приве-
дены на амплитудно-частотных кривых. А в случаях γ3 =  0,2 нет устойчивости во всем 
диапазоне резонансных частот при рассмотренных запаздываниях.

Заключение
В работе рассмотрена динамика стержня с источником энергии ограниченной мощно-

сти при нелинейном параметрическом воздействии и комбинации запаздываний в упруго-
сти и демпфировании. Для получения информации о влиянии запаздываний на динами-
ку системы проводились расчеты для стационарных колебаний. Полученные результаты 
наглядно показывают совместное влияние различных запаздываний на амплитудно- 
частотные кривые. Анализ полученных результатов позволяет заключить, что запаздыва-
ния оказывают существенное влияние на картину взаимодействий:

изменяют амплитудную кривую в амплитудно-частотной плоскости, смещая ее вправо- 
влево, вверх-вниз; 

влияют на устойчивость колебаний. 
Результаты анализа взаимодействия колебательных систем с источниками энергии и 

возникающие при этом явления подробно описаны в монографиях [25, 26] и многих дру-
гих работах, посвященных этому направлению в изучении теории колебаний. Поэтому не 
будем на них останавливаться и отметим лишь тот факт, что такие же эффекты обнару-
живаются при наличии запаздываний.
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Аннотация. В работе представлены результаты исследования влияния намагничива-

ния магнитного экрана малогабаритных рубидиевых атомных часов на относительную 
нестабильность их частоты. Атомные часы размещались во вращающемся магнитном 
поле, имитирующем магнитную обстановку на орбите навигационного спутника, воз-
никающую как при его орбитальном движении, так и в результате вращения спутника 
вокруг собственной оси. Показано, что намагничивание магнитного экрана атомных 
часов увеличивает его коэффициент экранирования, что позволяет существенно сни-
зить влияние вариаций геомагнитного поля на стабильность частоты атомных часов 
бортового базирования.
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Abstract. In the paper, the results of a study of the influence of the magnetic shield mag-
netization on the relative frequency instability of small-sized rubidium atomic clocks have been 
presented. The atomic clock was placed in a rotating magnetic field, simulating the magnetic 
situation in the orbit of a navigation satellite, moving in orbit and rotating around its own axis. 
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Введение

При движении подвижного носителя в геомагнитном поле, например навигационного 
спутника на околоземной орбите, вектор геомагнитного поля изменяет свое направление 
относительно оптической оси бортовых рубидиевых атомных часов (АЧ), что порождает 
их ориентационную погрешность, обусловленную различием продольного и поперечного 
факторов экранирования магнитного экрана [1]. Величина этой погрешности определяет-
ся квадратичным членом в зависимости, выражающей связь между резонансной частотой 
атомов рабочего вещества ν и напряженностью рабочего магнитного поля Н внутри экра-
на. Такая связь выражается как [2]:

ν = ν0 + βН2,                                                  (1)

где ν0 – частота атомного перехода, ν0 = 6,835·106 Гц; β – масштабный коэффициент, для 
атомов рубидия-87 β = 0,0905 Гц∙м2/А2. 

Из выражения (1) следует, что для обеспечения относительной нестабильности часто-
ты АЧ на уровне 10–12 при Н = 8 А/м и работе в геомагнитном поле на поверхности Земли  
(НE = 40 А/м) коэффициент экранирования магнитного экрана для АЧ на изотопе руби-
дия-87 должен превышать значение 104. Однако, как показывает прямой эксперимент, 
описанный в работе [3], продольный (направленный вдоль оптической оси АЧ) коэффи-
циент экранирования магнитного экрана рубидиевых АЧ на порядки меньше указанного 
выше значения (это обусловлено наличием швов и отверстий в экранах). Так, например, 
по данным статьи [1], отношение продольного коэффициента экранирования к попе-
речному для миниатюрных АЧ объемом менее 3 см3 достигает значения 104. При этом 
абсолютные значения этих коэффициентов определяются не только размерами и формой 
магнитного экрана, но и его магнитной проницаемостью. Значение этого параметра, в 
свою очередь, существенно зависит от внешнего магнитного поля, что предопределяет 
изменение экранирующих свойств магнитного экрана при его намагничивании. 

Задачей настоящей работы являлось экспериментальное исследование влияния намаг-
ничивания магнитного экрана внешним магнитным полем на кратковременную относи-
тельную нестабильность частоты малогабаритных рубидиевых атомных часов в условиях 
действия переменного магнитного поля, имитирующего геомагнитную обстановку на ор-
бите навигационных спутников.

Методика эксперимента и результаты исследований

Экспериментальная оценка сдвигов частоты АЧ с оптической накачкой паров рубидия 
проводилась во вращающемся магнитном поле на установке, подобной экспериментальной 
установке, блок-схема которой и методика проводимых измерений подробно описаны в 
работах [3, 4]. 
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Установка содержала магнитную систему из трех пар колец Гельмгольца, в центре 
которой размещались малогабаритные рубидиевые АЧ (их линейные размеры составляли  
75 × 75 × 35 мм), подключенные к схеме регистрации частоты. Внутри магнитного экрана 
создавалось рабочее магнитное поле напряженностью порядка 8 А/м. В плоскости опти-
ческой оси АЧ создавалось вращающееся магнитное поле Нr, амплитуда которого выбира-
лась в диапазоне значений напряженности геомагнитного поля (единицы А/м) на орбите 
спутника навигационных систем. Относительные вариации частоты АЧ измерялись с по-
мощью частотного компаратора; в качестве эталона использовался стационарный вари-
ант рубидиевых АЧ в приборном исполнении, относительная нестабильность которого 
составляла 10–13 за 100 с. Помимо относительных вариаций частоты АЧ регистрировалась 
зависимость девиации Аллана от времени измерения τ. 

На предварительном этапе работы была получена экспериментальная оценка продоль-
ного коэффициента экранирования магнитного экрана АЧ. Для этого с помощью магнит-
ной системы была выполнена компенсация вертикальной компоненты магнитного поля 
Земли, составляющая примерно 36 А/м. Оценка продольного коэффициента экранирова-
ния АЧ проводилась в присутствии остаточной горизонтальной компоненты магнитного 
поля Земли путем измерений относительных сдвигов частоты АЧ при значениях внешнего 
магнитного поля 40 и 56 А/м вдоль оптической оси, а также при последовательной смене 
его полярности. Запись наблюдаемых относительных сдвигов частоты АЧ (разность Δν 
частот между эталоном частоты и исследуемым АЧ) при наличии внешнего магнитного 
поля H приведена на рис. 1.

Рис. 1. Относительные сдвиги частоты Δν атомных часов при наложении 
внешнего магнитного поля H, А/м: –40 (1), +40 (2), –56 (3), +56 (4).

Соответствующие сдвиги Δν, 10–11: +8 (1), –8 (2), +10 (3), –10 (4)

Полученные значения относительного сдвига частоты АЧ (см. рис. 1) позволили оце-
нить средневзвешенный коэффициент продольного экранирования, он составил значе-
ние около 600. Выбранный для исследований вариант малогабаритных рубидиевых АЧ, 
имевший, как показали измерения, невысокий продольный коэффициент экранирова-
ния, позволил более наглядно продемонстрировать влияние внешнего намагничивающего 
магнитного поля Нex на экранирующие свойства магнитного экрана.

Как отмечено выше, влияние напряженности внешнего магнитного поля на экраниру-
ющие свойства магнитных экранов обусловлено изменением магнитной проницаемости 
их материала [5]. Поэтому выбор материала для слоев многослойных магнитных экранов 
(особенно материала внешнего слоя) АЧ должен учитывать магнитную обстановку, в ко-
торой предполагается использование АЧ. Так, напряженность магнитного поля на орбите 
навигационных спутников (высота составляет около 20 тыс. км) оказывается на порядок 
меньше напряженности магнитного поля на поверхности Земли [6].

При движении по орбите спутников навигационных систем, изменение ориентации 
вектора геомагнитного поля относительно оптической оси бортовых АЧ происходит ав-
томатически каждые полпериода вращения спутника на орбите, т. е. в моменты, когда 
ориентационная погрешность атомных часов проявляется в наибольшей степени. Для 
различных спутниковых навигационных систем полупериод вращения спутника лежит в 
интервале значений от 5 до 7 ч, что не исключает инверсию вектора геомагнитного поля 
по отношению к оптической оси АЧ и в более короткие промежутки времени. Подобная 

1 2 3 4
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ситуация возникает в условиях вращения спутника относительно собственной оси, что 
обуславливает соответствующую ориентационную погрешность бортовых АЧ.

Именно такой вариант вращения был исследован в экспериментах с АЧ в условиях, 
имитирующих магнитную обстановку на орбите спутника при фиксированной угловой 
частоте вращения fm = 0,01 Гц. Изменение поля, создаваемого магнитной системой, осу-
ществлялось по синусоидальному закону с амплитудой Нr = 2,5 А/м в плоскости оптиче-
ской оси АЧ. Определение степени влияния вращающегося магнитного поля на частоту 
АЧ осуществлялось благодаря свойству девиации Аллана, достигающей максимального 
значения за время измерения τ, равное половине периода вращающегося магнитного 
поля [1]. 

В случае отсутствия внешнего вращающегося магнитного поля (Нr = 0) девиация Алла-
на снижалась прямо пропорционально квадратному корню времени измерения (по закону 
τ1/2), что характерно для рубидиевых АЧ, размещенных стационарно. 

На рис. 2 приведены зависимости значений девиации Аллана частоты атомных часов 
от времени измерения τ в диапазоне 1 – 100 с. Такой временной диапазон был выбран 
с целью снижения влияния фликкерных процессов на результаты измерений. В данном 
случае девиация Аллана при времени измерения 50 с составила 1,6∙10–12.

Рис. 2. Экспериментальные зависимости значений девиации Аллана (символы) от времени 
измерения, при варьировании значений внешнего вращающегося (Нr) и намагничивающего 

постоянного (Нex) магнитных полей (в А/м):
Нr = Нex = 0 (черная кривая); Нr = 2,5 (все остальные кривые); Нex = 0 (черная и синяя кривые), 

4,2 (красная кривая), 8,5 (зеленая), 12,8 (коричневая). См. также таблицу

Введение вращающегося внешнего магнитного поля приводило к значительному из-
менению характера зависимости девиации Аллана от времени измерения: девиация воз-
растала до уровня 1,9∙10–11 при τ = 50 с. Для обеспечения чистоты эксперимента были 
предварительно скомпенсированы все три компоненты магнитного поля Земли. В первом 
эксперименте накладывалось вращающееся поле Нr и отсутствовало намагничивающее 
постоянное магнитное поле Нex, ориентированное вдоль оптической оси АЧ (см. рис. 2, 
символы-крестики и соединяющие линии синего цвета). 

На рис. 2 приведены также результаты последующих экспериментов: зависимости де-
виации Аллана частоты АЧ от времени измерения при наличии двух магнитных полей: Нr 
и Нex при значениях последнего 4,2, 8,5 и 12,8 А/м, отмеченные разными символами и ли-
ниями разного цвета. При этом значение девиации Аллана для времени усреднения 50 с 
составило соответственно (10–12): 17,0, 5,7 и 2,5. Некоторый подъем величины девиации 
Аллана при времени измерения 20 с обусловлен особенностями работы термостата АЧ.
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                                                    Таблица

Зависимости значения девиации Аллана от интервала времени 
измерения τ при фиксированной амплитуде вращающегося внешнего 
магнитного поля и разных значениях постоянного магнитного поля 

намагничивания Нex (см. рис. 2)

τ, c
Девиация Аллана, 10–12, при значении Нex (в А/м)

0,0 4,2 8,5 12,8

1 6,0 5,9 6,1 6,8

2 4,3 4,5 4,8 5,0

5 3,4 3,0 3,3 3,5

10 3,5 3,2 3,2 3,7

20 4,2 3,6 3,7 4,1

50 19,0 17,0 5,7 2,5

100 13,0 14,0 3,3 1,4

Примечание . Амплитуда вращающегося внешнего магнитного 
поля Нr = 2,5 А/м.

В таблице для сравнения результатов приведены полученные значения девиации Алла-
на для зависимостей, представленных на рис. 2.

Как следует из приведенных экспериментальных данных, использование намагничива-
ния магнитного экрана позволяет существенно повысить коэффициент магнитного экра-
нирования АЧ, причем подавление магнитных вариаций проявляется в большей степени 
при снижении напряженности переменного магнитного поля Нr, имитирующего магнит-
ную обстановку на орбите навигационного спутника. Согласно данным таблицы, в на-
магниченном экране малогабаритных рубидиевых АЧ при времени усреднения 50 с и при  
Нr = 2,5 А/м удалось примерно в 8 раз подавить вариации внешнего магнитного поля.

При ориентации поля намагничивания перпендикулярно оптической оси АЧ, порядок 
значений девиации Аллана и динамика их изменения с ростом времени усреднения ана-
логичны случаю продольной ориентации намагничивающего поля. 

Примечательной особенностью зависимости девиации Аллана от напряженности на-
магничивающего поля Нex является ее сходство с начальным участком кривой, выражаю-
щей зависимость магнитной проницаемости μ ферромагнитного материала (пермаллоя) 
магнитного экрана от величины Нex [5]. Интересно, что напряженность магнитного поля 
Нex = 12,8 А/м, при которой удается примерно в 8 раз увеличить стабильность АЧ, соот-
ветствует области, где магнитная проницаемость μ существенно (на порядки) выше своего 
начального значения, соответствующего нулевому магнитному полю Нex. 

Заключение

Анализ результатов, полученных при экспериментальном исследовании, позволяет сде-
лать следующие выводы:

1. Коэффициент экранирования магнитного экрана существенно зависит от величины 
внешнего магнитного поля, в котором расположены малогабаритные рубидиевые АЧ. При 
этом полученное значение коэффициента продольного экранирования возросло пример-
но в 8 раз для напряженности намагничивающего поля 12,8 А/м и амплитуде внешнего 
вращающегося магнитного поля 2,5 А/м, соответствующего значению геомагнитного поля 
на орбите навигационного спутника.

2. Эффект увеличения коэффициента экранирования магнитного экрана практиче-
ски не зависит от направления приложенного постоянного намагничивающего поля Нex 
(относительно оптической оси АЧ), что свидетельствует об изотропном характере влия-
ния этого поля на стабильность измеряемой частоты.
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3. Превышение порогового значения напряженности внешнего магнитного поля (еди-
ницы – десятки А/м), соответствующего максимальному значению магнитной проница-
емости материала магнитного экрана, может привести к падению фактора его экраниро-
вания, а, следовательно, и к ухудшению стабильности частоты АЧ.

Опыт проведенных экспериментов с промышленными малогабаритными рубидиевыми 
АЧ может быть востребован при разработке рубидиевых АЧ малых спутников [7], а также 
широкого класса АЧ, где используется магнитное экранирование от внешнего магнитного 
поля. К числу подобных устройств относятся малогабаритные водородные мазеры [8], ми-
ниатюрные АЧ на эффекте когерентного пленения населенностей [9], а также квантовые 
стандарты частоты на пучке атомов [10]. 

Прогнозирование оптимального значения напряженности поля намагничивания в этих 
устройствах представляет довольно сложную задачу, в связи с необходимостью учета цело-
го ряда факторов (тип АЧ, рабочее магнитное поле, материал, форма и размеры экрана). 

Следовательно, подбор напряженности постоянного магнитного поля намагничивания 
Нex для каждого конкретного случая целесообразно проводить эмпирическим путем, как 
это было сделано и продемонстрировано в настоящей работе. 
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Введение

Одно из практически значимых направлений развития современной СВЧ-электрони-
ки связано с созданием и совершенствованием субтерагерцовых электронно-пучковых 
источников излучения (см., например, статьи [1 – 3]). Авторами настоящей работы ис-
следуются возможности использования полевых эмиттеров для формирования электрон-
ных потоков, кольцевых в сечении, необходимых для миниатюрных, но высоковольтных 
устройств этого диапазона частот. Полевые эмиттеры, разрабатываемые в настоящее вре-
мя [4 – 9], имеют очевидные преимущества перед термокатодами, так как не требуют на-
кала и обеспечивают практически безынерционное включение и выключение источника 
электронов. 

Однако разработка электронно-оптических систем (ЭОС) с полевыми эмиттерами за-
труднена, ввиду недостатка информации о характеристиках электронных потоков, ко-
торые они формируют. Ранее авторами проводилось экспериментальное исследование 
пространственно-временных и скоростных характеристик электронных потоков в ЭОС 
с полевыми эмиттерами, имеющих конфигурацию электродов, типичную для устройств 
гиротронного типа [10]. Однако измерения были выполнены лишь при малых магнитных 
полях, не превышающих 0,1 Тл. 

В настоящей работе исследованы характеристики электронных потоков, создаваемых в 
ЭОС с многоострийными полевыми эмиттерами в существенно больших магнитных по-
лях (ориентировочно до 2,5 Тл), типичных для гиротронных устройств субтерагерцового 
диапазона. 

Методика измерений и аппаратура
Для измерения характеристик электронных потоков использовалась ЭОС, схематиче-

ское изображение сечения которой показано на рис. 1.

Рис. 1. Схематическое изображение электронно-оптической системы (ЭОС) 
с анализатором тормозящего поля (установлен в центре соленоида):

1 – катодная система; 2 – управляющий электрод с кольцевой диафрагмой; 3 – канал транспортировки 
электронного пучка (e); 4 – соленоид; 5, 7 – экранирующие сетки; 6 – тормозящая сетка; 

8 – коллектор электронов
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Размеры основных деталей ЭОС и анализатора приведены в таблице. Для компрессии 
и удержания электронного потока с помощью соленоида формировались импульсы маг-
нитного поля длительностью 10 мс. Для обеспечения полевой эмиссии на катод подавался 
импульс отрицательного (относительно заземленного управляющего электрода) напря-
жения U амплитудой до 15 кВ. Длительность импульсов варьировалась от 10 до 100 мкс.

Таблица

Основные геометрические параметры 
электронно-оптической системы (см. рис. 1)

Элемент электронно-
оптической системы Параметр Размер, 

мм

Катодная система 1

Расстояние между управляющим 
электродом 2 и катодом 1 2,00 

Ширина диафрагмы в управляющем 
электроде 2 2,00 

Средний диаметр полевого эмиттера 14,0 

Ширина полевого эмиттера 0,65 

Высота острий полевого эмиттера  
и расстояние между ними 0,03 

Соленоид 4

Диаметр обмотки:

внешний

внутренний

42 

30 

Длина соленоида 4 200 

Анализатор скоростей 
электронов

Расстояние между экранирующей (5) и 
тормозящей (6) сетками 2 

Прикладывалось магнитное поле, возрастающее от минимального Bc на катоде до мак-
симального Bm в центре соленоида. Максимальное значение индукции магнитного поля 
Bm варьировалась от 0,1 до 2,5 Тл. Коэффициент перемагничивания k = Bm/Bc можно было 
регулировать путем перемещения соленоида вдоль оси. Экспериментально измерялись 
ток I электронов в пучке и продольная составляющая скорости электронов V|| (направлена 
вдоль силовых линий магнитного поля); тогда как поперечная составляющая скорости V 

(направлена перпендикулярно силовым линиям) рассчитывалась по ранее разработанной 
методике [10]. 

Скорости электронов определяли методом задерживающего поля с помощью анализа-
тора (см. рис. 1 и таблицу). Анализатор помещался в области магнитного поля, однород-
ного вдоль оси, вблизи центральной плоскости сечения соленоида. Измерялись кривые 
задержки (зависимости тока I электронов, прошедших на коллектор 8 анализатора, от 
величины задерживающего, отрицательного (относительно земли) напряжения Ur, при-
кладываемого на сетку 6. Поскольку электроны, обладающие скоростью V|| < (2eUr/me)

1/2, 
не попадают на коллектор 8, полученная кривая задержки I(Ur) перестраивалась в коор-
динатах I(V||). 

Спектр продольных скоростей электронов V|| получали дифференцированием кривой 
I(V||). Спектр поперечных скоростей V определяли с учетом информации о полной энер-
гии eU электронов в пучке и полученных данных о распределении скоростей электронов 
в продольном направлении.

Перед проведением измерений катод тренировали с отбором тока до 20 – 25 мА в те-
чение времени продолжительностью до десяти часов. При этом стабилизировалась работа 
системы формирования электронного потока.
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Результаты измерений и их обсуждение

Во всем исследованном диапазоне значений токов пучка источник электронов ста-
бильно работал в условиях технического вакуума (давление составляло примерно  
10–7 Торр). После проведения тренировки изменение тока в пучке в единичном импульсе 
не превышало 1 %.

a) b)

c)

Рис. 2. Результаты измерений характеристик ЭОС: а – вольтамперная характеристика; 
b, с – осциллограммы напряжения на катоде и тока коллектора анализатора, соответственно

На рис. 2 показаны вольтамперная характеристика исследованной ЭОС, а также ос-
циллограммы импульсов напряжения и тока электронов на коллектор анализатора. В 
исследованных режимах ЭОС позволяла получать токи в пучке свыше 20 мА.

Основные результаты исследования спектров скорости электронов в их потоке, сфор-
мированном электронной пушкой с многоострийным полевым эмиттером, иллюстрируют 
рис. 3 и 4. На рис. 3 приведены экспериментально измеренные спектры продольной и 
поперечной скоростей в электронном потоке при разных значениях тока в пучке. На рис. 
4 показана трансформация спектров при изменении коэффициента перемагничивания и 
величины Bm максимального магнитного поля при фиксированном токе в пучке.

b)

Рис. 3. Спектры поперечной (а) и продольной (b) скоростей электронов в электронном пучке 
в ЭОС при его разных токах; максимальное значение индукции магнитного поля Bm = 2,5 Тл, 

коэффициент перемагничивания k = 13

a)
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Для всего электронного потока в целом, среднеквадратичный разброс электронов по 
поперечной скорости достигал примерно 50%. Полученные данные свидетельствуют, что 
форма распределения поперечных скоростей практически неизменна при варьировании 
тока пучка в широких пределах (от 0,1 до 25 мА). При этом усредненный по всему элек-
тронному потоку питч-фактор возрос с 0,26 до 0,30 с увеличением тока. 

Изменение магнитного поля на катоде при фиксированном коэффициенте пере-
магничивания практически не влияет на разброс электронов по скорости. Увеличение 
коэффициента перемагничивания с 13 до 28 при неизменных напряжении U и магнитном 
поле Bm ведет к снижению тока в пучке. При этом усредненный питч-фактор заметно 
увеличивается с 0,24 до 0,38.

Заключение

Отметим главные результаты работы. Нами получены данные о значениях токов, а 
также спектры скоростей электронов, которые имеют место в ЭОС с многоострийным 
полевым эмиттером. Эти результаты, на наш взгляд, совершенно необходимы разработ-
чикам субтерагерцовых СВЧ-приборов. 

В дальнейшем планируются исследования характеристик потоков в электронно-опти-
ческих системах с многоострийными и многослойными эмиттерами [9].

Рис. 4. Спектры поперечной (a, с) и продольной (b) скоростей электронов 
в электронном пучке в ЭОС при разных значениях коэффициента 

перемагничивания k (a, b) и максимального магнитного поля Bm (с). 
Ток в электронном пучке I = 22 мА

a) b)

c)
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Аннотация. В работе исследована поликристаллическая медь, деформированная 
растяжением в различных условиях (использован метод дифракции обратнорассеян-
ных электронов). Проанализирована микроструктура участков, расположенных на про-
дольном сечении образцов, деформированных до разрушения. В случае деформации 
при комнатной температуре, наблюдали фрагментацию исходных зерен, тогда как при  
400 °С на формирование микроструктуры значительное влияние оказывали динамиче-
ский возврат и рекристаллизация. Нами предложена процедура компьютерного анализа 
ориентационных карт, позволяющая отделять рекристаллизованные области от нере-
кристаллизованных и анализировать статистику разориентировок на границах деформа-
ционного происхождения. Доказано, что механизм эволюции разориентировок остается 
неизменным для всех изученных условий деформации, несмотря на динамический воз-
врат и рекристаллизацию при повышенной температуре.
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Introduction

During plastic deformation, a significant number of dislocations remain trapped inside original 
grains, leading in medium to high stacking fault energy metals to the formation of multiple strain-
induced boundaries [1, 2]. These boundaries have low misorientation angles at an early stage of 
the microstructure evolution. The level of misorientation, however, continuously increases with 
strain so that high-angle boundaries appear at later stages [2, 3]. The distribution of boundary 
misorientation angles is important for evaluation of strength properties [4 – 7]. Besides, it can 
provide important evidence concerning the physical mechanism of the grain refinement during 
deformation [2 – 4]. 

The exhibition of microstructure evolution depends, in particular, on the deformation 
temperature. During low-temperature deformation, the phenomenon called fragmentation [2] 
takes place, namely, the subdivision of original grains into volumes, which mutual misorientations 
gradually increase in the process of deformation. An increase in temperature promotes dynamic 
recovery leading to a reduction of dislocation density and formation of lower-energy dislocation 
substructure [1]. With a further rise in temperature, a dynamic recrystallization (DRX) occurs: both 
the discontinuous DRX, which involves the formation of new grain nuclei and their subsequent 
growth at the expense of surrounding substructure, and the continuous DRX, when the new fine 
grains develop without the nucleation stage by a gradual increase in subgrain misorientations 
[7 – 9]. At the same time, it remains unclear whether temperature increasing influences the 
mechanism of grain subdivision [9].

A scaling behavior in the boundary misorientations has been found by D. A. Hughes and co-
authors [3]: it turned out that the misorientation angle-distribution determined at various strains 
was invariant with respect to the average misorientation angle. Such a scaling has a physical 
significance, since it indicates that a physical mechanism remains unchanged when changing 
external conditions.

In the present study, this approach has been used in order to clarify to what extent a change in 
the conditions of deformation influences the mechanism of grain subdivision. In this concern, the 
misorientation distribution of strain-induced boundaries were examined in polycrystalline copper 
deformed in tension under various conditions. 

Materials and methods

Cylindrical copper specimens were tensile strained until fracture in three ways:
(i) at a strain rate of 3·10–2 s–1 at room temperature (specimen I),
(ii) at the same strain rate but at 400C (specimen II),
(iii) under a constant stress of 120 MPa at 400C (specimen III). 

The fracture of specimen III happened after half an hour of deformation. For the following 
examination, the necked specimen has been cut along the tensile axis direction, and regions for 
the Electron Backscatter Diffraction (EBSD) analysis were chosen in several places within the 
neck, on the longitudinal section near the central axis of the specimen. Local strains ε in those 
places were calculated from the local diameter D of the necked specimen using the equation

ε = 2·log(D/D0),

where D0 is the initial diameter. 
For every specimen studied, the boundary misorientations were analyzed in two regions 

corresponding to strains ε  0.7 and 1.0. The EBSD analysis was carried out on SEM LYRA 
3 XMN RL using Oxford HKL AZtec™ software; further processing of orientation maps was 
performed by means of MTEX software [10]. Orientation maps shown in what follows are the 
inverse pole figure (IPF) maps plotted with respect to the tensile direction (TD). 

In the case of specimen III, a considerable part of material turned out to be recrystallized. Since 
we were interested in the misorientation distribution of strain-induced boundaries, it was necessary 
first of all to separate the non-recrystallized material from the recrystallized one. To do this, we 
used grain average misorientation (GAM) derived by averaging kernel average misorientations 
over a grain [11]. The latter, in its turn, was calculated as an average of misorientations between 
a given point and its nearest neighbors. When using GAM for the separation, it was assumed that 
dynamically recrystallized grains did not have a deformation substructure and hence differ by a 
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low value of GAM. An example is shown in Fig. 1. One can see that the recrystallized grains, 
which easily can be distinguished on the orientation map by a uniform orientation and multiple 
annealing twins (Fig. 1,a), are characterized by relatively low GAM values (Fig. 1,b). In the 
given example, one can exclude recrystallized microstructure by eliminating grains with GAM 
less than 0.3 deg·μm–1. The distributions of boundary misorientation angle (Fig. 1,c) obtained 
for recrystallized and non-recrystallized regions separated in this way confirm correctness of the 
separation: the first distribution contains the high-angle peaks corresponding to the annealing 
twins of the first order (60) and second one (about 39), whereas the latter contains the low-
angle peak corresponding to the strain-induced dislocation boundaries.

a) b) c)

Fig. 1. Inverse pole figure (IPF) (a) and grain average misorientation (GAM) (b) maps of the same 
region of specimen III and misorientation angle histograms (c) obtained from recrystallized (RX) and 

non-recrystallized (non-RX) parts of this region.
The boundaries (Bs) on the IPF map are shown: low-angle Bs (2° < θ < 5°) by light grey color; 

mediate angle Bs (5° < θ < 15°) by dark grey; random high-angle Bs (θ > 15°) by black); 
Σ3 Bs satisfying Brandon criterion by yellow

Results and discussion

Microstructure evolution. Fig. 2 shows representative examples of the microstructure evolved 
in the deformed specimens. One can see that a grain-scale orientation heterogeneity and multiple 
low-angle boundaries develop inside original grains in all specimens. Besides, the orientation 
dependence of the microstructure, which has been described earlier [12], is observed regardless 
of deformation conditions. At the same time, apparent differences in the microstructures are 
observed. In particular, a fraction of [001]-oriented material in the specimens deformed at 400C 
is considerably larger than that in specimen I. The boundaries of [001]-grains in specimen II are 
serrated (Fig. 2,e) suggesting the occurrence of local grain boundary migration, which usually 
accompanies DRX. Only a small amount of fine recrystallized grains can be found in specimen 
II, total area occupied by them remains negligible (about 1 %). However, in specimen III, 
deformation of which proceeds at the same temperature but for a longer period, DRX develops to 
a much greater extent (Fig. 2,c, f). The area fractions occupied by recrystallized grains are about 
5% at ε = 0.70 and about 20at ε = 1.05.

In Fig. 3, the misorientation distributions are presented in terms of the boundary length per 
unit area. This way of presentation allows not only to determine relative frequencies of boundaries 
as function of their misorientation but also to characterize accumulation of strain-induced 
boundaries during deformation. One can see that the length of boundaries increases considerably 
in the course of deformation at room temperature within the range of strains examined (Fig. 3,a), 
both in the low-angle (less than 15) and high-angle (more than 15) ranges. With increasing 
temperature of active deformation, accumulation of strain-induced boundaries slows down  
(Fig. 3,b), supposedly due to dynamic recovery, which promotes more uniform slip and 
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a) b) c)

d) e) f)

Fig. 2. IPF maps for typical microstructures evolved in the studied specimens I – III: 
in I, for ε = 0.70 (a) and 1.00 (d); in II, for ε = 0.65 (b) and 1.00 (e); 

in III, for ε = 0.70 (c) and 1.05 (f). 
Standard stereographic triangle, which defines coloring of IPF maps, is inserted in Fig 2,a; 

the tensile direction (TD) is also shown. Color scheme of boundaries on the IPF maps 
is the same as the one given in Fig. 1 

a) b) c)

Fig. 3. Distributions of boundary misorientation angles in copper specimens I (a), II (b), III (c), 
deformed in tension to various strains under different conditions.

In the insets: Enlarged images of the high-angle parts of the graphs
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counterbalances strain hardening [1]. In specimen III, the recrystallized part of material was 
excluded from consideration when calculating the distribution shown in Fig. 3,c using the 
procedure described in the previous section. Nevertheless, a boundary length even decreases 
with increasing strain for the boundaries corresponding to the high-angle peak. Note that this 
peak is due to boundaries of original annealing twins distorted as a result of deformation. One 
can suggest that those twins become hardly fragmented in the course of deformation, and hence, 
accumulate increased stored strain energy, and, for this reason, new recrystallized grains consume 
them predominantly.

Application of scaling hypothesis to EBSD data. Two kinds of strain-induced boundaries are 
distinguished [3]: 

geometrically necessary boundaries (GNBs) separating regions with different slip system 
activity;

incidental dislocation boundaries (IDBs) formed by a statistical trapping of dislocations. 
The first kind is also called “fragment boundaries” [2], while the second one is “cell boundaries”. 

The IDBs remain low-angle with strain (the average misorientation is about 2 even after the 
strains from about 1 to 2), while the average misorientation of GNBs increases significantly  
[3, 4]. It was shown by the transmission electron microscopy (TEM) [3] that IDBs and GNBs, 
when considered separately, follow unique distributions f1 and f2, respectively. The latter show 
scaling behavior at small and mediate strains. However, at ε ≈ 1 or more, this regularity happens 
to be violated for GNBs. According to recent study [13], new high-angle boundaries appear at 
this stage, whose misorientations fall far away beyond the range of scaled distribution f2, and 
follow another unique distribution – f3. As a result, a total distribution of strain-induced boundary 
misorientations consists of three partial distributions: f1 (IDB), f2 (GNB) and f3 (see it in Fig. 4). 
The boundaries producing distribution f3 are in essence also geometrically necessary since they 
separate regions with different combinations of operating slip systems.

f1

f2

f3

Fig. 4. Partial distributions f1, f2 and f3 constituting 
total misorientation angle distribution of strain-
induced boundaries in copper deformed by 

compression to strains ε ≈ 1 [13].
Vertical lines indicate the bounds of the interval used to 

test scaling behavior of boundary misorientations

The scaling of GNBs related to distribution 
f2 was proved using TEM through their 
visual separation from IDBs based on 
different morphological features. The EBSD 
technique does not allow one to make such 
a separation. However, one can try finding 
an approximate solution of this problem 
from their crystallographic characteristics. To 
do this, one should isolate an angular range  
[θmin, θmax] where distribution f2 is presented 
with minimal overlapping with f1 on the left 
and f3 on the right, and then calculate the 
probability density p(θ/θav) for this range. Here 
θav is the average misorientation angle over the 
given angular interval. 

Based on the available data (see Fig. 4), 
the contribution of IDBs into the overall angle 
distribution is minor if θmin = 4 is chosen. 
On the other hand, the contribution of high-
angle strain-induced boundaries (distribution 
f3) is negligible for θmax = 25. A contribution 
of original grain boundaries is also insignificant 

within this interval for the large-grained copper investigated in the present study. Obviously, the 
choice of 25 as an upper bound is rather arbitrary, but its slight variation has no significant effect 
on the distribution of probability density p(θ/θav).

The normalized angle distributions obtained as described above are shown in Fig. 5. It is seen 
that a scaling of misorientations takes place for three specimens studied, suggesting that physical 
mechanism of the grain subdivision remains unchanged as the conditions of deformation change.
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Fig. 5. Scaling behavior of misorientations across GNBs for specimens I, II and III 
deformed under different conditions

Conclusions

A tensile experiment has been conducted with polycrystalline copper deformed under three 
different conditions: at a constant strain rate at room temperature (23C) and at 400C as well 
as at a constant stress at 400C. The evolution of misorientation across strain-induced boundaries 
were investigated based on EBSD analysis of regions located on the longitudinal section of the 
specimens. An analysis of the results obtained allows us to make the following main conclusions.

1. The exhibitions of a grain subdivision observed in the examined specimens differ with the 
deformation conditions. Gradual fragmentation of the original grains occurs at room temperature 
within the range of strains examined. At the same time, dynamic recovery and recrystallization 
influence the microstructure and texture evolution in specimens deformed at 400C considerably.

2. A scaling behavior of strain-induced misorientation takes place. This approves that in spite 
of recovery and recrystallization effects, the mechanism of strain-induced boundary evolution 
remains unchanged. Therefore, at 400C, which is about half the melting point of copper, this 
evolution is controlled by the micromechanics of polycrystalline material, just like the grain 
fragmentation at room temperature.
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Abstract. The evolution of CRISPR-Cas systems and their possible origin from mobile 
genetic elements of transposons are currently being actively studied. Recently, unique systems 
have been discovered in a new group of Asgardarchaea that presumably function as transposons 
and contain Cas1-like proteins. In this study, the genetic and biochemical technologies were 
used, along with electrophoresis, affinity chromatography, and high-resolution mass spec-
trometry, to obtain and partially characterize a recombinant version of one of these proteins, 
Cas1_3. In particular, it was shown to have the ATPase activity, the quantitative value of the 
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Введение

CRISPR-Cas – это специфические системы бактерий и архей, защищающие их от 
чужого вредоносного генетического материала (это могут быть вирусы, мобильные гене-
тические элементы и т. п.). Белки такой системы в комплексе со специальными рибо-
нуклеиновыми кислотами (РНК) направленно узнают чужеродные элементы и вносят в 
них разрывы, приводя к последующей деградации. В состав системы CRISPR-Cas входит 
CRISPR-кассета и гены, кодирующие белки Cas [1]. CRISPR-кассета – это область гено-
ма, устроенная особым образом: в ней короткие палиндромные повторы разделяются не-
большими уникальными последовательностями – спейсерами. Последние представляют 
собой фрагменты чужеродного генетического материала, которые были сохранены в ге-
номе микроорганизма в результате предыдущего инфицирования. Спейсеры возникают в 
результате процесса адаптации, т. е. встраивания чужеродного генетического материала в 
CRISPR-кассету. В большинстве систем CRISPR-Cas за этап адаптации отвечают белки 
Cas1 и Cas2 [2].
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В настоящее время системы CRISPR-Cas активно изучаются с эволюционной точ-
ки зрения. Это не только расширяет фундаментальные представления о биологии таких 
систем, но и имеет перспективы в разработке новых технологий и усовершенствовании 
существующих методов генного редактирования. А поиск возможных промежуточных 
звеньев эволюции может привести к обнаружению белков, полезных для последующего 
практического использования.

Ранее методами биоинформатики были прослежены пути эволюции разных систем 
CRISPR-Cas. Была выдвинута гипотеза, что часть адаптационных модулей имеет эволю-
ционное происхождение из белков-интеграз транспозонов – последовательностей ДНК, 
способных перемещаться по геному из одного места в другое [3, 4]. В 2020 году в нуклео-
тидных последовательностях новой группы архей Asgard (асгардархеи) были обнаружены 
уникальные системы, предположительно функционирующие как транспозоны. Все эти 
системы объединяет между собой наличие больших Cas1-подобных белков, которые яв-
ляются гомологами белка Cas1 из системы CRISPR-Cas. Одну из таких систем – aCas1_3 
можно рассматривать в качестве модели одного из предшественников системы CRISPR-
Cas [5].

В данной работе впервые была получена рекомбинантная версия белка Cas1_3 – ги-
гантского Cas1-подобного белка из предположительно транспозабельной системы асгар-
дархей aCas1_3. Помимо получения рекомбинантной версии белка удалось провести его 
первичную функциональную характеризацию.

Материалы и методы

Биоинформатический анализ последовательности белка Cas1_3. Для идентификации 
мотивов в аминокислотной последовательности белка использовался ресурс MOTIF 
(https://www.genome.jp/tools/motif/). Поиск осуществлялся против библиотек PROSITE 
[6], NCBI-CDD [7] и Pfam [8].

Клонирование гена белка Cas1_3 для экспрессии в клетках-продуцентах. Последова-
тельности ДНК асгардархей, несущих белки системы aCas1_3, существуют только в виде 
метагеномных данных. В настоящей работе была исследована система белков aCas1_3, об-
наруженная в последовательности Candidatus Thorarchaeota archaeon изолят Yap500.bin9.44, 
размещенной в базе данных GenBank под номером JAEOSL000000000.1.

Кодон-оптимизированная последовательность гена белка Cas1_3 была синтезирована в 
российской биотехнологической компании Клонинг Фасилити (англ. Cloning Facility), г. 
Москва, и заклонирована в вектор pEXPR_001. С полученной плазмиды (небольшая коль-
цевая молекула ДНК) pEXPR_001_Cas1_3 при помощи полимеразной цепной реакции 
(ПЦР) был наработан ПЦР-фрагмент, несущий последовательность белка Cas1_3. Также 
со стандартного вектора pMJ806 (Addgene, США) был наработан ПЦР-фрагмент, несу-
щий последовательность гена белка, связывающего мальтозу (англ. Maltose Binding Protein 
(MBP)). 

Наработка ПЦР-фрагментов проводилась с использованием смеси Q5 High-Fidelity 2X 
Master Mix (NEB, Великобритания) согласно протоколу производителя. Последователь-
ности использованных праймеров представлены в таблице.

Полученные ПЦР-фрагменты, несущие последовательности белков Cas1_3 (4986 п.н.) 
и MBP (1101 п.н.) были заклонированы в вектор pET21а методом Гибсона [9] при помощи 
Gibson Assembly Master Mix (NEB, Великобритания) (напомним, что длину секвенирован-
ных участков ДНК (гена, сайта, хромосомы) или всего генома указывают в парах нукле-
отидов (п.н.)). Для клонирования были выбраны сайты эндонуклеаз рестрикции NdeI и 
NotI. 

Экспрессия гена белка Cas1_3 в клетках-продуцентах. Плазмиду pET21a_Cas1_3_MBP 
трансформировали в компетентные клетки кишечной палочки E. coli BL21 AI стандартны-
ми методами. Полученные клетки растили в жидкой питательной среде LB (англ. Lysogeny 
broth) c ампициллином (100 мкг/мл) в объеме 500 мл. Клеточные культуры инкубировали 
при температуре 37°С и равномерной аэрации на вращающейся качалке до достижения 
оптической плотности 0,6 на длине волны 600 нм. Транскрипцию целевого гена белка 
Cas1_3 индуцировали добавлением арабинозы и изопропил-β-D-1-тиогалактопиранози-
да (ИПТГ) до конечной концентрации 0,1 % и 1 мМ, соответственно. Выращивание  
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Таблица

Последовательности праймеров, использованных в работе

Последовательность, 5ʹ → 3΄ [обозначение праймера]

AACCTGTACTTCCAATCCAATATTGGAATGACACGATCAAGAGGAAGGCCCG

[Cas1_3 forward primer]

TGGTGCTCGAGTGCGGCCGCAAGCTTTACAACTGCTGCTCCTCAGACTCCGTCGGTTCGC

[Cas1_3 reverse primer]

CTTTAAGAAGGAGATATACATATGCACCACCACCACCACCACATGAAAATCGAAGAAGGTAAAC

[MBP forward primer ]

ATATTGGATTGGAAGTACAGGTTTTCCTCGATAGTCTGCGCGTCTTTCAGGGCTTC

[MBP reverse primer]

Обозначения : forward, reverse primers – прямой и обратный праймеры, соответственно.

клеточных культур продолжали при температуре 18°С в течение 16 часов. Клетки собира-
ли центрифугированием при центробежном ускорении 3500g в течение 30 мин. Получен-
ный осадок хранили при температуре –20°С.

Проверку индукции транскрипции белка Cas1_3 в полученных осадках проводили по 
протоколу, описанному ранее [10].

Проверка растворимости белка Cas1_3. Клеточная культура в объеме 1 мл была ото-
брана после инкубации с арабинозой и ИПТГ (см. предыдущий подраздел). Клетки со-
бирали центрифугированием при 12 000g в течение 10 мин. Осадок ресуспендировали в 
700 мкл лизирующего буфера, включающего 50 мМ Трис, 5 % глицерина, раствора NaCl 
разной концентрации (она составляла 150, 500 или 1000 мМ); показатель кислотности 
(pH) буфера был равен 6,5 либо 8,0. Лизис клеток проводили методом ультразвуковой 
дезинтеграции на ледяной бане. Ультразвуковую дезинтеграцию проводили на приборе 
LABSONIC (Sartorius AG, Германия) при следующих значениях параметров: амплитуда 
ультразвука – 30 %, интервал времени активности – 0,2 с. Продолжительность каждого 
цикла обработки составляла 2 мин, последующего охлаждения – 2 мин; при этом общее 
время обработки – 10 мин. 

Образец центрифугировали при центробежном ускорении 4000g и температуре 4°С в 
течение 10 мин, затем отделяли надосадочную жидкость от осадка. К осадку добавляли 
700 мкл лизирующего буфера, ресуспендировали, затем отбирали по 15 мкл из осадка и из 
надосадочной жидкости для анализа состава. Анализ проводили методом электрофореза в 
денатурирующем 10%-м полиакриламидном геле (ПААГ) по методу Лэммли [11].

Получение рекомбинантного белка Cas1_3. Осадок, полученный из 500 мл жидкой кле-
точной культуры, содержащей индуцированный белок Cas1_3, ресуспендировали в 15 мл 
лизирующего буфера с добавлением лизоцима и инкубировали на льду в течение 20 мин. 

Состав лизирующего буфера (pH = 8,0): 50 мМ Трис (C4H11NO3), 5 % глицерина, раствор NaCl 
с концентрацией 150 мМ, 1 мг/мл лизоцима. 

Лизис клеток проводили методом ультразвуковой дезинтеграции на ледяной бане по 
протоколу, описанному в предыдущем разделе, с увеличенным временем обработки (до 
30 мин). Растворимую часть лизата и осадок разделяли центрифугированием при 16 000g 
и 4°С в течение 60 мин. Надосадочную жидкость использовали при дальнейшей очистке. 

Аффинную хроматографию производили на колонке MBPTrap HP Columns (GE 
Healthcare, США). Пробы с белком концентрировали с использованием центрифужных 
концентраторов Amicon Ultra-4 Centrifugal Filter Unit (Merck Millipore, США) с фильтром 
на 100 кДа.

Для проведения гель-фильтрации полученный образец наносили на колонку Superose 6 
Increase 10/300 GL (GE Healthcare, США) в разных буферах (см. далее раздел «Результаты 
и их обсуждение»). Фракции, содержащие целевой белок, собирали, объединяли и кон-
центрировали при помощи центрифужных концентраторов с фильтром на 100 кДа. 
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К белковым концентратам добавляли глицерин до конечной концентрации 10 %. Очи-
щенный белок хранили при температуре ‒80°С. 

Количественный анализ АТФ-азной активности белка Cas1_3. С целью количественной 
оценки АТФ-азной активности использовали метод, описанный в работе [12] (напомним, 
что АТФ – это аденозинтрифосфорная кислота). Для этого использовали буфер, состоя-
щий из 25 мМ Трис (pH = 7,5), 10 мМ MgCl2, 2 мМ АТФ, 2 – 4 мМ фосфоенолпирувата 
(ФЕП), 50 ед./мкл лактатдегидрогеназы, 50 ед./мкл пируваткиназы и 4 – 5 мМ восстанов-
ленного никотинамид-аденин-динуклеотида (НАДН).

Сначала измеряли фон, представляющий собой гидролитическую активность буфера, 
затем – активность белка в буфере; и на последнем этапе измеряли активность белка в 
буфере в присутствии олигонуклеотидов, состоящих из дезокситиминов (олиго-дT). Кри-
вые поглощения НАДН получали на длине волны 340 нм на спектрофотометре Cary 5000 
(Varian, США). Для надежности получения воспроизводимых данных эксперимент повто-
ряли трижды.

Результаты и их обсуждение

Cas1_3 – это представитель уникальной группы Cas1-подобных белков систем aCas1_3 
асгардархей. Данная группа белков ранее не была достаточно изучена и экспериментально 
не охарактеризована.

Cas1_3, как и все остальные представители данной группы, представляет собой очень 
крупный белок, по сравнению с хорошо изученными белками Cas1, входящими в состав 
систем CRISPR-Cas. Его длина составляет 1368 аминокислотных остатков, в то время как 
в состав белка Cas1, например, системы CRISPR-Cas бактерии Streptococcus pyogenes SF370 
(M1 GAS) II-A типа входит всего 289 аминокислотных остатков. Такое различие в раз-
мерах заставляет предполагать вероятное наличие дополнительных доменов в структуре 
белка Cas1_3.

Первым шагом в данном исследовании был анализ того, какие дополнительные доме-
ны могут входить в состав белка Cas1_3, что сразу должно повлечь за собой, естествен-
но, предположение об их возможной функции. Поскольку не решена пространственная 
модель Cas1_3, подобный анализ был возможен только на основе имеющихся данных об 
аминокислотной последовательности белка. Нами был осуществлен поиск так называе-
мых мотивов, т. е. коротких характерных последовательностей аминокислот, связанных с 
определенными функциями.

В аминокислотной последовательности белка Cas1_3 нам удалось обнаружить мотивы, 
подобные мотивам Уокера. В частности, мотив Уокера А представляет собой характерную 
последовательность аминокислотных остатков GXXXXGKT/S, где X – это любой амино-
кислотный остаток [13]. В последовательности белка Cas1_3 указанный мотив может быть 
представлен аминокислотными остатками (G143-···-G150-K151-T152). Также в аминокис-
лотной последовательности белка Cas1_3 можно найти участок, подобный мотиву Уокера 
B (GXXXLhhhD, где X – это любой аминокислотный остаток, а h – гидрофобный ами-
нокислотный остаток). Данный участок образован аминокислотными остатками G167-···-
L172-A173-H174-P175-D176. 

Известно, что расположение мотива Уокера B после мотива Уокера A является доста-
точно характерным для белков, обладающих АТФ-азной активностью. Последовательно-
сти этих мотивов связываются с АТФ и участвуют в переносе энергии, высвобождающей-
ся при гидролизе молекулы АТФ, на структурные изменения белка. Это позволяет бел-
кам, содержащим мотивы Уокера, участвовать в функциях, задействованных в процессах 
активного транспорта, клеточной подвижности и других биологических процессах. Здесь 
имеются в виду процессы, связанные с передвижением и транспортом внутри клетки, 
обеспечивающие эффективное использование энергии, высвобождающейся при гидро-
лизе АТФ [14]. Как уже было отмечено выше, белок Cas1_3 есть часть системы, которая, 
вероятнее всего, выполняет функции транспозона (мобильный генетический элемент). 
Резонно предположить, что дополнительная энергия, получаемая в ходе гидролиза АТФ 
белком Cas1_3, может помогать транспозону инкорпорироваться в геном, участвуя таким 
образом в организации его мобильности.
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Чтобы проверить способность белка Cas1_3 гидролизовать АТФ, мы получили его ре-
комбинантную форму. Для этого клонировали его ген в конструкцию для экспрессии в 
клетках-продуцентах. Дополнительно ген целевого белка мы объединяли с последователь-
ностью гена белка MBP (эта аббревиатура расшифрована выше). Этот белок, связываю-
щий мальтозу, используется для повышения растворимости целевого белка в лизирующем 
буфере для его дальнейшей очистки методом аффинной хроматографии [15]. Полученная 
плазмида pET21a_Cas1_3_MBP представлена на рис. 1,а.

Рис. 1. Результат клонирования генов белков Cas1_3 и MBP в вектор pET21a:
a – схема плазмиды pET21a_Cas1_3_MBP (несет гены белков Cas1_3 и MBP); 

b – результаты рестрикционного анализа этой плазмиды.
На рис. 1, b: анализ с контролем без рестриктаз (1) и рестрицированная плазмида 

по сайтам NdeI, EcoRI, BamHI (2); bp (base pair) – п.н. (пара нуклеотидов)

a) b)

Верификацию вставки целевых генов в вектор проводили с использованием метода 
рестрикционного анализа: полученную плазмиду pET21a_Cas1_3_MBP обрабатывали эн-
донуклеазами рестрикции NdeI, EcoRI, BamHI. Такая обработка плазмиды должна при-
водить к образованию фрагментов длиной приблизительно 1334 пар нуклеотидов (п.н.), 
1841 п.н., 2643 п.н. и 5710 п.н. (см. рис. 1,b). В случае такой обработки исходного вектора 
pET21a без вставки должны образовываться фрагменты длиной 5399, 38 и 6 п.н. Размеры 
фрагментов, полученных в результате рестрикции, соответствуют ожидаемым (см. рис. 
1,b), что свидетельствует о вставке целевых генов в вектор pET21a. Для дополнительной 
верификации проводили и секвенирование клонированного гена (определение его пер-
вичной нуклеотидной последовательности) по методу Сэнгера. 

Для последующего выделения рекомбинантного белка Cas1_3_MBP необходимо было 
проверить, индуцируется ли его синтез в клетках-продуцентах и является ли этот белок 
растворимым.

Результаты проверки индукции транскрипции гена белка Cas1_3_MBP представлены 
на рис. 2,а. В образце «после индукции» регистрировался продукт, соответствующий ожи-
даемой молекулярной массе целевого белка (232 кДа), что свидетельствовало об успеш-
ном синтезе Cas1_3_MBP в клетках-продуцентах.

Для хроматографической очистки белка было необходимо убедиться в его растворимо-
сти. Поэтому на следующем этапе исследований были подобраны условия, при которых 
белок Cas1_3_MBP обладал бы наибольшей растворимостью. Для выбора наилучших ус-
ловий использовали лизирующие буферы с разной концентрацией хлорида натрия NаCl 
(150, 500 и 1000 мМ) и значениями показателя кислотности pH (6,5 и 8,0). Продукты, 
соответствующие молекулярной массе белка Cas1_3_MBP, были обнаружены во всех об-
разцах: как в осадках (pellet), так и в надосадочной жидкости (supernatant) (рис. 2,b), 
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a) b)

Рис. 2. Результаты электрофоретических анализов проб, полученных 
при двух проверках: индукции синтеза белка Cas1_3_MBP (а) и его 
растворимости (b). Ожидаемая молекулярная масса белка – 232 кДа.

Красными стрелками указаны положения целевого белка

что свидетельствовало о растворимости белка во всех проверенных буферных растворах. 
Для дальнейшей очистки белка был использован буфер с наименьшим количеством NaCl  
(150 мМ) и pH = 8,0, поскольку более высокие концентрации хлорида натрия в дальней-
шем могут помешать проведению экспериментов in vitro с данным белком.

Для выделения функционально активного белка Cas1_3_MBP проводилась двухстадий-
ная очистка методами аффинной хроматографии и гель-фильтрации.

Гель-фильтрацию проводили в нескольких вариантах. Для этого использовали буферы 
с разным содержанием хлорида натрия. Кроме того, мы проводили очистку в буфере с 
2М NaCl с обработкой раствора белка перед гель-фильтрацией бензоназой и TEV-проте-
азой. Обработка бензоназой проводилась для удаления нуклеиновых кислот из раствора 
белка, обработка TEV-протеазой – для отрезания пептида MBP от Cas1_3. Оказалось, что 
при очистке белка в буфере с содержанием 2M NaCl на хроматограмме появляется пик в 
области 12 – 14 мл, состоящий из Cas1_3_MBP (рис. 3). Однако, как ранее было отмече-
но, использование буферов с высокой концентрацией NaCl может помешать проведению 
дальнейших экспериментов. В связи с этим для проверки наличия АТФ-азной активности 
было решено использовать фракции белка, полученные после этапа аффинной хромато-
графии.

Рис. 3. Хроматографические профили гель-фильтрационной очистки 
белка Cas1_3_MBP при использовании различных буферных условий (см. легенду). 

При выделении этого белка в растворе 2M NaCl обнаружен пик 
на объеме 13 мл (отмечен красной стрелкой), относящийся к этому белку
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Проверка способности к гидролизу АТФ рекомбинантного белка Cas1_3_MBP была 
проведена in vitro. В качестве положительного контроля параллельно измеряли актив-
ность белка RecA. На рис. 4 представлены результаты эксперимента в виде графика за-
висимости количества гидролизованного АТФ от времени. Видно, что очищенный белок  
Cas1_3_MBP имеет АТФ-азную активность с постоянной скоростью гидролиза, как и 
белок RecA.

Скорость гидролиза АТФ белком RecA составила от 17 ± 3 мкмоль/мин при добавле-
нии олигонуклеотидов, состоящих из дезокситиминов (олиго-дТ), что совпадает с литера-
турными данными [16]. Гидролитическая активность RecA зависит от олиго-дT, поэтому 
в их отсутствии гидролиза АТФ не наблюдалось.

Скорость гидролиза АТФ белком Cas1_3_MBP составила 6,0 ± 1,5 мкмоль/мин как 

Рис. 4. Зависимости от времени количества 
АТФ, гидролизованного под действием 
белков Cas1_3_MBP и RecA в присутствии и 
в отсутствие олигонуклеотидов, состоящих из 

дезокситиминов (олиго-дТ (dT)), в растворе

Рис. 5. Результат электрофоретического анализа 
пробы, полученной в результате очистки белка 
Cas1_3_MBP с помощью аффинной хроматографии. 
Красными стрелками обозначены пробы примесных 
белков, проанализированные методом масс-

спектрометрии

в присутствии, так и при отсутствии  
олиго-дТ. Отсутствие зависимости гидро-
литической активности Cas1_3_MBP от 
олиго-дT может быть связано с тем, что 
нам не удалось полностью избавиться от 
ДНК при очистке белка из биомассы кле-
ток.

Для того чтобы убедиться, что наблю-
даемый гидролиз АТФ обусловлен дей-
ствием именно белка Cas1_3_MBP, мы 
устанавливали наличие примесных бел-
ков, которые могли каким-либо образом 
повлиять на полученный результат.

С этой целью применялся метод вы-
сокоразрешающей масс-спектрометрии 
(см., например, статью [17]), который 
позволил убедиться, что белки, выде-
ляющиеся совместно с Cas1_3_MBP  
(рис. 5), не могут вносить заметного 
вклада в измеренные значения скорости 
гидролиза АТФ.

Заключение

Таким образом, в данной работе были 
определены условия получения реком-
бинантной версии белка Cas1_3 системы 
aCas1_3 асгардархей, которые ранее не 
были кем-либо охарактеризованы. Ука-
занная система, скорее всего, выполняет 
функции транспозона и является потен-
циальным эволюционным предшествен-
ником систем CRISPR-Cas. 

Наши первоначальные результаты де-
монстрируют способность белка Cas1_3 
к гидролизу АТФ in vitro. Обнаружение 
АТФ-азной активности позволяет поста-
вить вопрос о возможной роли гидроли-
за АТФ в жизненном цикле транспозона 
как мобильного генетического элемента и 
предшественника систем CRISPR-Cas.

Для дальнейшего объяснения механиз-
ма обнаруженной АТФ-азной активности 
потребуется создание новых вариантов 
белка Cas1_3 с мутированными моти-
вами, потенциально ответственными за 
указанную активность.
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ГЕНЕРАТИВНО-СОСТЯЗАТЕЛЬНАЯ СЕТЬ КАК ОСНОВА 
ГЕНЕРАТОРА ПОЛУИНКЛЮЗИВНОГО ГЛУБОКОНЕУПРУГОГО 

РАССЕЯНИЯ ЛЕПТОНА НА ПОЛЯРИЗОВАННОМ ПРОТОНЕ

А. А. Лобанов ✉, Я. А. Бердников, Е. В. Музяев 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
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Аннотация. В статье предложена разработанная нейронная сеть, позволяющая 

получать результаты полуинклюзивного глубоконеупругого рассеяния заряженных 
лептонов на поляризованных протонах с рождением пионов или странных K-мезонов. 
Рассмотрены состояния поляризации протона (поперечная и продольная). Выбран 
диапазон начальных энергий сталкивающихся частиц 20 – 100 ГэВ в системе центра 
масс, характерный для электрон-ионных коллайдеров, проектируемых в настоящее 
время. Показано, что с помощью предложенной разработки можно с высокой точностью 
предсказывать физические характеристики конечного лептона и адрона, а также 
различные варианты поляризации протона.

Ключевые слова: полуинклюзивное глубоконеупругое рассеяние, асимметрия, 
машинное обучение, нейронная сеть, генеративно-состязательная сеть
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Введение

Глубоконеупругое рассеяние (ГНР) заряженных лептонов на протонах представляет 
собой один из процессов, способствующих изучению внутренней структуры протона [1]. 

Хорошо известно, что в процессе ГНР рождается большое количество различных ча-
стиц.

Экспериментальное исследование и теоретические подходы к описанию таких про-
цессов, как правило, сложны и требуют весьма непростых детекторных систем и при-
влечения для анализа экспериментальных результатов различных феноменологических 
моделей, связанных, например, с адронизацией [2]. Поэтому эксклюзивные исследования 
ГНР пока не проводятся. 

Однако исследуются, как правило, инклюзивное (с регистрацией только рассеянного 
лептона) и полуинклюзивное (с регистрацией рассеянного лептона и одного из родив-
шихся адронов) ГНР.

Изучение полуинклюзивного ГНР лептонов на протонах значительно усложняется, ес-
ли взаимодействие лептона происходит с поляризованным (продольно либо поперечно) 
протоном [3]. 

В то же время эксперименты с поляризованными частицами существенно более ин-
формативны и позволяют вплотную подойти к решению проблем, связанных с формиро-
ванием спина протона. 

Учет поляризации протона в начальном состоянии полуинклюзивного ГНР дает доступ 
к различным спиновым асимметриям, которые возникают в конечном состоянии (после 
процесса полуинклюзивного ГНР) [3]. 

При поперечной поляризации протона возникают поперечные односпиновые асим-
метрии, которые могут быть описаны в рамках эффектов Сиверса [4] и Коллинза [3]. С 
помощью асимметрии Сиверса ASiv можно получить доступ к функциям партонного рас-
пределения Сиверса, которые описывают корреляции между поперечными импульсами 
кварков и спином нуклона. Асимметрии Коллинза ACol помогают измерять поперечные 
функции партонного распределения вместе с функциями фрагментации Коллинза [3]. 
Все эти функции имеют большое значение в описании внутренней структуры нуклона [3].

В случае продольной поляризации протона возникает продольная односпиновая асим-
метрия Aul. Ее значения дают доступ к Т-нечетным корреляционным функциям (партон-
ным распределениям и фрагментационным функциям), которые возникают из-за обмена 
между кварками и продольно-поляризованными глюонами [5]. Относительно недавно 
было показано, что ненулевые T-нечетные распределения партонов совместимы с инва-
риантностью сильного взаимодействия относительно обращения времени [5].

Для исследования любой из вышеупомянутых асимметрий и связанных с ними меха-
низмов их образования, которые определяют партонными функциями распределения и 
функциями фрагментации, требуются большие объемы данных, получаемых в каждом 
эксперименте. Помимо этого, необходимо выполнять экспериментальные исследования 
при большом наборе начальных энергий (опорные точки). Анализ результатов таких экс-
периментов позволяет извлекать информацию о функциях распределения партонов и 
функциях фрагментации [6].
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В силу ограниченности (в том числе и финансовой) экспериментальных возможностей, 
нельзя получить достаточное количество опорных точек, на основе которых выполняет-
ся аппроксимация функций распределения. Вследствие этого возникает необходимость 
разработки программ, которые были бы способны к интерполяции или экстраполяции 
экспериментальных данных по выбранным параметрам. Повышение объемов данных (за 
счет интерполяции и экстраполяции) должно положительно сказываться на точности по-
лучаемых функций распределения.

Для решения проблем, связанных с необходимостью работы с большими массивами 
данных, можно использовать методы машинного обучения и, в частности, генератив-
но-состязательные сети (ГСС) [7]. 

Применение ГСС позволяет разрабатывать алгоритмы и создавать компьютерные про-
граммы (называемые генераторами событий), которые способны быстро получать нужные 
величины из первоисточника, без специального моделирования взаимодействия частиц и 
детектора. Также стоит отметить, что подобные программы позволяют избежать исполь-
зования больших объемов дискового пространства, так как сохраняют в себе целевые 
распределения в виде небольшого числа параметров [9].

Методика исследования

Как было отмечено во введении, современное состояние развития техники экспери-
мента, финансовые возможности мирового научного сообщества и наличие большого ко-
личества конкурирующих физических задач не позволяют получать в экспериментальных 
исследованиях достаточное количество опорных точек, которые можно было бы исполь-
зовать в процессе машинного обучения. 

В силу этого обстоятельства (отсутствие достаточного количества экспериментальных 
данных) в настоящей работе опорные точки были получены в результате моделирования 
полуинклюзивного глубоконеупругого рассеяния лептонов на поляризованном протоне. 
Моделирование было проведено с помощью программы PYTHIA8 на основе генератора 
Монте-Карло [10], расширенной за счет использования программного пакета StringSpinner 
[11]. Последний включает реализацию модели string+3P0 [12], основанную на лундовской 
струнной модели [2], что дает возможность учитывать фрагментацию поляризованных 
кварков при адронизации.

Суть лундовской модели адронизации можно проиллюстрировать на упрощенной схе-
ме (рис. 1) [12].

Будем полагать, что протон, с которым взаимодействует заряженный лептон, состоит 
из кварка А и остатка B (qA и ,Bq  соответственно, на рис. 1) [12].

Виртуальный фотон γ*, испущенный заряженным лептоном, поглощается одним из 
кварков неполяризованного протона (например, кварк qA на рис. 1). Фотон γ* передает 

Рис. 1. Упрощенная схема процесса адронизации: 
O – точка взаимодействия; Q1, Q2, …, Qn+1 – точки разрыва струны; 

H1, H2, …, HN – точки рождения адронов h1, h2, …, hN ; qA, Bq  – провзаимодействовавший 
кварк A и остаток B, соответственно; γ*– виртуальный фотон; стрелки указывают 

направления разлета qA и Bq  
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кварку А свой импульс, вследствие чего начинается разлет кварка А и остатка протона В. 
Между объектами А и В как результат цветового взаимодействия, согласно лундовской 
модели, натягивается релятивистская струна, энергия которой растет по мере разлета. 
Рост натяжения продолжается до тех пор, пока не будет достигнута возможность рожде-
ния кварк-антикварковой пары qq . При этом происходит разрыв струны с рождением  
qq -пары в точках разрыва Q1, Q2, ..., Qn+1 [12]. Данный процесс может происходить 
многократно, до тех пор, пока это допускает закон сохранения энергии-импульса. В не-
которых случаях кварки и антикварки могут образовывать связанное состояние, рождая 
мезоны [2]. Это приводит к полуинклюзивному глубоконеупругому рассеянию заряжен-
ного лептона на неполяризованном протоне.

В случае когда рассматривается полуинклюзивное глубоконеупругое рассеяние заря-
женного лептона на поляризованном протоне, необходимо, как отмечено выше, исполь-
зование программного пакета PYTHIA8+StringSpinner. 

В данной работе использование PYTHIA8+StringSpinner позволило провести модели-
рование полуинклюзивного глубоконеупругого рассеяния лептона на поляризованном 
протоне в диапазоне начальных энергий lNs = 20 – 100 ГэВ. В качестве опорных на-
чальных энергий были рассмотрены значения 20, 40, 60, 80 и 100 ГэВ.

При данных энергиях было сгенерировано по 100 тыс. событий для рассмотренных 
заряженных лептонов (e+, e–, μ+, μ–) и адронов (π0, π+, π–, K+, K–) при опорных начальных 
энергиях и при различных поляризациях протона (продольная, поперечная, а также при 
ее отсутствии). Из каждого события были получены значения 4-импульсов конечного 
лептона pl и адрона ph. Эти данные будем называть эталонными. Использование эталон-
ных данных позволяет получать при поперечной поляризации протона асимметрии Си-
верса ASiv, Коллинза ACol и при продольной поляризации протона – Aul.

В случае поперечной поляризации протона для асимметрии Коллинза ACol распределе-
ние по множественности Nh пропорционально биному [14]:

Col Col
Bj Col

1 sin ,h
NN T

Th

dN D S A
dx dzdp d

∝ + ϕ
ϕ

                               (1)

где DNN – деполяризационный фактор, DNN = 2(1 − y)/[1 + (1 − y)2]. 
В соотношении (1) величина φCol определяется как

φCol = φh + φS + π,
где φS – азимутальный угол между поперечной компонентой вектора спина S и плоско-
стью рассеяния лептонов; φh – азимутальный угол между плоскостью вылета адрона и 
плоскостью рассеяния лептонов (рис. 2).

Распределение по множественности адрона Nh для асимметрии Сиверса ASiv определя-
ется как [14]:

Siv Siv
Bj Siv

1 sin ,h
T

Th

dN S A
dx dzdp d

∝ + ϕ
ϕ

                                   (2)

где φSiv = φh – φS.
В выражениях (1), (2) ST – вектор спина нуклона, перпендикулярный как к виртуаль-

ному фотону, так и к вылетающему адрону.
При продольной поляризации протона значения асимметрии Aul можно получить из 

распределения по множественности адрона Nh, которое определяется как [14]:

Bj

1 (1 ) sin 2 .h
ul h

Th h

dN y A
dx dzdp d

∝ + − ϕ
ϕ

                               (3)

В выражениях (1) – (3) использовались следующие величины: 
2

Bj 2
Qx
Pq

= – переменная Бьёркена [13], описывающая долю импульса протона, которую 

несет партон (P – 4-импульс протона, q – 4-импульс виртуального фотона, Q2 = − q2);
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hP pz
P q
⋅

=
⋅

  – доля 4-импульса виртуального фотона, переданная вылетающему адрону 

[13] (ph – 4-импульс рожденного адрона);
pTh – проекция импульса адрона, перпендикулярная виртуальному фотону;

l

P qy
P p
⋅

=
′⋅
  – доля энергии налетающего лептона, передаваемая виртуальному фотону 

[13] ( lp ′– 4-импульс лептона до взаимодействия).

Рис. 2. Кинематика полуинклюзивного глубоконеупругого рассеяния [13]; 
показаны плоскости адронов и лептонов
(использованные обозначения см. в тексте)

Описанный способ расчета асимметрий был успешно протестирован путем сравнения 
с экспериментальными данными, полученными в экспериментах HERMES и COMPASS 
[12, 13], и показал хорошее согласие предсказаний с экспериментальными результата-
ми. Такой успех служит хорошим основанием для выбора и использования в настоящей 
работе методики расчетов полуинклюзивного рассеяния лептонов на поляризованном 
протоне. Взят диапазон начальных энергий, характерный для будущих электрон-ионных 
коллайдеров [16]. 

Как уже отмечено выше, конкретные вычисления можно выполнять на основе исполь-
зования программного пакета PYTHIA8+StringSpinner.

Детали дальнейшего использования PYTHIA8 для применения генеративно-состяза-
тельной сети (ГСС) для создания генератора полуинклюзивного глубоконеупругого рассе-
яния заряженных лептонов на поляризованных протонах можно найти в работе [17] (см. 
там раздел «Методика исследования»).

В данной работе в качестве еще одного входного параметра генератора (дополнительно 
к использованным в работе [17]) был добавлен тип поляризации протона. Кроме того, 
увеличено до 6 число скрытых слоев генератора и дискриминатора ГСС.

Результаты разработки нейронной сети и их обсуждение

На рис. 3 представлены значения асимметрии Коллинза в зависимости от переменной 
Бьёркена xBj для адронов π– и π+ при рассеянии электрона e– и мюона μ– на поперечно-
поляризованном протоне при начальной энергии 40 ГэВ. Видно, что асимметрии, полу-
ченные на основе предсказаний ГСС, с точностью до погрешностей совпадают с предска-
заниями, полученными на основе данных PYTHIA8+StringSpinner.

На рис. 4 представлены значения асимметрии Сиверса в зависимости от переменной 
Бьёркена xBj для каонов K– и пионов π0 при рассеянии позитрона e+ и антимюона μ+ на 
поперечно-поляризованном протоне при интерполированной начальной энергии 70 ГэВ; 
результаты получены на основе ГСС и PYTHIA8+StringSpinner. Из представленных на 
рис. 4 данных следует, что генератор на основе ГСС сохраняет точность предсказания при 
другой конфигурации рассеяния и для асимметрий Сиверса, в том числе и при энергиях, 
которые не участвовали в процессе обучения.
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Рис. 3. Графики зависимостей асимметрии Коллинза ACol от переменной Бьёркена xBj при 
рассеянии электронов e– (a, b) и мюонов μ– (c, d) на поперечно-поляризованных протонах 

с рождением отрицательных (π–) (a, c) и положительных (π+) (b, d) пионов. 
Начальная энергия частиц – 40 ГэВ.

Данные получены с помощью ГСС (точки серого цвета) и PYTHIA8+StringSpinner 
(треугольники черного цвета)

Рис. 4. Графики зависимостей значений асимметрии Сиверса ASiv от переменной Бьёркена xBj 

при рассеянии позитронов e+ (a, b) и антимюонов μ+ (c, d) на поперечно-поляризованных 
протонах с рождением отрицательных каонов K– (a, c) и нейтральных пионов π0 (b, d). 

Данные получены с помощью ГСС (точки серого цвета) и PYTHIA8+StringSpinner 
(треугольники черного цвета)

На рис. 5 представлены значения асимметрий Aul в зависимости от значений перемен-
ной Бьёркена xBj для каонов K+ и пионов π– при рассеянии электронов e– и антимюонов 
μ+ на поперечно-поляризованных протонах при начальной энергии 120 ГэВ, полученные 
на основе ГСС и PYTHIA8+StringSpinner. Анализ этих данных показывает, что модель 
ГСС способна работать с продольной поляризацией протона, а также при энергиях, пре-
вышающих рассмотренный энергетический диапазон при обучении (экстраполированные 
значения).
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Рис. 5. Графики зависимостей асимметрии Aul от переменной Бьёркена xBj при рассеянии 
электронов e– (a, b) и антимюонов μ+ (c, d) на продольно-поляризованных протонах с 

рождением положительных каонов K+ (a, c) и отрицательных пионов π– (b, d). 
Начальная энергия – 120 ГэВ. 

Данные получены с помощью ГСС (точки серого цвета) и PYTHIA8+StringSpinner 
(треугольники черного цвета)

Заключение

В представленном исследовании разработан программный пакет (генератор событий) 
на основе модели генеративно-состязательной сети с целью предсказания характеристик 
конечного состояния лептона и дополнительного адрона в результате полуинклюзивного 
глубоконеупругого рассеяния лептона на поляризованном протоне.

Установлено, что созданный генератор событий способен точно работать при различ-
ных конфигурациях рассеяния: налетающих лептонах (e+, e–, μ+, μ–), адронов (π0, π+, 
π–, K+, K–), состояниях поляризации протона (продольная, поперечная, ее отсутствие) 
и значениях начальной энергии (изучен диапазон 20 – 100 ГэВ). Кроме того, генератор 
функционирует как при значениях начальной энергии, на которых было предварительно 
проведено обучение (20, 40, 60, 80, 100 ГэВ), так и при интерполированных энергиях 
(между опорными значениями) и экстраполированных (значения выше рассмотренного 
диапазона).

Исследования показали, что генератор событий может точно (с учетом погрешностей) 
предсказывать различные виды асимметрии (ACol, ASiv, Aul), возникающие при наличии 
поляризации у протона. При этом точность предсказания сохраняется при различных 
конфигурациях рассеяния.
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ПИКОСЕКУНДНЫЙ ИМПУЛЬСНЫЙ ВОЛОКОННЫЙ ЛАЗЕР
НА ОСНОВЕ КОНИЧЕСКОГО ИТТЕРБИЕВОГО ВОЛОКНА
С НИЗКИМ СОБСТВЕННЫМ ДВУЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕМ

А. С. Козлов ✉, А. В. Медведев, Е. А. Моторин, 
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Аннотация. В работе приведены результаты экспериментального исследования 

волоконного лазера, построенного по схеме задающего генератора и усилителя мощности, 
изготовленного из иттербиевого конического spun-волокна с двойной оболочкой и 
малой величиной собственного двулучепреломления. На длине волны 1040 нм при 
длительности импульсов 50 пс и частоте повторения 20 МГц достигнута пиковая 
выходная мощность 160 кВт при средней мощности 160 Вт. Параметр качества лазерного 
пучка М 2 = 1,15, диаметр модового пятна – 35 мкм. Определены значения азимута, 
эллиптичности и степени поляризации выходного излучения и продемонстрирована их 
слабая зависимость от мощности накачки. Проведенное исследование стало следующим 
важным шагом в развитии технологии мощных пикосекундных волоконных лазеров. 

Ключевые слова: иттербиевое коническое волокно, пикосекундный волоконный 
лазер, активное spun-волокно, собственное двулучепреломление
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A PICOSECOND FIBER LASER BASED ON A TAPERED 
YTTERBIUM FIBER WITH THE LOW BIREFRINGENCE
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Abstract. This paper presents the results of the experimental study of a fiber laser con-
nected according to the MOPA scheme, where a power amplifier was made of an ytterbi-
um double-clad tapered spun fiber with low intrinsic birefringence. A peak output power of  
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160 kW with the average power of 160 W has been achieved at 1040 nm wavelength, 50 ps 
pulse duration and its repetition frequency of 20 MHz; the laser beam quality parameter and 
the mode-spot diameter being 1.15 and 35 μm, respectively. The values of azimuth, ellipticity 
and degree of polarization of the output radiation were found; their little sensitivity to the 
pump power was demonstrated. This research was the next important step in the development 
of high-power picosecond fiber lasers technology.
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Введение

Технология мощных пикосекундных волоконных лазеров быстро развивается в течение 
последнего десятилетия [1]. Они находят широкое применение в обработке материалов, 
медицине и литографии. Обычно такие лазеры создаются по схеме мастер-осциллятор/
усилитель мощности (МОУМ) (англ. master oscillator power amplifier (MOPA)). Такая схема 
включает мастер-осциллятор, генерирующий маломощные лазерные импульсы с хорошей 
временной и пространственной когерентностью, и цепочку оптических усилителей мощ-
ности, увеличивающих энергию импульса до требуемого уровня. 

Основная проблема, ограничивающая пиковую мощность на выходе такой  
системы, – возникновение нежелательных нелинейных эффектов в активном волокне 
последнего каскада усиления. Чтобы преодолеть ограничения, налагаемые указанными 
эффектами, используются активные оптические волокна специальных типов. К ним от-
носятся, например, волокна с большой площадью моды (англ. large mode area (LMA)), 
имеющие низкую апертуру и большой диаметр модового пятна (достигает 14 мкм [2]), ми-
кроструктурированные световоды [3], 3С-волокна (chirally-coupled-core) [4], анизотроп-
ные конические (tapered) волокна с большой площадью моды [5]. Характеристикой мощ-
ного волоконного лазера, важной для когерентного комбинирования или нелинейного 
преобразования длин волн, служит стабильная выходная поляризация.

Наиболее распространенным на текущий момент техническим решением для прео-
доления указанных ограничений служит использование волокна с большой внутренней 
анизотропией [6]. Однако, если для пассивного волокна этот подход был успешным, то 
в случае активного световода начинает возникать ряд негативных явлений. При накачке 
в оболочку возбуждающего излучения, его часть поглощается и нагревает волокно (так 
называемый квантовый дефект), а это приводит к изменению внутренних напряжений в 
волокне и непредсказуемым искажениям его двулучепреломления (ДЛП) [7, 8]. В итоге 
изменяется состояние поляризации выходного излучения лазера.

Для решения этой проблемы было предложено использовать активное волокно с ма-
лым собственным ДЛП [9], а именно – spun-волокно, для которого этот параметр обычно 
составляет около 10–8 рад/м. 

В работах [9 – 12] были экспериментально исследованы первые пикосекундные ла-
зеры с выходной средней мощностью до 70 Вт и диаметром модового пятна 26 мкм, 
построенные по схеме МОУМ, в которых в качестве последнего усилителя применялось 
spun-волокно. При этом использование spun-волокна с шагом вращения от 7,5 до 30 мм 
позволило получить на порядок более стабильную выходную поляризацию, чем в случае 
применения активных световодов с большой внутренней анизотропией.
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Кроме того, в статьях [10, 11] показано, что состояние поляризации излучения на 
выходе активного конического волокна с сильной анизотропией значительно зависит от 
мощности излучения накачки, вводимого в оболочку. Авторы этих статей наблюдали су-
щественный дрейф состояния поляризации излучения на выходе усилителя с коническим 
panda-волокном (специальное волокно с сохранением поляризации). Уже при значении 
вводимой мощности накачки 20 Вт эллиптичность и азимут волокна изменялись на десят-
ки градусов. Одновременно в статье [11] была продемонстрирована высокая стабильность 
выходной поляризации в усилителе со spun-волокном, обладающим низким собственным 
ДЛП при тех же 20 Вт вводимой мощности накачки, без использования каких-либо мер 
по стабилизации температуры волокна.

Настоящая работа направлена на дальнейшее развитие технологии мощных пикосе-
кундных волоконных лазеров, использующих в качестве последнего каскада усиления 
активное коническое волокно с малым собственным ДЛП. Статья нацелена на повыше-
ние пиковой и средней мощности излучения лазера указанного типа, а также посвящена 
исследованию его поляризационных характеристик и их зависимости от мощности вводи-
мого излучения накачки и времени его работы. 

Коническое spun-волокно с двойной оболочкой (sT-DCF)

В экспериментах были использованы образцы волокна sT-DCF, изготовленные во 
Фрязинском филиале Института радиотехники и электроники им. В. А. Котельникова 
Российской академии наук (ФИРЭ РАН, г. Фрязино Московской области, Россия) [9]. 
Световоды были вытянуты из заготовки, легированной ионами иттербия Yb3+, обладаю-
щей ступенчатым профилем показателя преломления, по технологии, аналогичной ис-
пользуемой для пассивных [13] и активных конических [9 – 13] spun-волокон. В процессе 
вытяжки заготовку подавали в высокотемпературную печь со скоростью, переменной во 
времени по заданному закону, что было необходимо для формирования оптимального 
продольного профиля [14]. Профиль изготовленного волокна представлен на рис. 1. Угло-
вую скорость вращения заготовки также варьировали при вытяжке волокна в пределах 
200 – 300 об/мин. 

Соотношение диаметров сердцевины, первой и второй оболочек было 1,0:12,7:15,9, а 
числовые апертуры оболочек составляли 0,13 и 0,27, соответственно. Поглощение сердце-
вины – 850 дБ/м на длине волны 976 нм. У первой оболочки были срезаны два сегмента, 
что позволило снизить долю винтовых мод, не проходящих через сердцевину волокна. Фо-

Рис. 1. Профиль изучаемого образца волокна. 
Представлен график изменения диаметра второй 

оболочки по длине волокна sT-DCF. 
На вставке: фотография торца широкой части 

волновода

тографическое изображение торца широ-
кой части волновода также представлено 
на рис. 1. Отметим, что это стандартный 
метод увеличения поглощения накачки в 
активных волокнах [15]. 

Таким образом, диаметр внешней сте-
клянной оболочки плавно менялся от 85 
до 800 мкм, а диаметр сердцевины – от 5,3 
до 50,3 мкм, благодаря чему в узкой части 
конического волокна возбуждалась толь-
ко фундаментальная мода. Общая длина 
волокна составила 7,5 м, шаг вращения – 
30 мм. На внешнюю поверхность волокна 
было нанесено отражающие покрытие с 
низким показателем преломления (число-
вая апертура – 0,53), а на него – защитное 
акрилатное покрытие.

Значение собственного двулучепре-
ломления (разность постоянных распро-
странения собственных мод) для данного 
образца sT-DCF составила 1,45·10–8 рад/м; 
последнее было определено эксперимен-
тально, методом Джонса [11, 16 – 18].
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Экспериментальная установка

По схеме МОУМ был собран макет волоконного лазера, в котором изготовленные све-
товоды использовались в качестве активной среды последнего каскада усиления (рис. 2). 

В качестве задающего источника использовался коммерчески доступный лазерный 
диод с волоконным выходом (GS-diode), излучающий линейно-поляризованный свет 
длиной волны 1040 нм; частота повторения импульсов длительностью 50 пс была равна  
20 МГц. Излучение мощностью порядка 1 мВт предварительно усиливалось до средней 
мощности около 100 мВт с сохранением ширины спектральной линии 50 пм (рис. 3), по-
сле чего вводилось в сердцевину узкой части активного sT-DCF.

Рис. 2. Схема макета волоконного лазера для исследования параметров его излучения

Рис. 3. Спектр предварительно усиленного излучения задающего лазера

Для накачки активного волокна применялась система из двух лазерных диодов, излу-
чающих на длине волны 976 нм и объединенных посредством сплавного волоконно-опти-
ческого разветвителя. Излучение накачки вводилось в оболочку широкой части волокна 
при помощи дихроичного зеркала и асферической линзы. Весь активный световод рас-
полагался на специальной охлаждаемой плите таким образом, чтобы снизить градиент 
температуры внутри активной среды и избежать термического повреждения волокна.
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Во время работы лазера постоянно измерялись его выходная мощность, спектр излу-
чения, качество пучка и поляризационные характеристики излучения: степень поляриза-
ции, эллиптичность и азимут. Для этих задач использовались измеритель мощности Ophir 
L1500W-SH (Израиль), спектрометр Ando, анализатор пучка Thorlabs M2MS-BC106VIS/M 
и поляриметр Thorlabs PAX1000IR2/M (все три – производства США). В случае необхо-
димости измерения расходимости выходного пучка, убирали фокусирующую линзу пе-
ред входной щелью анализатора пучка. Максимальный диапазон перемещений линейной 
подвижки, находящейся внутри анализатора, составлял 100 мм.

Экспериментальные результаты

Параметры усиления МОУМ. На рис. 4 представлена зависимость выходной мощности 
волоконного лазера от мощности накачки, вводимой в широкую часть активного spun-во-
локна. Эффективность преобразования излучения накачки изготовленного нами усилите-
ля достигала 63 %. При мощности вводимой накачки 270 Вт средняя выходная мощность 
в режиме импульсов (длительность – 50 пс, частота следования – 20 МГц) составила  

Рис. 4. Экспериментальная зависимость 
средней выходной мощности усилителя 
(волоконного лазера) (символы) от мощности 
накачки и ее линейная аппроксимация 

(красная сплошная линия)

160 Вт, пиковое значение выходной мощ-
ности – 160 кВт.

Средняя мощность ограничивалась ис-
ключительно доступной мощностью накач-
ки. При этом эффективность преобразова-
ния не уменьшалась с увеличением мощно-
сти накачки.

Для определения размера модового пят-
на (MFD) мы измеряли расходимость вы-
ходного пучка и пользовались следующим 
отношением для дифракционного предела 
расходимости MFD [19]:

MFD = 4λ/πϴ,                (1)

где λ – длина волны, ϴ – расходимость 
пучка.

Измеренный диаметр модового пятна 
для использованного конического spun-во-
локна составил 35 мкм.

Спектры лазерного излучения, получен-
ные при разных мощностях усиленного сиг-
нала, приведены на рис. 5. Как следует из 
результатов эксперимента, с увеличением 
мощности выходного сигнала растет вклад, 
вносимый излучением, которое находится 
вне спектрального диапазона задающего 
лазера. Оно вызвано фазовой самомодуля-
цией и четырехволновым смешением.

Мы изучали форму каустики, а также ее 
поперечные сечения в ближнем и дальнем 
полях (рис. 6). Приведенные результаты, а 
также высокое качество пучка (M 2 < 1,3) 
(рис. 7) указывают на преобладание фунда-
ментальной моды внутри активного кони-
ческого световода.

Состояние поляризации выходного из-
лучения. Состояния поляризации излуче-
ния лазера при разных уровнях выходной 
мощности наглядно представлены на сфе-
ре Пуанкаре (рис. 8). В работах [10, 11] 
был проведен подобный анализ, однако он  

Рис. 5. Спектры лазерного излучения 
при разных значениях средней выходной 

мощности усиленного сигнала
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Рис. 6. Зависимости диаметра модового пятна (измерен методом 4-sigma (ISO Standart)) 
от расстояний по двум осям между фокусирующей линзой и анализатором пучка. 

На вставках: фотографии дальнего и ближнего полей

Рис. 7. Зависимость качества пучка от выходной мощности усилителя

относился к малым значениям (25 Вт) мощности накачки, вводимой в оболочку актив-
ного конического spun-волокна. Мы же в представленных здесь исследованиях подавали 
излучение накачки мощностью вплоть до 270 Вт, что вызвало изменения в состоянии 
поляризации при увеличении мощности выходного излучения.

С целью изучения долговременной стабильности состояния поляризации на выходе 
усилителя со spun-волокном, мы провели двухчасовой тест при постоянной выходной 
мощности, равной 125 Вт (рис. 9).

В рамках исследования среднеквадратическое отклонение для азимута, эллиптичности 
и степени поляризации составляло примерно 0,4°, 0,5° и 1,5 %, соответственно. Такой ре-
зультат указывает на высокую временную стабильность состояния поляризации исследу-
емого нами усилителя. Плавное изменение зависимостей, составляющее всего несколько 
градусов, вызвано нестабильностью температуры воды, охлаждающей волокно в процессе 
эксперимента.
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Рис. 8. Представление на сфере Пуанкаре состояний поляризации выходного 
излучения при разных уровнях его мощности

Рис. 9. Результаты двухчасового теста характеристик поляризации выходного 
излучения усилителя с активным коническим spun-волокном. 

Представлены дрейфы азимута (верхний график), эллиптичности 
(центральный) и степени поляризации (нижний). 

Мощность сигнала в течение эксперимента составляла 125 Вт

Обсуждение результатов и выводы

В настоящей работе исследовано активное иттербиевое коническое spun-волокно 
с низким собственным двулучепреломлением (1,45·10–8 рад/м) c двойной оболочкой и 
большим размером модового пятна (35 мкм). Продольное изменение диаметра сердцеви-
ны является эффективной мерой подавления вынужденного комбинационного рассеяния 
Мандельштама – Бриллюэна [20]. Большой размер модового пятна позволяет повысить 
порог возникновения рамановского рассеяния. Благодаря удачной геометрии волокна, 
а именно – переменному диаметру по его длине и большому диаметру сердцевины в 
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широкой части, использование конического активного волокна в усилителе мощности 
позволило существенно повысить порог возникновения нелинейных эффектов и достичь 
одновременно высоких значений как средней, так и пиковой выходной мощности. Низ-
кое собственное двулучепреломление конического spun-волокна обеспечило высокую 
стабильность выходного состояния поляризации при изменении мощности накачки. 

В результате проведенного исследования мы продемонстрировали волоконный лазер 
на основе активного конического spun-волокна, сконструированный по схеме МОУМ, 
который обеспечивает излучение с пиковой мощностью 160 кВт на длине волны 1040 нм, 
средней выходной мощностью 160 Вт в импульсом режиме и качеством выходного пучка 
М 2 ≈ 1,15. При длительности оптических импульсов 50 пс и частоте следования 20 МГц 
ширина линии по уровню –3 дБ составила около 0,2 нм при средней выходной мощности 
100 Вт.

Важно отметить, что одним из существенных результатов данной работы, по сравне-
нию с опубликованными ранее (см., например, статьи [9 – 12]), является достижение 
стабильной поляризации выходного излучения мощного (160 Вт) усилителя на активном 
волокне. Кроме того, была получена зависимость состояния выходной поляризации от 
мощности вводимой накачки при значениях последней, существенно больших, чем в 
работах [9 – 12], – вплоть до 270 Вт. Помимо этого, были экспериментально зарегистри-
рованы зависимости таких параметров волокна, как азимут и эллиптичность от мощности 
вводимой накачки.

Проведенное исследование стало следующим важным шагом в развитии технологии 
мощных пикосекундных волоконных лазеров. 
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СРАВНЕНИЕ ПОДХОДОВ К ЗАДАНИЮ МОДАЛЬНЫХ МАТРИЦ 
ПРИ МОДАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ УПРУГИМИ СИСТЕМАМИ
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Аннотация. Реализация модального управления распределенными упругими объекта-
ми предполагает использование модальных матриц – анализатора и синтезатора форм, 
задающих линейные преобразования векторов измеренных и управляющих сигналов 
с целью разделения собственных форм объекта в системе управления. Стандартный 
способ задания модальных матриц заключается в обращении матриц влияния. В статье 
предлагается альтернативный способ: транспонирование данных матриц с нормирова-
нием воздействия на разные формы. На примере численного решения задачи гашения 
вынужденных колебаний тонкой металлической балки с помощью пьезоэлектрических 
сенсоров и актуаторов тестируются разные комбинации названных методов и разные 
варианты нормирования. Рассмотрено управление как с наблюдателями, так и без них 
– на основе модальных и частотных фильтров. Показано, что наилучший результат 
управления достигается при комбинированном использовании рассмотренных методов 
в системах как с наблюдателями, так и без них.
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Abstract. The implementation of modal control of distributed elastic objects involves the use 
of modal matrices: a mode analyzer and a mode synthesizer specifying the linear transformation 
of vectors of measured and control signals in order to separate the eigenmodes of the object in 
the control system. The standard method for calculating the modal matrices is the inversion of 
the influence matrices. The article proposes an alternative method: transposing the influence 
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matrices with normalization of the action on different modes. As an example, the problem of 
suppression of forced vibrations of a thin metal beam using piezoelectric sensors and actuators 
has been solved numerically, and different combinations of the above methods and different 
variants of normalization have been tested. Two types of control systems were considered, the 
former being based on modal and frequency filters and the latter being based on modal ob-
servers. The best control result was shown to be achieved with the combined use of the above 
methods for both types of control systems considered.
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Введение

Модальное управление в последние десятилетия стало общепризнанным способом 
активного управления распределенными системами, в том числе упругими объектами  
[1 – 3]. Его основной принцип заключается в раздельном управлении различными форма-
ми колебаний объекта (модами), при этом его применение основывается на независимо-
сти различных форм колебаний объекта друг от друга. Эффективность применения этого 
метода зависит от того, насколько точно удается разделить в системе управления (СУ) 
различные моды объекта. При управлении с обратной связью данная задача предполагает 
как точное измерение активизации отдельных мод, по которым ведется управление, так и 
адресное воздействие на данные моды.

При модальном управлении упругими объектами применяются, как правило, массивы 
дискретных датчиков (сенсоров) и приводов (актуаторов). И зачастую каждый актуатор 
оказывает действие сразу на несколько форм, и, аналогично, каждый сенсор реагирует 
также на несколько форм колебаний объекта. В таком случае для разделения информации 
о разных модах в системе управления используются модальные матрицы (или модальные 
фильтры), задающие линейные преобразования векторов измеренных и управляющих 
сигналов.

Модальный подход к управлению можно реализовать как на основе модальных и ча-
стотных фильтров [4 – 7], так и на основе использования наблюдателей [8 – 11]. Во вто-
ром случае система управления оказывается более сложной, поскольку в ней для опреде-
ления вектора состояния упругого объекта используется известная модель объекта, за счет 
чего искомые величины определяются более точно.

Эффективность двух названных вариантов модального подхода в задаче гашения вы-
нужденных колебаний тонкой металлической балки сравнивалась в нашей статье [12]. 
Было показано, что управление с наблюдателями является более эффективным, чем 
управление на основе модальных и частотных фильтров. Оба рассмотренных варианта 
предполагают использование модальных матриц для разделения форм колебаний объекта 
в системе управления.

Стандартный способ задания модальных матриц заключается в обращении матриц 
влияния [5, 13] (или же псевдообращении в более общем случае [14, 15]). Эти матрицы 
показывают, в каких пропорциях каждый сенсор и актуатор измеряет или возбуждает 
различные моды объекта. 

Таким образом, в идеальном варианте обращение матриц влияния позволяет получить 
такую систему, в которой каждый контур управления работает только со своей конкрет-
ной модой и контуры не мешают работе друг друга. В более ранних работах автора насто-
ящей статьи также неизменно использовался именно такой способ определения модаль-
ных матриц [12, 13, 16 – 18].
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Однако рассмотренный способ нельзя считать универсальным решением проблемы 
разделения форм. 

Во-первых, всегда присутствуют высшие формы, которые неизбежно возбуждаются си-
стемой управления, поскольку число форм распределенного упругого объекта бесконеч-
но, в то время как число управляемых форм – конечно. Явление перетекания энергии на 
высшие моды носит название спилловер-эффекта (англ. spillover effect). Оно ограничивает 
эффективность модального управления и может приводить к неустойчивости замкнутой 
системы. 

Во-вторых, число сенсоров и актуаторов в системе управления также ограничено. В 
случае, если предполагается управление по числу форм, превышающему число сенсо-
ров и актуаторов, полностью разделить данные формы в системе управления обычно 
невозможно. Так или иначе, идеальное выделение нужных мод при управлении возможно 
только в достаточно редком случае использования распределенных модальных сенсоров 
и актуаторов [6] (при этом потребность в модальных матрицах пропадает); в более рас-
пространенном случае использования массивов дискретных элементов управления уни-
версального решения данной задачи не существует, что создает предпосылки для поиска 
альтернативных решений.

Альтернативный вариант определения модальных матриц был предложен нами в рабо-
те [12]. Он заключается в том, чтобы вместо обращения матриц весовых коэффициентов 
транспонировать эти матрицы. При этом предлагается домножать их на дополнитель-
ные диагональные матрицы, нормирующие степень возбуждения и измерения отдельных 
форм. 

Смысл данного алгоритма состоит в том, чтобы в первую очередь добиваться не разде-
ления различных форм, подлежащих управлению, а наиболее эффективного воздействия 
на каждую форму, а для этого – аппроксимировать ее в соответствии с коэффициентами 
влияния для данной конкретной формы. 

Во-первых, предлагаемый способ вычислительно проще стандартного, поскольку тре-
бует не обращения матриц, а всего лишь их транспонирования и умножения на диаго-
нальную матрицу. Во-вторых, в случае изменения числа управляемых форм модальные 
матрицы не надо полностью пересчитывать, достаточно лишь добавить к ним или убрать 
нужные столбцы или строки.

Цель настоящей работы – провести анализ эффективности различных способов зада-
ния модальных матриц при модальном управлении упругой системой. 

Для этого численно решается задача, аналогичная рассмотренным нами ранее в статьях 
[12, 13, 16 – 18]: гашение вынужденных изгибных колебаний тонкой металлической балки 
с помощью пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов. Для каждого варианта определе-
ния матриц синтезируются оптимальные законы управления, после чего результаты гаше-
ния колебаний для всех полученных СУ сравниваются между собой.

Теоретические основы рассматриваемых методов управления

Модальное управление широко используется для управления колебаниями упругих 
систем в различных областях техники. В настоящей работе исследуются два наиболее 
распространенных варианта реализации модального подхода: более простой – на основе 
модальных и частотных фильтров, и более сложный – на основе наблюдателей. 

В данном разделе приводится краткое теоретическое описание рассматриваемых мето-
дов (более подробно они описаны в нашей статье [12]), а также обосновываются различ-
ные варианты определения модальных матриц: как стандартный, так и альтернативный 
(предложен автором настоящей статьи).

Метод модальных и частотных фильтров. Рассмотрим задачу гашения вынужденных 
изгибных колебаний балки Бернулли – Эйлера с помощью пьезоэлектрических сенсоров 
и актуаторов. Запишем в матричном виде уравнение колебаний упругого объекта в разло-
жении по собственным формам, считая, что колебания по различным формам происходят 
независимо:

22 ,c dq q q Q Q+ ξΩ +Ω = +                                         (1)
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где ( )1nq t× – вектор обобщенных координат, его длина n соответствует количеству мод 
объекта, учитываемых в модели; n n×Ω – диагональная матрица собственных частот коле-
баний балки; ξ – скалярный коэффициент демпфирования (для простоты принимаем его 
одинаковым для всех форм); ( ) ( )1 1,c d

n nQ t Q t× × – векторы обобщенных сил, соответствую-
щие управлению и внешнему возмущению, соответственно.

Пусть число сенсоров и актуаторов одинаково и равно m (m ≤ n). Их работа описыва-
ется следующими уравнениями:

1 1 1 1, ,s c a
m m n n n n m my q Q u× × × × × ×= Θ = Θ                                      (2)

где ( )1my t× – вектор сигналов сенсоров; ( )1mu t× – вектор управляющих сигналов, подава-
емых на актуаторы; ,s a

m n n m× ×Θ Θ – матрицы влияния для сенсоров и для актуаторов, соот-
ветственно.

В случае использования распределенных модальных сенсоров и актуаторов [6], моды 
объекта в системе управления уже разделены: каждый сенсор реагирует, а каждый актуа-
тор воздействует только на одну определенную моду. Однако такие сенсоры и актуаторы 
используются в исключительных случаях; обычно их использование неудобно и слишком 
затратно, особенно если требуется осуществлять управление сразу по нескольким модам 
объекта. В связи с этим далее мы будем рассматривать случай дискретных сенсоров и 
актуаторов.

Будем считать, что управление ведется по k низшим формам (k ≤ n), следовательно, 
система управления включает k контуров. Модальные матрицы T и F (анализатор и син-
тезатор форм) осуществляют в СУ линейные преобразования измеренных и управляющих 
сигналов. Данные преобразования обеспечивают соответствие каждого контура управле-
ния определенной моде объекта:

1 1 1 1
ˆˆ , ,k k m m m m k kq T y u F Q× × × × × ×= =                                       (3)

где ( )1ˆkq t× – вектор оценок k низших обобщенных координат, ( )1
ˆ

kQ t× – вектор желаемых 
управляющих воздействий на k низших собственных форм.

В каждом контуре модальной системы желаемое воздействие на форму зависит от 
оценки соответствующей обобщенной координаты:

( )ˆ ˆ ,i i iQ R s q= −                                                 (4)

где Ri(s) – закон управления в i-м контуре, записанный в виде функции комплексной 
переменной s.

Законы управления в контурах также называются частотными фильтрами и задаются 
таким образом, чтобы система управления оказывала на объект нужное по амплитуде и 
фазе воздействие, причем именно вблизи резонансной частоты объекта, соответствующей 
данному контуру.

Очевидно, что в простейшем случае, когда k = m = n, модальные матрицы должны 
определяться следующим образом:

( ) ( )1 1
, .s aT F

− −
= Θ = Θ                                           (5)

В таком случае система уравнений (1) распадается на n независимых уравнений для 
каждой из собственных форм:

( )22 ,d
i i i i i i i iq q q R s q Q+ ξΩ +Ω = − +                                   (6)

и за счет выбора законов управления Ri(s) можно осуществить эффективное раздельное 
управление каждой собственной формой объекта.

Однако обычно при управлении распределенными системами число форм n, которые 
необходимо учитывать, превышает как число сенсоров и актуаторов m, так и число форм 
k, по которым ведется управление; при этом числа m и k также могут быть различными. 
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В таком случае матрицы влияния можно представить в следующем виде:

( )
( )

, ,
a
k ms s s a

am n m k n mm n k
n k m

×
× × ×× −

− ×

 Θ
 Θ = Θ Θ Θ =    Θ  





                             (7)

а модальные фильтры будут определяться как псевдообратные соответствующим компо-
нентам данных матриц:

( ) ( ), .s a
k m m k m k k mT F

+ +

× × × ×= Θ = Θ                                      (8)

Приведенный метод определения модальных матриц можно назвать общепринятым 
[14, 15, 19]. Чуть ниже в данном разделе рассмотрим альтернативный метод, предложен-
ный нами в статье [12].

Метод наблюдателей. Для изложения данного метода необходимо перейти к описанию 
системы (1), (2) в пространстве состояний:

,n nq Aq Bu Dd= + +                                              (9)

,ny Cq=                                                    (10)

где d – вектор внешних воздействий; y, u – векторы измеренных сигналов и управляющих 
воздействий; qn – вектор состояния системы, связанный с вектором обобщенных коорди-
нат из уравнения (1) следующим образом:

( )1 1 ;Tn
n nq q q q q=  

                                    (11)

матрицы A, B и C можно выразить через матрицы, описывающие динамику объекта и 
работу сенсоров и актуаторов:

2

0 0
, , 0 .

2
n n n n n m s

m n m na
n n n n n m

I
A B C× × ×

× ×
× × ×

   
 = = = Θ     −Ω − ξΩ Θ   

                  (12)

Здесь 0 ,0n n n m× ×  и 0m n× – матрицы, состоящие из нулей; n nI × – единичная матрица.
Будем считать, что наблюдение и управление ведется по k низшим формам колебаний 

объекта (k ≤ n). Задача наблюдателя состоит в том, чтобы оценивать вектор состояния qk, 
соответствующий данным формам:

( )1 1 .Tk
k kq q q q q=  

                                   (13)

Наблюдатель формирует оценку данного вектора 2 1ˆ kq ×  с использованием известных 

матриц ( ) ( )1 1
2 2 2,k k k mA B× ×  и ( )1

2 ,m kC ×  описывающих динамику k низших мод объекта (их можно 
получить из матриц A, B и C, удалив лишние столбцы и строки):

( ) ( ) ( )( )1 1 1ˆ ˆ ˆ ,q A q B u L y C q= + + −                                    (14)

где 2k mL × – матрица наблюдения, которую необходимо определить.
Управляющее воздействие зависит от оценок вектора состояния:

ˆ,u Rq= −                                                    (15)

где 2m kR × – матрица управления, которую также необходимо задать.
Принцип раздельного управления различными модами объекта диктует следующую 

структуру матрицы наблюдения L и управления R:



119

Механика

2 2, ,
L

R Rdk k
k k k m m k m k k k k kLd

k k

K
L T R F K K

K
×

× × × × × ×
×

 
 = =   

 
                         (16)

где KL, KLd, KR, KRd – диагональные матрицы размером k × k; T, F – уже известные нам 
модальные матрицы (анализатор и синтезатор форм). 

Модальные матрицы можно определять теми же способами, что и в случае управления 
без наблюдателей.

Альтернативный способ определения модальных матриц. Идея представленного ниже 
метода впервые предложена автором этой работы ранее в статье [12], однако теоретиче-
ское обоснование, а также первые результаты применения и исследование эффективно-
сти предложенного метода представлены именно в настоящей статье.

Итак, основная идея предлагаемого метода состоит в том, чтобы определять модальные 
матрицы не через обращение, а через транспонирование матриц влияния. При этом так-
же производится дополнительная математическая операция – домножение получившихся 
матриц на диагональные матрицы, задающие степень возбуждения и реагирования систе-
мы управления на отдельные формы колебаний объекта. Предложенный способ описыва-
ется следующими уравнениями:

( ) ( ), ,
T Ts s a a

k m k k m k m k k m k kT M F M× × × × × ×= Θ = Θ                             (17)

где ,s a
k k k kM M× × – диагональные матрицы, подлежащие определению. 

Далее рассмотрим различные варианты задания данных матриц.
Теоретическое обоснование предлагаемого метода можно получить через развитие те-

ории модальных фильтров, изложенной в одной из основополагающих статей по данной 
тематике [19]. Применим эту теорию к рассматриваемой нами задаче управления изгиб-
ными колебаниями балки Бернулли – Эйлера с помощью пьезоэлектрических сенсоров 
и актуаторов.

Рассмотрим балку длиной l, расположенную вдоль оси x и испытывающую изгибные 
колебания в плоскости XZ. Представим поперечное смещение точек балки w(x, t) в виде 
разложения по собственным формам:

( ) ( ) ( )
1

, ,
n

i i
i

w x t X x q t
=

=∑                                         (18)

где сохранены все обозначения, введенные в предыдущих подразделах, а Xi(x) – собствен-
ные формы изгибных колебаний балки. 

Будем считать, что собственные формы нормированы следующим образом:

( ) ( ) ( )
0

,
l

l i j ijx X x X x dxρ = δ∫                                      (19)

где ρl(x) – линейная плотность материала балки, δij – символ Кронекера.
Справедливо также условие нормирования для вторых производных форм:

( ) ( ) ( ) 2

0
,

l

i j i ijEI x X x X x dx′′ ′′ = Ω δ∫                                  (20)

где EI(x) – изгибная жесткость сечений балки.
Работа сенсоров и актуаторов описывается уравнением (2). Будем рассматривать их в 

виде прямоугольных пьезоэлектрических пластинок, наклеенных парами сенсор-актуатор 
по обеим сторонам балки. 

В таком случае для коэффициентов влияния справедливы соотношения:

, ,s s a a
ij ij ji ijk kΘ = Θ Θ = Θ                                         (21)

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )
2

1

2 1 ,i

i

x

ij j i j i j j i px
X x X x X x dx X x l′ ′ ′′ ′′Θ = − = ≈∫                    (22)
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где ks, ka – коэффициенты соответственно для сенсоров и актуаторов, зависящие от их ге-

ометрических параметров и свойств материалов; ( ) ( )1 2, ,i ix x  xi – координаты соответственно 
левого и правого концов, а также центра i-й пары сенсор-актуатор; lp – длина каждого 
пьезоэлемента. 

Эти величины связаны следующими соотношениями:

( ) ( )
( ) ( )

1 2
2 1, .

2
i i

i p i i
x xx l x x+

= = −                                       (23)

В формуле (22) используется предположение о малости длины сенсоров и актуаторов, 
что позволяет приближенно заменить интеграл от второй производной собственных форм 
колебаний балки по длине пьезоэлемента значением данной функции в центральном се-
чении. Коэффициенты влияния фактически оказываются пропорциональными кривизне 
отдельных форм колебаний в заданных сечениях. Это объясняется тем, что продольная 
деформация сенсоров и актуаторов связана именно с изгибной деформацией (т. е. кри-
визной) соответствующих участков балки.

В статье [19] предлагается вычислять аппроксимацию функции поперечного смещения 
точек балки ( )ˆ ,w x t  через оценки данной функции в отдельных сечениях, соответствую-
щих расположению сенсоров, ˆ ( , ) :jw x t

( ) ( ) ( )1
ˆ ˆ, , , ,m

j jj
w x t G x x w x t

=
=∑                                    (24)

где G(x, xj) – функции интерполяции, заданные для каждого сенсора.
Идея альтернативного задания матриц, излагаемая в настоящей работе, предполагает 

несколько измененное определение для функции ( )ˆ , :w x t

( ) ( ) ( )1
ˆ , , .m

j jj
w x t G x x y t

=
=∑                                      (25)

Здесь выполнена модификация: вместо оценки перемещения в местах крепления сен-
соров  ˆ ( , )jw x t  использованы сигналы самих сенсоров yj(t). Эта замена объясняется тем, 
что сенсоры в рассматриваемой задаче измеряют не поперечное смещение сечений балки, 
как принимается в статье [19], а кривизну балки в этих сечениях, поэтому по их сигналам 
невозможно получить оценку смещения ˆ ( , ).jw x t  Следовательно, функция ( , )jG x x  приоб-
ретает несколько иной смысл, чем функция ( , )jG x x  в исходной формуле.

Основное значение в разработке предлагаемого метода имеет формула для определения 
функций интерполяции ( , ).jG x x

Нами предлагается следующее определение:

( ) ( ) ( )1
, .k s

j i i i ji
G x x M X x X x

=
′′= ∑                                  (26)

Таким образом, функция интерполяции для каждого из сенсоров представляет собой 
комбинацию собственных форм колебаний балки, где вес каждой из форм пропорцио-
нален кривизне данной формы в сечении балки, соответствующем данному сенсору (т. 
е. фактически соответствующему коэффициенту влияния Θji). Кроме того, вклад различ-
ных форм регулируется коэффициентами .s

iM  Далее рассмотрим несколько вариантов их 
определения.

Из условия ортогональности и нормировки собственных форм (19) можно получить 
следующее выражение для оценки i-й обобщенной координаты:

( ) ( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ , .
l

i l iq t x X x w x t dx= ρ∫                                    (27)

Подставив сюда выражения (25) и (26), а также учитывая условие (19) и определение 
анализатора форм (3), получим следующее выражение для компонент данной матрицы:

( ) ( ) ( ) ( )
0

, .
s sl s si i

ij l i j i i j ji jis
p p

M MT x X x G x x dx M X x
l l k

′′= ρ = = Θ = Θ∫             (28)
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Таким образом мы получили выражение для матрицы T, совпадающее с формулой (17). 
При этом коэффициенты связаны следующим образом:

.s s s
i p iM l k M=                                                (29)

Далее рассмотрим, как определять эти нормирующие коэффициенты. Для этого вспом-
ним стандартное определение матрицы T – уравнение (5). Оно предполагает, что на ди-
агонали матрицы, которая представляет собой произведение матриц T и Θs, стоят едини-
цы, т. е. выполняется следующее равенство:

( )2

1 1
1.

s
m ms s

ij ji i jij j
p

kT M
l= =

Θ = Θ =∑ ∑                                  (30)

Отсюда следует первый вариант нормирования – подгоночный:

( ) ( )2 2

1

1 1, ,
s

p ps s i
i i i is s sm s

pjij

l l MM M M M
k k l k k

=

= ⋅ = = =
Θ∑

                   (31)

где введены компоненты диагональной нормирующей матрицы Mi:

( )2

1

1 .i m
jij

M
=

=
Θ∑

                                            (32)

Для нахождения матрицы − синтезатора форм (F), нормирующая матрица M a из урав-
нения (17) будет определяться аналогично выражению (31):

( )2
1 .a

i ia
M M

k
=                                               (33)

Второй вариант определения нормирующих матриц – асимптотический. При его вы-
воде используется предположение, что сенсоров и актуаторов достаточно много и сумму 
квадратов вторых производных форм колебаний можно заменить средним значением дан-
ной функции по длине балки, умноженным на число пьезоэлементов:

( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2

22 22
1 1 0

.
lm m p p i

ji p i j ij j

l m l m
l X x X x dx

l lEI= =

Ω
′′ ′′Θ = ≈ =∑ ∑ ∫              (34)

В таком случае компоненты диагональной нормирующей матрицы примут следующий 
вид:

2 2 .i
i p

EIlM
l m

=
Ω                                                 (35)

Наконец, еще один вариант нормирования – тривиальный (фактически – отсутствие 
нормирования), где матрица M принимается единичной:

.k kM I ×=                                                   (36)

Предложенный метод определения модальных матриц, вне зависимости от способа 
определения нормирующей матрицы, значительно проще стандартного метода (8) с точки 
зрения вычислений. Он также обладает еще одним преимуществом: в случае изменения 
числа управляемых форм (при сохранении системы сенсоров и актуаторов) нет надобно-
сти полностью пересчитывать модальные матрицы, как при использовании стандартного 
метода; следует лишь добавить к ним или убрать соответствующие столбцы или строки.

Может возникнуть естественный вопрос, различны ли фундаментально стандартный 
и альтернативный подходы к определению модальных матриц; а если ответ положитель-
ный, то как такое возможно, если оба подхода призваны решать одну и ту же задачу.

Данное кажущееся противоречие объясняется просто: при увеличении числа сенсоров 
и актуаторов и их равномерном распределении по всему объекту управления, результаты 
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применения данных подходов сходятся, поскольку в этом случае столбцы матрицы Θ 
становятся ортогональными друг другу и результаты обращения данной матрицы и ее 
транспонирования (при условии использования первого варианта нормирования (32)) 
становятся идентичными.

В связи с этим замечанием, наибольшая разница между рассматриваемыми подходами 
к определению модальных матриц проявляется в том случае, когда число используемых 
сенсоров и актуаторов оказывается малым. Именно такой случай и рассматривается далее: 
количество пар пьезоэлементов в поставленной задаче принимается равным двум.

Кроме самой формулировки предложенного подхода, новизна настоящего исследо-
вания заключается и в том, что в нем изучается случай, когда число форм, по которым 
ведется управление, превышает число пар сенсор-актуатор (k > m), в то время как тради-
ционно в литературе о модальном управлении [14, 15] рассматривается обратный вариант 
(k ≤ m). Это означает, что в рассмотренных ниже системах моды, по которым ведется 
управление, не могут быть строго отделены друг от друга, что еще усложняет задачу опре-
деления модальных матриц и повышает актуальность исследования альтернативных под-
ходов к решению этой задачи.

Постановка задачи

Задача, решаемая в настоящей работе, предполагает гашение вынужденных изгибных 
колебаний тонкой алюминиевой балки, упруго защемленной в промежуточном сечении, 
с использованием пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов, наклеенных на балку на 
определенных участках. Эта задача уже рассматривалась ранее в ряде работ автора данной 
статьи с соавторами: сначала в экспериментальном исследовании [16], затем – в числен-
ных [12, 17, 18], где ставилась цель как можно точнее смоделировать процессы, происхо-
дящие в эксперименте.

Схема экспериментальной установки показана на рис. 1. Балка 1 сечением 3 × 35 мм 
и длиной 70 см расположена вертикально и закреплена в одной точке на расстоянии  
10 см от нижнего конца. Пьезоэлектрический стержень-толкатель 2 входит в конструкцию 
закрепления, соединяющую балку с неподвижным основанием 3. Продольные колебания 
толкателя, возникающие при подаче на него переменного электрического напряжения с 
некоторой частотой, вызывают вибрацию точки закрепления балки. Такая вибрация вы-
ступает в качестве внешнего возбуждения, с последствиями которого и должна бороться 
система управления.

В состав системы управления входят две пары сенсор-актуатор (4 – сенсоры, 5 – ак-
туаторы) – тонкие прямоугольные пьезоэлектрические пластинки размером 50 × 30 мм, 
покрытые электродами с двух сторон.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки:
1 – алюминиевая балка; 2 – пьезоэлектрический стержень-толкатель;

3 – неподвижное основание; 4 – сенсоры; 5 – актуаторы;
6 – дискретный контроллер; 7 – фильтры нижних частот; 8 – усилитель
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Помимо дискретного контроллера 6, преобразующего измеренные сигналы в управ-
ляющие, в цепь управления входят дополнительные элементы – фильтры нижних  
частот 7, а также усилитель 8. Фильтры сглаживают высокочастотные составляющие сиг-
нала, возникающие из-за его дискретизации в контроллере, и в целом повышают устой-
чивость замкнутой системы; усилитель повышает амплитуду управляющего сигнала перед 
подачей на актуаторы в 25 раз. 

При численном моделировании замкнутой системы частотные характеристики филь-
тров и усилителя также учитываются [12], что отличает настоящее исследование от боль-
шинства численных исследований по данной тематике.

Изначально в эксперименте и последующих численных исследованиях, где синтези-
ровались системы управления без наблюдателей, цель управления состояла в том, чтобы 
гасить вынужденные изгибные колебания балки только на первом и втором резонансах. В 
связи с этим и расположение сенсоров и актуаторов на балке выбиралось в соответствии 
с данной целью [16]. Однако в самых последних наших исследованиях, начиная со статьи 
[12], рассматриваются в том числе более эффективные модальные системы с наблюдате-
лями, позволяющие увеличить количество форм колебаний балки, по которым ведется 
управление, при сохранении числа и расположения сенсоров и актуаторов. Поэтому для 
таких систем цель управления была сформулирована как гашение вынужденных колеба-
ний балки на трех низших резонансах.

Мониторинг эффективности управления в эксперименте осуществлялся с помощью 
лазерного виброметра, измеряющего амплитуду колебаний точки на верхнем конце балки 
(поскольку именно эта точка при вынужденных колебаниях балки перемещается больше 
всего).

На первом этапе численного моделирования замкнутой системы создается конеч-
но-элементная модель объекта управления (балки с пьезоэлементами и конструкцией 
закрепления), анализ которой позволяет получить частотные характеристики объекта 
[17]. Далее для каждого варианта тестируемой системы управления на основе частотных 
характеристик как объекта, так и самой СУ вычисляются частотные характеристики зам-
кнутой системы [17]. Для определения эффективности управления анализируется ампли-
тудно-частотная характеристика перемещения точки на верхнем конце балки.

Синтез систем управления

Задача настоящего исследования – синтезировать в рамках рассматриваемых подходов 
оптимальные СУ, т. е. наиболее эффективно выполняющие поставленную цель управле-
ния. Для этого при задании систем управления применяется процедура оптимизации [17, 
18], которая позволяет варьировать параметры СУ и подбирать их оптимальные комбина-
ции, соблюдая при этом условие устойчивости замкнутой системы. 

В качестве критерия оптимизации выступает либо высота одного конкретного резо-
нансного пика на амплитудно-частотной характеристике балки (которая соответствует 
перемещению точки на верхнем конце), либо сумма амплитуд колебаний (в децибелах) 
на соответствующих резонансных пиках в случае, когда система должна гасить колебания 
на нескольких резонансах.

Для анализа устойчивости замкнутой системы используется критерий Найквиста, мо-
дифицированный для случая нескольких контуров управления [17].

На первом этапе синтеза СУ как с наблюдателями, так и без них, задаются модальные 
матрицы – анализатор и синтезатор форм (T и F). Они определяются различными спосо-
бами, рассмотренными выше в данной статье. Затем для каждой комбинации модальных 
матриц с использованием процедуры оптимизации синтезируются законы управления: 
для систем без наблюдателей это частотные фильтры R1(s) и R2(s) (см. формулу (4)), а для 
СУ с наблюдателями – диагональные матрицы KL, KLd, KR и KRd, входящие в определение 
матриц наблюдения L и управления R (см. выражения (16)). При этом задаются различ-
ные цели управления: как гашение колебаний балки на каждом резонансе по отдельно-
сти, так и их гашение сразу на нескольких резонансах.

Рассмотрим подробнее разные варианты задания модальных матриц, использованные 
в данном исследовании. Будем считать, что для матриц влияния справедливы равенства 
(21). В таком случае глобально возможны два варианта определения матриц. 
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Первый способ – обращение (или псевдообращение) (8):

( ) ( ) ( ), .s s a a TT k F k
+ + ++= Θ = Θ = Θ = Θ                            (37)

Второй способ – транспонирование с домножением на матрицу M (см. выражения (31, 
33)):

( )
( )

( )
( )2 2

1 1 1 1, .
T Ts T a

s as a
T M M F M M

k kk k
= Θ = Θ = Θ = Θ              (38)

Из модели объекта получены следующие матрицы влияния для случаев управления по 
двум или трем формам:

2 2 2 3

3,659 17,07 3,659 17,07 21,48
, .

1,187 17,76 1,187 17,76 10,09× ×

− −   
Θ = Θ =   

   
               (39)

Нормирующая матрица M определялась одним из трех способов (см. формулы (32), 
(35), (36)) (при управлении по двум формам последние строка и столбец убираются):

{ }
{ }

3 3, diag 0,574 0,0159 0,00223 ,

diag 0,0676 0,00165 0,00178 .

triv asymp

fit

M I M

M
× = =


=

                   (40) 

Здесь для анализа больший интерес представляют не сами модальные матрицы, а ре-
зультат их умножения на соответствующие матрицы влияния; обозначим его как Θ . Для 
наилучшего разделения форм матрица Θ  должна иметь по возможности максимальное 
сходство с единичной. 

В случае управления по двум формам (k = 2) и обращения матриц влияния это требо-
вание выполняется:

( )2 2 2 2.
Tinv s aT F I× ×Θ = Θ = Θ =                                     (41)

Далее представлены матрицы, соответствующие псевдообращению и различным вари-
антам нормирования при транспонировании для k = 3: тривиальному, асимптотическому 
и подгоночному (матрицы для k = 2 можно получить, если убрать у данных матриц по-
следние сроку и столбец):

0,0236 0,0201 0,150 14,8 41,4 90,6
0,0201 1,00 0,00310 , 41,4 607 187 ,
0,150 0,00310 0,977 90,6 187 563

8,49 23,8 52,0 1,00 2,
0,658 9,65 2,98 ,

0,202 0,417 1,25

inv triv

asymp fit

− −   
   Θ = − Θ = − − −   
   −   

− − 
 Θ = − − Θ = 
 − 

 

 

80 6,12
0,0682 1,00 0,309 .
0,161 0,333 1,00







 
  − − 
 −  

           (42)

Как видно из полученных формул, разные варианты определения модальных матриц 
приводят к существенно различающимся результатам разделения форм колебаний балки 
в системе управления. Далее будет сравниваться эффективность рассмотренных подходов.

Сравнение результатов работы различных систем управления

В данном разделе приводятся результаты работы синтезированных систем управления. 
Примеры законов управления для СУ, основанных на методе модальных и частотных 
фильтров, приведены в статье [18], а для СУ с наблюдателями – в статье [12].

Результаты гашения вынужденных колебаний балки на первом (I) и втором (II) резо-
нансах для систем без наблюдателей представлены в табл. 1. Для таких СУ при опреде-
лении модальных матриц методом транспонирования неважно, какой метод нормировки 
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использовать, поскольку различные варианты дают один и тот же результат при соответ-
ствующем выборе коэффициентов усиления в законах управления в каждом из контуров. 
Для каждого варианта определения модальных матриц (обращение или транспонирова-
ние) синтезировались СУ, эффективные только на первом или втором резонансах по 
отдельности либо на обоих резонансах вместе.

Таблица  1

Снижение резонансных амплитуд колебаний балки
для различных систем управления (без наблюдателей)

Определение модальных 
матриц Гашение Снижение амплитуды, дБ, 

на резонансе

Случай T F I (Δy1) II (Δy2)

1 Tr Inv
отдельно 32,04 30,84

вместе 32,00 31,05

2 Tr Tr
отдельно 32,31 31,41

вместе 32,32 29,9

3 Inv Tr
отдельно 32,72 31,48

вместе 32,72 31,48

4 Tr Inv
отдельно 32,77 31,45

вместе 32,77 31,50

Обозначения : T, F – анализатор и синтезатор форм, соответственно; 
Tr, Inv – транспонирование и обращение матриц влияния, соответственно.

Из представленных данных видно, что наиболее эффективное гашение колебаний на 
обоих резонансах достигается в том случае, когда одна из модальных матриц определяется 
обращением, а другая – транспонированием (случаи 3 и 4), последний случай немного 
более эффективен.

В табл. 2 представлены результаты работы различных СУ с наблюдателями на первых 
трех резонансах. Для каждой комбинации модальных матриц рассмотрено два случая: 
управление только по двум (k = 2) или по всем трем формам (k = 3). В каждом из этих 
случаев были рассмотрены различные варианты нормирования: при k = 3 – все три ва-
рианта, при k = 2 – только тривиальный и асимптотический, так как в этом случае 
разница между асимптотическим и подгоночным случаями практически отсутствует. В  
табл. 2 жирным шрифтом выделены наилучшие результаты гашения колебаний на каждом 
из резонансов для каждой комбинации модальных матриц.

На рис. 2 представлены амплитудно-частотные характеристики замкнутой системы, где 
в качестве отслеживаемой величины выступает амплитуда колебаний точки на верхнем 
конце балки, вблизи каждого из трех низших резонансов. Сравнивается эффективность 
четырех СУ, соответствующих каждой из комбинаций модальных матриц в случае подго-
ночного нормирования при одновременном гашении колебаний на трех резонансах.

Необходимо отметить, что разница между всеми рассмотренными вариантами опре-
деления модальных матриц невелика – при управлении с наблюдателями она находится 
в пределах нескольких децибел, без наблюдателей – около децибела. Таким образом, в 
этом отношении у изученных подходов к управлению наблюдается робастность. Для си-
стем с наблюдателями наиболее эффективные комбинации матриц – также 3 и 4, причем 
последняя опять предпочтительнее: она позволяет наиболее эффективно гасить первый и 
третий резонансы, в то время как комбинация 3 – гасить второй резонанс.

В среднем, результаты для случаев асимптотического и подгоночного нормиро-
вания – лучше, чем для тривиального: для комбинации 2 модальных матриц лучше  
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Таблица  2

Снижение резонансных амплитуд колебаний балки
для различных систем управления (с наблюдателями)

Определение модальных 
матриц k Норми-

рование
Снижение амплитуды, дБ, 

на резонансе

Случай T F I (Δy1) II (Δy2) III (Δy3)

1 Inv Inv
2 – 34,75 35,66 -

3 – 36,50 36,52 22,85

2 Tr Tr

2
triv 36,44 36,55 –

asymp 36,68 36,53 –

3

triv 35,48 37,02 23,91

asymp 36,33 36,95 23,88

fit 36,18 36,99 22,75

3 Inv Tr

2
triv 35,97 31,76 –

asymp 36,06 31,86 –

3

triv 36,18 37,09 21,99

asymp 36,78 38,23 21,69

fit 36,73 38,33 21,83

4 Tr Inv

2
triv 36,93 36,98 –

asymp 36,94 37,18 –

3

triv 37,68 37,65 24,28

asymp 37,86 37,62 24,35

fit 37,93 37,64 24,46
Обозначения : k – количество форм; triv, asymp, fit – тривиальный, асимптоти-
ческий и подгоночный варианты нормирования при транспонировании.

Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики балки для разных систем управления 
(с наблюдателями) вблизи I (a), II (b) и III (c) резонансов: без управления (кривые 1) и для случаев 

определения модальных матриц 1 – 4 (кривые 2 – 5) (определения 1 – 4 матриц см. в табл. 2)

а) b)

c)
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асимптотическое, для комбинаций 3 и 4 – подгоночное. Но в целом способ нормирова-
ния играет меньшую роль, чем способ определения матриц (обращение или транспони-
рование). Также стоит отметить, что в среднем первые два резонанса гасятся лучше при 
управлении по трем формам (k = 3), чем по двум (k = 2).

Кроме этого, проведенное исследование подтверждает вывод работы [12]: управление 
с наблюдателями остается существенно более эффективным, чем на основе модальных 
и частотных фильтров, для любых вариантов определения модальных матриц, к тому же 
оно позволяет гасить колебания на большем числе резонансов, превышающем количество 
сенсоров и актуаторов.

Заключение

В работе рассмотрены различные способы определения модальных матриц при реа-
лизации модального подхода к управлению распределенными системами. Наряду с тра-
диционным способом, предполагающим обращение матриц влияния, был обоснован и 
исследован альтернативный способ, заключающийся в транспонировании данных матриц 
с последующим нормированием. На примере численного решения задачи о гашении вы-
нужденных изгибных колебаний тонкой металлической балки было показано, что наи-
лучший результат управления достигается при комбинированном использовании рассмо-
тренных методов, когда матрица «анализатор форм» вычисляется транспонированием, а 
матрица «синтезатор форм» – обращением. Полученный вывод справедлив для систем 
как с наблюдателями, так и на основе модальных и частотных фильтров. Кроме того, 
показано, что нормирование модальных матриц при их определении через транспониро-
вание позволяет улучшить результат управления.
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