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Научная статья
УДК 537.226
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.15101

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КОМПОЗИТА

 НИТРАТ КАЛИЯ – НИТРАТ ЦЕЗИЯ

С. В. Барышников 1, А. Ю. Милинский 1, 
Е. В. Стукова 2 ✉, А. А. Зеева 2

1 Благовещенский государственный педагогический университет, 
г. Благовещенск, Россия;

2 Амурский государственный университет, г. Благовещенск, Россия;
✉ lenast@bk.ru

Аннотация. Изготовлены образцы композита (KNO3)1–х/(CsNO3)x, и для них 
исследованы температурные зависимости сигнала дифференциального термического 
анализа, диэлектрической проницаемости и амплитуды третьей гармоники (для 
определения области существования полярной фазы). Поверхности образцов изучались 
методом растровой электронной микроскопии. Обнаружено, что увеличение доли 
CsNO3 приводит как к уменьшению коэффициента нелинейности композита, так и к 
сужению температурной области существования III сегнетоэлектрической фазы нитрата 
калия. Установлено, что при значениях x свыше 0,5 нелинейность свойств композита 
(KNO3)1–х/(CsNO3)x определяется характеристиками CsNO3.

Ключевые слова: композит, сегнетоэлектрик, диэлектрическая проницаемость, 
коэффициент третьей гармоники, фазовый переход

Для цитирования: Барышников С. В., Милинский А. Ю., Стукова Е. В., Зеева А. А. 
Диэлектрические свойства сегнетоэлектрического композита нитрат калия – нитрат 
цезия // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 
2022. Т. 15. № 1. С 7–15 . DOI: https://doi.org/10.18721/ JPM.15101

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)

Original article
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.15101

DIELECTRIC PROPERTIES 
OF THE POTASSIUM NITRATE – CAESIUM NITRATE 

FERROELECTRIC COMPOSITE

S. V. Baryshnikov 1, A. Yu. Milinskiy 1, 
E. V. Stukova 2 ✉, A. A. Zeeva 2

1 Blagoveshchensk State Pedagogical University, Blagoveshchensk, Russia;
2 Amur State University, Blagoveshchensk, Russia
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Abstract. Some samples of the (KNO3)1–х/(CsNO3)x composite with different x values have 
been prepared, and their temperature dependences of the differential thermal analysis signal, of 
the dielectric constant, and the amplitude of the third harmonic (to find an existence domain 
of the polar phase) were studied. The sample surfaces were investigated by scanning electron 
microscopy. An increase in the proportion of CsNO3 was revealed to lead to a decrease in the 
coefficient of nonlinearity of the composite and to narrowing of the existence domain’s temper-
ature range of the KNO3 ferroelectric phase III. Also it was found that the composite properties 
nonlinearity at x beyond 0.5 was determined by the CsNO3 properties.

Keywords: composite, ferroelectric, permitivity, third harmonic coefficient, phase transition

Citation: Baryshnikov S. V., Milinskiy A. Yu., Stukova E. V., Zeeva A. A., Dielectric 
properties of the potassium nitrate – caesium nitrate ferroelectric composite, St. Petersburg 
Polytechnical State University Journal. Physics and Mathematics. 15 (1) (2022) 7–15. DOI: 
https://doi.org/10.18721/JPM.15101

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.
org/licenses/by-nc/4.0/)

Введение

Наличие у нитрата калия KNO3 прямоугольной петли гистерезиса, низких диэлектриче-
ских потерь и относительно высокой спонтанной поляризации дает возможность исполь-
зовать этот материал для создания элементов энергонезависимой памяти [1]. При этом 
в нитрате калия полярная фаза стабильна только в ходе процесса охлаждения от 397 до 
373 K. Сегнетоэлектрическое состояние этого соединения метастабильно, что позволяет 
влиять на его температурный интервал путем варьирования различных внешних факто-
ров. Проведенные ранее исследования демонстрируют эту возможность через создание 
твердых растворов и композитов на основе нитрата калия [2 – 5]. Так, для сегнетоэлек-
трических композитов (KNO3)1−x/(BaTiO3)x [2] и (KNO3)1−x/(KNbO3)x [3] было обнаружено 
расширение температурного интервала, в котором существует сегнетоэлектрическая фаза 
нитрата калия, что связано с диполь-дипольным взаимодействием частиц. Помимо этого, 
на сегнетоэлектрическую фазу в KNO3, находящегося в составе композитов, могут оказы-
вать влияние объемная доля частиц включений, размер этих частиц, их спонтанная по-
ляризация и т. п. Расширение области существования сегнетоэлектрической фазы KNO3 
также наблюдалось при легировании ионами натрия Na+ [4, 5].

В данной работе исследуется влияние частиц включений нитрата цезия CsNO3 на фор-
мирование сегнетоэлектрического состояния нитрата калия KNO3 в составе композита 
(KNO3)1–х/(CsNO3)x.

Образцы и методика эксперимента

Нитрат калия KNO3 обладает ромбической структурой Pmcn [6] (фаза II) при темпе-
ратуре около 300 K. В ходе нагрева до 401 K нитрат калия испытывает переход в 
тригональную структуру R 3  m (фаза I). Фазы I и II являются параэлектрическими. 
Сегнетоэлектрическая тригональная фаза III нитрата калия формируется только при 
охлаждении в интервале 397 – 373 K. Максимальное значение спонтанной поляри-
зации в сегнетоэлектрической фазе равно 8 – 10 мкКл/см2 [6]. На пределы темпе-
ратурного интервала нахождения нитрата калия в сегнетоэлектрической фазе влияет 
максимальная температура нагрева и скорость охлаждения [7, 8]. Так, при нагревании 
поликристаллического образца KNO3 до 473 K и скорости охлаждения 1 – 2 K/мин 
интервал полярной фазы составляет 22 – 24 градуса.

Нитрат цезия CsNO3 при температуре около 300 K обладает тригональной симметрией. 
Атомы цезия образуют псевдокубическую подрешетку с девятью псевдокубами на элемен-
тарную ячейку. Кристаллическая структура низкотемпературной фазы была определена 
как полярная тригональная [9] со спонтанной поляризацией Ps, равной 1 – 2 мкК/см2 

(при 410 – 420 K) [10]. Выше температуры Кюри (TC = 427 K) CsNO3 имеет кубическую 
структуру.
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Для получения композитов (KNO3)1–х/(CsNO3)x нами использовались порошки KNO3 и 
CsNO3. Средний размер частиц в порошках составлял 5 – 10 мкм. Объемное содержание 
нитрата цезия в композитах составляло x = 0, 0,1, 0,2, 0,3 и 0,5. Порошки нитратов калия 
и цезия перемешивали в агатовой ступке около 30 мин. Затем из полученных порошков 
под давлением 8·103 кг/см2 прессовали образцы в виде дисков диаметром 10 мм и толщи-
ной 1,5 мм.

Для исследования диэлектрических свойств применяли измеритель E7-25. Для нанесе-
ния на образцы электродов использовали индий-галлиевую пасту. Температуру определя-
ли при помощи калибратора термопар ТС-6621 с термопарой типа K. Исследование ком-
позитов (KNO3)1–х/(CsNO3)x методом нелинейной диэлектрической спектроскопии прово-
дили по методике, описанной в статьях [11, 12]. Для определения области существования 
полярной фазы использовали коэффициент третьей гармоники γ3ω = U3ω/Uω.

Для исследований методом дифференциального термического анализа (ДТА) компо-
зитов (KNO3)1–х/(CsNO3)x применяли термоанализатор Linseis STA PT 600. Скорость из-
менения температуры в процессе измерения сигнала ДТА и диэлектрических свойств со-
ставляла примерно 1 K/мин. Температурный интервал исследований охватывал фазовые 
переходы в KNO3 и CsNO3. Перед измерениями для удаления адсорбированной воды 
образцы прогревали при температуре 420 K в течение 30 мин.

Экспериментальные результаты и обсуждение
Как следует из данных, полученных методами ДТА и растровой электронной микро-

скопии (РЭМ), при смешивании компонентов KNO3 и CsNO3 не образуются твердые рас-
творы. В композите (KNO3)1–х/(CsNO3)x полярные частицы нитрата цезия группируются 
и образуют агломераты (рис. 1), а на кривых ДТА наблюдается суперпозиция фазовых 
переходов в нитратах KNO3 и CsNO3 (рис. 2).

Экспериментальные результаты исследования температурных зависимостей диэлектри-
ческой проницаемости ε'(T) и коэффициента третьей гармоники γ3ω(T) для поликристал-
лического нитрата калия показаны на рис. 3. При охлаждении образца от 453 K, на кри-
вой ε'(T) наблюдается две аномалии. При Т = 401 K нитрат калия KNO3 из тригональной 
параэлектрической фазы I трансформируется в тригональную сегнетоэлектрическую фазу 
III, и при Т = 377 K он переходит из фазы III в параэлектрическую ромбическую фазу II.

Анализ зависимостей γ3ω(T) и ε'(T) (см. рис. 3) показывает, что полярная фаза в нитрате 
калия, возникающая при охлаждении, лежит в температурном интервале 24 K, что соот-
ветствует известным литературным данным [6]. Коэффициент третьей гармоники γ3ω для 
KNO3 имеет значение в максимуме около 2,4 % при напряженности электрического поля 
Е = 25 В/мм и примерно 4,7 % при Е = 53 В/мм.

Рис. 1. Микрофотография поверхности композита (KNO3)0,8/(CsNO3)0,2
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Рис. 2. Сигналы, полученные для композита (KNO3)0,8/(CsNO3)0,2 методом 
дифференциального термического анализа (ДТА), при нагреве (1) и охлаждении (2) образца
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Рис. 3. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости ε' (на частоте 2 кГц) 
и коэффициента третьей гармоники γ3ω (при напряженности электрического поля 25 В/мм) 

нитрата калия KNO3;
Данные получены при нагреве (затушеванные маркеры) и охлаждении (пустые)

На рис. 4 приведены зависимости ε'(T) и γ3ω(T) для нитрата цезия. Анализ этих резуль-
татов показал, что сегнетоэлектрическая фаза в нитрате цезия CsNO3 наблюдается ниже 
температуры 427 K, о чем свидетельствует температурная зависимость γ3ω(T). Однако при 
Е = 25 В/мм максимальное значение γ3ω(T) составляет около 1,2 %, что объясняется ма-
лым значением спонтанной поляризации соединения CsNO3 [10]. 

Для композитных образцов (KNO3)1−x/(СsNO3)x с увеличением значения x наблюда-
ется снижение эффективной диэлектрической проницаемости ε', что связано с появле-
нием межслоевой поляризации, и некоторое понижение температуры фазовых перехо-
дов (рис. 5). Тангенс угла диэлектрических потерь tgδ в сегнетоэлектрической фазе при 
Т = 391 K на частоте 20 кГц составляет ~0,11 для KNO3; ~0,35 для (KNO3)0,9/(CsNO3)0,1; 
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~ 0,60 для (KNO3)0,7/(CsNO3)0,3; ~ 0,51 для (KNO3)0,5/(CsNO3)0,5 и ~0,06 для чистого CsNO3.
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Рис. 4. Зависимости для тех же параметров, как на рис. 3, но для нитрата цезия СsNO3
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Рис. 5. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости ε' при нагреве 
(затушеванные маркеры) и охлаждении (пустые) соединений KNO3 (1), (KNO3)0,9/(CsNO3)0,1 (2) 

и (KNO3)0,7/(CsNO3)0,3 (3) на частоте 20 кГц

На рис. 6 показан температурный ход величины γ3ω у образцов композитных матери-
алов (KNO3)1−x/(СsNO3)x с различными значениями x (содержание CsNO3). Как следует 
из графиков, с увеличением x происходит снижение коэффициента третьей гармоники с 
4,7 % для чистого KNO3 до 0,41% для композита (KNO3)0,7/(CsNO3)0,3 и сужение темпера-
турного интервала сегнетоэлектрической фазы для KNO3 с 24 до 12 K соответственно. В 
случае х = 0,5 (рис. 7) фазовый переход наблюдается при 396 K при нагреве и при 380 K 
при охлаждении. На кривой γ3ω(T) сегнетоэлектрическая фаза в нитрате калия при ох-
лаждении уже не фиксируется, а максимумы γ3ω имеют меньшие значения, чем у чистых 
соединений KNO3 или СsNO3.

Для понимания полученных результатов стоит обратиться к работам [2, 3], где бы-
ло показано, что добавление в нитрат калия титанатов [2] и ниобатов [3] с большой 
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напряженность электрического поля – 25 В/мм

0

5

10

15

20

25

30

35

300 320 340 360 380 400 420 440 460 480Т , K

ε'

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

γ3ω, %

Рис. 7. Температурные зависимости величин ε' на частоте 20 кГц и γ3ω при нагреве 
(затушеванные маркеры) и охлаждении (пустые) композита (KNO3)0,5/(CsNO3)0,5

спонтанной поляризацией приводит к расширению температурного интервала фазы III, 
соответствующей сегнетоэлектрическому состоянию. Степень взаимного влияния ком-
понентов в композите зависит от значений спонтанной поляризации, диэлектрической 
проницаемости, а также от объемного соотношения этих компонентов.

Полученные нами результаты свидетельствуют о том, что при создании композитного 
материала (KNO3)1−x/(СsNO3)x добавление нитрата цезия, обладающего малой спонтанной 
поляризацией, к нитрату калия приводит к дестабилизации сегнетоэлектрического состо-
яния последнего. Подобное сужение температурного интервала существования полярного 
состояния наблюдалось и для твердых растворов RbxK1−xNO3 [15]. В этой работе было по-
казано, что при увеличении содержания ионов рубидия происходило снижение спонтан-
ной поляризации твердого раствора и при достижении доли x > 0,5 сегнетоэлектрическое 
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состояние пропадало. В работе [14] было обнаружено кооперативное поведение частиц во 
время фазового перехода III → I для гранулированного и порошкового нитратов калия. 
Указанное поведение сузило температурный диапазон стабильности фазы III. Отдельные 
частицы KNO3 вели себя как отдельные сегнетоэлектрические домены, причем в каждой 
частице фазовый переход происходил независимо от ожидаемой температуры Кюри. Для 
частиц KNO3, находящихся в тесном контакте, была характерна тенденция к кооператив-
ному поведению (как единый большой сегнетоэлектрический домен), в сторону форми-
рования более резких фазовых переходов, свойственных монокристаллам. Добавление же 
в порошок нитрата калия KNO3 порошка карбида кремния SiС (не сегнетоэлектрическое 
соединение) приводило к исчезновению фазового перехода III → I в порошке KNO3, что 
объяснялось уменьшением взаимодействия между частицами нитрата калия.

Заключение

Таким образом, если в композитах на основе нитрата калия, полученных добавлением 
сегнетоэлектриков с большой спонтанной поляризацией, наблюдается расширение тем-
пературного интервала сегнетоэлектрической фазы, то добавление в KNO3 сегнетоэлек-
триков с меньшей, чем у него, спонтанной поляризацией, приводит к дестабилизации его 
полярного состояния.
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Введение

C ростом производительности вычислительных ресурсов для расчета турбулентных те-
чений все чаще применяются глобальные гибридные вихреразрешающие подходы, ком-
бинирующие уравнения Навье – Стокса, осредненные по Рейнольдсу (англ. Reynolds 
Averaged Navier – Stokes (RANS)) и метод моделирования крупных вихрей (англ. Large 
Eddy Simulation (LES)). Среди них наиболее успешными являются методы семейства DES 
(англ. Detached Eddy Simulation, метод моделирования отсоединенных вихрей), в рамках 
которых в RANS-подобластях потока, включающих присоединенные пограничные слои, 
используется базовая полуэмпирическая модель турбулентности, а в LES-подобластях, в 
том числе и в зонах рециркуляции потока, – подсеточная модель, построенная на ее ос-
нове. При этом переключение между RANS и LES выполняется динамически в процессе 
решения на основе локальных характеристик потока и расчетной сетки. Признано [1], 
что среди методов этого семейства для решения прикладных задач наиболее подходящей 
является модификация DES, получившая название DDES (англ. Delayed Detached Eddy 
Simulation, метод моделирования отсоединенных вихрей с запаздыванием) [2]. 

Поскольку модель турбулентности SST (Shear Stress Transport) [3] считается одной из 
лучших, если не лучшей полуэмпирической моделью турбулентности, методы, построен-
ные на ее основе, потенциально более точны, по сравнению с методами, основанными на 
других моделях. Однако обычно полуэмпирические модели, на основе которых строятся 
гибридные подходы, в том числе и модель SST, не включают в себя механизмов описания 
ламинарно-турбулентного перехода в пограничном слое. Это может приводить к сниже-
нию точности расчета, поскольку в большинстве течений пограничный слой не является 
турбулентным на всем своем протяжении. Турбулентному участку, как правило, предше-
ствует ламинарный участок той или иной протяженности, который может значительно 
влиять на характеристики течения в целом. Это влияние проявляется не только при уме-
ренных, но и при высоких числах Рейнольдса, особенно при наличии отрыва от гладкой 
поверхности. Классическим примером влияния перехода на отрывные течения служит 
кризис сопротивления плохообтекаемых тел, подробно описанный Л. Г. Лойцянским [4]. 
Кризис заключается в том, что при повышении числа Рейнольдса присоединенный по-
граничный слой турбулизуется до отрыва, а это приводит к смещению точки отрыва и 
резкому падению коэффициента сопротивления.

Таким образом, точность гибридных подходов в некоторых случаях можно повысить 
путем использования моделей RANS, способных учитывать ламинарно-турбулентный пе-
реход (так называемых моделей перехода), в качестве базовой.

К настоящему времени создано большое количество моделей перехода. Большинство 
из них базируется на решении дифференциальных уравнений переноса вспомогательных 
величин, таких как перемежаемость γ, критическое число Рейнольдса Reθ, ламинарная ки-
нетическая энергия kl или других. Следует отметить, что существующие модели перехода 
еще далеки от совершенства, а наиболее точной среди них считается SST γ-Reθ  [5], демон-
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стрирующая приемлемую точность предсказания положения перехода для широкого круга 
течений. В рамках этой модели производится решение четырех дифференциальных урав-
нений (двух для характеристик турбулентности k и ω, а также двух для вспомогательных 
величин: перемежаемости γ и критического числа Рейнольдса Reθ). Хотя модель SST γ-Reθ 
за счет возможности описания перехода различных сценариев превосходит по точности 
базовую модель SST, ее использование связано с повышением вычислительных затрат, 
необходимых для получения сошедшегося решения, а иногда сходимости итерационно-
го процесса достичь не удается вовсе [6, 7]. Эти проблемы не являются специфическим 
недостатком модели γ-Reθ, они характерны и для других, менее точных дифференциаль-
ных моделей перехода. Следует отметить, что эти недостатки «наследуются» гибридны-
ми вихреразрешающими подходами, основанными на использовании дифференциальных 
моделей перехода в качестве базовых RANS-моделей. Это, как и в случае RANS, может 
приводить к вычислительным проблемам, которые выражаются в отсутствии сходимости 
итераций на шаге по времени и увеличении времени расчета.

В последнее время все больше усилий прикладывается к разработке алгебраических 
моделей перехода, в рамках которых не решаются дополнительные дифференциальные 
уравнения для характеристик перехода. Эти модели кажутся весьма перспективными, по-
скольку их отличает от дифференциальных простота в использовании, лучшая сходимость 
и сравнительно небольшое количество дополнительных вычислений относительно базо-
вых моделей турбулентности, на основе которых они построены. В связи с этим, весьма 
многообещающим представляется применение в рамках гибридных подходов алгебраиче-
ских моделей перехода, что и определило направление данной работы.

В настоящей работе предлагается новый гибридный метод DDES SST KD, в котором 
в качестве базовой модели применяется комбинация алгебраической модели перехода и 
уравнений переноса k и ω (такой подход используется впервые). Составными частями 
предлагаемого метода являются метод DDES в сочетании с линейным подсеточным мас-
штабом, адаптированным к слоям смешения (англ. Shear Layer Adapted) ΔSLA, позволяю-
щим ускорить появление разрешенных турбулентных структур в оторвавшихся слоях сме-
шения, и модель SST, дополненная алгебраическими соотношениями для определения 
положения ламинарно-турбулентного перехода из модели k-ω KD (Kubacki – Dick) [8]. 
Поскольку в оригинальной работе [8] соотношения модели KD были построены для при-
менения с моделью турбулентности k-ω Wilcox [9], они были существенно переработаны 
для использования совместно с моделью SST (детали см. ниже в разделе «Формулировка 
предлагаемого метода»). Преимущества предлагаемого подхода перед оригинальным ме-
тодом DDES SST демонстрируются на примере расчета задач о кризисе сопротивления 
при обтекании сферы и круглого цилиндра.

Модель и метод были имплементированы в рамках академического конечно-объем-
ного кода NTS (англ. Numerical Turbulence Simulation) [10], использующего для решения 
несжимаемых уравнений движения метод расщепления разностей векторов потоков Род-
жерса – Квака [11], основанный на комбинации схемы расщепления разностей векто-
ров газодинамических потоков и метода введения искусственной сжимаемости Яненко – 
Чорина [12]. Код NTS работает на многоблочных структурированных перекрывающихся 
сетках (технология Chimera), что позволяет применять схемы повышенного порядка ап-
проксимации и также предоставляет возможность проводить расчеты течений со сложной 
геометрией.

При проведении расчетов при помощи гибридных RANS-LES-подходов важную роль 
играет способ аппроксимации невязких составляющих векторов потоков в уравнениях пе-
реноса, определяющий диссипативные свойства схемы, требования к которым различны 
в разных областях течения: в RANS-подобласти схема должна обеспечивать устойчивость 
решения, а в LES-подобластях необходимо использовать низкодиссипативные схемы, 
обеспечивающие разрешение мелкомасштабной турбулентности. В настоящей работе для 
этой цели использовалась гибридная схема [13], реализующая противопоточную схему 
3-го порядка точности в RANS-областях и центрально-разностную схему 4-го порядка 
точности в LES-областях потока.
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Формулировка предлагаемого метода

Алгебраическая модель перехода SST KD. Указанная модель базируется на модифици-
рованных уравнениях переноса турбулентных характеристик модели SST [3]: 

(1)

где k, м2·с–2, – кинетическая энергия турбулентности; ω, с–1, – удельная скорость дис-
сипации; ν, м2·с–1, – кинематический коэффициент вязкости; νt, м

2·с–1, – турбулентная 
вязкость; uk, м·с–1, – компоненты скорости; xk, м, – компоненты координат; t, c, – время. 
Пояснение к величинам Pk, Psep будет дано ниже (см. ф-лы (8) и (11)).

Функция F1 определяется выражением

 
 (2)

где dw – расстояние до стенки, а константы модели SST имеют следующие значения:
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(4)

здесь 

 

 

(5)

 

(6)

 
(7)

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

2 2
1

(1 ) ,

2 1 ,

k
sep tk k

k k k

k
tk

k k k k k k

u kk kP P k
t x x x

u kP F
x x x x x x

ω
ω

  
  
    


 
 
   

∂∂ ∂ ∂+ = γ + − γ −β ω + ν + σ ν
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ω σ∂ω ∂ ∂ω ∂ ∂ω+ = −βω + ν + σ ν + −
∂ ∂ ∂ ∂ ω ∂ ∂

( ) ( ) ( )
4

1 1 1 2* 2 ,500 2tanh arg , arg min max , ,
ww w

k kF
dd d k

  
  

  
  

ν ω= =
ωβ ω ∇ ⋅ ∇ω

( )
( )

( )

1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

* * 2 *

1 , 0,85, 1,0,

1 , 0,5, 0,856,

1 , 0,075, 0,0828,

0,09, .

k k k k kF F

F F

F F
ω ω ω ω ω

ω

σ = σ + − σ σ = σ =

σ = σ + − σ σ = σ =

β = β + − β β = β =

β = α = β β − σ κ β

.t s lν = ν + ν

2 2, ;max , max ,s s l ls s l la k a ka F S a F S     ν = ω ν = ω

4

; ;; exps SS Sl
SS

SSk f k k k k
Cf k

 
  
  
    

 

= = −
νΩ

= −

( ) ( )
( )2*

; ; ;1,0 1 tanh tanhW WSS S A
W

SkC C C f f
C Cψ

 
   
         

 

−Ω − Ω
= + ψ = − ψ =

νω β ω

( ) ( ) ( )2
2 2

2
2tanh arg , arg max 2 0,09 ,500w wF k d d 

 
 

= = ω ν ω



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 15 (1) 2022

20

(S, Ω – модули тензоров скоростей деформаций и завихренности, соответственно).
Упомянутые выше отличия состоят в следующем.
1. Генерация кинетической энергии турбулентности Pk рассчитывается при помощи 

мелкомасштабных вязкости и кинетической энергии:

( )* ,min , 10i j i jkP u u U x k= − ∂ ∂ ⋅β ω′ ′
                                  

(8)

( ) .2 / 3 2s si j ij iju u k S= δ − ν′ ′                                          (9)

2. Генерационное слагаемое в уравнении (1) для k умножается на коэффициент пере-
межаемости γ:

.kkP P→ γ                                                     (10)

3. Для описания перехода к турбулентности в оторвавшемся ламинарном погранич-
ном слое, в уравнение (1) для k добавляется дополнительное слагаемое (1 – γ)Psep, где 
величина Psep, позаимствованная в упрощенном виде из дифференциальной модели [14], 
рассчитывается по следующим формулам:

2 ;sep sep sepP C F S= ν                                                 (11)

2
; .min max 1,0, 0,0 1,02,2

wV
sep V

V

dR SF RA
  
      

= − =
ν                           

(12)

Коэффициент перемежаемости, входящий в модель, определяется следующим выра-
жением:

.min max 1,0, 0,0 , 1,0k
Aγ

  
  
  

  

γ = −
ν Ω

                                  
(13)

Основное отличие алгебраических соотношений, используемых в предлагаемом мето-
де, от оригинальной модели KD [8] состоит в изменении критерия в формулах (5) для fSS 
и (13) для перемежаемости γ. Кроме того, константы модели были оптимизированы на 
задачах о переходном пограничном слое с градиентом давления серии T3C [15]:

                        
(14)

Тестирование полученной модели SST KD в режиме RANS на двумерных задачах, 
в которых существенную роль играет ламинарно-турбулентный переход, показали, что 
предложенная модель существенно превосходит по точности оригинальную модель k-ω 
KD [8].

Метод DDES SST KD. Предложенная алгебраическая модель перехода SST KD вме-
сте с методом DDES [2] послужили основой для метода DDES SST KD, предназна-
ченного для расчета отрывных течений при наличии ламинарно-турбулентного перехо-
да в присоединенном пограничном слое. В предлагаемом методе используется версия 
DDES, использующая линейный подсеточный масштаб, адаптированный к слоям сме-
шения (DDES ΔSLA [16]). Данная модификация подсеточного масштаба направлена на 
ускорение перехода к развитой трехмерной турбулентности на начальных участках слоев 
смешения и позволяет существенно повысить точность расчета отрывных течений без 
увеличения расчетной сетки и, как следствие, вычислительных затрат. 

В модель перехода для работы в рамках вихреразрешающего метода внесена дополни-
тельная модификация, блокирующая использование модели перехода вне пограничного 
слоя:

1 2

1,3, 2,0, 1,0, 10,0, 5,0,
2,0, 550,0, 0,31, 0,45.

WS A

sep V

A C C C C
C A a a

γ ψ= = = = =
= = = =
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γ = 1,0 при F1 < 0,9,                                                            (15)

где F1 – функция модели SST (см. формулу (2)).

Применение разработанного подхода для предсказания кризиса сопротивления
Кризис сопротивления при обтекании цилиндра. Рассматривается нестационарное по-

перечное обтекание круглого цилиндра несжимаемой жидкостью в диапазоне значений 
числа Рейнольдса от 5,0∙104 до 1,2∙106; число построено по диаметру Dc цилиндра и ско-
рости набегающего потока U0 (Re = DcU0/ν).

Такой диапазон полностью охватывает кризис сопротивления, который наблюдается в 
области значений 1,3∙105 < Re < 5,0∙105 [17].

Расчетная область представляет собой цилиндр с радиусом 25Dc, где Dc – диаметр 
обтекаемого цилиндра, и центром в точке (x, y) = (0,0, 0,0). Длина расчетной области 
в поперечном направлении z составляет Lz = 5 Dc, что больше величины πDc, обычно 
используемой в таких расчетах (см., например, работы [18, 19]), и не должно негативно 
влиять на результат. 

В связи с тем, что в модели SST кинетическая энергия турбулентности в однород-
ном турбулентном течении убывает (диссипирует), обычно для того, чтобы турбулентные 
характеристики в окрестности обтекаемого тела соответствовали неким необходимым 
значениям, граничные условия для уравнений модели турбулентности необходимо скор-
ректировать. Такие значения на входе в расчетную область можно получить из аналити-
ческого решения уравнений модели SST в однородном потоке по следующим формулам:

(16)

 
(17)

где x – координата вдоль течения в свобод-
ном потоке; с1, с2 – константы интегриро-
вания, получаемые из граничных значений; 
значения констант β и β* приведены выше.

При достаточно больших продольных 
размерах расчетной области, уравнения 
не имеют конечного аналитического ре-
шения. В таких случаях характеристики 
турбулентности «замораживаются» до опре-
деленной точки вверх по потоку от тела, за-
тем «отпускаются» и диссипируют до необ-
ходимых значений. 

В данной задаче для обеспечения ин-
тенсивности турбулентности Tu = 0,45 % 
(Tu = 100[(2/3)k]1/2/U0) в окрестности сред-
него сечения цилиндра характеристики 
турбулентности замораживались до сече-
ния x = −2Dc, а их входные значения вы-
числялись по формулам (16), (17) (табл. 1).
На выходной границе задавалось постоян-
ное давление, а на поверхности цилиндра 
использовались условия прилипания и не-
проницаемости uw = νw = ww = 0. Для турбу-
лентных характеристик на стенке задавались 
стандартные для модели SST условия:

( )
*

2 1 ,k c x c
β− β= β +

1
,1

x c
ω =

β +
Re, 104 νt /ν Tu, %

5,0 0,30 0,40

8,0 0,30 0,55

10 0,36 0,60

13 0,45 0,64

17 0,56 0,73

20 0,65 0,77

25 0,79 0,95

30 0,94 1,00

40 1,25 1,02

50 1,55 1,15

70 2,16 1,35

90 2,75 1,55

120 3,65 1,70
Обозначения : Re – число Рейнольдса νt – 
турбулентная вязкость, ν – кинематический 
коэффициент вязкости, Tu – интенсивность 
турбулентности.

2
1 1

,60, 10w wk ν= ω =
β ∆

Таблица 1
Граничные условия для характеристик 

турбулентности в задаче 
об обтекании цилиндра
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№
Диапазон

 Re, 104

Размер блока Общее 
количество 

ячеек1-го 2-го 3-го

I 5,0 – 20 512×161×60 200×184×256 131×101×52 56, 270, 732

II 25 – 60 512×191×560 200×184×256 131×101×52 64, 872, 332

III 70 – 120 512×221×560 200×184×256 131×101×52 73, 473, 932

Таблица 2

Параметры расчетных сеток в задаче об обтекании цилиндра

где Δ1 – величина первого пристеночного шага сетки.
Наконец, в поперечном направлении использовались периодические граничные ус-

ловия.
Расчетные сетки состояли из трех рас-

четных блоков (рис. 1). 1-й блок содержал 
измельченную сетку для расчета высоких 
градиентов величин вблизи поверхности 
цилиндра, 2-й был измельчен для расчета 
следа за цилиндром. На 3-й блок приходи-
лось однородное невозмущенное течение 
без нестационарных пульсаций, и он со-
держал самую грубую сетку.

Для расчетов при различных диапазонах 
чисел Рейнольдса, характеризующихся 
величиной первого пристенного шага, 
всего было построено три сетки: I, II и III 
(табл. 2).

Шаг по времени Δt был равен 
5·10 –3·Dc/ U0, что обеспечивало значение 
критерия Куранта – Фридрихса – Леви 
(CFL), меньшее единицы в отрывной зоне, 
в следе за цилиндром. Осреднение реше-
ния проводилось после установления тече-
ния на временных промежутках длитель-
ностью порядка 50·Dc / U0.

На рис. 2 приведено сравнение получен-
ных расчетных зависимостей коэффициента сопротивления CD = Fx/[(5/2)ρU0

2] (Fx – си-
ла сопротивления, действующая на цилиндр, ρ – плотность) от числа Рейнольдса с 
экспериментальными данными [20 – 26].

Данное течение наглядно демонстрирует преимущество предложенного гибридного 
метода над оригинальным подходом DDES SST. Видно, что благодаря использованию 
модели перехода расчетные значения коэффициента сопротивления оказываются бли-
же к экспериментальным значениям. Однако полного совпадения с эксперименталь-
ными данными достичь не удалось; в частности, снижение расчетного коэффициента 
сопротивления в окрестности критического числа Рейнольдса происходит существенно 
медленнее, чем в экспериментальных зависимостях. Причины такого поведения требуют 
дальнейшего изучения и выходят за рамки данной статьи.

Рис. 1. Три блока расчетных сеток (показаны 
разными цветами) в задаче об обтекании 

круглого цилиндра (сечение z = 0)
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Рис. 2. Сравнение расчетных зависимостей (сплошные линии) 
коэффициента сопротивления круглого цилиндра от числа Рейнольдса 

с экспериментальными данными (символы) [20 – 26]

Кризис сопротивления при обтекании сферы. Рассматривается нестационарное обтека-
ние сферы несжимаемой жидкостью в диапазоне значений числа Рейнольдса от 5,0∙104 

до 4,0∙105, построенного по диаметру Ds сферы и скорости набегающего потока U0 
(Re = DsU0/ν).

Расчетная область представляет собой сферу с радиусом 20Ds. Граничные условия 
задавались так же, как и при решении задачи об обтекании цилиндра. Единственное 
отличие состояло в выборе входных значений турбулентных характеристик: они подбира-
лись с условием, обеспечивающим интенсивность турбулентности 0,45 % в окрестности 
среднего сечения сферы (табл. 3).

Расчетная сетка состояла из шести бло-
ков (рис. 3). Блоки с 1-го по 3-й прилега-
ли к поверхности сферы и характеризуют-
ся мелкими шагами сетки (на окружность 
сферы приходилось 514 ячеек), а во внеш-
них блоках (с 4-го по 6-й) шаги сетки были 
примерно в 3 раза больше. 1-й и 4-й блоки 
имеют цилиндрическую форму и характе-
ризуются осевой симметрией относительно 
оси x (рис. 3,b). Остальные сеточные блоки 
имеют форму усеченной пирамиды и по-
зволяют избежать необоснованного сгуще-
ния в окрестности оси симметрии 1-го и 
4-го блоков (рис. 4).

Шаги сетки были измельчены к поверх-
ности сферы и в области следа. Как и при 
решении задачи об обтекании цилиндра, 
была построена серия сеток для расчетов 
при различных числах Рейнольдса, отлича-
ющихся первым пристенным шагом. Об-

щее количество ячеек сетки составило около 16 млн. Серия предварительных расчетов, 
проведенных методами DDES SST и DDES SST KD при Re = 1,0∙105, показала, что с 
измельчением сетки в 1,5 раза по каждому направлению (размер этой сетки составляет 
около 46 млн.) осредненное по времени решение не изменяется.

Шаг по времени был взят равным Δt = 5·10–3Ds/U0, что обеспечивает, как и в задаче 
о цилиндре, значение числа Куранта CFL < 1 в отрывной зоне за сферой. Дополнитель-
ные расчеты показали, что с измельчением шага по времени осредненное решение не 
меняется. Осреднение решения проводилось после установления течения на временных 
промежутках длительностью порядка 50·Ds/U0.

Re, 104 νt /ν Tu, %

5,0 0,35 1,2

10 0,70 1,2

20 1,40 1,4

40 2,8 1,6

60 4,2 1,7

100 7,0 1,9
Обозначения величин идентичны приведенным 

в табл. 1

Таблица 3

Граничные условия для характеристик 
турбулентности в задаче об обтекании сферы
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a) b)

c) d)

Рис. 3. Блоки расчетных сеток (пронумерованы и показаны разными цветами) в задаче 
об обтекании сферы. Приведены сечения z = 0 (a, b) и x = 0 (c, d); b, d – увеличенные 

изображения центральных областей графиков a и c соответственно

a) b)

Рис. 4. Расчетные сетки в сечениях x = 0 (a) и z = 0 (b) в задаче об обтекании сферы. 
Поверхностные сетки спроецированы на соответствующие сечения

На рис. 5 приведено сравнение расчетных зависимостей коэффициента сопротивления 
CD = Fx/[(1/2)ρU0

2·(1/4)πDs
2] от числа Рейнольдса с экспериментальными данными (Fx – 

сила сопротивления, действующая на сферу).
Результаты расчетов сравнивались с экспериментальных данными, представленными 

в работах [27 – 28] и эмпирическими корреляциями [29].
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В первую очередь следует отметить, что использование предлагаемого метода 
позволяет значительно повысить точность расчета для всех рассмотренных значений чис-
ла Рейнольдса. Оригинальный метод DDES SST практически не предсказывает сниже-
ния коэффициента сопротивления, связанного с кризисом сопротивления по мере роста 
числа Рейнольдса в области значений 1·105 < Re < 4·105, тогда как предложенный метод 
позволяет его качественное описание. В то же время наблюдается некое количественное 
различие результатов расчета по предлагаемому методу с экспериментальными данными, 
которое проявляется, в первую очередь (как и в задаче об обтекании цилиндра), в более 
медленном падении расчетного коэффициента сопротивления в окрестности критиче-
ского значения числа Рейнольдса. 

Заключение

Предложен новый глобальный гибридный вихреразрешающий подход DDS SST KD, 
предназначенный для расчета отрывных течений при наличии перехода в присоединен-
ном пограничном слое. Подход базируется на предложенной авторами модели перехода, 
основанной на полуэмпирической модели турбулентности SST и алгебраической модели 
перехода k-ω KD.

На примерах задач об обтекании цилиндра и сферы в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса продемонстрировано преимущество предложенного подхода над оригиналь-
ным методом DDES SST.

Рис. 5. Сравнение расчетных зависимостей (сплошные линии) коэффициента сопротивления 
сферы от числа Рейнольдса с экспериментальными данными (символы) [27 – 28] 

и эмпирическими корреляциями [29]
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Аннотация. Работа посвящена детальному анализу процесса формирования 
кристаллических структур в стекле системы K2O-TiO2-SiO2 при полинге с использованием 
рельефного анода и температуры нагрева ниже температуры стеклования. Кристаллизация 
стекла при указанных условиях изучена методами комбинационного рассеяния света и 
механической профилометрии. Обнаружено, что в областях механического контакта 
электрода со стеклом (выступы профиля на электроде) стекло остается прозрачным без 
признаков кристаллизации, тогда как в остальных областях, где между электродом и 
стеклом существует воздушный промежуток, поверхность становится матовой (показано, 
что это вызвано образованием слоя нанокристаллического анатаза). Между матовой и 
прозрачной областями, т. е. на краях областей контакта с электродом, формируется 
переходная область шириной несколько десятков микрометров и высотой несколько 
микрометров. Обсуждается механизм образования кристаллической фазы и рельефа.

Ключевые слова: стекло, термическая поляризация, профилированный анод, 
кристаллизация, комбинационное рассеяние света

Финансирование: работа выполнена в рамках Государственного задания «Исследование 
структур микро- и нанофотоники, формируемых в аморфных диэлектриках под 
действием сильных полей» (код темы FSRM -2020-001).

Для цитирования: Решетов И. В., Редьков А. В., Мелехин В. Г., Журихина В. В., 
Липовский А. А. Кристаллизация калиево-титаносиликатного стекла при термической 
поляризации с использованием рельефного анода // Научно-технические ведомости 
СПбГПУ. Физико-математические науки. 2022. Т. 15. № 1. С 30–40. DOI: https://doi.
org/10.18721/ JPM.15103

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)

Атомная физика, физика кластеров 
и наноструктур

© Решетов И. В., Редьков А. В., Мелехин В. Г., Журихина В. В., Липовский А. А., 2022. Издатель: Санкт-Петербургский 

политехнический университет Петра Великого.



31

Атомная физика, физика кластеров и наноструктур

© Reshetov I. V., Redkov A. V., Melehin V. G., Zhurikhina V. V., Lipovskii A. A., 2022. Published by Peter the Great 

St. Petersburg Polytechnic University.

Original article
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.15103

CRYSTALLIZATION OF POTASSIUM TITANOSILICATE GLASS 
UNDER THERMAL POLING USING A PROFILED ANODE

I. V. Reshetov1,4 ✉, A. V. Redkov1,2, V. G. Melehin3, 

V. V. Zhurikhina1,4, A. A. Lipovskii1,4 
1 Alferov University, St. Petersburg, Russia;

2 Institute of Problems of Mechanical Engineering of the Russian Academy of Sciences, 
St. Petersburg, Russia;

3 Ioffe Institute of the Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russia;
4 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia

✉ reshetov_iv@spbstu.ru
Abstract. This paper is devoted to in-depth study of the crystallization process in the 

K2O-TiO2-SiO2 glass under thermal poling using a profiled anode and heating temperature 
below the glass transition temperature.  The crystallization was investigated by Raman scat-
tering and mechanical profilometry at the specified conditions. It was found that the glass 
remained transparent without crystallization signs on the electrode-glass contact surface 
(profile peaks at the electrode) whereas the glass surface became frosted over other areas 
where there was an air gap between the electrode and glass (it was shown to be caused by the 
formation of a nanocrystalline anatase layer). A transition zone a few tens of micrometers 
wide and a few micrometers high was formed between frosted and transparent glass areas, 
i. e. at the edges of the electrode-glass contact surface. The mechanism of formation of the 
crystalline phase and relief was discussed.
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Введение

Процедуру термической поляризации стекла в электрическом поле обычно называют 
термическим полингом. Такой полинг заключается в нагреве стеклянной пластинки тол-
щиной около одного миллиметра (помещена между двумя металлическими электродами 
или другими проводниками первого рода) до температуры, достаточной для активации 
заметной проводимости, с последующим приложением к электродам постоянного на-
пряжения порядка нескольких сотен вольт. Для обычных щелочных силикатных стекол 
температура нагрева составляет 250 – 300 C, что значительно ниже температуры стекло-
вания, равной приблизительно 550 C. Миграция наиболее подвижных, положительно за-
ряженных катионов (ионы щелочных металлов), индуцированная электрическим полем, 
с поверхности в объем пластинки приводит к изменению состава и структуры субанодной 
области стекла и к формированию слоя отрицательного пространственного заряда, в ко-
тором формируется сильное электрическое поле [1 – 3].
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Как известно, электрическое поле оказывает существенное влияние на термодина-
мику и кинетику таких процессов, как фазовое расслоение, зародышеобразование и 
скорость роста нанокристаллов, что может приводить как к усилению, так и к ингиби-
рованию процессов кристаллизации [4 – 7], в частности за счет модификации кристал-
лических мотивов стекла [8]. Известно несколько работ, в которых авторы наблюдали 
поверхностную кристаллизацию стекол в процессах их полинга и последующей термо-
обработки при температуре выше температуры стеклования: кристаллизация титаната 
бария BaTiO3 в стеклах системы BaO-TiO2-TeO2 [9], а также кристобалита SiO2 [10], 
моноклинного дикальциевого силиката β-Ca2SiO4 и диопсида CaMgSi2O6 в силикатных 
стеклах [11, 12]. Также была зарегистрирована кристаллизация анатаза TiO2 в стекле 
системы K2O-TiO2-SiO2 при полинге ниже температуры стеклования, но без дополни-
тельной термообработки [13], стандартно используемой для формирования в стеклах 
кристаллических включений [14].

Целью настоящей работы является детальный анализ процесса формирования кри-
сталлических структур в стекле системы K2O-TiO2-SiO2 при полинге с использованием 
рельефного анода и температуры нагрева ниже температуры стеклования.

Использование рельефных структурированных электродов для обеспечения локаль-
ной кристаллизации стекол при полинге является альтернативой используемой в на-
стоящее время локальной кристаллизации стекол лазерным облучением. В настоящем 
исследовании для демонстрации локальной кристаллизации в соответствии с поверхност-
ным рельефом электрода-штампа с достаточно сложной структурой была выбрана монета.

Исследование кристаллизации проводили методом спектроскопии комбинационного 
рассеяния света (КРС) с помощью спектрометра, снабженного конфокальным микроско-
пом; морфологию поверхности стекла изучали с использованием механического профи-
лометра.

Эксперимент

В эксперименте использовались пластинки толщиной 4 мм из коммерческого стекла 
марки ЛФ9, имеющего температуру стеклования Tg = 485 ℃ и состав, представленный в 
таблице.

Таблица

Состав стекла, использованного 
в эксперименте

Химический состав, мол. %
SiO2 TiO2 K2O Al2O3 B2O3 As2O3

61,80 16,63 16,33 2,06 3,00 0,18

В качестве анодного электрода использовали монету диаметром 16 мм с высотой 
рельефа на поверхности рисунка, равной 15 мкм. Полинг длительностью 60 мин прово-
дили на воздухе при постоянном напряжении 850 В и температуре 440 ℃. Заряд, про-
шедший в процессе полинга, составил 3,7 Кл. Возбуждение спектров КРС осуществляли 
с помощью лазера непрерывного излучения с длиной волны 532 нм, а их регистра-
цию – с использованием спектрометра Witec Alpha 300R, снабженного конфокальным 
микроскопом. Морфологию поверхности образца изучали с помощью механического 
профилометра Ambios XP-1 Stilus Profiler.

Результаты и их обсуждение

На рис. 1,a представлено оптическое изображение фрагмента отпечатка монеты на 
стекле, подвергнутом полингу. Отпечаток зеркально воспроизводит рисунок на монете 
(цифры 2006), при этом в областях контакта со стеклом выступающих элементов рельефа 
монеты и вовсе вне монеты стекло остается прозрачным, тогда как в остальных областях 
под монетой поверхность становится матовой.
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а) b)

Рис. 1. Оптические изображения фрагментов отпечатка монеты на стекле, подвергнутом 
полингу; данные представлены в разных масштабах:

на рис. 1,b – часть поверхности стекла в области цифры 0, выделенной квадратом на рис. 1,a. Белая 
прямая между матовой (1) и прозрачной (2) областями показывает линию сканирования (см. рис. 2 – 4); 

стрелкой указана переходная область между 1 и 2 

На рис. 1,b представлен фрагмент поверхности стекла в области цифры 0, выделенной 
квадратом на рис. 1,a. На рис. 1,b также видна переходная область с оптическими неод-
нородностями.

На рис. 2 показаны спектры КРС, из-
меренные в матовой (1) и прозрачной (2) 
областях (вне контакта и контактной соот-
ветственно, см. рис. 1,b).

Спектр 2 на рис. 2 имеет вид, характер-
ный для калиево-титаносиликатных сте-
кол, и содержит следующие широкие по-
лосы, см–1: 

250 – 350, 450 – 550, 700 – 800, 
900 – 1000, 950 – 1050;

среди них полосы 450 – 550, 950 – 1050  см– 1 

принадлежат связям Si–O, а остальные ‒ 
связям Ti–O. При этом полосы 700 – 800 и 
900 – 1000 см–1 связаны соответственно с 
октаэдрической и тетраэдрической коорди-
нациями ионов титана [15]. Спектр 1 на 
рис. 2 содержит несколько узких линий, 
принадлежащих нанокристаллическому 
анатазу TiO2, а также одну линию неиден-
тифицированной примесной фазы (обо-

значена вопросительным знаком) и линии атмосферных газов (см. вставку на рис. 2) [16, 
17]. Положение линий на частотной шкале, относящихся к нанокристаллическому ана-
тазу, и их ширина зависят от среднего размера нанокристаллов, а также обусловлены 
механическими напряжениями в стекле [16].

Следует отметить, что монокристаллический анатаз имеет шесть Раман-активных мод, 
см–1 [17]:

144 (Eg), 197 (Eg), 399 (B1g), 516 (A1g), 519 (B1g) и 639 (Eg).

Положение наиболее интенсивной в спектре линии анатаза (144 см–1) и ее ширина 
(15 см–1), зависящая от размера структуры, на которой происходит комбинационное 

Рис. 2. Спектры КРС, измеренные в матовой 
(1) и прозрачной (2) областях поляризованного 

стекла (см. рис. 1,b): 
видны пики нанокристаллического анатаза (А) и 

линии атмосферных газов (на вставке)
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рассеяние, могут быть использованы для оценки среднего размера нанокристаллов (без 
учета механических напряжений) [16]. Согласно оценочным данным в работе [16], поло-
жению линии, равному 150 см–1, при спектральной ширине 15 см–1, соответствует сред-
ний размер нанокристаллов 7 – 10 нм. В нашем случае можно предположить, что размер 
нанокристаллов лежит примерно в таком же интервале.

Из анализа рис. 3, на котором представлены спектры КРС стекла при сканировании 
его поверхности вдоль прямой между областями 1 и 2 (см. рис. 1,b), следует, что до грани-
цы с краем цифры 0 (включая переходную область) имеет место кристаллизация, причем 
кристаллическая фаза представлена анатазом TiO2; после же пересечения этой границы 
стекло не содержит признаков кристаллизации. Отметим, что за пределами монеты кри-
сталлизации стекла не наблюдается. Изучение морфологии поверхности показало, что пе-
реходная область образуется по контуру отпечатка каждой из цифр и представляет собой 
выступы шириной в несколько десятков микрометров и высотой в единицы микрометров.

На рис. 4 в качестве примера представлен профиль поверхности стекла в переход-
ной области на границе цифры 0, полученный с помощью механического профилометра. 

Рис. 3. Набор спектров КРС поляризованного стекла при сканировании 
его поверхности вдоль прямой между областями 1 и 2 (см. рис. 1,b). 

Показаны шаг и диапазон сканирования

Рис. 4. Профиль поверхности поляризованного стекла в переходной области на границе 
цифры 0 (см. рис. 1,b), полученный с помощью механического профилометра
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Видно, что в данном случае переходная область представляет собой выступ шириной 
около 45 мкм и высотой 1,5 мкм. Нашими опытами установлено, что при термической 
обработке в таком же режиме и с использованием монеты, но без приложения электриче-
ского поля, не образуется ни рельефа, ни кристаллической фазы.

Полученные экспериментальные результаты можно объяснить следующим образом. В 
процессе полинга электрическое поле оказывается приложенным ко всей области под 
монетой (электродом), при этом наиболее высокое значение этого поля достигается в 
области непосредственного контакта электрода со стеклом. Из приповерхностной обла-
сти щелочные ионы удаляются в глубь стекла, при этом состав стекла изменяется: вместо 
щелочных ионов, уходящих вглубь под действием электрического поля, в стекло из ат-
мосферы инжектируются ионы гидрония H3O

+. При этом в области контакта электрода 
со стеклом проникновение гидрония происходит менее эффективно, чем в области вне 
контакта. Удаление щелочных ионов из приповерхностного слоя переводит тройную си-
стему K2O-TiO2-SiO2 из области стеклообразования в область метастабильной ликвации, 
близкую по составу к двойной системе TiO2 - SiO2. Как известно, подликвидусная область 
в системе TiO2 - SiO2 занимает практически всю область составов [18] и введение даже 
небольшого количества оксида титана в силикатную систему вызывает развитие мета-
стабильной ликвации. В пространстве метастабильной ликвации фазовое разделение на 
оксиды кремния и титана, а также кристаллизация последнего происходят по механизму 
диффузионного фазового распада, при этом на процесс кристаллизации влияет не только 
температура, но и молярное соотношение оксидов (чем выше содержание оксида крем-
ния, тем выше необходимая температура) [19, 20].

В данном случае к этим двум параметрам (температура и молярное отношение окси-
дов) добавляется третий: напряженность электрического поля. Как уже отмечалось, элек-
трическое поле может приводить как к усилению, так и ингибированию процессов фа-
зового разделения и кристаллизации [4 – 7]. В системе TiO2 - SiO2 происходит усиление 
этих процессов, а также уменьшение вязкости стекла, что может приводить к снижению 
температуры кристаллизации. По-видимому, кристаллизации предшествует ликвация, 
поскольку поверхность становится матовой и начинает сильно рассеивать свет. Сильное 
рассеяние обусловлено большой разницей показателей преломления между фазами окси-
да кремния SiO2 (n = 1,46) и анатаза TiO2 (n = 2,55). 

Отметим, что образование анатаза при полинге в данном случае происходит при темпе-
ратуре 440 ℃, тогда как при термическом отжиге двухкомпонентных стекол TiOx – SiO1–x 
(x = 0,20 – 0,65) и сходных по составу пленок (x = 0,15 – 0,90) оно имеет место только 
при температурах выше 600 ℃ [19, 20]. Возникает вопрос, почему кристаллизация наблю-
дается на границе стекло – воздух и отсутствует на границе стекло – анод. На наш взгляд, 
в этом случае ключевую роль играет различие в кинетике диффузии ионов на этих гра-
ницах, поскольку более свободный вход гидрония на границе стекло – воздух в большей 
степени снижает температуру стеклования, что способствует процессу кристаллизации. 
Поэтому в условиях эксперимента стекло не успевает кристаллизоваться ввиду низкой 
скорости кристаллизации в области контакта с электродом. Наши опыты показали, что 
если повышать температуру до 460 ℃ (вместо 440 ℃) при тех же самых значениях на-
пряжения и длительности полинга, то кристаллизация распространяется на всю область 
под монетой; а это подтверждает роль кинетического фактора в процессе кристаллизации.

Перейдем к предположению о механизме формирования выступов на поверхности 
стекла вблизи границы области его контакта с электродом. Образование выступов указы-
вает на локальное увеличение объема стекла в рассматриваемой области. Эффект увели-
чения объема стекла наблюдается при замене ионов меньшего радиуса ионами большего 
радиуса, например, при ионном обмене, когда ионы натрия замещаются ионами калия 
[21] или при гидротермальной обработке стекла, когда в нем образуются пузырьки пара 
[22 – 24]. 

Как было показано в работах [22 – 24], температура стеклования Tg стекол, подвергну-
тых гидротермальной обработке, сильно зависит от содержания воды и может снижаться 
до значения 0,8Tg при 1 – 2 вес.% Н2О и до 0,5Tg при 10 вес.% (температура Tg в ℃). Это, 
в свою очередь, приводит к уменьшению температуры кристаллизации и понижению вяз-
кости стекла, а также влияет на процесс фазового расслоения пара [25].
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При отжиге стекол, приготовленных гидротермальным методом, при температуре выше 
температуры стеклования в них образуются пузырьки водяного пара (как уже отмечено 
выше), в результате чего объем стекла существенно увеличивается (вспенивание стекла). 
Это позволяет использовать гидротермальную обработку для получения пористых стекол 
(см. работу [26] и ссылки в ней). Образование воды в приповерхностной области стекла 
может происходить и при полинге. В указанной области отрицательно заряженные не-
мостиковые атомы кислорода O–, оставшиеся после ухода катионов калия, вступают в 
реакцию с гидронием H3O

+ с образованием воды:

⁓Si–O– + H3O
+ → ⁓Si–OH + H2O.

Замена катионов калия ионами гидрония не может приводить к увеличению объема 
стекла ввиду незначительной разницы в их ионных радиусах; однако если температура 
стеклования уменьшается вследствие увеличения содержания воды при проникновении 
гидрония и оказывается ниже температуры полинга, то в областях с высоким содержа-
нием гидрония могут создаваться условия для формирования пузырьков пара. Поскольку 
напряженность электрического поля максимальна на периметре рельефа электрода (кра-
евой эффект), процессы образования пузырьков наиболее эффективны по периметрам 
цифр. Скорее всего, формирование выступов на стекле можно объяснить образованием 
пузырьков пара по краям цифр.

Таким образом, значительное снижение температуры кристаллизации стекла с образо-
ванием анатаза TiO2 в приповерхностной области стекла при полинге можно объяснить 
влияниями электрического поля и воды, образующейся в стекле, на термодинамику и 
кинетику кристаллизации, а сам процесс охарактеризовать как поверхностную кристал-
лизацию в электрическом поле.

Заключение

Проведенные исследования показали, что при полинге стекол K2O-TiO2-SiO2 при 
температуре ниже температуры стеклования материала исходного состава и с использо-
ванием профилированного анода (штампа) на поверхности стекла формируются кристал-
лические структуры из нанокристаллов анатаза TiO2, отражающие рисунок на аноде. На 
границе между некристаллическими и кристаллическими областями образуются выступы.

Полученные результаты могут представлять интерес для исследователей формирования 
структур, обладающих фотокаталитическими свойствами, и покрытий с нанокристаллами 
анатаза на поверхностях титаносиликатных стекол.
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Аннотация. В работе исследуется проблема обращения интегрального преобразования 
Радона, формула которого при традиционных ограничениях дает значения 
подынтегральной функции в любой точке. Для случая, когда подобная функция является 
разрывной и зависит не только от точек трехмерного пространства, но и от параметров, 
характеризующих плоскость интегрирования, эти интегралы названы обобщенным 
преобразованием Радона (ОПР). Для задачи обращения ОПР сопоставление количества 
переменных известных величин и подынтегрального выражения не позволяет полностью 
найти искомую функцию. В этой статье выбрана лишь часть такой функции, а именно 
поверхность разрывов подынтегральной функции для ОПР. Предложен алгоритм 
решения поставленной задачи, который подкреплен конкретным примером.
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Abstract. The paper studies the problem of inverting the integral transformation of Radon, 
whose formula, under traditional restrictions, gives the integrand values at any point. For the 
case when such a function is discontinuous and depends not only on the points of 3D space, 
but also on the parameters characterizing the plane of integration, these integrals have been 
named the generalized Radon transform (GRT). For the GRT inversion problem, the matching 
between quantities of known variables and variables of the integrand did not allow us to fully 
find the desired function. In this paper, only a part of this function was selected, namely, the 
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Введение

Проблема, которая рассматривается в настоящей работе, относится к теории инте-
гральной геометрии и заключается в получении информации о подынтегральной функции 
по некоторому набору интегралов от нее. Такая общая постановка имеет много различных 
конкретных вариантов. Самыми известными из них можно считать задачи обращения 
лучевого преобразования и преобразования Радона. Результаты исследования подобных 
задач, помимо чисто научного интереса, имеют и важное прикладное значение. Наиболее 
известным примером такого применения может служить математическая часть теории 
рентгеновской томографии. Отметим в связи с этим, что многие задачи зондирования 
сводятся именно к проблемам интегральной геометрии.

Не претендуя на полный обзор темы, укажем на работы классиков этого направления, 
таких как Д. Радон [1], Р. Курант [2], Ф. Йон [3], И. М. Гельфанд [4]. Кроме того, зна-
чительный вклад в решение подобных задач внесли труды математической школы М. М. 
Лаврентьева в связи с исследованием обратных задач математической физики [5].

В настоящее время исследования в этом направлении продолжаются, хотя и с меньшей 
интенсивностью. К примерам такого развития можно отнести, в частности, публикации 
[6 – 14]. Основная часть достигнутых результатов на эту тему касается определения всего 
подынтегрального выражения, что требует довольно жестких ограничений, препятству-
ющих широкому применению полученных результатов. Помимо этого, в немаловажных 
(с прикладной точки зрения) вопросах подынтегральное выражение может зависеть от 
большого количества переменных, что не позволяет найти полностью это выражение по 
имеющейся информации. Так, например, обстоит дело в рентгеновской томографии, если 
в полной мере учитывать эффект рассеяния частиц в зондируемой среде. Поэтому при-
ходится менять постановку задачи, например объявлять искомым объектом только по-
верхности разрывов подынтегральной функции. Отметим, что в проблемах зондирования 
информация о такой поверхности дает неплохое представление о строении обследуемой 
среды. В частности, для рентгеновской томографии эти сведения служат основными ха-
рактеристиками. Укажем, что такой подход к задачам рентгеновской томографии исполь-
зовали и ранее, например, в статьях [15 – 17], где интегрирование осуществлялось вдоль 
одномерных многообразий, в то время как в нашей работе искомым объектом является 
поверхность разрыва для случая интегрирования по двумерным многообразиям. Нам не-
известны работы других авторов, которые бы исследовали подобные проблемы.

Определения и постановка задачи

Будем использовать следующие обозначения: E3 – трехмерное евклидово пространство 
с системой координат Ox1x2x3, соответствующей ортонормальному базису e1, e2, e3; Ω – 
единичная сфера в E3,

ω = ω(θ, γ) = (sin θ cos γ, sin θ sin γ, cos θ), 

{ }3: , 1 ,Ω = ω ω∈ Ε ω =
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θ, γ – сферические углы; L(x, ω) - луч, исходящий из точки x ∈ Е3 в направлении ω, 
L(x, ω) = {y: y = x + tω, t ≥ 0}; const – некоторое положительное число; ∆x – оператор 
Лапласа по переменной x.

Для любого открытого множества T ⸦ E3, Ck (T) – множество ограниченных функций, 
заданных в T и непрерывных вместе со всеми своими частными производными до k-го 
порядка включительно; ∂T означает границу множества T.

Рассмотрим ограниченную область G в пространстве E3, в которой содержатся попарно 
непересекающиеся области Gi (i = 1, 2, …, p), такие, что для их объединения G0 соблюда-
ется равенство 0 .G G=  Предполагаем, что каждое множество ∂Gi (i = 1, 2, …, p) является 
непрерывной двумерной поверхностью. Ясно, что ∂G0 = ∂G1 ⋃…⋃ ∂Gp. Будем считать си-
стему множеств {Gi} (i = 1, 2, …, p) обобщенно выпуклой в следующем смысле: для любой 
точки x ∈ E3 и для всех ω ∈ Ω луч L(x, ω) пересекает границу ∂G0 множества G0 не более 
чем в конечном числе точек. Для удобства обозначений будем считать, что система мно-
жеств Gi, (i = 1, 2, …, p) дополнена неограниченной областью Gp+1 = 3 / .GΕ  Назовем точку 
z ∈ ∂G0 контактной, если она является граничной для двух и только двух множеств Gj и 
Gl, причем 1 ≤ j, l ≤ p + 1. Предполагается, что множество контактных точек плотно в ∂G0.

Рассмотрим семейство функций F(x, y) и f(y), x, y ∈ E3, удовлетворяющих неравенствам:

При этом функция F (x, y) принадлежит классу C2 (E3 × E3), а f (y) равна нулю вне обла-
сти G. Ясно, что такие функции f (y) имеют конечные предельные значения в точках y = z, 
z ∈ ∂Gi, которые будем обозначать как [f (z)]i, т. е. f (y) →[f (z)]i, y ∈ Gi, y → z. Величиной 
разрыва (скачка) функции f (y) в контактной точке y = z назовем разность

Определение. Функция I (x, ω), заданная равенством

(1)

называется обобщенным преобразованием Радона функции f (y).
Поясним, что в формуле (1) поверхностный интеграл первого рода берется по плоско-

сти, перпендикулярной вектору ω и проходящей через точку x.
В случае F (x, y) = 1 множество значений функции I (x, ω) и множество значений 

классического преобразования Радона совпадают. Вообще говоря, известно несколько 
различных определений обобщенных преобразований Радона. Наша специфика состоит 
в использовании разрывных подынтегральных функций и их зависимости не только от 
переменных интегрирования, но и от дополнительных переменных.

В литературе нам не удалось найти аналогов этого определения. Приведем обоснова-
ние его корректности. Рассмотрим ортогональное преобразование A в E3, обладающее 
свойством

Это преобразование можно получить путем последовательного выполнения двух вра-
щений: первое – поворот вокруг оси Ox3 на угол γ, второе – вокруг оси Ox2 на угол θ.

Нетрудно проверить, что матрица Λ преобразования А и матрица Λ–1 преобразования 
A–1 имеют следующий вид:

( ) 3( , ) , const , , , ;

( ) ( ) const , , .i

F x u F x v u v x u v

f u f v u v u v G

− ≤ − ∈Ε

− ≤ − ∈

[ ] [ ] [ ],
( ) ( ) ( ) , , ,1 1.j lj l j l

f z f z f z z G z G l j p= − ∈∂ ∈∂ ≤ < ≤ +

3

( , ) 0

( , )( ) ( , ) ( ) , , ,y
y x

I x f F x y f y d x
− ω =

ω = σ ∈Ε ω∈Ω∫

( )* * *
3, (sin cos ,sin sin ,cos ), , 0, 0,1 .A eω =ω ω = θ γ θ γ θ ω = ω =
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Опишем множество векторов w из сферы Ω, ортогональных вектору ω. Для этого на 
горизонтальные векторы (cos α, sin α, 0) подействуем преобразованием A–1, обладающим 
свойством ω = A–1 ω*. В результате получим:

(2)

В плоскости, проходящей через точку x и перпендикулярной вектору ω, введем полярную 
систему координат (r, α) с центром в точке x. Тогда, переходя к интегрированию через 
полярные координаты, равенство (1) перепишем в следующем виде:

(3)

Рассмотрим функцию

 

которая при любых фиксированных значениях x, θ, γ имеет не более чем конечное число 
разрывов по переменной r при любом заданном значении α, что гарантируется услови-
ем обобщенной выпуклости. Таким образом, подынтегральное выражение в равенстве 
(3) оказывается непрерывным почти всюду в области интегрирования, что обеспечивает 
существование интеграла. Его ограниченность следует из ограниченности области G и 
функций F, f. Проводя изложенные рассуждения в обратном порядке, т. е. от равенства 
(3) к равенству (1), убеждаемся в корректности определения обобщенного преобразова-
ния Радона.

Теперь докажем непрерывность функции I (x, ω) (f). Фиксируем произвольную точку 
(x, ω), и пусть {xk, ωk}, ωk = ω (θk, γk) – это последовательность точек, сходящаяся к (x, ω).

Рассмотрим функции

Используя снова условие обобщенной выпуклости, убеждаемся в том, что χk (r, α) стре-
мится к функции χ (r, α) для почти всех r, α. Следовательно, по теореме Лебега, допустим 
предельный переход под знаком интеграла, т. е.

что и означает непрерывность функции I (x, ω) (f).
Сформулируем следующую проблему интегральной геометрии. 
Задача о неизвестной границе. Из уравнения (1) найти множество ∂G0, если известны 

только значения функции 

1

cos cos cos sin sin
sin cos 0 ,

sin cos sin sin cos

cos cos sin sin cos
cos sin cos sin sin .

sin 0 cos

−

θ γ θ γ − θ 
 Λ = − γ γ 
 θ γ θ γ θ 

θ γ − γ θ γ 
 Λ = θ γ γ θ γ 
 − θ θ 

( ) ( ), , cos cos cos sin sin ,cos sin cos cos sin , sin cos .w θ γ α = θ γ α − γ α θ γ α + γ α − θ α

( ) ( )( ) ( )( )
2

0 0

, ( ) , , , , , .I x f rF x x rw f x rw drd
π ∞

ω = + θ γ α + θ γ α α∫ ∫

( ) ( )( ) ( )( ), , , , , , , , , ,g x r rF x x rw f x rwθ γ α = + θ γ α + θ γ α

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

, , , , , , ,

, , , , , , .
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Как можно видеть, в этой задаче задано семейство интегралов, а требуется найти мно-
жество возможных точек разрывов неизвестной подынтегральной функции. Такая поста-
новка задачи является развитием предыдущих исследований авторов настоящей статьи; 
отличие заключается в размерности множества интегрирования и в том, что в данном 
случае область G не предполагается известной. Отметим, что тематика поиска неизвест-
ных границ довольно обширна и касается различных областей математики. Самой ранней 
постановкой, возможно, является известная задача Стефана.

Построение алгоритма решения задачи
Рассмотрим следующую функцию:

(4)

Здесь интеграл берется по плоскости, ортогональной вектору ω и имеющей отклонение 
p от начала координат. Если F (x, y) = 1, то J (x, ω, p) (f) не зависит от x и совпадает с тра-
диционным преобразованием Радона, которое будем обозначать как R (ω, p) (f). Нетрудно 
видеть, что связь между функциями I (x, ω) (f) и J (x, ω, p) (f) осуществляется равенством

J (x, ω, x ∙ ω) (f) = I (x, ω) (f),

т. е. они совпадают, если положить p = x · ω.
Отсюда следует, что функции J (x, ω, p) (f), R (ω, p) (f) непрерывны, поскольку непре-

рывна функция I (x, ω) (f). Также заметим, что непрерывным оказывается и любое преоб-
разование R (ω, p) (h), если функция h(y) удовлетворяет тем же условиям, что и функция 
f(y), т. е.

Докажем одно полезное свойство для преобразования Радона от функции h(y). При 
этом мы используем небольшой фрагмент доказательства некоторого утверждения из мо-
нографии [3], который мы обобщаем на случай разрывной подынтегральной функции 
h(y). 

Рассмотрим интеграл

Нам понадобятся следующие известные, легко проверяемые равенства:

(5)

Используя первые две формулы в (5) для преобразования интеграла H(x), получим:

(6)

Это же выражение можно выразить через преобразования Радона, если изменить поря-
док интегрирования и использовать теорему Фубини:

3
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h yH x dy
y x

∆ = π
−∫
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G y x p
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Рассмотрим выражение

(7)

В равенстве (7) преобразуем внутренний интеграл, используя свойство R (ω, p) (h) = 
= R (– ω, – p) (h):

(8)

Отсюда следует, что

Сопоставляя полученное равенство с равенством (6), выводим формулу

(9)

Отметим, что в равенстве (9) интегрирование осуществляется по переменным y, ω, а 
переменная x при этом неизменна. Это позволяет считать здесь x параметром, что рас-
ширяет возможности применения формулы (9). А именно, при фиксированном значении 
x можно рассматривать произведение F (x, y) f (h) как некоторую функцию h(y) и считать, 
что

R (ω, x · ω) (h) = I (x, ω) (f).

Тогда из равенства (9) следует:

(10)

Применяя к равенству (10) оператор Лапласа, получим:

(11)

Для преобразования первого слагаемого в правой части равенства (11) выделим ин-
теграл, в котором дифференцируется только знаменатель |y – x|–1 и, используя для него 
последнее равенство в соотношениях (5), получим представление:

Здесь функция Ф1(x) является линейной комбинацией интегралов по переменной y от 
функций вида

( ) ( , )( ) .x xH x p R p x h dpd
+∞

Ω −∞

∆ = ∆ ω + ⋅ω ω∫ ∫

( )

( ) ( )

( )

( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

2 ( , ) .

x

x

x
x

p R p x h dp

p x R p x h dp p x R p x h dp

R x h

+∞

−∞

+∞ ⋅ω

⋅ω −∞

∆ ω + ⋅ω =

 
= ∆ − ⋅ω ω + ⋅ω − − ⋅ω ω + ⋅ω = 

 
= ω ⋅ω

∫

∫ ∫

( )( ) 2 ( , ) .xH x R x h d
Ω

∆ = ω ⋅ω ω∫

( ) ( )( , ) 2 .
G

h yR x h d dy
y xΩ

ω ⋅ω ω = π
−∫ ∫

( )( ) ( , ) ( ), 2 .
G

F x y f yI x f d dy
y xΩ

ω ω = π
−∫ ∫

( )( )

( ) ( )

,

, ( ) ( ( , ) , ) ( )
2 2 .

x

x x
G G

I x f d

F x x f y F x y F x x f y
dy dy

y x y x

Ω

∆ ω ω =

−
= π∆ + π∆

− −

∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )2
1

, ( )
2 8 , .x

G

F x x f y
dy F x x f x x

y x
π∆ = − π + Φ

−∫



47

Математическая физика

т. е. интегралов типа потенциала со слабой особенностью.
Из общих свойств таких интегралов следует непрерывность и ограниченность Ф1(x). 

Легко видеть, что, благодаря неравенству

и второе слагаемое в правой части равенства (11), обозначаемое через Ф2(x), тоже пред-
ставляет собой комбинацию интегралов типа потенциала со слабой особенностью и так-
же является непрерывной ограниченной функцией.

Итогом приведенных рассуждений является следующая формула:

(12)

где Ф(x) = Ф1(x) + Ф2(x).
Равенство (12) служит основой для построения алгоритма решения поставленной за-

дачи, который состоит в выполнении следующих действий. 
Шаг 1. Интегрирование известной функции I (x, ω) по ω ∈ Ω.
Шаг 2. Применение оператора Лапласа ∆x к полученному выражению.
Шаг 3. Анализ функции ( )( ),x I x f d

Ω

∆ ω ω∫  и указание точек ее разрыва, которые со-

впадают с точками разрыва функции f (x).
Комментарий к представленному алгоритму. Левая часть равенства (12) известна из 

постановки задачи, а правая имеет разрывы первого рода только в контактных точках 
z ∈ ∂G0 при условии, что F (x, x) ≠ 0, x ∈ E3, [f (z)]j,l ≠ 0, которое мы считаем  выполнен-
ным. Таким образом находится множество всех контактных точек в ∂G0 и, в силу его 
плотности в ∂G0, определяется и все это множество.

Заметим, что для случая F (x, y) = 1, f (y) ∈ C1 (E3) формула (12) совпадает с известной 
формулой обращения классического преобразования Радона [3]. Поэтому полученный 
нами результат можно считать развитием указанного результата. Сравнивая получен-
ный нами алгоритм с другими, отметим, что во всех известных нам формулах обраще-
ния преобразования Радона подынтегральные функции предполагаются гладкими для 
возможности их дифференцирования. Если попытаться применить подобные алгоритмы 
к разрывным функциям, подразумевая, например, дифференцирование в обобщенном 
смысле, то в результате появятся новые слагаемые типа δ-функции, которые сделают 
дальнейший анализ проблемы неопределенно трудным.

Конкретный пример иллюстративного характера
Рассмотрим случай, когда рассматриваемый объект – это шар единичного радиуса 

(1,0) с центром в начале координат, содержащий неоднородность, а именно – шар ради-
уса 0,5 также с центром в начале координат. Таким образом,

Для упрощения будем предполагать, что F (x, y) = 1, а функция f кусочно-постоянная:

Видно, что выполнены все требования этой задачи, включая условие обобщенной вы-
пуклости для поверхности разрывов.

Тогда интеграл по плоскости, т. е. I (x, ω), принимает следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )0 3 3, , 1, 2, , ,x y f y y x x y C−αβ − α = β ∈ Ε ×Ε

( ) 3( , ) , const , , , ,F x u F x v u v x u v− ≤ − ∈Ε

( )( ) ( ) ( ) ( )2, 8 , ,x I x f d F x x f x x
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3
1 2

3 3
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Далее проинтегрируем его по единичной сфере. Для этого перейдем к сферической 
системе координат и разобьем интегрирование на две части, в одной из которых  пло-
скости пересекают области G1 и G2, а во второй – только множество G2. В результате 
получим равенство

Вычислим лапласиан от этого интеграла:

(13)

Видно, что последнее выражение представляет собой разрывную функцию, если f1 ≠ f2, 
а искомая поверхность – это сфера радиусом 0,5 с центром в начале координат.

Полученный ответ соответствует выводам общей теории, что косвенно подтверждает 
правильность наших рассуждений.

Заключение

Проведенное исследование имеет теоретический характер, представляя собой прин-
ципиальную возможность нахождения неизвестной границы, что может быть полезным 
инструментом в теории зондирования сред физическими сигналами. Предполагается, что 
дальнейшие вопросы, связанные с численной реализацией алгоритма, будут рассмотре-
ны авторами позже. При этом, если ориентироваться на возможные приложения, важно 
использовать как можно более слабые ограничения. Исходя из этого, мы допустили 
случай разрывной подынтегральной функции в обобщенном преобразовании Радона и 
ее зависимость от многих переменных. К сожалению, мы пока вынуждены ограничить 
наши утверждения условием обобщенной выпуклости для поверхностей разрывов. Воз-
можным развитием полученных результатов будет дальнейшее ослабление ограничений 
и повышение эффективности разрабатываемого алгоритма.

2
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Аннотация. С целью объяснения природы аномального разогрева пылевых 
частиц в плазменно-пылевых структурах (ППС) на основе инертных газов, в работе 
исследуются экспериментально и теоретически кинетические характеристики ППС. 
Для инжектирования пылевого компонента применялся контейнер с частицами 
полидисперсных материалов разной природы (оксид алюминия и цинк). Визуализация 
и мониторинг поведения ППС, а также измерение параметров плазмы осуществлялись 
с помощью специально созданного программно-аппаратного комплекса. 
Экспериментально определены скорости и температуры различных пылевых частиц 
в зависимости от условий разряда. Анализ полученных результатов позволил выявить 
особенности процессов и предложить объяснение механизма разогрева и диссипации 
энергии частиц в упорядоченной и хаотической ППС.
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Abstract. In order to explain the nature of abnormal particle heating in the plasma dust 
structures (PDS) based on helium-group gases, kinetic characteristics of PDS have been stud-
ied experimentally and theoretically. To inject the dust component, a container with particles 
of dispersed materials of different nature was used. The visualization and monitoring of PDS 
behavior as well as measuring of plasma parameters were carried out via specially designed 
hardware and software complex. The rates and temperatures of dust particles depending on the 
discharge conditions were determined experimentally. An analysis of the obtained results made 
it possible to reveal the process peculiarities and to put forward the explanation of mechanism 
of heating and dissipation of particle energy in the ordered and chaotic PDSs.
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Введение 

Пылевая плазма может служить примером открытой неравновесной системы, в кото-
рой происходит процесс самоорганизации с образованием диссипативных структур [1].  
Массивные пылевые частицы в слабоионизованной плазме эффективно рассеивают свою 
кинетическую энергию за счет столкновений с нейтральными атомами с частотой νda, 
поэтому предполагается, что они находятся в равновесии с атомной компонентой и их 
температура Td равна температуре атомов Ta (Ta = 300 K = 0,026 эВ). Реально в экспе-
рименте средняя скорость частиц νd достигает значения примерно 0,5 мм/с при массе 
m ≈ 0,1 мкг. При этом кинетическая энергия частицы пылевой компоненты составляет 
около 10 аДж (10–17Дж), что соответствует температуре порядка 103 Ta. Природу ано-
мального разогрева пылевой компоненты связывают со стохастическими флуктуациями 
их заряда [2, 3]. Оценки значений Td по формулам, приведенным в монографии [4], не 
соответствуют нашим экспериментальным данным (см. результаты, приведенные далее), 
поэтому истинную природу разогрева пылевых частиц в плазменно-пылевых структурах 
(ППС) нельзя считать окончательно установленной.

Цель настоящей работы – выявить особенности поведения плазменно-пылевых струк-
тур и на этой основе предложить объяснение природы аномального разогрева пылевых 
частиц в таких структурах.

Описание эксперимента
Для проведения эксперимента была использована установка «плазменный кристалл», 

описание которой приведено в нашей статье [5]. Стеклянная разрядная трубка радиусом 
1,5 см, в которой индуцировалась плазма тлеющего разряда и формировалась ППС, за-
полнялась рабочим газом (гелий, неон или аргон) под давлением от 0,15 до 3,0 Торр при 
токе разряда 0,1 – 3,0 мА. Для инжектирования пылевого компонента применялся кон-
тейнер с частицами полидисперсных материалов разной природы:

оксида алюминия Al2O3 со средним радиусом a ≈ 23 мкм и массой m ≈ 0,20 мкг;
полидисперсного цинка Zn со средним радиусом a ≈ 28 мкм и m ≈ 0,65 мкг;
той же природы (Zn), но a ≈ 8 мкм и m ≈ 0,015 мкг.
Визуализация пылевой структуры осуществлялась с помощью импульсного полупро-

водникового лазера DTL-316 (рабочая длина волны λ = 532 нм) и набора линз, форми-
рующих «лазерный нож»; в рассеянном свете такого «ножа» возможно наблюдение ППС.

В состав программно-аппаратного комплекса для видеоизображений входила скорост-
ная видеокамера «Hispec 1», а также программное обеспечение «Hispec Control Software»; 
система обеспечивала получение данных в течение 1 мин с разными скоростями (от 25 
до 1500 кадр/c) в режиме реального времени. Экспериментальную установку собирали с 
учетом возможности одновременной регистрации электрических характеристик плазмы и 
давления плазмообразующего газа. Для измерения параметров плазмы (температура элек-
тронов, концентрация заряженных частиц) использовали автоматизированный комплекс 
для регистрации зондовых характеристик.

На рис. 1 представлены траектории движения частиц цинка для разряда в атмосфере 
неона под давлением p = 1 Торр, при токе разряда I = 1,5 мА и на разных скоростях 
съемки скоростной камерой.
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Рис. 1. Траектории движения пылевых частиц цинка в атмосфере неона, 
полученные на двух скоростях съемки, кадр/c: 1500 (a) и 250 (b);

давление p = 1 Торр, ток разряда I = 1,5 мА

Скорость частицы определяется отношением расстояния между двумя положениями 
частицы к интервалу времени, равному обратной частоте кадров видеосъемки n. Ошибка 
в определении скорости сначала уменьшается с ростом частоты кадров n, а затем на-
чинает нарастать по мере того, как расстояние, проходимое частицей между кадрами, 
становится сравнимым с ее размером. Оптимальный диапазон частот съемки скорост-
ной камерой был определен экспериментальным путем и составил 250 – 500 кадр/c [5]; 
основанием послужили результаты измерений скоростей частиц для ППС в «жидком» 
фазовом состоянии, включающем частицы, левитирующие в плазме аргона, неона или 
гелия. При этом доверительный интервал для средней скорости νd, определяемой по 
серии измерений, составил 90 %.

На рис. 2 представлены типичные зависимости средней скорости частиц оксида алю-
миния от тока разряда в атмосфере неона при различных давлениях.

Анализ полученных экспериментальных данных для средней скорости частиц vd и 
связанной со скоростью температурой Td = mdνd

2 / 3k (k – постоянная Больцмана) по-
казывает, что они слабо зависят от тока и определяются давлением. Кроме скорости 
перемещения частиц, в эксперименте определяли расстояния между ними rd в зависи-
мости от условий разряда. В рассмотренном диапазоне разрядных условий справедливы 

Рис. 2. Экспериментальные зависимости средней скорости перемещения 
частиц Al2O3 в атмосфере неона от тока разряда при различных 

давлениях неона p, Торр: 0,3 (1), 0,6 (2) и 0,9 (3)
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следующие приближенные формулы:

(1)

где v0, мм/с, – скорость при p = p0 = 0,3 Торр; T0, K, – соответствующая температура; 
I, мА, – ток.

Величины v0, r0 и постоянная μ зависят от рода газа и характеристик частиц. Так 
например, для ППС Ne – Al2O3 они имеют следующие значения:

v0 = 0,44 мм/c, T0 = 9,4 ∙105 K, r0 = 130 мкм, μ = 0,38.

Давление определяет эффективную температуру электронов Te, а ток разряда – их кон-
центрацию n0. Чем легче плазмообразующий газ, тем меньше величина rd. Например, при 
p = 0,6 Торр наблюдается следующая зависимость:

Газ         rd, мкм
Ar  …………… 330
Ne …………… 200
He …………… 140
Это, возможно, связано с различием в температурах электронов Te при одинаковых 

давлениях и токах. В частности, при I = 1 мА,  pR = 0,9 Торр·см (R, см, – радиус трубки) 
наблюдается такая зависимость:

Газ          Te, эВ
Ar  …………… 1,4
Ne …………… 2,8
He …………… 3,7
В самом деле, согласно формуле (10) (см. далее), отношение зарядов │Zd│ частиц 

одинакового размера для различных газов Ar : Ne : He определяется как 1,0 : 2,0 : 2,6, 
что хорошо коррелирует с отношением обратных расстояний (rd)

–1 между частицами: 
1,0 : 1,7 : 2,3.

Распределение по проекциям скорости по горизонтальной оси (Ox) и по вертикальной 
оси (Oy), определенное как для отдельной пылевой частицы, так и для их ансамбля, со-
ответствует нормальному распределению, что согласуется с результатами, полученными 
в работе [6].

Определение скорости и температуры пылевых частиц
Функция распределения (ФР) по компонентам скорости пылевых частиц аппроксими-

руется ФР Максвелла [7]:

(2)

где β = md / 2kTdi (Tdi – температуры пылевых частиц в вертикальной (i = y) и горизонталь-
ной (i = x) плоскостях; md – масса пылевых частиц).

Тогда для Tdi (K) получаем выражение

 (3)

или

 

где Δvi – ширина ФР по уровню 0,5; md в кг, а Δvi – в мм/c.
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Из анализа экспериментальных данных, например, для разряда в аргоне с пылевы-
ми частицами Al2O3 массой md = 0,2 мкг, при p = 0,6 Торр, I = 0,6 мА, получаем, что 
Δvx = 0,35 мм/c, Δvy = 0,53 мм/c. Расчет по формуле (2) дает значения температуры по 
осям x и y:

Tdx  3,2·105 K  27 эВ;  Tdy  7,3·105 K  63 эВ.

Таким образом, ФР пылевых частиц является анизотропной.
Хаотическая скорость пылевой компоненты vd связана с температурой пылевых частиц 

как 

где Td = (2 Tdx + Tdy) / 3.
Тогда температура Td (K) пылевых частиц следует выражению 

Td = 2,4·1016 md vd
2,                                            (4)

где md в кг, а vd – в мм/c.

Уравнение баланса энергии и температуры пылевых частиц
Для определения механизма разогрева пылевых частиц до температур порядка десятков 

электронвольт и последующего охлаждения необходимо рассмотреть уравнение движения 
частиц:

(5)

где eZd – заряд пылевой частицы; u – мгновенная скорость частицы; νda – частота переда-
чи импульса при столкновении частицы с атомами; E – локальная напряженность элек-
трического поля; fr – случайная сила Ланжевена, вызванная столкновениями с атомами, 
ионами и электронами.

Частота передачи импульса νda с учетом того, что число Кнудсена Kn = λa / a >> 1 (λa – 
длина свободного пробега атома, a – радиус частицы), для свободномолекулярного режи-
ма выражается следующим образом [4]:

(6)

или 
νda = 1,16·10–11a2 (p/md)( ma /Ta)

1/2,

где a, мкм, – радиус пылевой частицы; p, Торр, – давление, md, кг, – масса пылевой 
частицы, ma, а. е. м., – масса атома плазмообразующего газа; 

aT a av T m= – тепловая 
скорость атомов; γ – коэффициет, зависящий от характера аккомодации атомов при стол-
кновении с пылевой частицей, 1 ˂ γ ˂ 1,39 (в расчетной формуле γ = 1,2).

Домножая уравнение (5) на u и усредняя его по ансамблю пылевых частиц в пределах 
единицы объема, получаем:

 
(7)

где последний член после усреднения заменяем нулем (в силу отсутствия корреляции 
между fr и u); jd – плотность тока пылевых частиц; E – локальная напряженность элек-
трического поля вблизи частицы; nd – концентрация пылевых частиц; ‹jdE› = Wd – плот-
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ность мощности, выделяемой в разряде и идущей на разогрев пылевых частиц при усло-
вии усреднения не только по ансамблю, но и по времени, так как величины jd и E коле-
блются вблизи средних значений.

Учитывая, что ‹u2› = νd
2 а также связь температуры и скорости пылевых частиц, по-

лучаем уравнение для температуры пылевых частиц:

(8)

Решая данное уравнение с начальным условием Td = Ta, получаем временную 
зависимость (t – время) для температуры пылевых частиц:

 (9)

Разогрев пылевой компоненты происходит за характерное время τ ≈ (2 νda)–1 до темпе-
ратуры, определяемой множителем Wd / 3nd νda k. При учете выражения (1) зависимость 
Wd от давления принимает вид Wd ~ 1 / p3/2, что приближенно соответствует эксперимен-
тальным данным (см. таблицу). Величину Wd можно оценить, если использовать значе-

22 .
3

d d
da d

d

dT WT
dt n k

+ ν =

( ) ( )exp 2 1 exp 2 .
3

d
d a da da

d da

WT T t t
n k

= − ν +  − − ν  ν

Таблица

Полученные экспериментальные и расчетные характеристики 
плазменно-пылевой структуры Ne –Al2O3

Параметр
Значение при давлении p, Торр Расчетная формула 

(либо эксперимент)0,3 0,6 0,9

Te, эВ 3,4 2,8 2,5 Эксперимент, расчет (см. [10])

vd, мм/c 0,44 0,35 0,25 Эксперимент

Td, 103 K
940 590 300 Td = 3mdνd

2 / k

270 193 155 Расчет (см. [4])

rd, мкм 160 225 280 Эксперимент

nd, 105см–3 2,44 0,88 0,46 nd = 1012 / rd
3

Γ ≈ 100 ≈ 120 ≈ 180 Г = (eZd)
2 / rdTd  (для оценки)

Wd, 10–11 Вт·см–3 2,28 1,03 0,41 Wd = 3nd νda kTd 

rc, мкм 22,0 17,5 12,5

Ed, Вт/см 3,67 2,92 2,09 Ed = αrc / e|Zd|

jd, 10–11 А·см–2 0,62 0,35 0,196 jd = Wd / Ed 

rc / rd 0,14 0,08 0,045 Критерий Линдемана

3c dr kT= α

Обозначения : Te, Td – эффективная температура электронов и температура пылевых частиц (ПЧ), 
соответственно; vd, rd – средняя скорость ПЧ и расстояние между ними; nd – концентрация ПЧ; rc – 
среднеквадратичное смещение ПЧ из положения равновесия в условной кристаллической решетке; Γ – 
параметр неидеальности системы; Wd – плотность мощности, выделяемой в разряде и идущей на разо-
грев пылевых частиц; Ed – усредненная напряженность электрического поля; jd – плотность тока ПЧ; 
md, eZd – масса и заряд ПЧ; νda – частота столкновений ПЧ с нейтральными атомами; α – коэффициент 
упругости; k – постоянная Больцмана.
Примечание . Для всех данных ток разряда I = 0,6 мА.
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ния экспериментально измеренных температур. В нашем случае она зависит от давления 
и силы тока и составляет величину порядка Wd ~ 10–11 Вт/см3, что значительно меньше 
плотности мощности, рассеиваемой в разряде (10–5 Вт/см3). Источник разогрева пылевых 
частиц Wd = ‹jdE› связан с их температтурой Td соотношением Wd = 3nd νda kTd. Диссипа-
ция энергии пылевых частиц происходит при торможении за счет столкновения с атома-
ми газа.

В таблице представлены полученные нами экспериментальные и расчетные результаты 
для ППС Ne–Al2O3 при различных давлениях и токе разряда I = 0,6 мА. Приведенные ха-
рактеристики ППС необходимы для обоснования предлагаемых выводов. Заряд частицы, 
измеряемый в элементарных зарядах, определяется балансом потоков ионов и электронов 
плазмы с учетом эмиссионных процессов на поверхности [8]:

(10)

где τe – нормированая электронная температура (τe = Te /Ta); ηW – безразмерный потенци-
ал частицы, зависящий от τe; величина a в мкм, Te – в эВ. 

С ростом температуры Te потенциал ηW падает, так что ηW Te ≈ const [9].
Расчет значения Zd с учетом неопределенности свойств поверхности частицы (степень 

шероховатости, виды эмиссии) дает |Zd | = (3 ± 0,6)104 (в элементарных единицах заряда).
При описании ППС используем параметр неидеальности системы Γ, равный отноше-

нию энергии электростатического взаимодействия частиц к их кинетической энергии, 
т. е. Г = (eZd)

2 / rdTd. При p = 0,3 Торр получаем значение Γ ≈ 100; при этом визуально 
регистрируется плавление нижней части ППС. Критический параметр неидеальности Γc, 
соответствующий фазовому равновесию при rd / λD ≈ 1, составляет Γc = 106 [1] (λD – 
дебаевский радиус экранирования). При Γ < Γc плазменно-пылевая система представляет 
собой жидкость; при повышении давления плавление прекращается, а величина Γ стано-
вится выше Γc (см. соответствующую строку таблицы) и ППС формируется как кристалл 
(в нашем случае это фаза с объемноцентрированной кубической решеткой (bcc)).

В таблице приведены среди прочих параметров значения Td, найденные нами рас-
четным путем с использованием формул, приведенных в работе [4]; они существенно 
отличаются от наших результатов (приведены строкой выше). Таким образом, мощность  
источника разогрева пылевых частиц,  связанного с флуктуацией их заряда, которая вы-
звана  дискретностью тока зарядки [4], оказывается явно недостаточной для наблюдаемо-
го разогрева частиц.

Рассмотрим величину Wd = ‹jdE›. Плотность тока пылевых частиц jd обусловлена эле-
ментарными токами eZdνd / rd вблизи узлов кристаллической решетки. Проводя усредне-
ние в пределах единицы объема, получаем оценку максимальной характерной плотности 
тока пылевых частиц: jd

max ~ eZdndνd. Минимальная напряженность поля, соответствую-
щая величине Wd, равна Ed

max ~ Wd / jd
max .

Более точное значение напряженности поля вблизи узла кристаллической решетки 
можно оценить, если использовать частоту электростатических колебаний ωE. Для частиц 
различного материала и размера в разряде неона при ~ 1E dmω  ~ 10 – 80 с–1, и тогда 
коэфициент упругости α = ωE

2md ~ (8 ± 2)10–8 кг/c2. Упругая сила, действующая на части-
цу, позволяет оценить напряженность поля по формуле Er = αr / e |Zd|, где r – радиальная 
координата. 

Потенциал φ на расстоянии r от частицы определяется выражением:

Предполагая термодинамическое равновесие пылевой компоненты и используя тео-
рему о равномерном распределении кинетической энергии по степеням свободы, имеем:

(11)

( ) ( )0
2

4 694 ,d e W e e W e
aZ T aT

e
πε

= η τ = η τ

2 2 .r dE dr r e Zϕ = − = α∫

2 2 3 2,d de Z r kTϕ = α =
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или
(11)

Так, при Td = 9,4·105 K получаем rc = 22 мкм, что соответствует наблюдаемым 
отклонениям частиц от положения равновесия (см. рис. 1). Из выражения (11) становится 
понятным физический смысл величины rc: это среднеквадратичное смещение частицы 
из положения равновесия в условной кристаллической решетке. В таблице приведены 
значения rc и соответствующие усредненные величины Ed = αrc / e |Zd| и jd = Wd / Ed, 
обеспечивающие требуемое значение Wd. Согласно критерию плавления кристалла 
Линдемана [4], rc / rd ≥ 0,15, что близко к нашим результатам: rc / rd = 0,14.

Таким образом, источник разогрева пылевых частиц лишь частично связан с 
флуктуацией их заряда, обусловленной дискретностью тока зарядки [2]. Данная пылевая 
частица в узле кристаллической решетки выводится из положения равновесия за счет 
случайных столкновений с атомами газа и благодаря силовому воздействию ближайших 
пылевых частиц, находящихся в непрерывном броуновском движении. При смещении из 
узла решетки потенциальная энергия возрастает в среднем на величину αrc

2 / 2, которая 
преобразуется в кинетическую энергию направленного движения 3kTd / 2.

Заключение
В работе исследованы кинетические характеристики плазменно-пылевых структур (ППС) 

как экспериментально с помощью высокоскоростной видеосъемки, так и теоретически. 
Определены скорости и температуры пылевых частиц в зависимости от условий 
разряда. Получено неплохое соответствие между теоретичесими и экспериментальными 
результатами. Предложен сценарий механизма разогрева и диссипации энергии частиц в 
упорядоченной и хаотической плазменно-пылевой структуре.

2 3 .c dr r kT= = α
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПОВЕРХНОСТЕЙ РАЗРЫВА 
КОГЕЗИОННЫХ СВЯЗЕЙ В МНОГОСЛОЙНЫХ СИСТЕМАХ
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Аннотация. Проведены исследования поверхности разрыва на модельном объекте –  
инородном материале, который связывает компонент с костной тканью. В процессе 
работы использованы металлические и керамические брекеты. Фиксирование 
брекетов проведено в идентичных условиях с использованием одинаковых материалов 
по стандартному прямому методу фиксации. Участки поверхности костной ткани 
исследовали при снятии брекета, с помощью метода атомно-силовой микроскопии 
(АСМ). Благодаря применению опции «анализ», имеющейся у сканирующего зондового 
микроскопа, шероховатость исследуемых поверхностей была переведена в цифровую 
характеристику. Установлено, что среднее значение шероховатости поверхности разрыва 
(при снятии) для металлической брекет-системы составило 241 нм, а для керамической 
– 156 нм, что указывает на более чем полуторократное различие. Полученный результат 
может быть полезен в практической медицине при выборе брекет-системы.

Ключевые слова: брекет, костная ткань, поверхность разрыва, атомно-силовая 
микроскопия, поверхностное профилирование, растровое изображение
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Abstract. Studies of the fracturing surfaces on foreign material as a model object that binds 
a component to bone tissue have been carried out. Metal and ceramic brackets were used 
during operation. Brackets were fixed using the same materials under the identical conditions, 
according to the standard direct fixing procedure. Areas of the bone surfaces were investigated 
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Введение

Проблема физического материаловедения играет ключевую роль в медицинской от-
расли. Известно, что существует проблема совместимости тканей живого организма с 
чужеродными материалами, например, при протезировании костей и суставов [1 – 7], 
фиксации брекет-систем. Данный аспект важен в связи с созданием многослойной 
структуры, основу которой представляет костная ткань, связующее вещество и металл 
или керамика. В настоящее время ортодонтическое лечение представлено большим вы-
бором конструкций, в частности, для коррекции прикуса, выравнивания положения 
зубов применяют как съемные, так и несъемные ортодонтические аппараты [8 – 11]. 
Известно, что среди несъемных конструкций на стоматологическом рынке применяется 
эджуайз-техника (брекет-система). При их снятии существует риск повреждения зубной 
эмали, что может привести к появлению на ней трещин. Интерес практических вра-
чей-ортодонтов состоит в исследовании прочности соединения и наличия остатков клея 
под ортодонтическими конструкциями; последнее может оказывать негативное влияние 
при потреблении пациентом каких-либо химических реагентов [12].

Однако авторам настоящей статьи неизвестны работы, касающиеся топологии по-
верхности разрыва, которая должна служить в качестве оценивающего параметра. Дан-
ный аспект проблемы позволяет прогнозировать эффективность тех или иных техноло-
гических приемов.

Цель данного исследования – выявить особенности поверхностей разрыва металли-
ческих и керамических брекетов.

Объекты и методы исследования

Характер разрыва поверхностей исследовали для двух брекет-систем, созданных од-
ной компанией-производителем (3М Unitek, США): металлические Victory SeriesTM и 
керамические ClarityTM. На малой выборке были подготовлены биопрепараты человече-
ских зубов, не пораженных кариесом и удаленных по ортодонтическим (ретинирован-
ные, дистопированные) и пародонтологическим показаниям.

Подготовку биопрепаратов осуществляли следующим образом. Поверхности всех зу-
бов промывали в проточной воде, очищали от зубного налета при помощи циркулярных 
щеточек и полировочной пасты (Detartrine, Septodont). Подготовленные биопрепара-
ты до проведения исследования хранили в физиологическом растворе (0,9%-ый рас-
твор хлорида натрия). Фиксацию брекетов выполняли в соответствии с общепринятым 
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протоколом. Образцы зубов протравли-
вали 37%-ым гелем ортофосфорной кис-
лоты (ТРАВЕКС-37, Омега) в течение 30 
с, затем удаляли гель с обрабатываемого 
участка путем обильного орошения воды и 
просушивали до полусухого меловидного 
состояния эмали.

На зубную эмаль и на основание брекета 
наносили праймер TRANSBOND XT (3M 
Unitek). Праймер активировали полимери-
зационной светодиодной лампой, излуча-
ющей на длинах волн 400 – 500 нм (УФ 
диапазон), в течение 40 с. Затем на основа-
ние брекета наносили светоотверждаемый 
адгезив TRANSBOND XT (3M Unitek) и 
фиксировали брекет на поверхности зуба, 
предварительно убрав избыток материала. 
Затем этот брекет отверждали при экспози-
ции светом на мезиальной, а затем на дис-
тальной стороне брекета (в обоих случаях в 

течение 10 с). На одном зубе зафиксировали одновременно оба брекета (металлический 
и керамический). Через 7 дней производили снятие системы с помощью атравматич-
ных специальных щипцов. Затем с помощью поверхностного профилирования методом 
атомно-силовой микроскопии (АСМ) исследовали участки поверхности каждого зуба. 
На рис. 1 показан образец зуба 2, закрепленный на предметном столике 3. При движе-
нии кантилевера 1 по исследуемой поверхности разрыва фиксируется ее профиль, из 
которого формируется растровое изображение.

У сканирующего зондового микроскопа есть опция «анализ», которая позволила пе-
ревести шероховатость исследуемой поверхности в цифровую характеристику.

Результаты исследования и их обсуждение
Результаты вышеописанной измерительной процедуры представлены на рис. 2 – 4. 

По окончании сканирования поверхностей разрыва связующей системы многослойной 
структуры (зубная эмаль – клеящая система – брекет) был проведен сравнительный 
анализ растровых изображений по двум ортогональным направлениям. На всех указан-
ных иллюстрациях показаны линии сканирования кантилевера, вдоль которых измеря-
лась шероховатость. 

Сканирование велось по линиям 1 – 6, которые указаны на рис. 2, a, b и 3, a, b. 
Выявлены перепады высот порядка 200 нм вдоль одного профиля. В частности, при 
сканировании вдоль выбранного направления профиля 1 установлено, что при значении 
координаты x = 0,036 происходит скачок по высоте y в диапазоне значений 0,63 – 0,84 
(рис. 2, c). При сканировании вдоль профиля 4 наблюдался скачок по высоте y в диапа-
зоне значений 0,16 – 0,43 при значении координаты x = 0,037 (рис. 3, c).

Далее, на рис. 4, a,b представлены рельефы поверхностей (в декартовой системе коор-
динат), полученные после снятия  металлического (4,a) и керамического (4,b) брекетов.

В таблице приведены значения средней шероховатости поверхности разрыва от метал-
лических и керамических брекетов. На рис. 5 представлена диаграмма значений средней 
шероховатости поверхности зуба, которая показывает значительные вариации данной 
характеристики. Мы наблюдали неровности (пики и впадины) от 575,8 до –836,0 нм.

Сравнительный анализ результатов, представленных в таблице, показывает, что зна-
чения средней шероховатости поверхностей разрыва зубной эмали лежат в диапазоне 
от 143,4 до 212,0 нм у керамических брекетов и в диапазоне от 180,4 до 253,6 нм у ме-
таллических. Интегральный же результат средней шероховатости поверхности разрыва 
составил еще большую разницу: в диапазоне 74,79 – 212,0 нм у керамических и 143,4 – 
391,6 нм у металлических. При одинаковом выборе материала и метода фиксации, ме-
таллическая брекет-система при снятии приводит к появлению неровности, значения 

Рис. 1. Закрепленный образец зуба (2) на 
предметном столике (3) сканера и кантилевер 

(1) сканирующего зондового микроскопа
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а)

b)

c)

Рис. 2. Зависимости высоты рельефа 
от координаты сканирования по двум 
ортогональным направлениям (a, b) и график 
сканирования поверхности после снятия 

керамического брекета (c)

а)

b)

c)

Рис. 3. То же, что на рис. 2, но для 
металлического брекета
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а) b)

Рис. 4. Растровые 3D-изображения поверхностей, полученные после снятия 
металлического (a) и керамического (b) брекетов

Таблица

Результаты измерения средней шероховатости 
поверхности разрыва при снятии двух типов брекетов

Номер образца

Средняя шероховатость поверхности, нм

Металлический 
брекет

Керамический 
брекет

1 253,6 212,0

2 232,8 155,8

3 255,7 140,0

4 391,6 74,79

5 180,5 138,2

6 228,9 190,9

7 180,4 143,4

Рис. 5. Диаграмма значений средней шероховатости поверхностей зубов после снятия 
металлической (M) и керамической (C) брекет-систем. По горизонтальной оси отложены 

номера образцов (см. таблицу)
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которой превышают таковую для керамической более чем в полтора раза. Развитость 
шероховатости, выраженная в числах, указывает на то, насколько прочным будет про-
цесс сцепления в трехслойных композициях.

Заключение
Различие используемых конструкций и материалов, последовательность операций и 

приемов фиксации брекетов как на подготовительных, так и на основных этапах про-
цедуры позволяет построить и предложить совершенствование технологического про-
цесса, осуществляемого в стоматологической практике. Полученные в работе и пред-
ставленные в статье результаты могут принести пользу в практической медицине при 
выборе брекет-системы.
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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ НА УРОВНЕ ОДИНОЧНЫХ МОЛЕКУЛ 
ПАРАМЕТРОВ ТРАНСКРИПЦИИ БАКТЕРИАЛЬНОЙ 
РНК-ПОЛИМЕРАЗЫ МЕТОДОМ АКУСТИЧЕСКОЙ 

СИЛОВОЙ СПЕКТРОСКОПИИ

А. Н. Арсениев, М. А. Панфилов, Г. Е. Побегалов, 
А. С. Потысьева, П. А. Павлинова, 

М. В. Якунина, М. А. Ходорковский ✉

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Россия

✉ khodorkovskii@gmail.com
Аннотация. В настоящей работе приведены результаты одномолекулярных 

исследований влияния ионов магния на динамические характеристики элонгации 
транскрипции бактериальной РНК-полимеразы. Показано, что с уменьшением 
концентрации магния снижаются мгновенная и средняя скорости транскрипции. 
Наблюдаемая зависимость происходит за счет увеличения количества коротких пауз; 
предложено объяснение механизма их образования. Для проведения исследований 
использован метод акустической силовой спектроскопии (АСС), который составил 
основу для разработки одномолекулярной методики характеризации параметров 
транскрипции. Приведено подробное описание методики и алгоритма обработки 
результатов измерений.
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Введение

Исследованию процесса транскрипции, в результате которого происходит экспрессия 
гена ДНК-зависимой РНК-полимеразой (РНКП), посвящено огромное количество работ, 
большинство из которых выполнено с использованием классических биохимических ме-
тодов. Возможности последних ограничены в получении детальных характеристик этого 
процесса. Дополнительная важная информация о процессе транскрипции содержится в 
публикациях по исследованию структур бактериальных РНКП–ДНК комплексов мето-
дами криоэлектронной микроскопии, спектроскопии ядерного магнитного резонанса и 
рентгеновской кристаллографии. Эти методы дают очень важную информацию о неко-
торых наиболее долгоживущих состояниях этих комплексов и практически не дают ка-
кой-либо информации о промежуточных, короткоживущих состояниях, определяющих 
динамику процесса.

Фактически, однозначные данные об этой динамике можно получить только с исполь-
зованием одномолекулярных методов, которые позволяют наблюдать изменение характе-
ристик индивидуальных молекул в реальном масштабе времени, без усреднения по ансам-
блю частиц. На сегодняшний день наиболее часто используются методы оптической или 
магнитной ловушек и метод одномолекулярного ферстеровского резонансного переноса 
энергии smFRET (англ. single molecular Förster Resonance Energy Transfer).
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В последние 10 – 15 лет наблюдается заметный рост числа публикаций с использо-
ванием этих методов с целью детальной характеризации динамики процесса элонгации 
транскрипции [1 – 4]. Результаты этих исследований показывают, что в процессе транс-
крипции, имеющем пошаговый характер и где величина одного шага соответствует по 
длине перемещению полимеразы на одну пару оснований ДНК, реализуются различные 
конформационные состояния РНКП, времена жизни которых различаются на несколько 
порядков. 

В настоящей работе для проведения одномолекулярных исследований использован ме-
тод акустической силовой спектроскопии; он обладает преимуществом перед другими 
методами, ввиду возможности одновременного получения данных о динамике нескольких 
молекул РНКП. Этот метод является сравнительно новым, в связи с чем в этой работе 
подробно рассмотрены его возможности и особенности использования методики, разра-
ботанной на его основе. 

В настоящей работе часть данных о влиянии параметров среды на динамические харак-
теристики транскрипции бактериальной РНКП получена впервые.

Метод акустической силовой спектроскопии для анализа транскрипции
Впервые метод акустической силовой спектроскопии (АСС) был представлен в конце 

2014 года [3]. Метод реализован на специальной установке Lumicks, включающей в себя 
специальный микрофлюидный чип, инвертированный микроскоп и камеру. Эксперимен-
ты проводятся с использованием специального устройства – микрофлюидного чипа, ко-
торый представляет собой ячейку, ограниченную двумя стеклянными пластинами, между 
которыми находится жидкость. При подаче напряжения пьезогенератор, расположенный 
на этом чипе, создает плоскую акустическую волну, действующую на полимерные ми-
кросферы; их смещение фиксируется с помощью инвертированного микроскопа и ка-
меры.  Молекулы ДНК закрепляются между поверхностью стекла чипа и микросферами 
(рис. 1). Сила, имеющая акустическую природу, оказывает воздействие на микросферы. 

Акустическая волна, распространяющаяся внутри чипа, создает силу, действующую на 
микросферы: 

(1)

где V, м3, – объем микросферы; p, Па, – звуковое давление; v, м/с, – скорость звука; 
ρ*  =  ρp / ρm – отношение плотностей микросферы и среды; k* = kp / km – отношение ко-
эффициентов упругости микросферы и среды.

Величина силы F (см. рис. 1) зависит от размера микросферы, частоты акустической 
волны и ее амплитуды, которая в свою очередь зависит от напряжения, подающегося на 
пьезоэлемент [3].

* *
2 2

*

1 1 ,
4 2 1m m
kF V k p v

 − ρ −
= − ∇ − ρ ρ + 

Рис. 1. Схема эксперимента по изучению транскрипции методом 
акустической силовой спектроскопии: 

PE – пьезоэлемент; G – стекло; SCM, RMS – микросфера, модифицированная стрептавидином, 
и референсная микросфера, соответственно; DNA, RNA – ДНК и РНК; 

RNAP – РНКП, модифицированная биотином; TD – направление транскрипции; F – прилагаемая сила
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Как правило, диапазон сил при использовании этого метода находится в пределах от 
единиц до десятков и даже сотен пиконьютонов, что дает возможность применять его к 
исследованиям биологических объектов [5].

Несмотря на конструктивную простоту реализации метода АСС, для осуществления 
эксперимента необходимо придерживаться довольно объемного и сложного протокола.

На этапе подготовки к эксперименту необходимо получить молекулу ДНК, которая 
будет крепиться к одной из поверхностей микрофлюидного чипа. Для этого ДНК и по-
верхность модифицируют соответственно дигоксигенином и антителами к нему – сое-
динениями, образующими химическую связь при взаимодействии. Как видно на рис. 1, 
для проведения эксперимента РНК-полимераза (РНКП) должна быть химически связа-
на с микросферой. Для этих целей используются биотин и стрептавидин – соединения, 
которыми модифицированы РНКП и микросфера соответственно [6].

Транскрипционный цикл, осуществляемый РНК-полимеразой (независимо от ти-
па клетки), включает в себя три последовательные стадии: инициацию, элонгацию и 
терминацию. Инициация включает в себя связывание РНКП с особой последователь-
ностью ДНК – промотором, в результате которого происходит плавление связанного 
двунитевого участка ДНК и образуется открытый комплекс РНКП – ДНК. Далее осу-
ществляется активный синтез РНК-молекулы – это стадия элонгации. Продвижение 
РНКП по ДНК происходит неравномерно, в ходе элонгации этот фермент может делать 
временные остановки (паузы), прекращать движение (перманентная остановка) или 
терминировать синтез РНК в ответ на регуляторные воздействия со стороны белковых 
факторов и/или сигналов, закодированных в ДНК и РНК [7, 8].

Метод АСС позволяет одновременно регистрировать динамику перемещения не-
скольких молекул РНКП по ДНК, обеспечивая тем самым его преимущество перед дру-
гими одномолекулярными методами, в которых возможно детектирование положения 
только одной молекулы РНКП [9, 10].

Элонгационные профили отражают динамические характеристики одиночной РНКП, 
такие как мгновенная (скорость между паузами) и средняя скорости, наличие оста-
новок/пауз и их продолжительность, и представляют собой фактически графическую 
интерпретацию характерного движения одиночных полимераз, осуществляющих элон-
гацию транскрипции, представленную в форме зависимости транскрибируемой длины 
ДНК (в нанометрах либо нуклеотидах) от времени (секунды).

Алгоритм обработки элонгационных профилей

Типичный вид элонгационных профилей трех одиночных РНК-полимераз в усло-
виях отсутствия влияния на транскрипцию каких-либо химических агентов, приведен 
на рис. 2.

Рис. 2. Репрезентативные элонгационные профили трех одиночных РНКП в контрольных 
условиях, при которых нет влияния химических агентов
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При обработке полученных данных используется медианный фильтр с окном в 
несколько секунд и для повторного сглаживания – фильтр Савицкого – Голея [11]. 
Устанавливаются предельные значения скоростей и все временные промежутки, на 
которых скорости ниже порогового значения рассматриваются как паузы. Эти паузы 
сортируются на «длинные», продолжительность которых более 20 с, и «короткие», 
продолжительность которых составляет от 2,5 до 20 с [12, 13]. Разрешающая спо-
собность установки не позволяет регистрировать паузы длительностью короче 2,5 с. 
Пороговое значение выбирается равным 0,5 σ, где σ – величина стандартного откло-
нения от среднего значения, полученная из распределения Гаусса для мгновенных 
скоростей. Функция Гаусса f(x) имеет вид

Полученные значения усредняются по всему ансамблю пауз и представляются в виде 
«среднее ± стандартная ошибка среднего (s.e.m)». В качестве критерия статистической 
достоверности используется критерий Манна – Уитни. В результате обработки с выбран-
ным предельным порогом скорости формируется распределение мгновенных скоростей. 

В общем случае в распределении скоростей присутствуют сигналы, соответствующие 
производным от шумового и полезного сигналов. Шумовая составляющая определяет-
ся параметрами экспериментальной установки, и ее спектр соответствует распределению 
производных тех участков элонгационного профиля, где движение полимеразы оста-
новлено, т. е. когда она находится в паузированных состояниях. Производная шума имеет 
симметричное распределение относительно нуля скорости, и для учета ее вклада можно 
использовать отрицательную часть распределения, на которую не накладывается полез-
ный сигнал. Поскольку положительные значения шумового сигнала по абсолютной ве-
личине равны ее отрицательным значениям, истинное распределение мгновенных скоро-
стей можно получить путем вычитания абсолютных значений шумового сигнала из сум-
марного распределения скоростей. Такая методика была использована в работах [14, 15]. 
Для описанного примера приведена гистограмма одного из полученных элонгационных 
профилей с выраженным бимодальным распределением (рис. 3,a). Разложение этого рас-
пределения с использованием функций Гаусса позволяет выделить распределение вблизи 
нуля (красная кривая), соответствующее шумовой составляющей сигнала, и истинной 
мгновенной скорости (зеленая кривая).

Параметры мгновенной скорости можно определить точнее, если использовать приве-
денную выше процедуру вычитания шумового сигнала.

21
21( ) .

2

x

f x e
−µ −  σ =

σ π

Рис. 3. Гистограммы распределений мгновенных скоростей до (a) и после (b) вычитания 
абсолютных значений шумовой составляющей сигнала и аппроксимации функцией Гаусса 

(зеленые кривые – мгновенная скорость, красная – шумовая составляющая)

a) b)
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На рис. 3,b приведена аппроксимация распределения скоростей функцией Гаусса по-
сле вычитания шумового сигнала. Как видно из результатов аппроксимации, значение 
мгновенной скорости при такой обработке несколько выше и, вероятно, ближе к истин-
ным значениям мгновенной скорости движения полимеразы.

После проведения указанных манипуляций для каждого полученного элонгационного 
профиля, данные для всех профилей, соответствующих конкретным условиям экспери-
мента, усредняются и представляются в виде среднего значения ± стандартная ошибка 
среднего (s.e.m.).

Значение средней скорости транскрипции для каждой РНК-полимеразы равно отно-
шению пути, пройденного полимеразой (длина элонгационного профиля), к общему вре-
мени, затраченному на его прохождение. Полученные значения усредняются по всему 
ансамблю скоростей для каждого из экспериментальных условий и представляются как 
среднее значение ± s.e.m. В качестве критерия статистической достоверности используется 
критерий Манна – Уитни.

Влияние ионов магния на параметры транскрипции

Для оценки влияния ионов магния на процесс транскрипции было проведено срав-
нение параметров элонгационных профилей, измеренных при концентрациях хлорида 
магния MgCl2, равных 1 и 10 мМ. Репрезентативные элонгационные профили одиночных 
РНКП при разных концентрациях магния приведены на рис. 4.

Значения мгновенной и средней скоростей транскрипции при концентрации хлорида 
магния 10 мМ, полученные после усреднения по 28 элонгационным профилям (рис. 5), 
оказались равными 20,5 ± 0,9 и 17 ± 0,7 нуклеотидов в секунду (нт/с; среднее значение 
± s.e.m.).

Рис. 4. Репрезентативные элонгационные профили одиночных РНКП при концентрациях 
MgCl2, равных 1 мМ (кривая синего цвета) и 10 мМ (кривая красного цвета)

Рис. 5. Диаграмма значений мгновенной (слева) и средней (справа) скоростей транскрипции 
для концентраций MgCl2 10 мМ (зеленые столбики) и 1 мМ (синие столбики).

Концентрация нуклеозидтрифосфатов (НТФ) – 1 мМ 
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Численные значения этих величин практически совпадают с данными, приведенны-
ми в литературе [6, 16, 17]. Столь близкие значения средней и мгновенной скоростей и 
небольшое количество коротких пауз при высокой концентрации ионов магния свиде-
тельствуют о том, что время, в течение которого РНК-полимераза находится без движе-
ния, незначительно, по сравнению со временем, затраченным на транскрипцию участка 
ДНК, который в этих экспериментах был выбран равным 500 нм ± 10 %. Больших пауз 
(длительностью свыше 20 с) в этих условиях не наблюдается, в то время как небольшое 
количество коротких пауз (от 2,5 до 20 с) было найдено с помощью протокола обработ-
ки, приведенного выше. Результаты обработки всего массива данных с определением 
среднего количества коротких пауз, приходящихся на один элонгационный профиль, 
представлены на рис. 6. 

Рис. 6. Диаграмма среднего количества коротких пауз транскрипции, приходящихся на один 
элонгационный профиль, для концентраций MgCl2 10 мМ (зеленый столбик) 

и 1 мМ (синий столбик). 
Концентрация НТФ – 1 мМ

Как видно на рис. 4, принципиальное отличие вида элонгационного профиля при 
пониженной концентрации магния (1 мМ MgCl2) от вида при его повышенной концен-
трации (10 мМ MgCl2) заключается в том, что полимераза проходит ту же длину ДНК 
за гораздо большее время. При этом, как и в случае с большой концентрацией магния, 
пауз длительностью болeе 20 с не наблюдается. Значения мгновенной и средней скоро-
стей, а также количество коротких пауз на один элонгационный профиль, рассчитанных 
по тем же протоколам, что и при высокой концентрации ионов магния, оказались рав-
ными соответственно 8,7 ± 0,9 и 6,3 ± 0,8 нт/с, а также 23,6 ± 4 паузы (см. рис. 5 и 6).

Прежде всего следует отметить, что качественно полученные результаты о замедле-
нии скорости элонгации транскрипции при уменьшении концентрации ионов магния 
совпадают с данными биохимических экспериментов. Однако получение объективных 
данных о возможных процессах, влияющих на величину средней скорости транскрип-
ции, с использованием ансамблевых методов не представляется возможным. 

Как следует из результатов, полученных в настоящей работе, снижение средней ско-
рости транскрипции при уменьшении концентрации ионов магния происходит, в су-
щественной степени, за счет роста количества коротких пауз. Возможный механизм 
образования этих пауз связан с формированием ошибочного состава среды в активном 
центре РНКП, необходимого для первой стадии элонгации транскрипции. Этот состав 
должен содержать нуклеотид, комплементарный соответствующему нуклеотиду матрич-
ной цепи ДНК, и ион магния. Эти компоненты состава поступают в активный центр 
полимеразы через вторичный канал в результате диффузии. Поступление ошибочных 
нуклеотидов в активный центр РНКП либо отсутствие там ионов магния приводят к 
возникновению коротких пауз, во время которых РНКП может удалить неправильный 
состав из активного центра.

В предположении такого механизма возникновения паузы следует ожидать, что при 
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низкой концентрации MgCl2 в транскрипционном буфере количество случаев с отсут-
ствием ионов магния в активном центре будет больше, чем при высокой концентрации 
этих ионов, и, соответственно, количество коротких пауз при низкой концентрации 
будет также больше, что и наблюдается в этом исследовании.

Следует отметить, что разрешающая способность установки АСС не позволяет ре-
гистрировать паузы длительностью короче 2,5 с, количество которых, весьма вероятно, 
также существенно больше при низких концентрациях магния. Принимая это во внима-
ние, можно предположить, что величина мгновенной скорости элонгации (т. е. скорость 
между паузами) при низкой концентрации ионов магния больше того значения, которое 
в настоящей работе получено из расчета этой скорости между паузами длительностью 
выше 2,5 с.

Заключение

Разработана методика измерения элонгационных профилей транскрипции на уровне 
индивидуальных молекул методом акустической силовой спектроскопии (АСС) и создан 
алгоритм анализа полученных данных. С помощью этой методики проведено иссле-
дование таких параметров транскрипции, как мгновенная и средняя скорости элонга-
ции и спектр паузированных состояний бактериальной РНК-полимеразы, и изучена их 
зависимость от концентрации ионов магния. Полученные значения этих параметров 
позволили сделать вывод о возможном механизме формирования коротких пауз на ста-
дии элонгации транскрипции бактериальной РНКП.
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put forward. The model takes into account the aggregate structure and multiple light scattering 
effect on them. The methods and algorithms based the T-matrix technique for calculating the 
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Введение

Одним из основных инструментов современной медицинской диагностики, отчетливо 
реагирующим на какие-либо изменения в состоянии организма, является анализ крови. 
С другой стороны, состояние клеток крови и такие их параметры, как размеры, дефор-
мируемость и принимаемые ими формы незамедлительно сказываются на процессах га-
зообмена в тканях.

Для развития новых методов диагностики состояний биообъектов, используемых в раз-
личных областях биологии и медицины [1, 2], например, в процессах диагностики состо-
яния крови, крайне важным и весьма актуальным является знание оптических характе-
ристик форменных элементов крови. Разработка же адекватных математических моделей, 
описывающих распространение света в биологических тканях, входит существенной со-
ставной частью в решение данной актуальной задачи.

Ранняя диагностика нарушений функций тромбоцитов (отклонения в их размере и 
форме, изменения их агрегационных свойств), а значит и нарушения процессов тромбо-
образования, важна для выявления рисков заболеваний, тесно связанных с такими нару-
шениями. В первую очередь это относится к ишемической болезни сердца.

На эффективность поглощения и рассеяния лазерного излучения могут существенно 
влиять тромбоциты, находящиеся в активированном состоянии, в котором они склонны 
к агрегации и формированию тромбов.

Процесс агрегации эритроцитов, вызванный естественными в таком случае повреж-
дениями, может инициировать возникновение гиперкоагуляции вследствие выделения в 
кровь эритроцитарных факторов свертывания.

Каждое конкретное заболевание, которое сопровождается процессами патологической 
агрегации клеток крови, требует своего детального изучения, тщательного выбора мак-
симально эффективной лабораторной методики, позволяющей отследить и проанализи-
ровать подобный процесс. Часто одним из основных факторов воздействия на подобные 
патологические процессы и механизмы их протекания выступает нарушение структурно-
функциональных свойств эритроцитов и особенно их способность к агрегации.

Оптические характеристики крови весьма чувствительны к параметрам процессов агре-
гации форменных элементов крови, эритроцитов и тромбоцитов; в частности, подобные 
процессы влияют на эффективность поглощения и рассеяния лазерного излучения кро-
вью.

Для разработки новых подходов в оптической биопсии, оптической томографии, для 
анализа процессов фотодинамической и фототермической деструкции тканей и образу-
ющих их клеток актуально выявление и изучение количественных связей между био-
логическими свойствами и оптическими характеристиками комплексов биологических 
частиц. В частности, надлежит учитывать возможность агрегации моделируемых частиц. 
Для количественного исследования объединения биологических частиц в агрегаты, в рам-
ках данной работы было впервые проведено численное моделирование многократного 
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рассеяния оптического излучения на агрегатах частиц, моделирующих заданные биологи-
ческие структуры.

Цель данной работы – подробно описать разработанную новую математическую мо-
дель взаимодействия лазерного излучения с агрегатами биологических объектов различ-
ной сложности и организации на примере форменных элементов крови, а также апроби-
ровать предлагаемую модель на конкретных примерах. 

Решение задачи светорассеяния на агрегате частиц

Интерпретация явлений рассеяния света агрегатами частиц (сгустками, совокупностя-
ми и т. п.) даже простой формы весьма сложна, так как обусловлена взаимодействием 
полей от всех частиц, составляющих агрегат. При этом необходимо учитывать, что каждая 
частица изменяет поле не только в окрестности остальных (многократное рассеяние), но 
и в результате интерференции полей в дальней зоне. 

В общем случае многократное рассеяние следует учитывать с использованием строгих 
численных методов. Среди них можно выделить те, которые явно учитывают взаимо-
действия между частицами [3] (подобно методу суперпозиции Т-матриц [4 – 6] и методу 
дискретных диполей (МДД) [7]), а также те, в которых агрегат рассматривают как кластер, 
т. е. одну целостную частицу сложной формы (подобно методу конечных разностей во 
временной области [8]).

Многократное рассеяние можно вычислять итерационно [9, 10], если использовать, 
например, метод приближения по порядку, который принято считать частным случаем 
метода суперпозиций.

Рассмотрим задачу многократного рассеяния света на группе частиц, моделирующей 
клетки крови с учетом наличия в них ядер, плазматических мембран и цитоплазмы, при-
сущих исследуемой биологической структуре, характеризуемой различными геометриче-
скими и оптическими параметрами, которые близки к моделируемому объекту.

Связать коэффициенты разложения полей падающего света и рассеянного агрегатом 
оказывается возможным, если рассчитывать Т-матрицу рассеяния лазерного излучения на 
агрегате, составленном из многослойных частиц, в рамках строгой теории многократного 
рассеяния света. Поскольку учитываются многократные взаимодействия внутри компо-
нентов агрегата, следует констатировать взаимосвязанность рассеянных полей.

Расчет Т-матриц можно осуществлять в локальной системе координат, связанной с 
центром соответствующей частицы, для каждой из частиц агрегата, поскольку они неза-
висимы от падающего излучения. Следуя стандартному представлению электромагнитно-
го поля, падающего на j-ю частицу, в виде суммы исходного падающего поля световой 
волны и поля, рассеянного совокупностью других частиц, располагающихся в среде с 
показателем преломления n, запишем выражение [11]:

(1)

где Escat (l, j) − сумма полей, рассеянных на j-ой частице (использованием в обозначениях 
индексов l, j мы подчеркиваем переход из l-ой в j-ю систему координат).

При помощи Т-матрицы мы рассчитываем поле, рассеянное j-ой частицей; оно входит 
в это уравнение как Escat (l, j). Для расчета Т-матрицы выбрана локальная система коор-
динат, связанная с j-ой частицей.

Воспользовавшись трансляционными свойствами векторных волновых сферических 
функций, мы далее можем осуществлять преобразования разложений по векторным сфе-
рическим волновым функциям из систем координат, связанных с j-ми частицами, к си-
стеме координат l-ой частицы. В итоге мы получаем систему линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) для нахождения коэффициентов рассеянного светового поля на груп-
пе многослойных частиц , :j j

mn mna b
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выражения для представленных здесь коэффициентов , , ,
p q q q

j j j j
n n n na b a b  приведены в 

статьях [11, 12], а величины А (l, j) и B (l, j) определены в статьях [13, 14] .
В процессе решения задачи светорассеяния на диэлектрических объектах, моделиру-

ющих биологические объекты, в частности кровяные клетки, часто возникает необходи-
мость решения так называемых плохо обусловленных СЛАУ.

Решение СЛАУ вида (2) мы осуществляли, используя устойчивый алгоритм бисопря-
женных градиентов [15]. Данный метод, построенный на основе квадратичного метода 
сопряженных градиентов, не допускает нестабильного поведения невязки и накопления 
погрешностей округления.

Существенно улучшить сходимость к требуемому решению удалось благодаря исполь-
зованию алгоритма решения СЛАУ с предобуславливанием в виде LU-разложения [16].

Анализ графика на рис. 1, где изображены зависимости относительной нормы невяз-
ки от номера итерации для метода бисопряженных градиентов с предобусловливанием, 
приводит к очевидному выводу о достаточно удовлетворительной сходимости использо-
ванного метода.

Мы осуществили разработку программного комплекса для расчета Т-матриц, учи-
тывающего многократное рассеяние для многослойных сферических конструктов. В 
случае сферической формы рассеивающих объектов, Т-матрица, очевидно, принимает 
диагональную форму [17].

Использование программы, разработанной нами, позволило осуществить достаточно 
детальный анализ спектральных характеристик рассеяния лазерного излучения (его ди-
апазон длин волн от 400 до 650 нм) на многослойных сферулированных частицах.

После нахождения из выражения (2) численных значений коэффициентов ,j j
mn mna b  

можно вычислить такие физические величины, как сечение поглощения Сabc, сечение 
рассеяния Сscat и сечение экстинкции Сext, определяемые по приведенной ниже проце-
дуре [18]:

(3)

где Ii – интенсивность падающего света,

(4)

1 1

1 1
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Рис. 1. Зависимости значений относительной нормы невязки от номера итерации, полученные 
методом бисопряженных градиентов с предобусловливанием.

Случай 4 частиц в слое с расстоянием между ними 2 мкм (a) и 1 мкм (b). Их параметры даны в таблице
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Параметр частицы
Значение параметра для 

частицы

I II III IV V

Расстояние между частицами 2 мкм (рис. 1,а и 2) и 1 мкм (рис. 1,b)

Диаметр, мкм 6,5 6,5 7,0 7,6

Диаметр, мкм

ядра частицы 4,0 4,0 4,0 4,0

ее цитоплазмы 5,0 6,0 6,5 6,5 –

Коэффициент преломления ядра 1,37

То же для цитоплазмы 1,00

То же для плазматической мембраны 1,33

Расстояние между частицами 2 мкм (рис. 3) и 1 мкм (рис. 4)

Диаметр, мкм 6,5 6,5 7,0 7,6 8,0

Диаметр, мкм

ядра частицы 4,0 4,0 4,0 4,0 3,0

ее цитоплазмы 5,0 6,0 6,5 6,5 4,0

Коэффициент преломления ядра 1,37

То же для цитоплазмы 1,00

То же для плазматической мембраны 1,33

Расстояние между частицами 2 мкм (рис. 5)

Диаметр, мкм 6,6 6,6 7,1 7,7 8,1

Диаметр, мкм

ядра частицы 4,0 4,0 4,0 4,0 3,0

ее цитоплазмы 5,0 6,0 6,5 6,5 4,0

Коэффициент преломления ядра 1,37

То же для цитоплазмы 1,34

То же для плазматической мембраны 1,33

Расстояние между частицами 2 мкм (рис. 7)

Диаметр, мкм 6,5 6,5 7,0 6,6 6,0

Коэффициент преломления ядра 1,37 1,33 1,33 1,37 1,37

Расстояние между частицами 1 мкм (рис. 9)

Диаметр, мкм 6,5 6,5 7,0 8,6 12,0

Коэффициент преломления ядра 1,37 1,33 1,33 1,37 1,37

Таблица

Расчетные наборы параметров задачи для агрегатов частиц
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здесь 

(5) 

(6) 

(7)

где

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

здесь использованы обозначения: ψn(ρ) = ρjn(ρ), (1)( ) ( )n nhξ ρ = ρ ρ  – функции Риккати – 
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+
 величины 0 0,mn mnq p  определены в статье [11].

Подставив выражения для величин Einc(θ), Einc(ϕ), Hinc(θ), Hinc(ϕ), Escat(θ), Escat(ϕ), Hscat(θ), Hscat(ϕ) в 
формулы (6) и (7), имеем:

(16)
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Таким образом, на данном этапе изложения материала получены формулы, позволя-
ющие определять зависимости вышеописанных спектральных характеристик от длины 
волны падающего лазерного излучения (см. рис. 2 − 5). 

Отметим, что при расчетах по методу Т-матриц в данной работе был использован метод 
конечных разностей во временной области (англ. Finite Difference Time Domain (FDTD)). 
Для задачи рассеяния на многослойной сфере использовался математический подход, 
описание которого приведено в статье [12].

Рис. 2. Графическое представление сечений поглощения (a), экстинкции (b), рассеяния (c) 
и интенсивности рассеяния как функций длины волны лазерного излучения, падающего под 

нулевым углом (d), при заданных параметрах задачи 
(4 частицы в слое, расстояние между частицами – 2 мкм, см. таблицу)

Рис. 3. Графическое представление сечений поглощения (a), экстинкции (b), рассеяния (c) 
и интенсивности рассеяния как функций длины волны лазерного излучения, падающего под 

нулевым углом (d), при заданных параметрах задачи 
(5 частиц в слое, расстояние между частицами – 2 мкм, см. таблицу)
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Определение функции распределения клеток крови по размерам

В качестве известной переменной (измеренной приближенно) здесь будет выступать 
интенсивность рассеяния света на агрегате многослойных частиц Iblood(λ), моделирующих 
форменные элементы крови. Результатом решения задачи должно быть распределение 
клеток крови по размерам.

В данном случае, для демонстрации возможностей метода, величина Iblood(λ) будет опре-
делена при помощи модельного эксперимента (см. графики на рис. 2,d – 5,d).

При этом поставленную задачу можно описать стандартным (для подобных случаев) 
образом – линейным интегральным уравнением Фредгольма первого рода следующего 
вида:

(18)

где A – интегральный оператор; I (ρ, α) – ядро интегрального уравнения; ρ – приведен-
ный радиус, ρ = ka (k – модуль волнового вектора, a – радиус частицы); u(ρ) − искомое 
распределение клеток по размерам (приведенным радиусам); f(λ) − интенсивность рассе-
яния на группе многослойных сферуллированных частиц, определяемая из модельного 
эксперимента, f(λ) ≡ Iblood(λ).

Данная задача относится к кругу так называемых обратных некорректных задач. Ядро 
интегрального уравнения I(ρ, λ) определяется как интенсивность света, рассеянного в 
направлении угла θ, выбранного в эксперименте, на сферической многослойной частице. 
Будем предполагать, что I(ρ, λ) – функция, непрерывная в прямоугольнике

Ω = ([c, d]×[a, b] и f(λ) ∈ L2[c, d],

где a ≡ ρmin, b ≡ ρmax, c ≡ λmin, d ≡ λmax.
Пусть u(ρ) − гладкая функция, а вместо величины f нам известно ее приближенное зна-

чение fδ, такое что ||f – fδ ||L2[c, d] ≤ δ. Тогда выберем пространство решений как 1
[ , ].p a bU W=   

Пусть вместо функции I (ρ, λ) фактически задана функция Ih (ρ, λ), при этом

тогда 1
2 2

,h W L
A A h

→
− ≤  где Ah – приближение для интегрального оператора A с точностью 

h в операторной норме, которое соответствует ядру Ih (ρ, λ).
Следует отметить, что обращение оператора A для обратной задачи (см. выражение 

(18)) неустойчиво для пространства 1
[ , ].p a bW  Тогда для численного нахождения распреде-

ления u(ρ) можно использовать метод регуляризации Тихонова.
Запишем уравнение Тихонова [19, 20]:

где Ah – оператор из пространства 1
2[ , ]a bW  в подпространствo L2[c, d]; 

*
hA  – оператор из 

L2[c, d] в 1
2[ , ]a bW  (сопряженный к Ah); C − некоторый оператор, матрица которого опре-

делена в монографии [20].
Отметим, что в данной постановке мы предполагаем, что информация о гладкости 

точного решения отсутствует; тогда рассматриваем оператор Ah исходного интегрально-
го уравнения как действующий из L2[a, b] в L2[c, d]. В этом случае сглаживающий функци-
онал принимает вид

(19)

и уравнение Тихонова будет иметь вид

где E – единичный оператор.

max

min

( , ) ( ) ( ),Au I u d f
ρ

ρ

≡ ρ λ ρ ρ = λ∫

2 ( )
( , ) ( , ) ;h L

I I h
Ω

ρ λ − ρ λ ≤

* *( ) ,h h hA A C u A fα+ α =

2[ , ]2[ , ]

2 2[ ] min,
c dc d

h LL
M u A u f uα α

δ= − + α →

* *( E) ,h h hA A u A fα+ α =
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Рис. 4. Графическое представление сечений поглощения (a), экстинкции (b), рассеяния (c) и 
интенсивности рассеяния как функций длины волны лазерного излучения, падающего под 

нулевым углом(d), при заданных параметрах задачи 
(5 частиц в слое, расстояние между частицами – 1 мкм, см. таблицу)

Рис. 5. Графическое представление сечений поглощения (a), экстинкции (b), рассеяния (c) и 
интенсивности рассеяния как функций длины волны лазерного излучения, падающего под 

нулевым углом (d), при заданных параметрах задачи 
(5 частиц в слое, расстояние между частицами – 2 мкм, см. таблицу)

Функция uα, минимизирующая функционал (19), будет зависеть от значения параметра 
регуляризации α.

С целью выбора параметра регуляризации, обеспечивающего оптимальное соответ-
ствие между данными эксперимента и априорной информацией, мы будем использовать 
для данного случая следующие подходы: метод относительной невязки, критерий квази-
оптимальности, принцип сглаживающего функционала, метод L-кривой [19, 20]. Выбор 
параметра регуляризации по заданным погрешностям ядра интегрального уравнения и 
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экспериментальных данных (см. далее рис. 6 и 8) осуществлялся автоматически посред-
ством программного комплекса, разработанного в рамках настоящей работы.

Обсуждение результатов
Полученные результаты (см. рис. 2 – 5) демонстрируют, что представленный в статье 

математический подход и разработанное на его основе программное обеспечение позво-
ляют определять факт агрегирования моделируемых частиц и их параметры, поскольку 
варьирование расстояния между ними сопровождается изменением не только численных 
значений спектральных характеристик, но и формы кривых, что видно на указанных 
рисунках. Мы рассматривали многократное рассеяние света на группе сферулированных 
частиц с включениями концентрических сфер различного радиуса.

На рис. (2, d – 5, d) графически представлены интенсивности рассеяния и сечения 
рассеяния лазерного излучения как функции его длины волны при разных параметрах 
задачи (параметры сведены в таблицу).

Следует заметить, что сечение рассеяния характеризует эффективность рассеяния света 
частицей, разрешенного по углу. Различия как в сечениях рассеяния, так и в его интен-
сивностях для различных биосубстанций, для форменных элементов крови, следуют, в 
частности, из разницы в размерах самих клеток, а также вариативности их внутренних 
структур.

При нахождении функции распределения эритроцитов по приведенным радиусам мы 
решали задачу математического описания взаимодействия лазерного излучения с агрега-
том, состоящим из конечного числа частиц, причем с учетом их структуры и эффектов 
многократного светорассеяния, а также с точно заданными геометрическими и оптиче-
скими характеристиками. В качестве модельных частиц выступали эритроциты. Следует 
отметить, что моделирование эритроцита как однородного рассеивателя вполне уместно, 
в силу отсутствия у него клеточных органелл и тонкости его клеточной мембраны (она 
не оказывает заметного влияния на рассеяние света). При этом в ряде работ эритроцит 
рассматривался в первом приближении как структурно однородная сфера [21, 22].

Чтобы проиллюстрировать вышеописанные методы, предварительно рассмотрим рас-
пределения эритроцитов по размерам, используемые в медицинской практике [23]:

(20)

(21)

Нормальное распределение описывается формулой вида (20) (A1 = 1, B1 = −3, b1 = 3); 
бимодальному распределению соответствует формула вида (21), причем фракция аномаль-
но больших клеток составляет 30 % (A2 = 0,80, B2 = −1,00, b2 = 3,00, A3 = 0,25, B3 = −2,30, 
b3 = 5,0) [23].

Нами были использованы разные способы выбора параметра регуляризации α для нор-
мального распределения эритроцитов по размерам:

по невязке, где || Auα – f|| / ||f|| = δ, значение α = 0,00216 (рис. 6,a); 
по критерию квазиоптимальности, где ||αduα /dα||, значение α = 1,1059·10−9 (рис. 6,b); 
по критерию L-кривой, где L* = lg ||Auα – f||, L = lg ||uα||, значение α = 2,7648·10−8 (рис. 

6,c); 
по принципу сглаживающего функционала, где (α||uα||2 + ||Auα – f||2) / ||f||2 = Cδ2, значение 

α = 0,00216 (6,d). 
При этом оптимальное значения параметра регуляризации составило 

αopt = 0,002160 при h = 0,11, δ = 0,10.

Рассмотрим графики двух функций, представленных на рис. 7. Функция распределе-
ния по размерам (20) представлена непрерывной кривой, а результат численного реше-
ния обратной задачи представлен точечными контурами при уровне шума в правой части 
уравнения (18), принятое равным 5 %. Видно, что кривые практически совпадают. Мож-
но с уверенностью констатировать, что с помощью численного решения задачи вида (18) 
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Рис. 6. Нахождение параметра регуляризации путем выбора по методу относительной невязки 
(a), по критериям квазиоптимальности (b) и L-кривой (c), а также по принципу сглаживающего 

функционала (d). Случай нормального распределения частиц по размерам.
Итоговое оптимальное значение искомого параметра приведено в тексте

восстановлен с высокой точностью профиль распределения по размерам частиц, который 
определен выражением (20). Более того, вполне резонно предположить, что полученная 
кривая распределения близка к стандартной кривой Прайс-Джонса, описывающей рас-
пределение эритроцитов в крови здорового человека [24].

Как и для случая нормального распределения, на рис. 8 представлен выбор параме-
тра регуляризации α для случая бимодального распределения эритроцитов по размерам. 
Укажем основные результаты выбора: по невязке, α = 0,012805 (рис. 8,a); по критерию 
квазиоптимальности, α = 1,311200·10−9 (рис. 8,b); по критерию L-кривой, α = 3,27810·10−8 

(рис. 8,c); по принципу сглаживающего функционала, α = 0,00216 (рис. 8,d).
Оптимальное значения параметра регуляризации составило 

αopt = 0,012805 при h = 0,11, δ = 0,10.

Рис. 7. Результаты расчета функций u(ρ) (см. ф-лу (20), черная сплошная кривая) 
и uα (ρ) (численное решение обратной задачи, цветная кривая) – распределений 5 частиц 

по приведенным радиусам ρ;
расстояние между частицами – 2 мкм (см. таблицу)
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Рис. 8. Нахождение параметра регуляризации путем выбора по методу относительной невязки 
(a), по критериям квазиоптимальности (b) и L-кривой (c), а также по принципу сглаживающего 

функционала (d). Случай бимодального распределения частиц по размерам.
Итоговое оптимальное значение искомого параметра приведено в тексте

Обратимся к расчетным данным, представленным на рис. 9. Заранее заданное асим-
метричное бимодальное распределение (21) по размерам представлено непрерывной ли-
нией. Подобное распределение моделирует наличие в нем фракций нормальных и ано-
мально больших эритроцитов.

Численное решение задачи дало с высокой степенью точности восстановление интен-
сивностей обоих пиков распределения частиц по размерам (пики относятся к фракциям 
типичных и аномально больших клеток).

Очевидно, что решение, полученное с использованием минимизации, соответствует с 
приемлемой степенью точности модельным зависимостям, заранее заданным для разных 
типов распределений. Полученное нами значение оценки ошибки вполне соответствует 
уровню шума правой части.

Таким образом, аргументированно показано, что с учетом априорной информации о 
гладкости и финитности решения можно достаточно корректно восстанавливать распре-
деления эритроцитов по приведенным радиусам и определять изменения их ширины, что 
важно и актуально для современной медицины [25].

Рис. 9. Результаты расчета функций u(ρ) (см. ф-лу (21), серая сплошная кривая) и uα(ρ) 
(численное решение обратной задачи, цветная кривая) – распределений 5 частиц 

по приведенным радиусам ρ; 
расстояние между частицами – 1 мкм (см. таблицу)
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На основе разработанной математической модели имеется возможность определять 
in vitro функцию распределения по размерам для частиц, моделирующих клетки крови.

Заключение

Из наиболее существенных результатов статьи можно выделить следующие:
1. Построена новая по сути модель, пригодная для прогнозирования спектральных 

характеристик агрегата сферических частиц сложной структуры. Модель актуальна для 
случая in vitro и самосогласованно учитывает многократное рассеяние света на объектах.

2. Спектральные распределения оптических параметров биологической среды, изме-
няющиеся под влиянием разных факторов и вызывающие флуктуации функционально-
морфологического состояния биологических тканей (например, процессы агрегации 
форменных элементов крови), вполне успешно определяются на основе предлагаемой 
модели.

3. На базе представленной математической модели разработано эффективное про-
граммное обеспечение, позволяющее извлекать информацию из экспериментальных 
данных, относящихся к распределению по размерам клеток крови.

4. Результаты, даваемые предлагаемой моделью, демонстрируют хорошую чувстви-
тельность к флуктуациям геометрических характеристик ядра клеток крови, а также их 
плазматической мембраны. Подобная чувствительность позволяет исследовать физио-
логические процессы, протекающие в организме: так, увеличение коэффициента пре-
ломления среды на 0,34 (и, соответственно, диаметра моделируемых частиц на 0,1 мкм), 
сопровождается существенными изменениями спектральных характеристик этих частиц 
(см. графики на рис. 3 и 5). Следует отметить, что изменения размеров клеточного ядра 
часто связаны с изменениями метаболизма в человеческом организме, вызванными по-
вреждением клетки или физиологическими дисфункциями.

Предлагаемый в данной работе вид моделирования можно использовать при диагно-
стике различных патологий. Например, в статье [26] утверждается, что изменение пока-
зателя преломления среды в ядре клетки указывает на старт процесса деления (митоз), а 
в работе [27] показано, что ядро раковой клетки демонстрирует внутренние структурные 
изменения, по сравнению с нормальными клетками, которые связаны с геометрически-
ми характеристиками изучаемого объекта.

Построенная математическая модель и программное обеспечение на ее основе позво-
ляют определять и анализировать спектральные характеристики оптических параметров 
биологической среды, в том числе и с учетом динамики.

5. Новая математическая модель позволяет находить функцию распределения частиц 
по приведенным радиусам для различных структур сферулированных частиц при измене-
нии их геометрических, а также оптических характеристик и при этом учитывает много-
кратное рассеяние, что очень важно для применения в медицинской практике.

Важным достижением проведенного исследования является создание программного 
комплекса, обеспечивающего возможность рассчитывать рассеяние света на агрегате, 
структура которого включает слоистые сферические частицы, а также корректно восста-
навливать распределения эритроцитов по приведенным радиусам и определять измене-
ние ширины такого распределения эритроцитов. Разработанный комплекс представляет 
определенную ценность как эффективный и универсальный инструмент для специали-
стов биомедицинской оптики; он позволяет варьировать оптические характеристики и 
размеры биоструктуры, подлежащей исследованию, и дает возможность фиксировать за-
висимости между ними – все на одной установке и в автоматическом режиме.

Представленные возможности программного комплекса открывают перспективу для 
создания базы данных для частиц, имеющих различные оптические и геометрические 
характеристики. В дальнейшем это позволит установить и детально исследовать корреля-
ционные зависимости между оптическими характеристиками и параметрами моделируе-
мой биосубстанции и их биологическими свойствами.

Получение сведений о склонности к агрегации форменных элементов крови позво-
лит качественно оценивать изменения агрегационно-дезагрегационных взаимодействий 
и проводить учет динамики соответствующих показателей.
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Аннотация. Представлено решение уравнения движения заряженной частицы в 
электромагнитном поле циркулярно- и линейно-поляризованной многотональной 
амплитудно-модулированной волны, в присутствии постоянного однородного магнитного 
поля. Проанализировано движение заряженной частицы в этих полях и выражено в виде 
зависимостей ее средней кинетической энергии от интенсивности электромагнитных 
волн, глубины их модуляции, отношения частоты модуляции к несущей частоте, а 
также от напряженности постоянного магнитного поля. Решение уравнения движения 
заряженной частицы в поле плоской электромагнитной волны открывает возможности 
различных приложений, связанных, в частности, с современными разработками 
многочастотных лазеров и технологии лазерной модуляции. Предлагаемое исследование 
было проведено в связи с широким практическим применением высокотемпературной 
плазмы.
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Abstract. This article presents the exact solution of the equation of motion for a charged 
particle in the electromagnetic field of circularly and linear polarized multitonal amplitude-
modulated waves, as well in the presence of a constant uniform magnetic field. The motion of 
a charged particle in the both fields was analyzed and was expressed as dependences of its av-
erage kinetic energy on the electromagnetic waves’ intensity, on their modulation percentage, 
on the modulation frequency-to carrier one ratio and on the constant magnetic field strength. 
The solution of the equation of the charged particle’s motion in the electromagnetic field of the 
plane wave opens up opportunities for different applications related, in particular, to various 
developments of multifrequency lasers and laser modulation technology. This study was under-
taken in connection with the wide practical use of high-temperature plasma.
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Введение

В такой области знания, как ускорение заряженных частиц через взаимодействие с 
плазмой лазерных импульсов короткой продолжительности и высоких интенсивностей 
порядка 1022 Вт/см2, проведены широкомасштабные исследования [1, 2]. Так, вопрос о 
динамике заряженной частицы в поле монохроматической волны был поставлен еще 
в первой половине прошлого века. Решение с квантовых позиций было предложено 
Д. М. Волковым [3], в классической же формулировке оно позднее было получено Я. И. 
Френкелем [4], а также (независимо от него) Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшицем [5]. Таким 
образом с течением времени задача претерпевала модификацию. Решение уравнения дви-
жения элементарной частицы в поле плоской монохроматической волны было получено 
в работе [6]. Более сложные частные случаи, когда лазер излучает электромагнитную 
волну, модулированную по частоте или амплитуде, были разобраны в дальнейших статьях 
[7 – 9]. Большой интерес представляет также влияние на подобные системы постоянного 
магнитного поля, заданного внешне. Наши работы [10 – 12] как раз посвящены этому 
вопросу.
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Ценность указанных статьей и настоящей определяется математической интерпретаци-
ей данного взаимодействия, описания управления кинетической энергией элементарной 
частицы с помощью параметров электромагнитного излучения. Частицы со сравнительно 
низкими энергетическими характеристиками используются в таких сферах, как получение 
изображения на экране электронного микроскопа, ликвидация злокачественных (рако-
вых) клеток и бактерий, генерация рентгеновского излучения. Частицы же с высокими 
энергетическими характеристиками, превышающими уровень в 1 МэВ, представляют на-
учный интерес для исследователей структуры микрообъектов (кластеры, атомные ядра), 
природы фундаментальных сил и других проблем. Именно этим и определяется практи-
ческая значимость данной области знания.

Необходимо обратить внимание на простой спектральный состав электромагнитной 
волны (ЭМ), предполагаемый в работах [8, 9, 12], где ее называют однотональной ампли-
тудно-модулированной электромагнитной волной.

Настоящая работа отличается от этих трудов тем, что в ней рассматривается случай, 
когда амплитудно-модулированная ЭМ обладает сложным спектральным составом, т. е. 
анализируется многотональная амплитудно-модулированная ЭМ, которая чаще других 
встречается в прикладных задачах, что также подчеркивает практическую ценность пред-
лагаемого исследования [13].

Цель настоящей работы – выявить влияние постоянного магнитного поля на динамику 
и энергетические характеристики заряженной частицы, движущейся в электромагнитном 
поле многотональной амплитудно-модулированной волны.

Постановка задачи

Задача будет ставиться подобно тому, как это было сделано в статье [12], где учитывал-
ся мультитональный характер ЭМ.

Амплитудная модуляция состоит в изменении во времени такого параметра ЭМ, как 
ее амплитуда. Предполагается, что амплитуда b электромагнитной волны изменяется по 
следующему гармоническому закону:

 (1)

где ξ – пространственно-временная переменная, ξ = t – z/c (c – скорость света); 
2 2

0 0 0 ;x yb b⊥ = +b
 
σ – параметр несущей частоты ЭМ; δАМ – глубина амплитудной модуля-

ции; i, I – номер монохроматической волны и их количество; Φ – полная фаза модули-
рованной ЭМ, 0ii iΦ = ω ξ + ζ  (ωi, с

–1, – частота модуляции, ζ0 – начальная фаза амплитуд-
но-модулированной ЭМ).

Величина δАМ характеризует степень изменения амплитуды электромагнитной волны 
при условии отсутствия перемодуляции, δАМ ∈ [0, 1].

При условии, что ось z направлена вдоль распространения волны, математическое 
представление составляющих волны можно записать следующим образом: 

(2)

где b0x, b0y – полуоси эллипса поляризации волны, которые совпадают с осями x и y, 
причем b0x, ≥ b0y ≥ 0; ω – частота несущей ЭМ волны; f – параметр поляризации, f = ± 1; 
верхний знак соответствует величине Ey правой поляризации, нижний – левой.
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Рис. 1. Спектральная диаграмма многотональной амплитудно-модулированной 
электромагнитной волны:

A, ω – ее амплитуда и несущая частота, ωi – частота модуляции

Теперь, в соответствии с формулой (2) и рис. 1, можно определить главное отличие 
многотональной АМ волны от однотональной. Структура такой волны представляет со-
бой суперпозицию 2I+1 монохроматических волн, которая состоит из волн с несущей 
частотой ω и боковых частот ω – ωi и ω + ωi, расположенных симметрично от нее. Ампли-
туды боковых частот равны и составляют 0 / 2⊥b  от амплитуды несущей электромагнит-
ной волны. При отсутствии перемодуляции (δАМ ≤ 1), амплитуда колебаний изменяется в 
промежутке b = b0┴ (1 ± δАМ).

Импульс и координаты заряженной частицы, движущейся в электромагнитном 
поле многотональной АМ-волны и постоянном однородном магнитном поле

Для того чтобы найти два важнейших параметра заряженной частицы, необходимо ре-
шить уравнение движения частицы с массой m и зарядом q, которое имеет вид

(3)

где p – импульс частицы, v – ее скорость; E – напряженность электрической компонен-
ты ЭМ поля, HΣ = H + H0 (H – напряженность магнитной компоненты ЭМ поля, H0 – 
напряженность постоянного магнитного поля).

Решение уравнения (3) будет выглядеть следующим образом:

(4)

где ( ) 0 01 ;i i iΦ = + α ωξ + ϕ + ζ

  φ0 – начальная фаза несущей волны; 
( )

AM ;
2 1i

i

δ
η =

+ α
 

αi = ω / ωi, χx , χy – константы интегрирования.
Обратим внимание на то, что в выражении для компоненты pz была сделана замена, 

которая будет использоваться в дальнейших вычислениях.
Таким образом, величина g будет иметь следующий вид:
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(5)

где h следует выражению

(6)

(ωс – циклотронная частота, ωc = qH0 / γ, ( ) 2 2
0 01 / / 1 / ,zmc v c v cγ = − −  R – некоторая 

постоянная, определяемая начальными условиями.
Теперь, когда необходимые выражения для импульса частицы найдены, можно перей-

ти к выводу выражений для ее координат.
С этой целью перейдем к дифференцированию по переменной ξ: 
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где k – модуль волнового вектора, k = ω/c.
Определим константы интегрирования χx, χy следующими выражениями: 

(9) 

(10)

 Используя формулы (5), (7), (8), получим выражения для координат x, y, z:
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где выражение для z0, которое зависит от начальных условий, имеет вид:

(14)

Энергетические характеристики заряженной частицы 
в электромагнитном поле многотональной АМ-волны и постоянном 

однородном магнитном поле

Получив выражения для импульса и координат движущейся в поле частицы, присту-
пим к вычислению энергетических характеристик элементарной частицы в поле много-
тональной АМ-волны и постоянном магнитном поле; при этом необходимо произвести 
усреднение по начальной фазе, как это было проделано в работе [7].  Соответствующие 
математические выкладки даются ниже:
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где 2 = mcΨ ε −  – энергия частицы без учета ее энергии покоя; η = ωс / ω – отношение 
циклотронной частоты к частоте несущей волны.

Полученное таким образом выражение демонстрирует кинетическую энергию частицы 
в поле многотональной АМ-волны и постоянном магнитном поле.

Влияние постоянного магнитного поля на энергетические 
характеристики частицы, движущейся в электромагнитном поле 
многотональной АМ-волны круговой и линейной поляризации, 

при отсутствии у нее начальной скорости

После вывода выражения для средней кинетической энергии частицы следует оценить 
влияние постоянного магнитного поля на энергетические характеристики частицы, дви-
жущейся в поле многотональной АМ-волны и не имеющей при этом начальной скорости. 
Рассмотрим два частных случая поляризации волны: круговой и линейной. Итак, имеем:

Если подставить выражения (9) – (10) в формулу (5), то получим:
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Далее предположим, что многотональная АМ-волна обладает круговой поляризацией; 
тогда сформулируем следующие условия:

для круговой поляризации b0x = b0y = b/√2;
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(18)

для левой поляризации –

(19)

 

Анализ полученных выражений позволяет заключить, что имеется существенная раз-
ница между величинами кинетической энергии частицы, движущейся в электромагнит-
ном поле многотональной АМ-волны правой круговой поляризации и соответствующей 
энергии для волны левой поляризации. Согласно результатам, представленным в работе 
[8], в отсутствие постоянного магнитного поля (η = 0) такой разницы не наблюдается.

Теперь предположим, что частица движется в электромагнитном поле многотональ-
ной АМ-волны линейной поляризации при условии, что начальная скорость частицы 
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равна нулю. Тогда сформулируем следующие условия:
для линейной поляризации b0x = b; b0y = 0;

(20)
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Получив выражения (18) – (20), приступим к оценке влияния однородного посто-
янного магнитного поля на энергетические характеристики частицы. Построим график 
зависимости Ψ от η (рис. 2).
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Рис. 2. Зависимости разности Ψ от величины магнитного поля многотональной 
АМ- электромагнитной волны линейной (1), а также правой (2) и левой (3) круговой 

поляризации;
Iλ2 = 1019 Вт∙мкм2/см2; αi = 1; δАМ = 1

Приведем также зависимости Ψ от величин αi, Iλ
2 δАМ (рис. 3 – 5).

Рис. 3. Зависимости разности Ψ от отношения частоты несущей к частоте модуляции волны 
многотональной АМ-электромагнитной волны (нумерация кривых идентична приведенной 

на рис. 2);
Iλ2 = 1019 Вт∙мкм2/см2; αi >> 1; δАМ = 1.

Рис. 4. Зависимости разности Ψ от интенсивности многотональной АМ-электромагнитной 
волны (нумерация кривых идентична приведенной на рис. 2 и 3);

αi = 1; η >> 1; δАМ = 1.
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Рис. 5. Зависимости разности Ψ от глубины модуляции многотональной АМ-электромагнитной 
волны (нумерация кривых идентична приведенной на рис. 2 – 4); 

Iλ2 = 1019 Вт∙мкм2/см2; αi = 1; η >> 1

Анализ всех этих зависимостей позволяет сделать вывод, что наибольшая энергия соот-
ветствует случаю движения частицы в поле волны с круговой правой поляризацией (Ψright), 
а наименьшая – с круговой левой поляризацией (Ψleft). Энергия частицы, движущейся в 
поле волны с линейной поляризацией (Ψlin), расположена в следующем диапазоне:

Ψleft < Ψlin < Ψright.

Заключение

В завершение настоящей работы необходимо отметить полученные результаты:
дана оценка влияния постоянного магнитного поля с помощью построения зависимо-

сти разностной энергии частицы (без учета ее энергии покоя) от величины магнитного 
поля;

получены графики зависимостей энергии Ψ от таких параметров, как αi, Iλ
2, δAM в при-

сутствии магнитного поля (η >> 1).
Заметим, что при условии, когда магнитное полей слабое или нулевое (η << 1, δAM = 0), 

все формулы принимают вид выражений для плоских монохроматических электромаг-
нитных волн, приведенный в статье [6]. А при приближении циклотронной частоты к 
несущей наблюдается явление циклотронного авторезонанса, которое впервые получили 
и описали А. А. Коломенский и А. Н. Лебедев в работе [14], а также (независимо от них)
В. Я. Давыдовский в работе [15]. В настоящей статье авторезонанс выходит за рамки дан-
ного исследования, однако описание этого явления можно найти, например, в работах 
[16 – 18].

Таким образом, в настоящей работе, которая продолжает исследования, представ-
ленные в нашей статье [12], подробно проанализирована задача о влиянии постоянного 
магнитного поля на динамику и энергетические характеристики заряженной частицы во 
внешнем заданном поле многотональной амплитудно-моделированной электромагнитной 
волны.
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2. Число авторов статьи, как правило, не должно превышать пяти человек.
3. Авторы должны придерживаться следующей обобщенной структуры статьи: вводная часть (актуальность, 

существующие проблемы – объем 0,5 – 1 стр.); основная часть (постановка и описание задачи, методика иссле-
дования, изложение и обсуждение основных результатов); заключительная часть (предложения, выводы – объем 
0,5 – 1 стр.); список литературы (оформление по ГОСТ 7.0.5-2008).

В списки литературы рекомендуется включать ссылки на научные статьи, монографии, сборники статей, 
сборники конференций, электронные ресурсы с указанием даты обращения, патенты.

Как правило, нежелательны ссылки на  диссертации и авторефераты диссертаций (такие ссылки допускают-
ся, если результаты исследований еще не опубликованы, или не представлены достаточно подробно).

В списки литературы не рекомендуется включать ссылки на учебники, учебно-методические пособия, 
конспекты лекций, ГОСТы и др. нормативные документы, на законы и постановления, а также на архивные доку-
менты (если все же необходимо указать такие источники, то они оформляются в виде сносок).

Рекомендуемый объем списка литературы для обзорных статей  – не менее 50 источников, для остальных 
статей – не менее 10. 

Доля источников давностью менее 5 лет должна составлять не менее половины. Допустимый процент  само-
цитирования – не выше 10 – 20. Объем ссылок на зарубежные источники должен быть не менее 20%.

4. УДК (UDC) оформляется и формируется в соответствии с ГОСТ 7.90-2007.
5. Набор текста осуществляется в редакторе МS Word.
6. Формулы набираются в редакторе MathType (не во встроенном редакторе Word) (мелкие формулы, симво-

лы и обозначения набираются без использования редактора формул). Таблицы набираются в том же формате, что 
и основной текст. В тексте буква «ё» заменяется на букву «е» и оставляется только в фамилиях.

7. Рисунки (в формате .tiff, .bmp, .jpeg) и таблицы оформляются в виде отдельных файлов. Рисунки пред-
ставляются только в черно-белом варианте. Шрифт – Times New Roman, размер шрифта основного текста – 14, 
интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть набраны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 
см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается без переносов. Абзацный отступ – 1 см. 
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2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию (http://

journals.spbstu.ru). После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется персональ-
ный профиль автора, позволяющий взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом.

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опублико-
вания материалов в открытой печати.

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, 
списка литературы, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются от-
дельно через электронную редакцию.

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются 

для рецензирования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходи-
мости) редакционная коллегия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации 
статьи редакция направляет автору мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечаю-
щих тематике журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончится 

ДОСРОЧНО.

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции:
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Бушманова Наталья Александровна
или по e-mail: physics@spbstu.ru
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