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ЭЛАСТОПРОВОДИМОСТЬ КРЕСЕЛЬНЫХ  
ГЕРМАНЕНОВЫХ НАНОЛЕНТ С ДОНОРНЫМИ ДЕФЕКТАМИ

О.С. Лебедева1,2, Н.Г. Лебедев1, И.А. Ляпкосова2

1 Волгоградский государственный университет, 
г. Волгоград, Российская Федерация;

2 Волгоградский государственный аграрный университет, 
г. Волгоград, Российская Федерация

В работе представлены и проанализированы результаты теоретических расчетов пьезо-
резистивных характеристик примесных германеновых нанолент кресельного типа (“arm-
chair”) с донорными дефектами разной концентрации, однородно распределенными в кри-
сталлической решетке наноматериала. В качестве донорных примесей использованы атомы 
мышьяка. Исследование зонной структуры нанолент проведено в рамках моделей Хаббарда 
и Андерсона. Вычисление основной характеристики пьезорезистивного эффекта – продоль-
ной компоненты тензора эластопроводимости выполнено в рамках тех же теоретических мо-
делей с использованием метода функций Грина. Проанализированы зависимости указанной 
компоненты от относительной деформации растяжения и сжатия, концентрации примесей и 
ширины наноленты.

Ключевые слова: зонная структура, напряженно-деформированное состояние, пьезорези-
стивный эффект, тензор эластопроводимости

Ссылка при цитировании: Лебедева О.С., Лебедев Н.Г., Ляпкосова И.А. Эластопроводи-
мость кресельных германеновых нанолент с донорными дефектами // Научно-технические 
ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2021. Т. 14. № 1. С. 8–20. DOI: 10.18721/
JPM.14101

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://creative-
commons.org/licenses/by-nc/4.0/)

ELASTIC CONDUCTIVITY OF GERMANENE “ARM-CHAIR”  
NANORIBBONS WITH DONOR IMPURITIES

O.S. Lebedeva1,2, N.G. Lebedev1, I.A. Lyapkosova2

1 Volgograd State University, 
Volgograd, Russian Federation;

2 Volgograd State Agricultural University, 
Volgograd, Russian Federation

In the article, results of theoretical calculations of the piezoresistance characteristics of 
impurity germanene nanoribbons (NR) of the “arm-chair” type with donor defects with various 
concentrations uniformly distributed in the crystal lattice of the nanomaterial have been presented 
and analyzed. Arsenic atoms were used as donor impurities. Investigations of the NR’s band structure 
were carried out in the frameworks of the Hubbard’s and Anderson’s models. The computation of 
the main characteristic of the piezoresistance effect, i.e., the longitudinal component of the elastic 
conductivity tensor was carried out using the Green's function method within the framework of the 
same theoretical models. An analysis of the dependence of this characteristic on the tensile and 
compressive strains, the concentration of impurities and the nanoribbon width were carried out.

Keywords: band structure, stress-strain state, piezoresistance effect, elastic conductivity tensor
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Физика конденсированного состояния

Введение

Одной из приоритетных проблем физики 
конденсированного состояния является по-
лучение материалов с заданными свойства-
ми и возможностью управлять ими. C 2004 
года проводится активный синтез и иссле-
дования наноматериалов на основе углерода 
(графен, графеновые наноленты), обладаю-
щих практически важными электронными, 
проводящими, оптическими, механически-
ми свойствами, что может расширить спектр 
их использования [1 – 3].

Электронные характеристики графено-
вых нанолент довольно разнообразны и за-
висят от природы и концентрации примесей, 
приложенных внешних полей, механиче-
ских деформаций и т. п. C 2004 года, когда 
был синтезирован графен, он стал объектом 
самых многообещающих технологий нано-
электромеханических систем для разработ-
ки наноэлектронных приборов. Его можно 
использовать вместо кремния в качестве 
основы для транзисторов, кантилевера для 
атомно-силового микроскопа, химических 
сенсоров и др. 

Несмотря на совокупность уникаль-
ных свойств, графен в свете практическо-
го применения не лишен ряда недостатков, 
например, у него практически полностью от-
сутствует запрещенная зона энергий, что не 
дает возможности закрытия канала полевого 
транзистора на его основе [4]. Одним из при-
оритетных решений этой проблемы является 
поиск новых неуглеродных перспективных 
2D-материалов, имеющих структуру, анало-
гичную графену, но при этом обладающих 
запрещенной зоной, достаточно удобной по 
величине. 

В 2013 году путем компьютерного выбо-
ра среди материалов, которые бы обладали 
свойствами, подобными графену, и структу-
рой, аналогичной двумерной, было выявле-

но 92 перспективных аналога [5]. Сорок из 
них ранее никогда не предлагались в качестве 
веществ, подобных графену, и их свойства, 
в том числе и проводящие, остаются мало- 
изученными. Несмотря на такое обилие вы-
бранных аналогов, перспективных для соз-
дания основы наноэлектронных устройств, 
их использование сильно ограничивается 
проблемами синтеза и взаимодействия с под-
ложкой. Поэтому актуальной задачей перво-
го этапа работы должен быть отбор аналогов 
среди реально синтезированных наномате-
риалов «семейства графена» и изучение их 
пьезорестивных свойств.

Предсказанный в 2009 году и успешно 
синтезированный в 2014, германен следует 
считать одним из самых перспективных на-
номатериалов «постграфеновой эры» [6 – 9]. 

Запрещенная энергетическая щель гер-
манена и его электронные свойства чувстви-
тельны к внешним полям, механическим 
деформациям и химической адсорбции [10, 
11]. В соответствии с теоретическими ис-
следованиями, ширина запрещенной зо-
ны германена равна примерно 24 мэВ (Eg ≈ 
≈ 24 мэВ), что на несколько порядков превы-
шает известную для графена (Eg < 0,05 мэВ). 
Увеличение ширины запрещенной зоны от-
крывает возможности использования герма-
нена в устройствах, работа которых основана 
на полевых эффектах, таких как транзисто-
ры. Этого можно добиться как приложени-
ем внешних воздействий [12], так и целена-
правленным допированием наноматериала 
акцепторными и донорными примесями 
различных концентраций. Через объедине-
ние деформационного механического воз-
действия и варьирование количества дефек-
тов, можно создать эффективный механизм 
управления запрещенной зоной германена. 

Настоящая работа посвящена теоретиче-
скому исследованию (а следовательно, пред-

Citation: Lebedeva O.S., Lebedev N.G., Lyapkosova I.A. Elastic conductivity of germanene 
“arm-chair” nanoribbons with donor impurities, St. Petersburg Polytechnical State University Jour-
nal. Physics and Mathematics. 14 (1) (2021) 8–20. DOI: 10.18721/JPM.14101

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)
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сказанию) пьезорезистивных свойств при-
месных германеновых нанолент (nanoribbon 
(NR)) – GeNRs.

Модель электронного строения
 деформированных примесных

 германеновых нанолент

Геометрическая модель германеновых на-
нолент (GeNRs) выбирается на основе вида 
двумерного гексагонального слоя. На рис. 1 
показана деформированная элементарная 
ячейка кристаллической решетки германена, 
где через α обозначен угол между векторами 
основных трансляций a

1
 и a

2
, через Δi – век-

тор межатомных расстояний, через a – по-
стоянная решетки деформированной GeNR 
(a

1
 = a

2
 = a). Длина и ширина наноленты от-

мерены вдоль осей Оx и Оy соответственно.
Электронный спектр недеформирован-

ных GeNRs в рамках метода сильной связи и 
в приближении ближайших соседей можно 
представить в следующем виде [13]:

где t
0
, эВ, – резонансный, или прыжковый 

интеграл (t
0
 = 1,47 эВ [6]); k, см–1, – волно-

вой вектор; a
1
, a

2
, нм, – векторы основных 

трансляций. 
Уровень Ферми в формуле (1) традицион-

но принимается за 0 эВ.
Направление вектора (a

1
 + a

2
) называется 

кресельным, или “arm-chair”, а вектора (a
1
 – 

– a
2
) – зигзагообразным, или “zig-zag”.

Условие квантования волнового вектора k 
в направлении, поперечном длине NR, мож-
но записать следующим образом [13]:

Рис. 1. Фрагмент структуры кресельной  
германеновой наноленты, деформированной  

продольным растяжением силой Fx: 
Δi (i = 1, 2, 3) – векторы межатомных расстояний;  

a
1
, a

2
 – векторы основных трансляций;  

α – угол между векторами a
1
 и a

2

( ) ( )

( )

( )

1 2
0

1 2

1/2

1 22

1 + 4cos
2

cos
2

4cos ,
2

t
 + ε = ± ×  
  

− 
× + 

 

− +  
 

k a a
k

k a a

k a a

(1)

0
23 = , 1,2,...,x x

x

qk R q N
N
π

= (2)

для германеновых нанолент кресельного ти-
па и

для нанолент зигзагообразного типа. 
Здесь R

0
, нм, – равновесное межатомное 

расстояние в недеформированной GeNR; kx, 
ky, см–1, – волновые числа в зоне Бриллюэна.

На рис. 1 показана геометрическая моди-
фикация германенового гексагона кристал-
лической решетки GeNR кресельного типа, 
деформированной продольным растяжени-
ем силой Fx.

Моделирование зонной структуры дефор-
мированных GeNRs осуществляется преоб-
разованием параметров элементарной ячей-
ки и зоны Бриллюэна. Эта процедура под-
робно описана в работе [15].

Если ввести величину относительной де-
формации длины межатомной связи R как  
δ = ΔR/R

0
, где ΔR – изменение равновесной 

длины (Ge-Ge)-связи R
0
 (ΔR = R – R

0
), то 

можно получить следующие выражения для 
компонент волнового вектора [15]:

0
23 = , 1,2,...,y y

y

qk R q N
N
π

= (3)
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для GeNR кресельного типа (kx  зоне Брил-
люэна);

для GeNR зигзагообразного типа (ky  зоне 
Бриллюэна).

В результате деформации растяжения 
(сжатия) изменяются и поперечные размеры 
GeNR, а, следовательно, и модуль хирально-
го вектора [13] модифицируется следующим 
образом:

где a
0
, нм, – постоянная решетки недефор-

мированной GeNR, a
0
 = R

0
; Nx, Ny – целые 

числа, определяющие размер и тип нано-
ленты (Ny = 0 для кресельного типа и Ny = Nx 
для зигзагообразного); ν – коэффициент Пу-
ассона, принимающий значения 0,27 и 0,19 
для GeNRs кресельного и зигзагообразного 
типов, соответственно.

Угол α можно оценить из соотношения (6) 
[15]:

( )

( )( )

1 2

0

2
1 1 cos ,

x

xk R

+
=

= + δ + α

k a a

( )

( )

1 2

0

2

1 sin ,

1,2,...,

y

y
qk R

n
q n

−
=

π
= + δ α =

=

k a a
(4)

( )

( )

1 2

0

2

1 cos 1 ,

1,2,..., ,

x

x
qk R

n
q n

+
=

π
= + δ α + −δ =  

=

k a a

( ) ( )1 2
0 1 sin

2
y

yk R
−

= + δ α
k a a

(5)

( )0

2 2
0 0

1 ,

,

h h

h x y x y

C C

C a N N N N

= −νδ

= + +
(6)

для GeNR кресельного типа;

для GeNR зигзагообразного типа.
В конечном итоге электронный спектр де-

формированных германеновых NRs прини-
мает вид [15]:

где γ(δ) – резонансный интеграл деформи-
рованных GeNRs как функция относитель-
ной деформации δ; нижние индексы a и z 
обозначают спектры кресельных и зигза-
гообразных нанолент; знаки плюс-минус 
следуют из того, что в элементарной ячейке 
наноленты содержится четыре атома гер-
мания.

Электронный спектр деформированных 
GeNRs в отсутствие примесей, с учетом ку-
лоновского отталкивания на одном узле, рас-
считывался в рамках модели Хаббарда [16], 
что подробно описано в работе [17]:

0
1sin sin ,
1
−νδ α = α + δ 

2cos 1 sinα = − α

( )
( )( )0

1cos
1

1 1 cos 1 ,

α = ×
+ δ

× −νδ + α − + δ  

2sin 1 cosα = − α

( ){

( )

0

1
2

2
0

( )

( ) 1 4cos 1 sin

cos 4cos 1 sin ,

z

y

y

k R

q k R
n

ε =

 = ±γ δ ± + δ α × 

π    × + + δ α      

k

(8)

(7)[ ]0

1
2

2

( ) ( ) 1 4cos

cos (1 )(1 cos )

4cos ,

a

x

q
n

k R

q
n

 π ε = ±γ δ ± ×  
 

× + δ + α +

π  +  
 

k
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где ε(k) – зонная структура идеальных NR; U, 
Дж, – энергия кулоновского взаимодействия 
на одном узле, которая является параметром 
полуэмпирического метода квантовой химии 
MNDO [18]; n

–β – число электронов с проти-
воположным спином в зоне.

Сравнительный анализ изображения зон-
ных структур E(k) выражения (9) и ε(k) фор-
мулы (7) для GeNR кресельного типа не вы-
явил существенных качественных различий.

Количественная оценка ширины энерге-
тической щели полупроводниковой GeNR в 
случае деформации продольного растяжения 
(сжатия) показал ее уширение (сужение). 
Так же ведут себя и зона проводимости, и 
валентная зона. В результате увеличивается 
(уменьшается) плотность электронных со-
стояний в этих зонах. Подобное поведение 
дисперсионных кривых наблюдалось при 
исследовании деформационных эффектов в 
ахиральных (кресельных и зигзагообразных) 
углеродных нанотрубках [15, 17].

Бесщелевая зонная структура проводя-
щих кресельных GeNRs в случае продоль-
ного растяжения (сжатия) также изменяется 
вышеописанным образом. Исключением из 
аналогичного поведения является непоявле-
ние запрещенных зон в спектрах таких лент, 
они остаются проводящими. 

Продольное растяжение проводящих 
GeNRs также не оказывает принципиаль-
ного влияния на качественное поведение их 
зонной структуры, запрещенная энергети-
ческая зона при этом отсутствует при малых 
деформациях. 

Добавление примесей в кристаллическую 
структуру рассматриваемых GeNRs может 
способствовать изменению их пьезорези-
стивности, как показано на примере графе-
новых нанолент в работе [19], что позволит 
целенаправленно влиять на их проводимость. 

Расчет электронного спектра допирован-
ных GeNRs проводился с использованием 

[
2 2

1( ) ( )
2

( ) 2 ( ) (1 2 ) ,

E

U U n U−β

= ε +

+ ± ε − ε − + 

k k

k k
(9)

периодической модели Андерсона [16]. Эта 
модель заключается в отдельном рассмотре-
нии коллективизированных π-электронов и  
локализованных электронов, взаимодей-
ствие между которыми учитывается путем 
введения потенциала гибридизации. Модель 
успешно адаптирована к изучению влияния 
точечных дефектов (донорных и акцептор-
ных) на зонную структуру графеновых нано-
лент [19]. 

Электронный спектр GeNR в рамках мо-
дели Андерсона имеет следующий вид [16]:

где ε(k), эВ, – зонная структура идеальной 
(беспримесной) наноленты, выражаемая 
формулой (7); εl, эВ, – энергия электронов на 
дефекте; x = Nd/N – концентрация примесей 
(N – число элементарных ячеек в кристал-
ле, Nd – количество дефектов); V

GeD
(δ), эВ, 

– потенциал гибридизации, который пред-
ставляет собой матричный элемент энергии 
взаимодействия между электронами кри-
сталла и точечного дефекта и является функ-
цией относительной деформации δ. 

В данной работе в качестве точечных де-
фектов рассмотрены донорные примеси в 
виде атомов мышьяка. Энергию электрона 
на дефекте можно оценить как разность по-
тенциалов ионизации атомов примеси и кри-
сталлита:

εl = IGe – IAs = 
= (7,88 – 9,81) эВ = –1,93 эВ.

Зависимости прыжкового интеграла γ(δ) 
и потенциала гибридизации V

GeD
(δ) от от-

носительной деформации вычислялись ме-
тодом теории функционала плотности с ис-
пользованием обменно-корреляционного 
потенциала B3LYP в базисе атомных орбита-
лей STO-3G [18]. Для осуществления кван-
товохимических расчетов рассматривался 
фрагмент поверхности германена размером 

(10)
[

22
GeD

1( ) ( )
2

( ( )) 36 ( ) ,

l

l

E

V x

= ε + ε ±

± ε − ε + δ ⋅ 

k k

k
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6 × 6 элементарных ячеек (UC). Граничные 
ненасыщенные связи замыкались однова-
лентными атомами водорода. Атом дефекта 
(As) помещался в центр построенного кла-
стера, чтобы уменьшить влияние граничных 
атомов. Моделирование деформации струк-
туры вдоль направления “arm-chair” прово-
дилось путем пошагового замораживания 
атомов германия на противоположных гра-
ницах фрагмента. Полученные численные 
значения зависимостей γ(δ) и V

GeD
(δ) интер-

полировались следующими аналитическими 
выражениями:

Равновесные длины межатомных связей 
в дальнейших расчетах полагались равными  
R

0
 = 2,44 Å; это значение было получено в 

результате предварительной оптимизации 
геометрической структуры построенного 
фрагмента германена вышеописанным ме-
тодом теории функционала плотности.

Добавление донорных примесей различ-
ных концентраций в систему недеформи-
рованных GeNRs приводит к изменению 
зонной структуры последних. Особенности 
энергетического спектра низкоразмерных 
структур с донорным атомом азота в кри-
сталлической решетке проанализированы 
на примере углеродных нанотрубок в рабо-
те [17]. Зона примесных состояний в этом 
случае локализована вблизи уровня энергии 
электрона на дефекте εl и содержит локаль-
ную энергетическую щель, которая не изме-
няет свойства кристаллита в целом. С увели-
чением концентрации примесей происходит 
все большее изменение зонной структуры 
углеродных нанотрубок, а именно – увели-
чение локальной энергетической щели.

Описанные особенности электронного 

спектра недеформированных углеродных на-
нотрубок с примесями подтверждаются об-
щей теорией модели Андерсона [16].

Эластопроводимость германеновых  
нанолент с акцепторными дефектами

Согласно рекомендациям монографии 
[20], определение тензора эластопроводи-
мости двумерных кристаллических структур 
можно записать в виде

где σξρ – тензор удельной проводимости; δχη – 
тензор деформаций; ξ, ρ, χ, η = x, y.

Для случая квазиодномерных структур 
(например, кресельной GeNR) продольная 
компонента M = Mxxxx тензора эластопро-
водимости 4-го ранга может быть выражена 
следующей формулой:

где Δσ, См/м, – изменение продольной 
компоненты тензора удельной проводимо-
сти, обусловленное деформацией; σ

0
, См/м, 

– продольная компонента σxx тензора 2-го 
ранга удельной проводимости недеформи-
рованных кресельных нанолент, Δσ = σ – σ

0 

(σ, См/м, – та же компонента σxx деформиро-
ванных нанолент).

Выражение для расчета продольной ком-
поненты σ тензора удельной проводимости 
кресельных германеновых NRs, полученное 
в рамках теории Кубо – Гринвуда [21] с ис-
пользованием метода функций Грина и мо-
дельного гамильтониана Хаббарда [18], пред-
ставлено в работах [17, 19]:

[ ]

,

1 Sp ,
2 2

,

xx yy

M

M M M M

ξρ
ξρχη χη

ξρχη ρξχη ρξηχ ξρηχ

∆σ
= ⋅δ

σ

σ + σ
σ = σ =

= = =

(12)

0

1 ,M ∆σ
=
σ δ

(13)

2

, ,B

2 ( ) ( )i e v v n
k TV β

β λ

π
σ = ×∑∑ k

k q
k q

(11)

( )
( )
( )

0

0

0

0

0

exp 1,9523 ,

exp 1,9523 ,

1 ;
171,11 ,
152,37 .

GeD

R
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V

γ = γ −

= −

= + δ

γ = ΦΦ
= ΦΦ

эВ,
эВ.

GeD



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (1) 2021

14

где V, м3, – объем наноленты; T, К, – абсо-
лютная температура; e, Кл, – элементарный 
заряд; k, q – двухкомпонентные волновые 
векторы в пределах зоны Бриллюэна (ЗБ); β, 
λ – спиновые индексы; v(k), м/с, – продоль-
ная компонента вектора скорости электрона 
в зоне Бриллюэна;       – среднее число ча-
стиц в квантовом состоянии с волновым век-
тором k и спином β.

Среднее число частиц       выражается 
функцией распределения Ферми – Дирака:

где kB, Дж/K, – постоянная Больцмана; μ, 
Дж/моль, – химический потенциал, который 
находится из условия нормировки функции 
распределения на полное число Ne электро-
нов в системе; это число выражается как

( )1 ,n nλ βλ β
 × + δ δ − q kq k (14)

n βk

n βk

1

B

( )1 exp ,n
k T

−

β

  ε − µ
= +  

  
k

k

Таблица
Значения параметров модели, использованные в расчетах

Параметр Обозначение Значения
Число UC по NR

вдоль длины
вдоль ширины

N
n

10 000
9, 10, 50, 100

Число дефектов в NR Nd 1, 10, 100, 1000

Относительная деформация 
сжатия (растяжения) δ

–0,10; –0,06; –0,04;
–0,02; –0,01;

0,01; 0,02; 0,04;
0,06; 0,10

Равновесная длина  
межатомных связей

(Ge-Ge), Å
R0 2,44

Температура 
деформации, K Т 300

П р и м е ч а н и е: UC – элементарная ячейка, NR – нанолента.

Вектор скорости определяется стандарт-
ным способом с помощью электронного 
спектра (10):

В данной работе представлены результаты 
изучения пьезорезистивных свойств кре-
сельных GeNRs разной ширины и с разным 
типом проводимости – nArm, где n задает 
число элементарных ячеек (UC) вдоль ши-
рины ленты. Значения параметров, исполь-
зованных в расчетах, сведены в таблицу.

Зависимости продольной компоненты М 
тензора эластопроводимости от величины 
относительной деформации δ, рассчитан-
ные по формуле (13), представлены на рис. 2. 
Расчетные точки на рисунках отмечены сим-
волами и соединены линиями. 

Рассмотрен случай так называемого по-
ловинного заполнения зоны, т. е. от каждого 
атома германия в систему включался один ,

eN n β
β

= =∑ k
k

1

, B

( )1 exp .
k T

−

β

  ε −µ
= +  

  
∑
k

k

( ) ( )1 .
E

h
∂

=
∂

k
v k

k
(15)
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электрон, от каждого примесного атома 
мышьяка – два. Таким образом, полное чис-
ло электронов вычислялось как Ne = N·n +  
+ Nd.

Как следует из рис. 2, a, величина М для 
проводящей кресельной 9Arm NR положи-
тельна при малой концентрации дефектов 
(Nd = 1) и отрицательна при всех остальных 
значениях концентрации. Все кривые М(δ) 
для проводящей 9Arm NR с разными кон-
центрациями дефектов показывают немоно-
тонное снижение с ростом деформации δ по 
всему диапазону ее значений. Исключение 
составляет случай Nd = 100, где коэффици-

Рис. 2. Зависимости продольной компоненты М тензора  
эластопроводимости кресельных 9Arm GeNRs (a) и 10Arm GeNRs (b)

 (9 и 10 – числа UC вдоль ширины) от величины относительной деформации δ  
для различной концентрации донорных дефектов Nd: 1(1), 10 (2), 100 (3), 1000 (4); 

Расчетные точки на рисунках отмечены символами и соединены линиями

ент М проявляет монотонный рост в области  
δ > 0 (деформация растяжения).

Поведение функции М(δ) полностью кор-
релирует с изменениями зонной структуры 
проводящих примесных нанолент, описан-
ными выше. Увеличение ширины зоны про-
водимости ведет к снижению плотности со-
стояний на уровне Ферми с ростом δ. Однако 
возникающая запрещенная энергетическая 
зона на уровне примеси расширяется при воз-
растании величин Nd и δ. Поэтому в результа-
те конкуренции этих двух эффектов удельная 
проводимость наноленты в целом убывает, что 
ведет к описанному выше поведению компо-

a)

b)
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ненты M для случаев малой концентрации до-
норных примесей (Nd = 1, 10). 

Увеличение концентрации примесей ве-
дет к интересному эффекту. В целом числен-
ное значение коэффициента M уменьшается 
с ростом концентрации практически для всех 
расчетных значений относительной дефор-
мации δ. Но при концентрации Nd = 100 за-
висимость M(δ) лежит выше, чем для случая 
Nd = 100. Такое поведение величины M свя-
зано с тем, что вследствие тепловых флукту-
аций электроны заполняют зону проводимо-
сти NR, способствуя повышению удельной 
проводимости. Рост концентрации донор-
ных примесей увеличивает число носителей 
заряда в зоне проводимости. Все эти факто-
ры изменяют удельную проводимость, вклад 
в которую вносят все заполненные электрон-
ные состояния в зоне проводимости.

Зависимость M(δ) для количества дефек-
тов Nd = 1000 продолжает общую тенден-
цию поведения продольной компоненты NR 
9Arm. Конкуренция между двумя факторами, 
а именно – уширением запрещенной зоны 
вблизи примесного уровня за счет роста кон-
центрации дефектов и относительной дефор-
мации и увеличением числа свободных носи-
телей, приводит к убыванию M(δ) в области  
δ < 0 (деформация сжатия) и ее возрастанию 
в области δ > 0 (деформация растяжения).

В случае полупроводниковых кресельных 
GeNRs (10Arm, 50Arm, 100Arm) поведение 
продольной компоненты тензора эластопро-
водимости M зависит от ширины изучаемой 
наноленты. Так, функция M(δ) GeNR 10Arm 
немонотонно убывает с ростом относитель-
ной деформации во всем диапазоне величи-
ны δ (рис. 2,b) для различных значений кон-
центрации дефектов (Nd = 1, 10, 100, 1000). 
Начиная с δ = –0,1 величина M положитель-
на для всех значений Nd. Положительное зна-
чение обусловлено увеличением удельной 
проводимости кристаллита с ростом дефор-
мации сжатия (δ < 0) вследствие сужения за-
прещенной зоны и увеличения числа свобод-
ных носителей в зоне проводимости.

Затем для случаев малых концентраций 
дефектов (Nd = 1, 10) кривые переходят в об-

ласть отрицательных значений. Это обуслов-
лено, как и в случае идеальных GeNRs [12], 
уменьшением удельной проводимости с ро-
стом деформации δ. Объяснить этот эффект 
можно уширением энергетической щели Eg 
полупроводниковых NRs, что уменьшает 
число заполненных состояний в зоне прово-
димости.

Рост концентрации донорных дефектов 
(Nd = 1, 10, 100, 1000) в целом не изменяет 
тенденцию поведения величины M, только 
увеличивает ее численное значение.

Характер функциональной зависимости 
M(δ) меняется для широких NRs 50Arm и 
100Arm. В отрицательной области величины 
δ (сжатие) наблюдается убывание величины 
M GeNR 50Arm для всех концентраций де-
фектов (рис. 3,a). При переходе в область по-
ложительных деформаций (растяжение) для 
случая Nd = 1 продольная компонента тензо-
ра эластропроводимости практически не из-
меняется вплоть до δ = 0,1 (область «плато»), 
в последнем случае видно ее возрастание. 
Дальнейший рост концентрации дефектов 
(Nd = 10, 100, 1000) приводит к ярко выражен-
ному росту величины M в области деформа-
ции растяжения. Увеличение ширины ленты 
(100Arm) приводит к образованию «плато» и 
для случая Nd = 10 (рис. 3,b). Такой эффект 
соответствует поведению зонной структуры 
деформированных полупроводниковых NRs. 
Проявляется конкуренция между двумя фак-
торами. Первый связан с ростом проводимо-
сти NR за счет увеличения числа свободных 
носителей в зоне проводимости, обусловлен-
ного донорными дефектами. Второй фактор 
– это блокировка проводимости ленты из-за 
увеличения Eg с ростом δ.

В целом увеличение ширины GeNR при-
водит к уменьшению величины запрещен-
ной зоны Eg ~ 1/H, где H – ширина ленты. 
Это в свою очередь увеличивает удельную 
проводимость кристаллита и, соответствен-
но, численное значение коэффициента M 
(рис. 3,b).

Описанный выше подход и аналитический 
алгоритм применялся к изучению пьезорези-
стивных свойств графеновых нанолент с до-
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a)

b)

Рис. 3. Зависимости, аналогичные приведенным на рис. 2, но для 50Arm GeNRs (a)  
и 100Arm GeNRs (b) для тех же концентраций донорных дефектов Nd

норными и акцепторными примесями [19]. 
Сравнение тенденций поведения зависимо-
стей M(δ), представленных в данной работе, 
с литературными данными по пьзорезистив-
ным свойствам графеновых нанолент пока-
зало качественное согласие полученных ре-
зультатов. Следует ожидать, что описанные 
свойства характерны и для других структур 
семейства графена.

Заключение

Теоретическое исследование пьезоре-
зистивности германеновых нанолент кре-
сельного типа (“arm-chair”) c разным типом 
проводимости, допированных точечными 
дефектами замещения, показало ряд осо-
бенностей качественного и количественного 

изменения продольной компоненты тензора 
эластопроводимости M.

Изучение поведения константы M и ее 
величины в зависимости от концентрации 
донорных примесей, геометрических пара-
метров наноленты (в частности, ее шири-
ны), величины деформации демонстриру-
ет полную картину изменения продольной 
проводимости нанолент, обусловленного 
механическим сжатием и растяжением. Чув-
ствительность тензора эластопроводимости 
к перечисленным факторам подтверждает 
возможность эффективного управления про-
водимостью германена.

Полученные теоретические данные мож-
но предложить для количественной кали-
бровки наноэлектромеханических приборов 
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Рассмотрены токовые конфигурации в периодически модулированном длинном джо-
зефсоновском контакте, находящемся во внешнем магнитном поле, для значений параметра 
пиннинга I больше и меньше критического (I

с
). Показано, что при I > I

с
 максимальное значе-
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магнитного поля. В случае I < I
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 критический ток определяется значением магнитного поля 

H
max
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Введение

Исследования последних лет заметно 
приблизили нас к сверхпроводимости при 
комнатных температурах [1, 2]. Поэтому еще 
большее значение приобрела проблема кри-
тических полей и токов, крайне важная при 
практическом использовании сверхпрово-
дников. Для классических сверхпроводни-
ков эта проблема решается на базе уравне-
ний Гинзбурга – Ландау. Высокотемператур-
ные сверхпроводники (ВТСП) по большей 
части представляют собой гранулированные 
керамики. Они состоят из соприкасающихся 
гранул, между которыми находится диэлек-
трик. В местах контакта гранул между собой, 
возникают джозефсоновские переходы, ко-
торые являются нелинейными элементами, 
что затрудняет описание их свойств. Кроме 
того, макроструктура ВТСП представляет со-
бой ячеистую среду, существование которой 
ведет к возникновению пиннинга вихрей. 
Эти усложнения исключают возможность 
использования уравнений Гинзбурга – Лан-
дау для расчета токовых состояний в ВТСП. 
Приходится искать другие подходы к анали-
зу токов в таких средах.

В последние годы внимание физиков при-
влекли длинные джозефсоновские контакты. 
С одной стороны, это связано с возможно-
стью изготовления искусственных структур 
такого типа [3 – 5], на которых можно про-
верять теоретические предсказания. В насто-
ящее время ведутся исследования подобных 
структур, в которых диэлектрик в слое между 
сверхпроводниками заменен ферромагнети-
ком [6]. Повышенный интерес к указанным 
структурам вызван еще и тем, что в них на-
блюдаются физические явления, свойствен-
ные объемным сверхпроводникам: выталки-
вание магнитного поля за счет приграничных 
мейснеровских токов, возникновение и вза-
имодействие вихрей, формирование решет-
ки вихрей и т. п. Периодическое модулиро-
вание длинного джозефсоновского контакта 
позволяет исследовать и вопросы пиннинга 
вихрей, а также профиля магнитного поля, 
проникающего в контакт в виде вихрей. При 
этом математически задача намного проще, 

чем в объемном сверхпроводнике, и может 
быть решена точно. Поэтому исследовани-
ям процессов в длинных джозефсоновских 
контактах посвящено значительное число 
работ [7 – 12]. Например, в работах [10, 11] 
рассмотрен периодически модулированный 
длинный контакт, помещенный в постоян-
ное внешнее магнитное поле, параллельное 
плоскости контакта, в случае, когда полный 
ток через контакт равен нулю. Далее, в ра-
боте [12] рассчитано распределение токов в 
контакте при заданном полном токе в нуле-
вом внешнем магнитном поле. Но во мно-
гих случаях внешнее поле не равно нулю, 
поэтому следует оценить его влияние на про-
текание сверхпроводящих токов, в частности 
на величину критического тока. 

Целью настоящего исследования является 
анализ общего случая, когда во внешнее маг-
нитное поле помещен длинный джозефсо-
новский контакт, через который протекает 
незатухающий сверхпроводящий ток.

Постановка задачи

Искусственный, длинный, периодически 
модулированный джозефсоновский контакт 
(ДПМДК) (рис. 1,а) представляет собой тон-
кий слой диэлектрика (плоскость xz) между 
двумя сверхпроводниками, пересеченный 
полосами диэлектрика толщиной 2l вдоль 
оси y и шириной d вдоль оси x; полосы па-
раллельны друг другу, бесконечны вдоль оси 
z и периодически расположены по оси x, на 
расстоянии L друг от друга. Внешнее маг-
нитное поле, а также оси вихрей направлены 
вдоль оси z. На рис. 1,b изображена структура 
искусственно созданного, периодически мо-
дулированного джозефсоновского контакта 
[3]. На участках между полосами величина 
скачка фазы φ между сторонами контакта 
медленно меняется по координате, в то вре-
мя как при переходе через полосу она изме-
няется скачкообразно.

На рис. 1,а величина скачка фазы, усред-
ненная по k-му участку между полосами, 
обозначена как φ

k
. Пусть скачок фазы на бли-

жайшем к границе контакта участке равен 
φ

1
, и по мере продвижения внутрь длинного 
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a)

b)

Рис. 1. Модель периодически модулированного джозефсоновского контакта (а)
 и пример структуры такого созданного контакта (b);

 φ
k
 – величина скачка фазы, усредненная по k-му участку между полосами

контакта скачки фазы будут обозначены как 
φ

2
, φ

3
 и т. д. Распределение величин φ

k
 опи-

сывает установившееся токовое состояние. 
Следует рассмотреть проникновение маг- 

нитного поля в представленную модель кон-
такта при нулевом и ненулевом токах, а так-
же процессы в отсутствие внешнего магнит-
ного поля.

Проникновение магнитного поля
в ДПМДК при нулевом полном токе

Рассмотрим сначала случай, когда пол-
ный ток через ДПМДК равен нулю. Важно 
учитывать, что при наличии пиннинга рас-
пределение скачков фазы и токов по кон-
такту не будет однозначным. Причиной 
многозначности является очевидная «гисте-
резисность» ситуации: вид установившей-
ся конфигурации распределения зависит от 
предыстории работы ДПМДК, т. е. от того, 
как контакт пришел к данному состоянию. 
Например, если сначала его внесли в сколь 
угодно малое поле и только потом охладили 
и перевели в сверхпроводящее состояние, то 
магнитные потоки будут пронизывать и вну-
тренние ячейки контакта. Если же его внести 
в поле в сверхпроводящем состоянии, то при 

малых полях конфигурация будет мейссне-
ровской, т. е. поле проникнет только в узкий 
приграничный слой. Возникает огромное 
число различных вариантов.

Решаем задачу для случая адиабатическо-
го включения поля. Контакт уже находится 
в сверхпроводящем состоянии, а внешнее 
поле He медленно увеличивается от нулевого 
значения.

Из равенства тока нулю и соображений 
симметрии можно сделать вывод, что вбли-
зи обоих краев контакта токи распределены 
одинаково, но текут в разных направлениях. 

При малых значениях He, у границы кон-
такта возникает мейсснеровская конфигу-
рация, когда величины φ

k
 убывают с ростом 

номера и равны нулю в глубине контакта. 
При этом магнитное поле, созданное при-
граничными токами, полностью компенси-
рует внешнее поле в глубине контакта. Такая 
ситуация может иметь место, пока внешнее 
поле не достигнет некоторого максималь-
но возможного значения Hs, причем вплоть 
до него мейсснеровское состояние будет 
устойчивым [13]. В сверхпроводниках перво-
го рода предел указанного состояния опре-
деляется равенством энергий нормального 
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и сверхпроводящего состояний с учетом 
энергии экранирующих токов. Если внеш-
нее поле больше Hs, то образец переходит в 
нормальное состояние. В рассматриваемом 
случае джозефсоновского контакта эти сооб-
ражения неприменимы.

Представляет интерес выяснить поведе-
ние контакта, когда внешнее поле превысит 
величину Hs и мейсснеровское состояние 
невозможно. Как известно, при отсутствии 
пиннинга, в контакте установилась бы пе-
риодическая последовательность вихрей. В 
данном случае необходимо учесть существо-
вание пиннинга. В работах [10 – 12] показа-
но (в том числе нами), что характер вихревой 
картины зависит от величины так называе-
мого параметра пиннинга [12]:

где jc, A/м2, – критическая плотность тока 
каждого точечного джозефсоновского пе-
рехода; Φ

0
, Вб, – квант магнитного потока; 

смысл геометрических величин L, l, d ясен из 
рис. 1. 

При малых значениях параметра пин-
нинга I ситуация такая же, как при нулевом 
пиннинге, т. е. при превышении внешним 
полем некоторого значения H

max
 > Hs вихри 

заполняют сразу весь контакт от его границы 
до бесконечности. Это аналогично ситуации 
в сверхпроводниках II рода. При больших же 
значениях параметра I вихри с ростом поля 
постепенно продвигаются от границы внутрь 
контакта, а магнитное поле в глубине кон-
такта остается равным нулю, т. е. ситуация 
аналогична поведению сверхпроводника III 
рода. В работе [12] на базе подхода, развитого 
в нелинейной физике [13, 14], показано, что 
существует критическое значение параметра 
пиннинга Ic = 0,9716, разделяющее эти два 
режима. 

В работах [10, 11] нами был рассчитан 
профиль магнитного поля внутри контак-
та, основанный на анализе непрерывного 
видоизменения конфигурации, протекаю-
щего в направлении уменьшения ее энер-
гии (точнее, потенциала Гиббса). Процесс 

0 04 ,cI j Lld= πµ Φ

перестройки конфигурации рассмотрен как 
непрерывная трансформация распределе-
ния токов и скачков фазы. При постепенном 
увеличении внешнего магнитного поля от 
нуля, происходит непрерывная трансформа-
ция устанавливающегося распределения то-
ков. При этом в каких-то участках конфигу-
рации токи убывают, в каких-то возрастают, 
т. е. вихри не ведут себя как жесткие части-
цы, «заталкиваемые» полем внутрь, а как бы 
«втекают» внутрь контакта.

Предложенный в работах [10, 11] алго-
ритм позволил найти ту конфигурацию, в 
которую переходит мейсснеровское состо-
яние при малом превышении внешним по-
лем значения Hs, и проследить ее развитие 
при дальнейшем увеличении поля. Этот ме-
тод одновременно дает ответ и на вопрос об 
устойчивости состояния. 

Расчеты показали, что существует кри-
тическое значение параметра пиннинга Ic в 
интервале 0,95 – 1,00, разделяющее два воз-
можных режима проникновения магнитного 
поля в контакт. Этот результат коррелирует с 
критическим значением параметра пиннин-
га Ic = 0,9716, найденным в работах [12 – 14]. 
В случае I > Ic, при любом значении внешнего 
поля возникает приграничная токовая струк-
тура конечной длины, полностью компенси-
рующая внешнее поле в глубине контакта. 
В нашей статье [10] проведено подробное 
исследование этого случая.  В глубине кон-
такта магнитное поле равно нулю, у границы 
оно уменьшается с глубиной почти линейно, 
с некоторыми более или менее выраженны-
ми осцилляциями. Значения коэффициента 
наклона представляют собой рациональные 
дроби и остаются постоянными в конечных 
интервалах параметра I. При выходе значе-
ния I за верхнюю границу такого интервала 
коэффициент наклона скачком возрастает и 
принимает значение другой рациональной 
дроби.

Как было отмечено выше, в рассматри-
ваемом случае нулевого полного тока через 
контакт, около обоих его краев токи распре-
делены одинаково, но текут в противополож-
ных направлениях. При этом создаваемые 
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магнитные поля в точках, симметричных 
относительно середины контакта, одинако-
вы по величине и направлению.

Введем нормированную напряженность 
внешнего поля h = He / H0, где H0 = Φ

0
/μ

0
S – 

значение внешнего поля, при котором через 
каждую ячейку площадью S проходит один 
квант магнитного потока Φ

0
. Тогда магнит-

ное поле внутри m-й ячейки можно вычис-
лить по формуле [10]:

На рис. 2 приведены рельефы магнитно-
го поля внутри контакта для разных значе-
ний параметра I при некоторых величинах 
внешнего нормированного магнитного поля 
h. Расчет проводился в предположении, что 
правая и левая структуры не пересекаются, 
т. е. длина контакта считалась бесконечной. 
Если же она такова, что правый и левый гра-
фики пересекаются, то должен быть сделан 
перерасчет, учитывающий конечность дли-
ны. Но в любом случае картина будет симме-
трична, и система вихрей будет находиться в 
покое.

Если же I < Ic, то приграничная структу-
ра может существовать лишь до значения 
внешнего поля H

max
(I). При He > H

max
 длина 

приграничной конфигурации, рассчитан-

( )1 2 .m m mh += ϕ −ϕ π

Рис. 2. Профили магнитного поля внутри длинного (m = 100) контакта  
для двух значений параметра пиннинга: 5 и 2 (кривые 1 и 2 соответственно)  
при некоторых величинах внешнего магнитного поля (m – номер ячейки)

ная методом, использованным в работе [10] 
(т. е. в предположении о бесконечной длине 
контакта), все время растет в процессе расче-
та. Это означает, что процесс расчета может 
длиться бесконечно, а поле проникает в кон-
такт на бесконечную глубину. Для детального 
анализа случая I < Ic указанный метод мы ис-
пользовали в работе [11] для варианта огра-
ниченной длины контакта, поскольку две 
симметричные последовательности вихрей, 
идущие с разных концов контакта, должны 
остановиться, встретившись в его центре.

Как и при I > Ic, картина во всех случаях 
будет симметрична и система вихрей будет 
находиться в покое.

Ненулевой ток в отсутствие
 внешнего магнитного поля

При нулевом внешнем магнитном поле из 
соображений симметрии можно утверждать, 
что вблизи его обоих краев токи распределе-
ны одинаково и текут в одном направлении. 
Из теоремы о циркуляции напряженности 
магнитного поля следует, что поле снаружи 
выражается как 

где J, A, – полный ток через контакт; b, м, – 
длина контакта вдоль оси z.

2 ,H J b=
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Так же, как в разделе «Проникновение 
магнитного поля в ДПМДК при нулевом 
полном токе», следует определить конфи-
гурацию распределения скачков фазы в 
приграничной области, минимизирующую 
потенциал Гиббса, при заданных полях по 
обе стороны от контакта (такой расчет см. в 
указанном разделе). Критическое значение 
параметра пиннинга, разделяющее режимы, 
– то же самое, т. е. Ic = 0,9716. Различие в дан-
ном случае состоит в том, что заданным пара-
метром выступает не внешнее магнитное по-
ле, а полный ток в контакте. Если значение 
параметра пиннинга меньше критического  
(I < Ic), то приграничная структура может су-
ществовать лишь до значения внешнего поля  
H

max
(I), т. е. до величины полного тока

Однако главное отличие исследуемого 
здесь варианта от такового в указанном вы-
ше разделе состоит в том, что вихри у разных 
краев контакта имеют противоположные 
ориентации. До тех пор, пока длина контакта 
настолько велика, что эти вихревые картины 
не пересекаются (либо при I > Ic, либо при  
I < Ic и J < Jmax), вся конфигурация будет ста-
тичной, движения вихрей отсутствуют. Но 
если длина контакта такова, что картины 
накладываются друг на друга, то в области 
перекрытия вихри противоположных ори-
ентаций будут притягиваться друг к другу и 
«аннигилировать», т. е. взаимно уничтожать-
ся. При этом вихри, вносившие за счет пин-
нинга свой вклад в силу, удерживающую вих-
ревую конфигурацию, исчезают, и картина 
перестает быть статичной. Новые вихри при-
ходят в область перекрытия, и с ними про-
исходит то же самое. При движении вихрей 
энергия переходит в тепло и токи перестают 
быть незатухающими.

То же самое будет происходить, если I < Ic,  
но J > Jmax, когда вихревые последователь-
ности с обеих сторон стремятся заполнить 
всю длину контакта. Эти последовательно-
сти имеют противоположные ориентации, 
поэтому взаимно уничтожаются. На их место 

( ) ( )max max2 .J I b H I=

приходят новые вихри, переводя энергию в 
тепло при своем движении.

Контакт во внешнем магнитном
 поле при ненулевом токе

Рассмотрим общий случай. Контакт нахо-
дится во внешнем магнитном поле, которое 
было включено адиабатически, т. е. напря-
женность поля росла медленно и монотон-
но от нуля до He. После этого через контакт 
пропускают внешний ток, который медлен-
но и монотонно увеличивается от нуля до J. 
Суммарное поле вне контакта с одной сторо-
ны (для определенности считаем ее правой) 
равно He + J/2b, а с другой He – J/2b. Будем 
называть ориентацию вихрей в правой струк-
туре положительной, а обратную – отрица-
тельной. Снова стоит задача расчета конфи-
гураций в приграничных областях. 

Случай I > Ic. Введем безразмерные пара-
метры

где lcont – длина контакта, выраженная коли-
чеством ячеек.

На рис. 3 изображены профили магнитно-
го поля внутри контакта для случая, когда его 
длина достаточно велика, так что до включе-
ния тока j приграничные структуры (изобра-
жены пунктиром) не пересекаются. С ростом 
тока j ситуации внутри контакта около его 
разных краев становятся принципиально раз-
ными. У правого края, около которого поле 
равно He + J/2b, конфигурация соответствует 
минимуму потенциала Гиббса при адиабати-
ческом увеличении магнитного поля от He до 
He + J/2b, т. е. поле линейно убывает с глу-
биной внутрь контакта, начиная со значения  
He + J/2b. Длина этой приграничной структу-
ры равна (h + j/2)/k ячеек. У другого края по-
ле уменьшалось от величины He до He – J/2b, 
т. е. имел место обратный ход внешнего маг-
нитного поля. Поэтому, вследствие гистере-
зиса, рельеф уже не является линейным. 

Возможны следующие случаи.
1. Если j > 4h, то h – j/2 < –h. При этом 

0

, ,cont
cont

LJj l
bH L d

= =
+
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поле преодолевает пиннинг уже существо-
вавших у левого края вихрей, в результате 
чего у левого края устанавливается вихревая 
структура из противоположно ориентиро-
ванных вихрей (рис. 3,а). При этом профиль 
поля у левого края контакта также линей-
ный, его длина равна (j/2 – h)/k. Если длина 
контакта lcont меньше суммы длин пригранич-
ных структур, а именно

то в области их пересечения противополож-
но ориентированные вихри уничтожают друг 
друга, на их место приходят новые, при дви-
жении вихрей энергия переходит в тепло и 
токи перестают быть незатухающими.

a)

b)

c)

Рис. 3. Профили магнитного поля  
внутри длинного контакта при заданном 

внешнем поле h и разных значениях тока j: 
 j > 4h (a), 4h > j > 2h (b), j < 2h (c). 
Пунктиром показаны профили поля 

до включения тока (j = 0)

( ) ( )2 2 ,h j k j h k j k+ + − =

2. Если 2h < j < 4h, то вихри, ближайшие к 
левому краю контакта, ориентированы отри-
цательно, а более удаленные – положительно 
(рис. 3,b). При этом длина отрицательной ча-
сти структуры будет равна (j/2 – h)/k ячеек. С 
ростом тока правая структура расширяется, 
но взаимоуничтожения вихрей на границе с 
левой не будет, так как они имеют одинако-
вую ориентацию. Левая конфигурация будет 
сжиматься под давлением правой, и принад-
лежащие ей вихри положительной ориента-
ции будут двигаться влево и аннигилировать 
с отрицательными. Если длина контакта 
меньше суммы длин, т. е.

то все положительные вихри левой структуры 
уничтожатся и отрицательные вихри левой 
структуры будут аннигилировать с положи-
тельными вихрями правой. Снова получаем 
ситуацию, рассмотренную в пункте 1.

Обобщая случаи 1 и 2, приходим к выводу, 
что непрерывное движение вихрей с перехо-
дом энергии в тепло происходит при выпол-
нении условий j > klcont, j > 2h, которые можно 
записать в виде

Этот результат включает в себя условие 
движения вихревой картины j > klcont, полу-
ченное в работе [12] при h = 0.

3. Если h > j/2 (рис. 3,c), то обе вихре-
вые структуры ориентированы одинаково, 
поэтому  взаимоуничтожения вихрей при на-
ложении не будет. Но возникает вопрос, бу-
дет ли картина стационарной. Если краевые 
структуры пересекаются при нулевом токе, 
то силы, действующие на точку их пересече-
ния с обеих сторон, будут равны. С ростом 
тока сила со стороны правого края растет, а со 
стороны левого падает, так как слева струк-
тура получена при снижении напряженности 
магнитного поля. Поэтому правая структура 
будет двигать левую влево. При этом левая 
конфигурация сожмется до такого состоя-
ния, при котором сила ее противодействия 

( ) ( )2 2 ,h j k j h k j k+ + − =

{ }max , 2 .contj kl h> (1)
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Рис. 4. Возможные профили нормированной 
напряженности магнитного поля в контакте.  

В случаях a, b и с структуры стационарны;  
в случае d возникает их движение справа налево

 (буквенные обозначения точек введены  
для удобства пояснений в тексте)

максимальна. Это состояние соответствует 
линейной зависимости магнитного поля от 
глубины с тем же коэффициентом k.

В итоге у обоих краев устанавливаются 
приграничные профили магнитного поля 
конечной длины. Сумма длин приграничных 
структур равна

На рис. 4 изображены различные воз-
можные случаи. В случае, показанном на 
рис. 4,a, структуры не пересекаются, ситу-
ация стационарная. В случае, представлен-
ном на рис. 4,b, структуры AFG и CMN были 
бы в покое. Необходимо выяснить, будут ли 
в покое структуры DBFG и BDMN, а также 
достаточна ли сила, действующая на струк-
туру DBFG со стороны BDMN, чтобы удер-
жать ее в покое. Из равновесия CMN следует, 
что сила со стороны BDMN равна силе со 
стороны CBD, которая равна силе со сторо-
ны ABD. Последняя компенсирует силу со 
стороны DBFG, т. е. структура DBFG будет 
в покое. То же касается и структуры BDMN. 
Аналогичное рассмотрение показывает, что 
и в случае, показанном на рис. 4,c, структу-
ры находятся в покое. 

А в случае, изображенном на рис. 4,d (см. 
его описание ниже), равновесия нет, поэтому 
вихри движутся справа налево, при этом их 
энергия переходит в тепло.

Найдем соотношение параметров, при 
котором реализуется ситуация d):

Из того факта, что FP > RP, следует, что  
j > klcont. Учитывая, что h > j/2, придем к соот-
ношению 

klcont < j < 2h.

Объединив условия (1) и (2), получим ус-
ловие нестационарности при I > Ic: 

( )2

2 2 .

h j k

h j k h k hhhhh

+ +

+ − = ячеек

2, 2,
.

FG h j MN h j
FP FG MN j
= + = −

= − =

(2)

(3)j > klcont

(при любом h).
Случай I < Ic. При указанном условии так-

же могут быть разные ситуации. 
Если h + j/2 < hs, то с обеих сторон вы-

страиваются мейсснеровские конфигурации. 
При не слишком малой длине контакта они 
не перекрываются и картина стационарна. 

Если же h + j/2 > h
max

, то у правого края 
контакта возникает последовательность вих-
рей, стремящаяся захватить всю длину кон-
такта. Левая структура может представлять 
собой либо мейсснеровскую конфигурацию, 
либо конечную приграничную структуру, ли-
бо цепочку вихрей, также стремящуюся за-
хватить весь контакт. Но, поскольку напря-
женность поля у правого края больше, чем у 
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левого, то левая структура не может противо-
действовать напору справа, вихри движутся 
справа налево, при этом их энергия перехо-
дит в тепло. 

Еще в одном случае, когда одновременно 
выполнены условия

с обеих сторон будут структуры конечной 
длины.

Но их длины не пропорциональны зна-
чениям поля у границы, как это было в слу-
чае I > Ic. Можно анализировать поведение 
приграничных структур в зависимости от 
соотношения длин структур и длины контак-
та. Однако поскольку диапазон магнитных 
полей от hs до h

max
 весьма мал, то с определен-

ной степенью уверенности можно пренеб-
речь этой ситуацией и утверждать, что карти-
на перестает быть стационарной, как только 
большее поле He + J/2b превысит значение 
H

max
, т. е. h + j/2 > h

max
.

В работе [12] при h = 0 условие движения 
вихрей имеет вид j > 2h

max
, что является част-

ным результатом полученной здесь формулы.

max2 ,sh h j h< + <

max2 ,sh h j h< − <

Аналогичное рассмотрение с некоторы-
ми допущениями можно провести в случае 
трехмерной джозефсоновской среды [15]. 

Заключение

Проведен анализ токовых конфигураций 
в периодически модулированном длинном 
джозефсоновском контакте, находящемся 
во внешнем магнитном поле, для значений 
параметра пиннинга I больше и меньше кри-
тического значения Ic. Рассмотрение бази-
руется на результатах анализа непрерывного 
видоизменения токовой конфигурации, про-
текающего в направлении уменьшения ее 
энергии (точнее, потенциала Гиббса). Про-
цесс перестройки конфигурации рассматри-
вается как непрерывная трансформация рас-
пределения токов и скачков фазы. 

Показано, что при I > Ic максимальное 
значение незатухающего тока определяется 
длиной контакта и не зависит от величины 
внешнего магнитного поля. В случае I < Ic 
критический ток не зависит от длины кон-
такта и определяется значением магнитно-
го поля H

max
, при котором вихри начинают 

заполнять всю длину контакта. При этом с 
ростом внешнего магнитного поля критиче-
ское значение тока снижается. 
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МИКРОСТРУКТУРНАЯ МОДЕЛЬ СЕГНЕТОЭЛЕКТРОУПРУГОГО 
МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ ЭВОЛЮЦИИ ДЕФЕКТОВ

А.С. Семенов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для описания гистерезисного поведения сегнетоэлектриков/сегнетоэластиков в условиях 
сложного многоосного комбинированного электрического и/или механического нагружения 
предложена термодинамически согласованная микроструктурная модель сегнетоэлектро- 
упругого материала с учетом наличия и эволюции полярных точечных дефектов. Модель также 
учитывает многофазный состав, анизотропию свойств, доменную структуру и диссипативный 
характер движения доменных стенок. Предложена линейная теория эволюции заряженных то-
чечных дефектов на основе выбора свободной энергии дефектов в виде квадратичной формы 
вектора поляризации и тензора деформации дефектов, уравнения эволюции которых получе-
ны на основе диссипативного неравенства. Установлена зависимость величины смещения пе-
тель гистерезиса от параметров свободной энергии дефектов. Сравнение результатов расчетов 
c экспериментальными кривыми диэлектрического, механического и электромеханического 
гистерезисов для легированных акцепторными добавками поликристаллической пьезокерами-
ки PZT PIC-151, поликристаллического BaTiO

3
, монокристаллических PMN-PZT и KTS пока-

зало хорошее совпадение.
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A MICROSTRUCTURAL MODEL  
OF FERROELECTRОELASTIC MATERIAL  

WITH TAKING INTO ACCOUNT THE DEFECTS’ EVOLUTION

A.S. Semenov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

For the description of the hysteresis behavior of ferroelectrics/ferroelastics under multiaxial 
combined electrical and/or mechanical loading, a thermodynamically consistent microstructural 
model of ferroelectroelastic material is proposed taking into account the presence and evolution 
of polar point defects. The model also takes into account multiphase composition, anisotropy of 
properties, domain structure, and dissipative motion of domain walls. The linear theory of the charged 
point defects evolution is proposed based on the free energy of defects in the quadratic form of the 
polarization vector and strain tensor of defects. The dependence of the hysteresis loop shift (due to 
internal field bias) on parameters of the free energy of defects is shown. Comparison of computation 
results with experimental curves of dielectric, mechanical, and electromechanical hysteresis for 
polycrystalline piezoelectric PZT PIC-151, BaTiO

3
, single-crystal PMN-PZT and KTS doped with 

acceptor additives, showed a good agreement.

Математическое моделирование физических 
процессов
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Введение

Сегнетопьезокерамические (сегнетоэлек-
троупругие) материалы [1 – 3] являются наи-
более ярким примером активных (смарт-) 
материалов и находят широкое практическое 
применение в качестве рабочих элементов 
топливных инжекторов, нанопозиционеров, 
микромоторов, приводов сканирующих тун-
нельных микроскопов, гасителей вибраций, 
пьезотрансформаторов, элементов памяти 
и др. Для оценки точности позиционирова-
ния, прочности и долговечности рассматри-
ваемых устройств возникает необходимость 
разработки уточненных моделей сегнето- 
электроупругого материала [2, 4 – 12].

Точечные дефекты кристаллической ре-
шетки оказывают значительное влияние на 
процессы формирования и движения домен-
ных границ, размеры и форму гистерезисных 
кривых, время переключения, диэлектриче-
ские, пьезоэлектрические и механические 
свойства [1, 3, 13 – 16], что подтверждается 
многочисленными экспериментами, выпол-
ненными на титанате бария BaTiO

3
 [15, 17, 

18], PZT [19 – 21], PLZT [22], PMS-PZT [23], 
PMN-PZT [24], BNT–BT [25], KNN [26], 
TGS [1, 13], KTS [27]. Однако в современных 
моделях сегнетоэлектроупругого материала 
не проводится непосредственный учет нали-
чия дефектов и их эволюции.

Точечные дефекты также оказывают су-
щественное влияние на процессы деграда-
ции электромеханических свойств [16], воз-
никающие либо в результате циклического 
электрического и/или механического воз-
действия (усталость), либо с течением време-
ни при отсутствии внешней механической и 
электрической нагрузки (старение). Основ-
ные механизмы усталости и старения имеют 

Keywords: polycrystalline piezoceramics, point defect, constitutive equation, hysteresis, finite ele-
ment homogenization

Citation: Semenov A.S., A microstructural model of ferroelectrоelastic material with taking into 
account the defects’ evolution, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and 
Mathematics. 14 (1) (2021) 32–57. DOI: 10.18721/JPM.14103

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
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аналогичный характер и непосредственно 
связаны с наличием и эволюцией точечных 
дефектов.

Дефекты кристаллической решетки могут 
быть как собственными, так и созданными 
искусственно в процессе выращивания кри-
сталла с помощью введения акцепторных или 
донорных легирующих примесей, а также 
путем воздействия на кристалл высокоэнер-
гетическими частицами (включая облучение 
рентгеновскими и гамма-лучами, нейтрона-
ми и электронами) [13]. Наличие простран-
ственно упорядоченных полярных дефектов 
заданной концентрации позволяет создать в 
кристалле внутреннее смещающее электри-
ческое поле, способствующее сохранению 
устойчивого монодоменного состояния [13], 
достичь больших изменений деформации 
при малом изменении электрического поля 
[28]. Таким образом открывается возмож-
ность целенаправленного изменения элек-
тромеханических свойств сегнетоэлектро- 
упругих материалов путем контролируемого 
создания дефектов структуры, представляю-
щего один из способов доменной инженерии 
как разновидности технологического инжи-
ниринга.

В связи с этим представляют значитель-
ный интерес экспериментальные и теорети-
ческие исследования влияния дефектов на 
процессы переключения и движение домен-
ных стенок.

Целью данной работы является разра-
ботка и верификация термодинамически 
согласованной микроструктурной модели 
сегнетоэлектроупругого материала с учетом 
эволюции полярных точечных дефектов, по-
зволяющей описать гистерезисное поведе-
ние моно- и поликристаллических сегнето-
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электроупругих материалов в условиях про-
извольных программ сложного многоосного 
комбинированного электрического и/или 
механического нагружения.

В работе [11] нами рассматривался учет 
неизменяющихся точечных дефектов в рам-
ках микроструктурной модели. В данном 
исследовании представлено дальнейшее раз-
витие этого подхода, связанное с учетом воз-
можности изменения ориентации и концен-
трации точечных дипольных дефектов и его 
влияние на процессы переключения.

Модель без учета дефектов

Склерономная микроструктурная модель 
c учетом диссипативного характера движе-
ния доменных стенок для монокристалла 
была первоначально предложена в статье [5] 
на основе аналогии с моделью пластичности 
кристаллов и получила дальнейшее разви-
тие в работах [6 – 12]. Модель имеет строгое 
термодинамическое обоснование и экспери-
ментальное подтверждение [5, 7 – 10].

Формулировка определяющих уравнений 
ограничена инфинитезимальным изотерми-
ческим случаем. Предполагается, что тензор 
деформации ε и вектор электрической ин-
дукции D допускают декомпозицию в виде 
суммы линейных (обратимых) (εl, Dl) и оста-
точных (аналог пластических) (εr, Pr) состав-
ляющих:

Для обратимых составляющих справедли-
вы линейные соотношения, соответствую-
щие линейному пьезоэлектрическому мате-
риалу:

Эти соотношения допускают следующую 
обращенную форму:

.l r= +D D P (2)

где 4SE – тензор модулей упругой податливо-
сти кристаллита при постоянном электри-
ческом поле (4-го ранга), 3d – тензор пье-
зоэлектрических модулей кристаллита (3-го 
ранга), κσ – тензор модулей диэлектрической 
проницаемости кристаллита при постоян-
ных напряжениях (2-го ранга). Тензоры 4CD,  
3hT, βε определяются на основе тензоров 4SE, 
3dT, κσ путем инверсии блочной матрицы.

Процессы необратимого деформирования 
и спонтанной поляризации пьезокерамики 
связаны с возможностью скачкообразного 
перемещения нецентрально-симметричных 
атомов кристаллической решетки. В тетраго-
нальном кристалле реализуется N = 6 ориен-
таций спонтанной поляризации       (вдоль 
положительных и отрицательных направле-
ний трех кристаллографических осей), соот-
ветствующих шести возможным вариантам 
доменов и

M = N (N – 1) = 30

системам переключения.
В ромбоэдрическом монокристалле реа-

лизуется N = 8 ориентаций спонтанной поля-
ризации       (вдоль направлений четырех 
главных диагоналей кристаллической ячей-
ки), соответствующих 8 возможным вариан-
там доменов и 56 системам переключения. В 
орторомбическом монокристалле реализует-
ся N = 12 ориентаций спонтанной поляри-
зации       (вдоль диагоналей граней крис- 
таллической ячейки), соответствующих 12 
возможным вариантам доменов и 132 систе-
мам переключения. Тензор остаточной де-
формации и вектор остаточной поляризации 
кристаллита могут быть записаны в этом слу-
чае как сумма вкладов отдельных доменов:

где cI – объемная доля (концентрация) I-го 
домена в монокристалле, удовлетворяющая 
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а             – единичный вектор направ-
ления поляризации домена. 

Задание тензоров    ,    и    , в соответ-
ствии с равенствами (9), потребует определе-
ния 6 констант материала:

В рамках модели трансверсально- 
изотропного материала [10], с нормалью к 
плоскости изотропии, определяемой на-
правлением поляризации p, выражения для 
линейных модулей    ,    и    могут быть 
записаны в следующем виде [29]:

Для задания    ,    и    , в соответствии 
с формулами (10), требуется знание 10 кон-
стант материала:

Скорость изменения концентрации I-го 
домена монокристалла выражается через 
суммирование по всем системам переключе-
ния изменений объемной доли I-го домена 
вследствие притока      при переключении 
доменов из J в I и вследствие оттока      при 
переключении из I в J:

ограничениям

В выражениях (5), (6) тильды используют-
ся для переменных, определяемых на уровне 
домена. Тензоры    и векторы    являются 
постоянными и определяются значениями 
спонтанной деформации и поляризации, a 
также геометрией элементарной ячейки.

Модули монокристалла 4SE, 3d и κσ вычис-
ляются на основе модулей отдельных доме-
нов    ,    и    с помощью соотношений, 
аналогичных (5) и (6):

Структура тензоров    ,    и    опреде-
ляется типом кристаллической решетки. В 
рамках получившего широкое распростра-
нение на практике упрощенного подхода [5,  
6, 9] с использованием изотропного прибли-
жения для тензора упругой податливости      
и тензора модулей диэлектрической про-
ницаемости   , тензоры, характеризующие 
линейное поведение домена пьезоэлектри-
ческого материала, могут быть представлены 
в виде:

где использованы символы прямого и непря-
мого диадного умножения
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Как следствие соотношений (5) и (11), 
скорости остаточных деформаций можно 
представить в следующем виде:

Отсюда следует представление для тензо-
ра скорости остаточной деформации и ана-
логично получаемое выражение для вектора 
скорости поляризации:

где тензоры и векторы

определяются константами, характеризу-
ющими кристаллическую решетку;      и 
     – нормированные тензор и вектор  
Шмидта;    и    – спонтанная деформация 
и поляризация.

Аналогичным образом на основе урав-
нений (8) и (11) определяются скорости из-
менения упругих, пьезоэлектрических и ди- 
электрических модулей:
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(15)

Уравнения для вычисления кинематиче-
ских переменных     , играющих фунда-
ментальную роль при описании процессов 
переключения, вводятся из условия априор-
ного удовлетворения термодинамическим 
ограничениям.

Ограничиваясь при разложении в ряд 
свободной энергии (термодинамического 
потенциала Гельмгольца) членами не выше 
второго порядка малости, приходим к выра-
жению для свободной энергии в виде квадра-
тичной формы по обратимым составляющим 
тензора деформации εl и вектора электриче-
ской индукции Dl:

Предполагается, что свободная энергия 
есть функция тензора обратимых деформа-
ций εl, вектора обратимого электрического 
смещения Dl, а также ряда внутренних пере-
менных состояния cI (от них зависят модули  
4CD, 3h, βε): ψ(εl, Dl, cI).

Подстановка выражения свободной энер-
гии (16) в диссипативное неравенство

приводит к соотношению

Следствием независимости изменения    
и    при рассмотрении линейного неравен-
ства (18), являются следующие соотношения:
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Равенства (19) и (20) приводят к опреде-
ляющим уравнениям (4). Доказательство 

возможности замены суммы            ско-

ростями изменения упругих, пьезоэлектри-
ческих и диэлектрических модулей при пе-
реключении рассмотрено в работе [11].

Подстановка выражений (13) – (15) в со-
отношение (21) приводит к выражению

где движущая сила GJ→I, сопряженная с cJ→I, 
определяется следующим равенством:

Одним из возможных способов удовлет-
ворить условие неотрицательности диссипа-
ции (22) является выбор уравнения эволю-
ции cJ→I в виде

где GJ→I > 0, BJ→I > 0, n > 0, m > 0, C
0
 > 0 – 

константы материала, определяющие форму 
гистерезисных кривых.

Введение последнего сомножителя  
(cJ /C

0
)m в уравнение (24) позволяет опи-
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сать эффект насыщения и удовлетворить 
ограничениям (7), так как при исчерпании 
концентрации донора, т. е. при cJ → 0, ско-
рость переключения падает, т. е.         , 
чем обеспечивается выполнение условия  
cJ ≥ 0. Параметр BJ→I характеризует вязкость 
материала (в общем случае для каждой  
системы переключения свою).

Уравнение эволюции (24) соответствует 
реономной модели без порога переключения, 
представляющей собой аналог нелинейной 
вязкоупругой модели. Однако при больших 
значениях n она позволяет описать склеро-
номное поведение с порогом переключения.

Модель с учетом дефектов

В рамках данной работы, базирующей-
ся на микромеханически мотивированном 
феноменологическом описании [11], пред-
полагается, что для описания электромеха-
нического состояния реального кристаллита 
дополнительно вводятся две внутренние пе-
ременные: вектор поляризации дефектов Pd и 
тензор деформации дефектов εd. Они служат 
дополнительными аргументами свободной 
энергии и уравнений эволюции внутренних 
переменных. Поляризация кристаллита Pd и 
его деформация εd, возникающие вследствие 
появления точечных дефектов, вычисляются 
на основе осреднения в пределах представи-
тельного объема кристалла VRVC:

Изменение дипольного момента    при 
образовании дефекта определяется выраже-
нием (см. работу [1]):

где    – собственный дипольный момент 
дефекта в положении, отличном от центра 
инверсии;     – смещение зарядов    в окру-
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жающей решетке вследствие появления де-
фекта. 

Распределения полей электрического по-
тенциала и вектора поляризации неподвиж-
ного диполя, необходимые для вычисления 
вектора Pd по формуле (25), определяются 
равенствами:

где r – радиус-вектор, берущий начало из 
точки расположения дефекта; r – его длина; 
1 – единичный тензор; ε, ε

0
 – диэлектриче-

ские проницаемости материала и вакуума.
Если в кристалле имеется система по-

лярных дефектов, ориентированных одина-
ковым образом, то они создают объемную 
поляризацию         , где n – количество 
дефектов в единице объема.

В соответствии с континуальной теорией 
точечных дефектов [30], перемещения в не- 
ограниченном теле, вызванные образовани-
ем точечных дефектов (дефект образуется че-
рез вставку/удаление несоразмерного шара 
в сферическую полость) и соответствующие 
им деформации имеют вид:

где c = ΔV / 4π – мощность дефекта, ΔV – из-
менение объема при вставке/удалении.

При формулировке определяющих урав-
нений предполагается, что величины Pd и εd, 
описывающие влияние дефектов (так же как 
Pr и εr) и учитывающие процессы переклю-
чения, представляют собой вклад в общие 
спонтанные поляризацию и деформацию, и 
поэтому вместо сумм (1) и (2) в общем случае 
используются разложения

ε = εl + εr + εd,

1 34 4 ,d d dr r− −
0 0ϕ = − ⋅∇ πε = ⋅ πεp p r   (26)
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1 2 3( 3 ) ,d c r c r r− − −ε = − ∇∇ = −1 rrε (29)

(30)

Предполагается, что свободная энергия 
реального (содержащего дефект) кристалли-
та допускает разложение:

где ψdefect = ψdefect(P
d, εd, Pr, εr) – свободная 

энергия, вызванная появлением дефектов; 
ψideal = ψideal(D

l, εl, cI) – обратимая часть сво-
бодной энергии (16).

Величина ψideal определяется квадратич-
ной формой обратимых составляющих ин-
дукции Dl и деформации εl:

Аргументы Pr, εr в функции

введены для учета взаимного влияния дефек-
тов и доменных стенок.

Поскольку данное исследование нацеле-
но на разработку линейной теории дефектов 
в сегнетоэлектроупругих материалах, мы мо-
жем при разложении свободной энергии в 
ряд ограничиться слагаемыми не выше вто-
рого порядка малости. Наиболее общее вы-
ражение свободной энергии дефектов в виде 
квадратичной формы имеет вид

где QP, 3QPε, 
4Qε, LP, 3LPε, 

3LεP, 4Lε – тензоры 
2-го, 3-го и 4-го рангов, характеризующие 
чувствительность материала к влиянию де-
фектов. Q-тензоры используются в квадра-
тичных членах по отношению к величинам, 
характеризующим дефектное состояние Pd и 
εd, L-тензоры – в линейных.
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В силу симметрии тензоров εr и εd,

тензоры 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Lε, 
4Qε обладают сим- 

метрией

Кроме этого, тензоры QP и 4Qε обладают 
симметрией

вследствие идентичности левого и правого 
сомножителей в выражении (34).

В общем случае тензоры LP и 4Lε подоб-
ной симметрией не обладают. Только в слу-
чае точечных дефектов, стремящихся при 
переключении поляризации восстановить 
симметрию [28, 31, 32], так чтобы Pd стал со-
направлен с Pr, а εd соосен с εr, тензоры LP и 
4Lε обладают симметрией

Вышеприведенные условия симметрии 
позволяют сократить число независимых 
компонент рассматриваемых тензоров.

В рамках модели трансверсально-изот- 
ропного материала тензоры

фигурирующие в формуле (34), выражаются 
как

( ), , 1,3 ,r r d d
ij ji ij ji i jε = ε ε = ε =
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где p – вектор единичной нормали к плоско-
сти изотропии, определяемой направлением 
поляризации Pr.

Для задания тензоров QP, LP, 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Qε, 
4Lε, в соответствии с выражениями 

(35), требуется знание 23 констант материала:

В изотропном случае тензоры QP, LP, 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Qε, 
4Lε допускают следующее пред-

ставление:

Подстановка формул (30) – (32) в опре-
деление диссипации (17) приводит к выра-
жению для диссипативной функции, учи-
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тывающей движение доменных стенок, их 
взаимодействие с дефектами и процессы де-
фектообразования:

Диссипация при изменении линейных 
обратимых деформаций и электрической ин-
дукции отсутствует, поэтому разности

должны обратиться в нуль. Отсюда следует, 
что тензор напряжений и вектор напряжен-
ности электрического поля, удовлетворяю-
щие условию неотрицательности диссипа-
ции, определяются соотношениями:

Следует отметить, что в подавляющем 
большинстве случаев, актуальных для прак-
тики, последними слагаемыми в круглых 
скобках системы уравнений (38) можно пре-
небречь, в силу предполагаемой малой кон-
центрации дефектов.

Учет соотношений (38) в выражении (37) 
приводит к следующему выражению для дис-
сипативной функции:
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Ниже представлены конкретные выраже-
ния уравнений эволюции для случаев неизме-
няющихся (замороженных) и изменяющихся 
(переориентируемых) дефектов, полученные 
на основе априорного удовлетворения усло-
вию неотрицательности диссипации (39) для 
произвольных программ нагружения.

Неизменяющиеся дефекты. В случае не-
изменяющихся (замороженных, труднопе-
реключаемых) дефектов, когда Pd = const и  
εd = const, уравнение (39) упрощается:

Подстановка выражений                  
через      (13) – (15) в уравнение (40) приво-
дит к представлению

где      вычисляется на основе равенства  
(23), а       определяется соотношением:

В случае представления свободной энер-
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Математическая структура полученных 
выражений (46) для внутренних полей сме-
щения аналогична структуре определяющих 
уравнений для пьезоэлектриков (сравните 
эти выражения с уравнением (4) или (38)). В 
рассматриваемом случае неизменяющихся 
дефектов внутренние поля смещения оста-
ются постоянными.

Упрощенная формулировка в изотропном 
приближении (36), получаемая в результате 
применения выражений (46), приводит к от-
сутствию влияния перекрестных слагаемых:

где  
Использование микроструктурной моде-

ли сегнетоэлектроупругого материала (42) –  
(45) с неизменяющимися дефектами Pd =  
= const и εd = const позволяют описать гори-
зонтальное смещение петель гистерезиса.

Изменяющиеся дефекты. Дефекты, возни-
кающие в результате внешнего электриче-
ского/механического воздействия или вну-
тренних локальных неоднородных полей, 
могут эволюционировать, что приводит к 
изменению их характеристик (концентра-
ция, направление поляризации, дипольный 
момент, инвариант). Кинетические модели 
изменения внутреннего поля смещения на 
основе переключения ориентации диполь-
ных дефектов рассматривались в статьях [15, 
17, 33], а также на основе диффузионного ме-
ханизма миграции заряженных частиц в ста-
тьях [16, 34]. Ниже рассматривается введение 
уравнений эволюции в рамках феноменоло-
гического и микроструктурного подходов на 
основе использования законов термодина-
мики.

цессов дефектообразования, выражение для 
      (42) принимает вид:

В простейшем случае представления сво- 
бодной энергии ψdefect в изотропном прибли- 
жении (36), выражение (43) упрощается до 
трех слагаемых, содержащих только три ска-
лярных параметра материала:

Уравнение эволюции для     , безуслов-
но удовлетворяющее условию неотрицатель-
ности диссипации (41), принимаем в следу-
ющем виде:

Структура уравнения (45) соответствует 
модели кинематического упрочнения, ис-
пользуемой в теории пластичности. Вели-
чина       определяет вклад системы пере-
ключения доменов из J в I в смещение петли 
гистерезиса. Наличие точечных дефектов 
приводит к возникновению внутренних по-
лей смещения напряжений σd и электриче-
ских полей Ed, непосредственно определяю-
щих сдвиг центров петель гистерезисов. Как 
следует из выражений (43) и (23), в общем 
случае представления свободной энергии де-
фектов в виде квадратичной формы (34) вну-
тренние поля смещения линейно связаны с 
деформацией и поляризацией дефектов:
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Одним из простейших способов удовлет-
ворить условие неотрицательности диссипа-
ции (39) в рамках феноменологической мо-
дели служит введение уравнений эволюции, 
в которых скорости изменения переменных, 
характеризующих дефектное состояние,    и 
   пропорциональны соответствующим дви-
жущим силам:

где 4Bε и BP – постоянные тензоры, харак-
теризующие релаксационные свойства (вяз-
кость) дефектов.

Для обеспечения неотрицательности дис- 
сипации необходимо потребовать выполне- 
ния условий положительной определенности 
тензоров 4Bε и BP:

для любых тензоров 2-го ранга x и векторов y.
Тогда диссипация, вызванная изменением 

дефектного состояния, будет представлять 
собой положительно определенную квадра-
тичную форму:

В общем случае представления свободной 
энергии дефектов ψdefect в виде квадратич-
ной формы (34), уравнения эволюции (48) 
приобретают вид линейных неоднородных 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний:
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Для упрощения анализа полученных урав-
нений ограничимся случаем изотропного 
приближения:

где  
Представление выражения (51) в комби-

нации (36) приводит, вследствие уравнений 
(50), к несвязанной системе уравнений эво-
люции с постоянными скалярными коэффи-
циентами:

где

– константы материала.
При произвольных заданных E(t), Pr(t), 
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где постоянные τP,    и    , определяющие 
время релаксации, задаются выражениями:

При постоянных значениях σ, εr, E, Pr 
(при старении), решение (53) упрощается:

Таким образом, внутренние поля смеще-
ния σd и Ed (47), пропорциональные вычис-
ленным εd и Pd, в соответствии с решением 
(55), при старении в условиях наличия пер-
вичной поляризации будут увеличиваться 
во времени по закону 1 – exp(–t/τ), что под-
тверждается многочисленными эксперимен-
тальными данными [15 –17, 35] и теоретиче-
скими исследованиями на основе альтерна-
тивных подходов [15 – 17, 33, 34, 36].

При гармонически изменяющихся полях 
E = E0sinωt и напряжениях σ = σ0sinωt, реше-
ние (53) содержит слагаемое вида exp(–t/τ), 
что указывает на возможность описать эф-
фект уменьшения внутреннего поля смеще-
ния при высокочастотном гармоническом 
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воздействии, наблюдаемом в экспериментах 
[17, 36, 37].

Следует отметить, что в рамках предло-
женной модели вычисление остаточной де-
формации    и поляризации    осуществля-
ется так же, как и в случае неизменяющихся 
дефектов на основе уравнений (13) – (14) и 
(42) – (45).

Использование уравнений эволюции фе-
номенологической модели для    и    в фор-
ме (48) позволяют описать горизонтальное 
смещение петли гистерезиса в зависимости 
от времени старения. 

В микроструктурной модели эволюции 
дефектов учитывается дискретный характер 
возможных ориентаций дипольного дефекта 
в соответствии с реальным расположением 
кислородных вакансий в элементарной кри-
сталлической ячейке. В этом случае, по ана-
логии с разложениями (5) и (6), деформация 
и поляризация дефектов определяются как 
сумма вкладов отдельных направлений:

где L – число возможных направлений ори-
ентаций дефекта (для перовскитов тетраго-
нальной симметрии в поляризованном со-
стоянии L = N = 6), nI – плотность диполь-
ных дефектов определенного направления 
(для перовскитов тетрагональной симметрии 
в поляризованном состоянии совпадает с 
ориентацией поляризации I-го домена).

В случае принятия предположения о неиз-
менности суммарной плотности дефектов n0, 
плотность nI удовлетворяет ограничениям:

В работах [15, 17, 38] предложена термо-
активационная модель переориентации де-
фектов, в соответствии с которой кинетика 
дефектов описывается системой линейных 
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дифференциальных уравнений первого по-
рядка:

где ΔWI→J – энергия активации при пере-
ходе из I-го местоположения дефекта в J-е;  
aI→J – вероятность переориентации диполя 
из I в J в единицу времени; T – температура;  
k = 1,38∙10–23 Дж/K – постоянная Больцмана.

В случае сложного непропорционального 
многоосного нагружения, модель (59) может 
приводить к нарушению диссипативного не-
равенства. Поэтому в данной работе на основе 
формализма, описанного выше в разделе «Мо-
дель без учета дефектов», предложено термо-
динамически согласованное обобщение.

Вместо уравнения эволюции (59) предла-
гается использовать уравнение, аналогичное 
по структуре равенству (24):

где                                  – 
константы материала. 

Скорость изменения концентрации I-го 
варианта дефектов выражается на основе ра-
венства, аналогичного (11):

Движущая сила HJ→I, получаемая в резуль-
тате подстановки сумм (56), (57) в выражение 
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определяется выражением:

где                              – кон-
станты материала, характеризующие измене-
ние характеристик дипольного дефекта при 
изменении местоположения кислородной 
вакансии в кристаллической решетке. 

Важно отметить, что в качестве компо-
нент выражений движущих сил для феноме-
нологической модели (48) и для микрострук-
турной модели (61) выступают выражения

Степенную зависимость     от HJ→I в 
уравнении (60) можно получить, если ввести 
предположение

в уравнении (59) и использовать условие 
близости HJ→I к      , на основе следующего 
преобразования:
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В случае представления свободной энер-
гии дефектов ψdefect в виде квадратичной фор-
мы (34), с учетом анизотропии и взаимного 
влияния электрических и механических про-
цессов дефектообразования, выражение для 
HJ→I (61) принимает вид:

В простейшем случае представления сво- 
бодной энергии ψdefect в изотропном приб- 
лижении (36), равенство (62) упрощается:

Выражение (63) не учитывает перекрест-
ное влияние механических и электрических 
полей и содержит те же 6 скалярных параме-
тров материала

входящих в уравнения феноменологической 
модели (52).

Обе рассмотренные модели эволюции де-
фектов: феноменологическая (48) – (52) (без 
учета особенностей ориентаций дипольного 
дефекта) и микроструктурная (56) – (63) (с 
учетом дискретного характера возможных 
ориентаций дипольного дефекта в элемен-
тарной ячейке) – это модели релаксацион-
ного типа, отражающие стремление систе-
мы к равновесию при изменении внешнего 
воздействия; они удовлетворяют условию 
неотрицательности диссипации при произ-
вольном многоосном нагружении.
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Метод двухуровневой гомогенизации

Анализ поведения поликристаллической 
сегнетопьезокерамики приводит к необхо-
димости рассмотрения трех характерных 
структурных уровней: микро- (домен), ме-
зо- (кристаллит), макро- (поликристалл) и 
установлению связей между переменными 
на различных уровнях (двухуровневая гомо-
генизация) (рис. 1).

Связь между переменными мезоуровня  
{ε, σ, D, E}, описывающими поведение кри-
сталлита, и микроуровня {          }, описы-
вающими поведение домена, определяется 
аналитически в рамках подхода Рейсса урав-
нениями:

где VRVC – представительный объем кристал-
лита (зерна).

Определяющие уравнения, рассмотрен-
ные в двух предыдущих разделах, соответ-
ствуют мезоуровню и описывают поведение 
кристаллита.

Связь между переменными макроуровня  
{          }, описывающими поведение по-
ликристалла, и переменными мезоуровня {ε, 
σ, D, E} определяется уравнениями:
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Рис. 1. Микро- (a), мезо- (b) и макро-(c) уровни структуры поликристаллической  
сегнетопьезокерамики, а также соответствующие уровни (1, 2) гомогенизации.  

Показаны элементарная ячейка/атомы (a), кристаллит/домены (b) и поликристалл/кристаллиты (c); 
V

RVC
, V

RVP
 – представительные объемы кристаллита и поликристалла соответственно

где VRVP – представительный объем поликри-
сталла.

В целях наиболее точного учета взаимно-
го влияния различно ориентированных кри-
сталлитов в поликристалле, оказывающего 
существенное влияние на гистерезисное по-
ведение сегнетоэлектроупругих материалов, 
осреднения (66), (67) выполняются в данной 
работе на основе метода конечно-элемент-
ной гомогенизации [8, 11].

Верификация микроструктурной  
модели с учетом дефектов

Микроструктурные модели сегнетоэлек-
троупругого поведения материала с учетом 
эволюции дефектов, предложенные в разде-
ле «Модель с учетом дефектов», были импле-
ментированы в конечно-элементном (КЭ) 
программном комплексе PANTOCRATOR 
[39, 40]. С его использованием были проведе-
ны многочисленные вычислительные экспе-
рименты для различных программ электро-
механического нагружения представитель-
ного объема поликристалла. При получении 
КЭ-решений нелинейных связанных элек-
тромеханических краевых задач использова-
лась векторно-потенциальная формулировка 
[40 – 42], позволяющая обеспечивать сходи-
мость итерационных процедур нелинейного 
решения краевой задачи при больших шагах 
интегрирования, и метод возвратных отобра-
жений [40, 43], дающий высокую точность 

интегрирования нелинейных дифференци-
ально-алгебраических определяющих урав-
нений.

С целью верификации микроструктур-
ной модели, для учета наличия дефектов 
проведено сравнение результатов расчета с 
данными экспериментальных исследований 
для различных материалов: BaTiO

3
 [15, 18], 

PMN-PZT [24], PZT PIC151 [21] и KTS [27]. 
Были рассмотрены поли- и монокристалли-
ческие материалы с тетрагональной, ромбо- 
эдрической и орторомбической структура-
ми. При анализе поликристаллических ма-
териалов, при проведении вычислительных 
экспериментов использовался представи-
тельный объем поликристалла с разбиением 
3 × 3 × 3 элементов, содержащий 216 кри-
сталлитов (см. подробности в работе [11]) и 
представляющий компромиссное решение 
между точностью решения (погрешность 
менее 5%) и временем счета нелинейной 
краевой задачи при многошаговом цикли-
ческом нагружении (3 – 4 ч на PC Intel Core 
i9-9900K 3.6 ГГц, 32 Гб RAM для одного цик-
ла нагружения).

На рис. 2,а показано сравнение резуль-
татов КЭ-моделирования поведения об-
разцов из поликристаллического BaTiO

3
, 

легированного Ni2+(1 %-я акцепторная 
примесь), для дефектосодержащего (под-
вергнут старению при температуре 45 °С 
в течение 15 мин после предварительной 

   a)         b)          c)
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Рис. 2. Сравнение результатов КЭ-расчетов (линии) на основе модели материала,  
учитывающей отсутствие либо наличие полярных точечных дефектов, с экспериментами (символы)  

для поликристаллического BaTiO
3
, легированного Ni [15] (a),  

и монокристаллического PMN-PZT, легированного Mn [24] (b)

   a)                 b)

поляризации) и бездефектного матери-
алов, при циклическом электрическом 
нагружении амплитудой Emax = 2 МВ/м и 
частотой f = 1 Гц, с результатами экспе-
риментов работы [15]. В расчетах исполь-
зовалась модель материала тетрагональ-
ной структуры с труднопереключаемы-
ми полярными дефектами (см. формулы 
(44), (45)) с константами материала для 
BaTiO

3
 (см. таблицу). Расчетные кривые 

диэлектрического гистерезиса (рис. 2,а)  
демонстрируют хорошее совпадение с ре-
зультатами эксперимента как для дефек-
тного, так и для бездефектного материалов. 
Наличие упорядоченных полярных точеч-
ных дефектов приводит к возникновению 
внутреннего поля смещения и, как след-
ствие этого, к затруднению процесса пе-
реключения и повышению коэрцитивного 
поля при совпадении направления поляри-
зации дефектов с направлением внешне-
го электрического поля (т. е. при E < 0, в 
рассматриваемом случае Ed = –0,22 МВ/м) 
и облегчению обратного переключения 
и уменьшению коэрцитивного поля при 
противоположном направлении электри-
ческого поля (т. е. при E > 0). В результате 
петля гистерезиса для материала с дефек-

тами смещается на величину Ed влево (при 
Ed < 0) по отношению к центрально-сим-
метричной петле гистерезиса бездефектно-
го материала (см. рис. 2,а). Смещение Ed 
составляет около трети ширины петли диэ-
лектрического гистерезиса, или 0,68 Ec.

На рис. 2,b показано сравнение результа-
тов моделирования поведения образцов мо-
нокристаллического пьезоэлектрического 
материала Pb(Mg1/3Nb2/3)O3-Pb(Zr,Ti)O3 (со-
кращенное наименование PMN-PZT), ле-
гированного Mn2+ (1 %-я акцепторная при-
месь) с ориентацией [001], при циклическом 
нагружении электрическим полем ампли-
тудой Emax = 2,2 МВ/м и частотой f = 1 Гц с 
результатами экспериментов работы [24]. В 
расчетах использовалась модель материала 
ромбоэдрической структуры (см. формулы 
(44), (45)) с константами материала (см. та-
блицу). Дефектное состояние характеризует-
ся величиной Ed = +0,14 МВ/м3. Расчетные 
кривые диэлектрического гистерезиса (см. 
рис. 2,b) демонстрируют визуальное совпа-
дение с результатами эксперимента. Вслед-
ствие положительного значения Ed, петля ги-
стерезиса смещается вправо по отношению к 
началу координат. Смещение составляет 0,12 
ширины петли, или 0,24 Ec.
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   a)                 b)

Рис. 3. Сравнение результатов КЭ-расчетов (линии) на основе модели,  
учитывающей наличие полярных точечных дефектов, с экспериментами [21] (символы)  

для диэлектрического (a) и электромеханического (b) гистерезисов в материале PZT PIC 151  
до и после циклического нагружения

Таблица
Константы материалов, использованные в КЭ-расчетах

Величина Обозна-
чение

Единица 
измерения

Значение для материала

BaTiO3 PMN-PZT PIC 151 КТS

Упругий модуль ГПа
150
60,0
42,9

112
108
69

126
53,3
35,4

–
–

0,8

Диэлектрическая
проницаемость нФ/м 10,7 30,1 22 –

Пьезоэлектрический  
модуль пм/В 415 320 315 –

Спонтанные  
поляризация  

и деформация

Кл/м2

%
0,26
0,3

0,47
0,3

0,5/0,5
1,91/0,55

–
0,48

Критическая  
движущая сила МДж/м3

0,088
–
–

–
0,26

–

0,5
0,5
–

–
–

0,003

Показатель
степени уравнения  

эволюции

n
m

–
4
2

5
2

12
1,5

5
8

Внутреннее  
поле смещения

Ed

σd

МВ/м
МПа

–0,22
–

+0,14
–

–0,11
–

–
+0,005

3333
EC

1133
EC

1313
EC

33
σκ

333d

0P

0ε

71
cG

90
cG

60
cG
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На рис. 3 показано сравнение результатов 
КЭ-моделирования поведения поликристал-
лической керамики

Pb0,99[Zr0,45Ti0,47(Ni0,33Sb0,67)0,08]O3

(сокращенное наименование PZT PIC 151) 
в исходном состоянии (на первом цикле на-
гружения) и после 109 циклов электрического 
нагружения (f = 50 Гц) с результатами экспе-
римента работы [21]. В расчетах использова-
лась модель материала тетрагональной/ром-
боэдрической смеси (17 % / 83 %), адекват-
но описывающей поведение пьезокерамики 
вблизи морфотропной фазовой границы, с 
учетом дефектов на основе уравнений (44), 
(45) с константами материала, приведенны-
ми в таблице. Дефектное состояние харак-
теризуется значением электрического поля  
Ed = –0,11 МВ/м3. Сравнение расчетных 
кривых диэлектрического гистерезиса с ре-
зультатами эксперимента [21] демонстрирует 
хорошее совпадение (рис. 3,а). Петля гисте-
резиса для материала с дефектами смещается 
влево на 0,11 ширины петли,или на 0,22 Ec.

При рассмотрении кривых электромеха-
нического гистерезиса для материала PZT 
PIC151 точность прогноза модели оказывается 
несколько ниже (см. рис. 3,b), чем для диэлек-
трического гистерезиса (см. рис. 3,a). Одна-
ко поведение модели корректно отражает все 
основные тенденции изменения петли гисте-
резиса при появлении полярных дефектов: ее 
смещение влево (Ed = –0,11 МВ/м3 < 0), повы-
шение уровня деформаций в правом крыле и 
понижение в левом.

На рис. 4 показано сравнение результа-
тов моделирования механического пове-
дения образцов из монокристаллического 
тригидроселенита калия KH

3
(SeO

3
)

2
 (со-

кращенное наименование KTS), легиро-
ванного хромом  (Cr3+), при циклическом 
механическом нагружении (закручива-
нии) амплитудой τ

13
 = 0,27 МПа и часто-

той f = 0,01 Гц при температуре 206,6 K 
(точка Кюри Tc = 211 K) с результатами 
экспериментов работы [27]. KTS представ-
ляет собой чистый сегнетоэластик, не об-

ладающий сегнетоэлектрическими свой- 
ствами. При температуре Tc = 211 K у него 
наблюдается структурный фазовый переход 
2-го рода (изменение симметрии mmm →  
→ m/2 из орторомбической в моноклинную).

В расчетах использовалась модель мате-
риала орторомбической структуры с труд-
нопереключаемыми полярными дефектами 
(44), (45) с константами материала при рас-
сматриваемой температуре (см. таблицу). 
Расчетные кривые диэлектрического ги-
стерезиса (см. рис. 4) демонстрируют удов-
летворительное совпадение с результатами 
эксперимента. Петля гистерезиса для ма-
териала с дефектами смещается вправо на 
величину σd (σd > 0). Смещение составляет 
около четверти ширины петли механиче-
ского гистерезиса, или 0,44 σc.

Представленные выше результаты по-
лучены на основе модели с неизменяющи-
мися (труднопереключаемыми) дефекта-
ми (см. формулы (44), (45)). Данная модель 
позволяет адекватно описать гистерезисные 
явления при условии многократного превы-
шения времени переориентации дефекта (см. 
формулы (54)) над временем цикла нагруже-
ния: τP ˃˃ tc. В этих условиях более сложная 
модель с изменяющимися дефектами (см. 
формулы (44), (45), (52)) приводит к совпа-
дающим результатам. Для малых или сопо-
ставимых времен переориентации дефекта, 
а также в условиях сложных программ на-
гружения необходимо использовать модель 
с изменяющимися дефектами. Последняя 
позволяет описать эволюцию поляризации и 
деформации дефектов, а также динамику из-
менения полей смещения.

Результаты, полученные с использова-
нием модели с изменяющимися дефектами 
(52), представлены на рис. 5, где показано 
изменение поля смещения Ed при старении 
в течении 15 мин при отсутствии поля (E =  
= 0) после предварительной поляризации 
Pr ≠ 0 для титаната бария, рассмотренного в 
первом примере (см. рис. 2,а). Варьирование 
параметра QP показывает, что при значении 
QP = 107 м/Ф наблюдается результат, близкий 
к экспериментальному: Ed ≈ –0,22 МВ/м. В 
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Рис. 4. Сравнение с экспериментом [27] (символы) результатов расчетов (линии) механического  
гистерезиса в монокристаллическом KH

3
(SeO

3
)

2
, легированном хромом (ориентация [001])

Рис. 5. Эволюция поля смещения при старении BaTiO
3
, рассчитанная по модели с изменяющимися  

дефектами (система уравнений (52)) для различных значений параметра QP, Мм/Ф:
3 (1), 5 (2), 10 (3), 20 (4), 50 (5), 100 (6);

соответствующие значения τ
P
, с: 333 (1), 200 (2), 100 (3), 50 (4), 20 (5), 10 (6)

расчетах использовались следующие значе-
ния параметров:

BP = 10–9 Ф/(м∙с), LP = 3∙106 м/Ф,
Pr = 0,26 Кл/м2.

Важно отметить, что кривые, представ-
ленные на рис. 5, демонстрируют начальный 
экспоненциальный рост с последующим пе-
реходом в режим насыщения, в соответствии 

с зависимостью

1 – exp(–t/τP).

Аналогичный результат наблюдается при 
анализе экспериментальных данных в рабо-
тах [17] (см. рис. 5), [15] (см. рис. 2 и 3), [16] 
(см. там рис. 46 и уравнение (6)).

Как видно из рис. 5, при значительных 
временах старения, например при t > 5τP, на-

(68)
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Рис. 6. Влияние значения параметра LP в модели с изменяющимися дефектами  
(система уравнений (52)) на смещения петли по горизонтали и диэлектрического гистерезиса  

для монокристаллического (a) и поликристаллического (b) BaTiO
3
; 

значения LP, Мм/Ф: 0 (1), 3 (2), 5 (3), 7 (4)

блюдается режим насыщения. Для описания 
поведения материала в этом случае достаточ-
но использовать модель с неизменяющими-
ся дефектами (см. формулы (44), (45)).

Идентификацию трех констант фено-
менологической модели BP, LP и QP можно 
осуществить на основе двух опытов с различ-
ными уровнями постоянного электрическо-
го воздействия (при старении), по кривым 
эволюции поля смещения, определяемым на 
основе первого выражения из системы (55) и 
третьего из (47):

Время релаксации

определяется по кривой эволюции поля сме-
щения как время достижения уровня 0,632 от 
уровня насыщения:

Параметр LP оказывает нелинейное влия-
ние на величину поля смещения Ed. На рис. 6 
представлены результаты расчетов петель ди-
электрического гистерезиса после старения в 

( )( )1 .
P PP P P r tB Q

dE L Q E L P e−= − −

1
P P PB Q
τ =

( ) ( ) 11 0,632.d P dE E e−τ ∞ = − ≈

   a)                 b)

течении 15 мин для монокристаллического и 
поликристаллического титанатов бария, при 
различных значениях параметра LP. Во избе-
жание громоздкости представления, на рис. 6 
показан начальный (несмещенный) гистере-
зис при LP = 0 и только ниспадающие (левые) 
ветви гистерезисов при LP ≠ 0. При изменении 
LP ширина петли практически не меняется. 
С ростом LP наблюдается прогрессирующее 
смещение петли гистерезиса влево. Величина 
смещения пропорциональна квадрату LP:

При одноосном пропорциональном на-
гружении, прогнозы феноменологической 
и микроструктурной моделей эволюции то-
чечных дефектов (см. формулы (48) – (52) и 
(56) – (63) соответственно) приводят при со-
ответствующем выборе констант материала к 
близким результатам.

Заключение

Предложена термодинамически согласо-
ванная микроструктурная модель сегнето- 
электроупругого материала с учетом эволю-
ции полярных точечных дефектов, позво-
ляющая описать гистерезисное поведение 
моно- и поликристаллических сегнетоэлек-

( )2

0 .r P P
dE P L Q
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троупругих материалов в условиях произ-
вольных программ сложного многоосного 
комбинированного электрического и/или 
механического нагружения. Модель учиты-
вает многофазный состав (тетрагональные, 
ромбоэдрические и орторомбические фазы и 
их смеси), анизотропию свойств, доменную 
структуру и диссипативный характер движе-
ния доменных стенок.

Рассмотрены две формулировки уравне-
ний эволюции дефектов, удовлетворяющие 
термодинамическим ограничениям:

феноменологическая (без учета особенно-
стей ориентаций дипольного дефекта);

микроструктурная (с учетом дискретного 
характера возможных ориентаций дипольно-
го дефекта в элементарной ячейке).

В результате выбора свободной энергии 
дефектов в виде квадратичной формы поля-
ризации и деформации дефектов, получены 
определяющие уравнения линейной теории 
эволюции заряженных точечных дефектов, 
удовлетворяющие диссипативному неравен-
ству при неотрицательно определенных тен-
зорных коэффициентах.

Отдельно рассмотрены случаи изменяю-
щихся и неизменяющихся дефектов.

Исследовано влияние полярных точеч-
ных дефектов на процессы переключения. 
Показана зависимость величины смещения 
петель гистерезиса от параметров свободной 
энергии дефектов.

Учет взаимного влияния кристаллитов 

в поликристалле произведен на основе ис-
пользования в расчетах метода двухуровне-
вой конечно-элементной гомогенизации.

Важность учета наличия и эволюции то-
чечных дефектов в модели обусловлена их 
появлением при использовании донорных 
или акцепторных добавок, повсеместно при-
меняемых в современных пьезокерамиче-
ских материалах для улучшения их эксплу-
атационных свойств и оказывающих суще-
ственное влияние на процессы деградации 
свойств при старении и усталости.

Сравнение результатов расчетов с исполь-
зованием предложенной модели и экспери-
ментальных кривых диэлектрического, элек-
тромеханического и механического гистере-
зисов для поликристаллических PZT PIC 151 
и BaTiO

3
, монокристаллических PMN-PZT и 

KTS, легированных акцепторными добавка-
ми, показало хорошее совпадение.

Дальнейшее развитие модели связано с ее 
обобщением на неизотермический случай, с 
рассмотрением неквадратичной свободной 
энергии дефектов, с учетом миграции раз-
личных типов вакансий, с попыткой описа-
ния эффекта деэйджинга при интенсивном 
циклическом воздействии, а также с расши-
рением верификационной базы модели на 
случай бессвинцовых пьезоактивных и род-
ственных им материалов.

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке гранта РФФИ № 19-08-01252.
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Введение

Вычислительная гидродинамика интен-
сивно развивается в последние десятилетия, 
что стимулируется разработкой исследова-
тельских и коммерческих пакетов приклад-
ных программ для расчета и обоснования 
параметров технических устройств, приме-
няемых в различных технологических про-
цессах, на разных стадиях производства, 
например в авиастроении, ракетно-косми-
ческой технике и энергетике. 

К настоящему времени сформировался 
ряд подходов построения дискретных моде-
лей, сохраняющих монотонность и имеющих 
повышенный порядок аппроксимации для 
расчетов газодинамических течений. Такие 
расчеты основаны на точном или прибли-
женном решении распада разрыва (схемы 
типа Годунова [1 – 3]); схемах с уменьшени-
ем полной вариации (TVD-реконструкции, 
англ. Total Variation Diminishing [4 – 6]); 
взвешенных, существенно неосциллирую-
щих схемах (WENO-схемы, англ. Weighted 
Essentially Non-Oscillatory schemes) на пе-
ременных шаблонах [7 – 9]; гибридных 
алгоритмах [10 – 12], компактных схемах  
[13 – 15] и др. 

Наряду с тенденцией построения схем 
четвертого, пятого и более высоких поряд-
ков аппроксимаций [8, 9, 15], для широко-
го круга задач сохраняют актуальность дис-
кретные модели второго порядка точности 
[16 – 20]. Например, достаточно подробное 
обсуждение таких схем можно найти в рабо-
те [19], в которой развивается MUSCL-под-
ход (Monotonic Upstream-Centered Scheme) с 
применением различных квазиодномерных 
схем реконструкции.

Гибридный метод крупных частиц был 
предложен для решения задач динамики 
многофазных сред на основе схемы с на-
страиваемыми диссипативными свойства-
ми (англ. CDP2 – Customizable Dissipative 
Properties), которая меняет порядок ап-
проксимации в зависимости от гладкости 
решения [21, 22]. Вместе с тем прикладные 
задачи зачастую содержат области как «чи-
стого» газа, так и зоны течений смеси газа 

с дисперсной фазой. Поэтому развиваемый 
метод должен обладать универсальностью 
и демонстрировать высокую разрешающую 
способность и монотонность в этих двух слу-
чаях. Обязательным требованием к новому 
численному методу является его проверка на 
серии тестовых задач в широком диапазоне 
параметров течения. Ранее метод верифици-
ровался на стандартных одномерных и дву-
мерных тестах [23 – 25]. 

Достоинства метода перед известными схе-
мами, учитывающими характеристические 
свойства законов сохранения, заключаются в 
расширении класса задач с уравнениями как 
гиперболического, так и смешанного типа с 
мнимыми компонентами характеристик. Ал-
горитм гибридного метода крупных частиц 
дает успешные результаты при решении тра-
диционно сложных вычислительных про-
блем, таких как образование искусственного 
пограничного слоя и фиктивной ножки Ма-
ха, возникновение ударных волн разрежения, 
«карбункул»-неустойчивости на гиперзвуко-
вых режимах обтекания, что характерно для 
схем типа Годунова [26]. Метод обладает ал-
горитмической простотой, а также хорошим 
соотношением диссипативных и дисперси-
онных свойств. Например, в тесте с двойным 
маховским отражением (англ. Double Mach 
reflection) гибридный метод крупных частиц 
превосходит по вихреразрешающей способ-
ности популярные схемы HLLC (Harten – Lax 
– van Leer Contact [27]) и WENO5 [11] (см. со-
поставление схем в статье [25]).

В настоящей работе проверяются вычис-
лительные свойства (монотонность, дис-
сипативность, вихреразрешающая способ-
ность) гибридного метода крупных частиц 
второго порядка точности по пространству 
и времени [28] при решении задач Римана в 
двумерных областях. Результаты сопоставля-
ются с базовым методом [29] и решениями по 
современным схемам повышенного порядка 
аппроксимации [15, 30]. Детально рассмо-
трены вопросы численного воспроизведе-
ния сложных ударно-волновых и вихревых 
структур. 

В цитируемых работах тестовые зада-
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чи решаются в формулировке Эйлера. Для 
корректности сравнения наши расчеты так-
же проводятся в невязкой постановке. Это 
объясняется необходимостью обоснования 
разрешения сетки для корректного решения 
уравнений Навье – Стокса при заданном 
числе Рейнольдса, когда схемная вязкость 
становится существенно меньше физиче-
ской [8].

Гибридный метод крупных частиц

Основные уравнения. Рассмотрим законы 
сохранения калорически совершенного газа 
в форме уравнений Эйлера:

где ρ, v, p, E – плотность, вектор скорости с 
компонентами u и v, давление, полная энер-
гия газа единицы массы; q, G, F – консерва-
тивные, потоковые, градиентные и деформа-
ционные величины соответственно; t – время. 

Уравнения (1) записаны в безразмерном 
виде для искомых функций

относительно произвольных размерных кон-
стант Θ

0
, P

0
. 

Координаты отнесены к характерному ли-
нейному размеру области определения задачи

а безразмерное время определяется как

В уравнениях (1) и далее в постановках за-
дач штрихи опущены.

0' / ,ρ = ρ Θ 0' / ,p p P=

0 0' / ,u u P= Θ 0 0' / ,v v P= Θ

' ,x x L= ' ,y y L=

( )0 0' / .t t L P= Θ

Замыкающее уравнение состояния име-
ет вид

где γ – показатель адиабаты.
Реализация метода. Запишем алгоритм 

гибридного метода крупных частиц с на-
страиваемыми диссипативными свойствами 
(CDP2 – Customizable Dissipative Properties) в 
конечно-объемной формулировке на ортого-
нальной равномерной сетке [28].

Схемы формулируются с расщеплением 
на Лагранжев (0), Эйлеров и заключитель-
ный (1) этапы, без ограничения общности в 
одномерном случае:

Для повышения до второго порядка ап-
проксимации по времени используем кор-
ректирующий шаг:

где τ = tk+1 – tk – шаг по времени (tk – времен-
ной слой); h – размер ячейки с ее центром xn 
и гранями

Если величины на гранях ячеек опреде-
лить как среднее арифметическое в центрах 
примыкающих ячеек, то получим бездисси-
пативную, но абсолютно неустойчивую схе-
му второго порядка аппроксимации. В базо-
вом методе крупных частиц потоки рассчи-
тываются с учетом их направлений схемами 
первого порядка [29].

Нелинейная коррекция метода. Для обе-
спечения устойчивости и монотонности 

( ) ( )21 2 ,p E= γ − ρ − v

1 2 2n / nx x h .± = ±

(1)0,d dt
∂

+ + =
∂
q G F∇ ∇

[ ], , ,TE= ρ ρ ρq v [ ], , ,TE= ρ ρ ρG v vv v

[ ]0, , ,Tp p=F v ( )diag , , ,d = ⋅ ⋅∇ ∇ ∇ ∇

(2)( )(0)
1/2 1/2 ,k k k

n n n n h+ −= − − τq q F F

(3)( )(1) (0) (0) (0)
1/2 1/2 .n n n n h+ −= − − τq q G G

(4)
( )

( )

(2) (1)

(1) (1)
1/2 1/2

0,5

0,5 ,

k
n n n

n n h+ −

= + −

− − τ

q q q

F F

(5)
( )

1 (2)

(2) (2)
1/2 1/20,5 ,

k
n n

n n h

+

+ −

= −

− − τ

q q

G G
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метода с сохранением второго порядка точ-
ности на гладких решениях используется не-
линейная коррекция градиентных и дефор-
мационных величин Fn±1/2 и потоков Gn±1/2.

На Лагражевом этапе (2) в схему

вносится нелинейная скалярная искусствен-
ная вязкость

где Qn±1/2 – обычная линейная диссипация, 
например типа Ландшоффа; ψv(rn±1/2) – огра-
ничитель вязкости с параметром отношения 
наклонов rn±1/2.

Параметр rn±1/2 вычисляется по условию

На гладких решениях сохраняется второй 
порядок аппроксимации:

На Эйлеровом и заключительном эта-
пе (3) рассчитываются примитивные пере-
менные φ = {ρ, u, E} с использованием ги-
бридной нелинейной коррекции (взвешена 
ограничителем потоков ψ

f
 аддитивной ком-

бинации противопоточной и центральной 
аппроксимаций) с точностью O(h2) на глад-
ких решениях:

1/2 1/2 1/2 1/20, ,
Tk

n n n np p u± ± ± ± =  F  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

1 1

1 1
1 2

2 1 1

,

åñëè 0;
 

èí à÷å.

k k k k
n n n n

k k k k
n n n n

n /
k k k k
n n n n

u u u u

u u p p
r

u u u u

− +

+ +
+

+ + +

 − −

 − − ≥= 
 − −



если

иначе.

1 2 1 21 ( ) 1n / v n /r r± ±→ ⇒ ψ → ⇒

( )2
1/2 .n O h± → +F F

(0)
1 2 1 2

1 2
1 2

  pri  0

  inace;
n / n /

n /
n /

u ,
ˆ

+
+ +

+ −
+

ϕ ≥ϕ = 
ϕ

при

иначе

( )( ) (0)
1 2 1 21n / f n / nr+ +
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которые будем указывать подстрочными 
индексами, например ψv,MM

 – ограничитель 
вязкости Minmod. 

Опыт расчетов показал, что ограничители 
наделяют гибридный метод крупных частиц 
численной диссипацией в порядке возраста-
ния ее уровня: SB, VL, MM.

На корректирующем шаге (4), (5) расчет-
ные формулы численных градиентов, мощ-
ности деформаций и конвективных потоков 
аналогичны приведенным, с заменой верх-
них индексов k обозначением (1), (0) – обо-
значением (2), (1) – обозначением (k + 1). В 
целом гибридный метод крупных частиц об-
ладает суммарной аппроксимацией второго 
порядка по пространству и времени O(h2 + 
+ τ2) на гладких решениях. 

Устойчивость метода. Шаг по времени 
определяется из условия Куранта – Фридрих-
са – Леви (CFL):

где CFL – фиксированное число Куранта,     
– скорость звука.

( )
CFL ,

max
k

k k
n nn

h
u a

∀

τ =
+

k
na

Численные эксперименты позволили обо-
сновать границу устойчивости гибридного 
метода крупных частиц как CFL < 0,7. Число 
Куранта задано в расчетах настоящей работы 
с учетом надежности и точности алгоритма – 
CFL = 0,4.

Результаты расчетов и их обсуждение

Рассматриваемые тестовые задачи служат 
для проверки свойств численных методов по 
воспроизведению скачков уплотнения, волн 
разрежения, контактных разрывов и вихре-
вых структур в двумерных областях.

Тесты 3, 4 и 12. Из большой коллекции 
двумерных задач Римана рассмотрим тесты 
3, 4 и 12 [30]. Далее полагаем, что газ – иде-
альный с показателем адиабаты γ = 1,4. За-
дачи решаются до момента времени T в ква-
драте

который разделен линиями x = 1/2 и y = 1/2 
на четыре квадранта.

В каждом квадранте заданы постоянные 
начальные условия в безразмерном виде (см. 
таблицу).

( ) ( ) ( ), 0,1 0,1 ,x y ∈ ×

Таблица
Постоянные начальные условия при расчетах для трех тестов

Позиция в квадрантах Параметр

Значение параметра в тесте и квадрантах
Тест 3,
T = 0,30

Тест 4,
T = 0,25

Тест 12,
T = 0,25

Сверху Снизу Сверху Снизу Сверху Снизу

Слева

p 0,3000 0,0290 0,3500 1,1000 1,0000 1,0000
ρ 0,5323 0,1380 0,5065 1,1000 1,0000 0,8000
u 1,2060 1,2060 0,8939 0,8939 0,7276 0,0000
v 0,0000 1,2060 0,0000 0,8939 0,0000 0,0000

Справа

p 1,5000 0,3000 1,1000 0,3500 0,4000 1,0000
ρ 1,5000 0,5323 1,1000 0,5065 0,5313 1,0000
u 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
v 0,0000 1,2060 0,0000 0,8939 0,0000 0,7276

О б о з н а ч е н и я: p, ρ – безразмерные давление и плотность; u, v – безразмерные компоненты 
вектора скорости v; T – безразмерный момент времени, до которого решались задачи. 
 П р и м е ч а н и я. 1. Квадрат 0,1 × 0,1 разделен на 4 квадранта. 2. Номера тестов соответствуют при-
нятым в работе [30].
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Расчеты выполнены гибридным методом 
крупных частиц на равномерной сетке 400 × 
× 400 с ограничителями потоков ψf,VL и вязко-
сти ψv,VL (VL – Ван Леер, тесты 3 и 12), а тест 
4 – ψf,VL, ψv,MM (ММ – Minmod). На внешних 
границах заданы «мягкие» краевые условия 
эстраполяции. 

Точные решения для этих задач неизвест-
ны. Численные решения показаны на рис. 1 
в виде изолиний плотности и векторов ско-
ростей (стрелки). Для корректности сравне-

Рис. 1. Результаты численного решения задач Римана в двумерных областях  
базовым методом крупных частиц (a – c) и гибридным методом (d – h)  

с использованием тестов [30]: 3 (a, d, g), 4 (b, e) и 12 (с, f, h).
Для теста 3 получены 32 изолинии плотности от 0,16 до 1,71; для тестов 4 и 12 соответственно 29 изолиний  

от 0,52 до 1,92 и 30 изолиний от 0,54 до 1,70; g – решение с коррекцией стартовой ошибки;  
h – решение сопоставлено с WENO5 из работы [30]; векторы скоростей показаны стрелками

ния линии уровня плотности соответствуют 
приведенным в работе [30].

В рассматриваемых задачах реализуются 
течения с маховским (рис. 1, e, f) и двойным 
маховским (рис. 1, d) отражениями, а также 
конфигурации с близко расположенными 
контактными разрывами вдоль большей сто-
роны «линзы» (см. рис. 1, e, f). Для тестов 3 
и 12 дополнительно образуются диагонально 
направленные вихревые струи. В работе [30] 
обращено внимание на артефакт в тестовой 
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задаче 12, присущий в большей или меньшей 
степени всем рассматриваемым разностным 
схемам: в месте начального разрыва, в про-
цессе его распада и дальнейшего расчета 
остается энтропийный след.

Указанная вычислительная проблема 
проявляется в ряде других проверочных за-
дач и объясняется тем, что стартовая ошибка 
возникает в течение короткого промежут-
ка времени установления («размазывания») 
счетного профиля ударной волны и сохра-
няется в виде энтропийного следа [31]. Этот 
численный дефект может быть устранен пе-
реустановкой газодинамических параметров 
в спутном потоке за ударной волной через 
несколько шагов по времени до начальных 
значений (см. пример расчета на рис. 1, g). 
Обратим внимание также, что в тесте 12, в 
малой области порядка численного размера 
неподвижного тангенциального контактного 
разрыва, наблюдаются колебания плотности. 

Гибридный метод крупных частиц (рис. 1, 
d – f) демонстрирует значительные улучше-
ния по точности воспроизведения структур 
течений по отношению к базовому методу 
[29] (рис. 1, a – c) и схеме Годунова перво-
го порядка аппроксимации [32]. Алгоритм 
CDP2 в данных тестах превосходит по раз-
решающей способности цитируемые метод 
адаптивной искусственной вязкости второго 
порядка аппроксимации [16] и схему с кусоч-
но-параболической реконструкцией третье-
го порядка [18]. Результаты расчетов хорошо 
согласуются с лучшими схемами, представ-
ленными в статье [30].

Например, на рис. 1, h проведено прямое 
сопоставление со схемой WENO5 пятого 
порядка точности – нижний слой, поверх 
которого наложен верхний слой с резуль-
татами расчета гибридным методом CDP2. 
Заметим, что изолинии плотности практи-
чески совпадают во всем диапазоне их нане-
сения. Расчеты по схеме CDP2 находятся в 
хорошем соответствии с бикомпактной схе-
мой с консервативной монотонизацией [15] 
(результаты данных тестов не опубликованы, 
но любезно предоставлены нам для сопо-
ставления).

Тесты A, B, C и D. Для проверки работоспо-
собности гибридного метода крупных частиц, 
в частности уровня его диссипативных свойств 
и возможности выявления неустойчивости 
на контактной границе, представляют инте-
рес двумерные задачи Римана с центральной 
симметрией, например известный тест с ци-
линдрическим разлетом газа в бесконечную 
невозмущенную среду (Explosion problem) [30] 
– тест A. В дополнение к этому рассмотрим 
еще три модифицированные задачи: тесты B, 
C и D. Тестовая задача B формулирует разлет в 
неограниченный неподвижный газ из области 
повышенного давления квадратного сечения, 
а тесты C и D – это описанные выше пробле-
мы в пространстве, ограниченном твердыми 
стенками.

В силу центральной симметрии, расчеты 
выполняются в правом верхнем квадранте 
на равномерной сетке 400 × 400 с ограничи-
телем потоков ψf,VL и вязкости ψv,SB. Для ис-
ключения (минимизации) влияния внешних 
границ в случаях A и B, расчетная сетка уве-
личена до размера 500 × 500. Бесконечность 
моделировалась расширением сетки на 100 
ячеек с возрастанием шага ячейки вправо и 
вверх по закону

при котором возмущения за время расчета не 
достигали внешних границ.  

Краевые условия для тестов C и D явля-
ются стандартными условиями отражения на 
стенках.

В начальный момент времени в круге 
(случаи A и C) и квадрате (случаи B и D) за-
даны плотность ρi = 1 и давление pi = 1, а вне 
этих областей их значения равны ρ

0
 = 0,125 и 

p
0
 = 0,1. Принято допущение, что газ во всей 

области определения неподвижен. Размер 
расчетной области по координатным осям 
принят единичным

радиус круга и половина длины квадрата рав-
ны 4/15.

1' ' 0,1 ,n nh h h+ = +

( ) ( ) ( ), 0;1,5 0;1,5 ,x y ∈ ×
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Для графического представления резуль-
татов расчетов в виде численных шлирен- 
изображений используем нелинейную функ-
цию градиента плотности:

где i, j – нумерация ячеек по x и y соответ-
ственно;      – градиент плотности; k – на-
строечный коэффициент для качественного 
(контрастного) отображения особенностей 
течения. 

На рис. 2 для последовательных момен-
тов безразмерного времени 0,2, 1,1, 1,3 и 3,2 
представлены численные шлирен-изображе-
ния функции градиента плотности для задач 
разлета газа в безграничное пространство 
(верхний ряд – начальная область повышен-
ного давления в виде круга, нижний ряд – в 
виде квадрата). После распада начального 
разрыва образуются ударная волна s

1
, кон-

,
,

,,

exp ,
max

i j
i j

i ji j

s k
∀

 ∇ρ = −
 ∇ρ
 

Рис. 2. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности 
в последовательные моменты времени: 0,2 (a, e), 1,1 (b, f), 1,3 (c, g) и 3,2 (d, h).  

Использованы тесты A (a – d) и B (e – h).
Размер сетки – 400 × 400; c – контактная граница; s

1
, s

3
 – ударные волны;

s
2
 – скачок уплотнения, w, w

1
, w

2
 – волны разрежения

тактный разрыв c, движущиеся от центра, 
волна разрежения w (случай A) или две вол-
ны w

1
 и w

2
 (случай B) – к центру. С течением 

времени формируется вторичный сходящий-
ся к началу координат скачок уплотнения s

2 

в форме окружности (рис. 2, b, c) или почти 
квадратной формы (рис. 2, f, g). На границе 
раздела газов, обозначенной буквой c, на-
чинает развиваться неустойчивость. После 
фокусировки скачка уплотнения s

2
 возника-

ет отраженная от центра симметрии ударная 
волна s

3
, взаимодействующая с контактной 

границей c (рис. 2, d, h). Сопоставление чис-
ленного решения (рис. 2, d) с результатами 
работы [30] подтверждает малую диссипа-
тивность схемы CDP2 в задачах с развитием 
неустойчивости на контактной границе.

Влияние возмущенной (ступенчатой) 
начальной границы круга на развитие неу-
стойчивости обсуждается в работах [3, 30]. 
Как показывают расчеты, даже сглаженный 
контактный разрыв не является стабильным. 
В этом смысле интересен тест B, в котором 

,i j∇ρ
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контактная граница (квадрат) в начальный 
момент времени совпадает с гранями ячеек. 
В этом случае возмущения начинают разви-
ваться с вершин квадратной области, а затем 
распространяются по всей границе раздела 
газов (рис. 2, h). 

Варианты решения задач в ограничен-
ном пространстве (C и D) для указанных 
выше последовательных моментов времени 
обладают более «богатой» конфигурацией 
течений газа и приведены на рис. 3. Нача-
ло разлета при t

1
 = 0,2 не отличается от рас-

смотренных случаев (рис. 2, a, e), поскольку 
фронт ударной волны s

1
 не дошел до стенок. 

В последующие моменты времени t
2
 = 1,1 и  

t
3
 = 1,3 формируются структуры, включаю-

щие ударные волны: отраженная от стенки 
s

4
, прошедшая s

5
 и отраженная от контакт-

ной границы s
6
, вторично отраженная от 

стенки s
7
, сфокусированная s

8
 и образован-

ная после столкновения скачков уплотне-
ния s

9
. В дальнейшем, при t

4
 = 3,2 течение 

Рис. 3. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности  
в последовательные моменты времени: 0,2 (a, e), 1,1 (b, f), 1,3 (c, g) и 3,2 (d, h).  

Использованы тесты C (a – d) и D (e – h).
Размер сетки – 400 × 400; c – контактная граница; s

1
 – s

9
 – ударные волны;

 w, w
1
, w

2
 – волны разрежения

газа сопровождается многократными вза-
имодействиями ударных волн со стенка-
ми, между собой и контактной границей и 
развивается турбулентность.

Для пояснения физического механиз-
ма развития неустойчивости и образования 
вихрей на контактной границе рассмотрим 
транспортное уравнение для завихренности 
          :

где d/dt – производная вдоль траектории за-
вихренности.

В начальный момент времени ω = 0. Из 
приведенного уравнения следует, что причи-
ной генерации вихрей является несовпаде-
ние градиентов давления и плотности

(бароклинный эффект). 

ω = ∇× v

( ) ( )2 ,d p
dt
ω ∇ρ×∇
= + ω⋅∇ −ω ∇⋅

ρ
v v

( ) 2 0p∇ρ×∇ ρ ≠
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Этот эффект ярко выражен при много-
кратном взаимодействии отраженных от сте-
нок ударных волн с контактной границей, c 
формированием вторичных вихрей и разви-
тием турбулентности (см. рис. 3, 4, d и h).

Для проверки сходимости, а также влия-
ния разрешения сетки на формирование вих-
ревых структур выполнен расчет с уменьше-
нием вдвое размеров ячейки. Результаты для 
случаев C и D представлены на рис. 4. Нало-
жение численных полей течений (рисунки не 
приведены), полученных на разных сетках, 
подтверждает практическое совпадение ли-
ний ударных волн и их сопряжения в тройных 
точках. Вихревые элементы имеют большую 
детализацию на подробной сетке, а расчеты 
согласуются между собой вследствие стоха-
стической природы в осредненном смысле.

Заключение

Рассмотрен класс разностных схем с на-
страиваемыми диссипативными свойствами, 
с расщеплением по физическим процессам 
– гибридный метод крупных частиц второ-

Рис. 4. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности
 в последовательные моменты времени, аналогичные представленным

 на рис. 3, но полученные при размере сетки 800 × 800

го порядка аппроксимации по пространству 
и времени на гладких решениях. Метод ве-
рифицирован на известных задачах Римана 
в двумерных областях, имеющих надежные 
численные решения. 

Показано значительные улучшение точ-
ности воспроизведения структур течения, по 
сравнению с базовым методом крупных ча-
стиц. Продемонстрирована высокая конку-
рентоспособность предложенного алгоритма 
при сопоставлении с современными схемами 
повышенного порядка аппроксимации.

Проведено детальное исследование ра-
ботоспособности метода на новых тестовых 
задачах с многократными взаимодействиями 
ударных волн с контактной границей, стен-
ками канала и развитием неустойчивости. 

Гибридный метод крупных частиц под-
твердил высокую разрешающую способность 
как в областях ударно-волновых конфигура-
ций, так и в зонах вихревых структур. 

Предложенные тестовые задачи могут 
быть востребованы для проверки других раз-
ностных схем.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ  
И ЛОКАЛЬНОЙ ТУРБУЛИЗАЦИИ ТЕЧЕНИЯ  

В КРОВЕНОСНОМ СОСУДЕ С ОДНОСТОРОННИМ СТЕНОЗОМ

Я.А. Гатаулин, Е.М. Смирнов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В статье представлены результаты расчетов течения в модели кровеносного сосуда с од-
носторонним стенозом 70 % при числе Рейнольдса, равном 1803. Численное решение полу-
чено методом моделирования крупных вихрей по динамической модели Джермано – Лилли 
для оценки подсеточной вязкости. Установлено, что непосредственно за стенозом в потоке 
выделяются 2 зоны: струйного течения и обширная рециркуляционная, а в каждой присут-
ствует пара вихрей вторичного течения. Неустойчивости слоя смешения на границе струи и 
зоны обратного течения инициируют турбулизацию потока с образованием разномасштаб-
ных вихревых структур. Последние заполняют все поперечное сечение сосуда в окрестности 
точки присоединения. Турбулентные напряжения значительны по величине лишь на участке 
длиной около четырех калибров. Вниз по потоку течение реламинаризируется.
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In the paper, the LES results of a flow by using a model of the blood vessel with a one-side 70% 
stenosis, at a Reynolds number of 1803, have been presented. The Germano – Lilly model was 
applied to subgrid viscosity evaluation. A jet-like zone and a recirculation one were found to stand 
out just behind the stenosis, and a pair of secondary-flow vortices forms being within each of them. 
Instabilities of the mixing layer initiated the flow turbulence with formation of vortex structures of 
different scales at the boundary between the reverse flow zone and the jet. These structures filled 
the whole cross-section of the vessel about the flow attachment point. Turbulent shear stresses were 
significant in magnitude only at a flow section of about four-caliber length. Further downstream, the 
flow relaminarised.
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Введение

Современная вычислительная гидроди-
намика (Computational Fluid Dynamics, CFD) 
предоставляет широчайшие возможности 
для расчета кровотока в различных участках 
сосудистого русла. В мелких и средних со-
судах, где значения числа Рейнольдса Re не 
превосходят 1000, реализуется ламинарный 
режим течения. Пространственная структура 
ламинарного потока в моделях сонной арте-
рии, включающих случай сосуда со стенозом 
(стойкое сужение его просвета), составляла 
предмет ряда предыдущих исследований ав-
торов данной работы [1 – 3]. Однако поток 
за стенозом в крупных кровеносных сосу-
дах характеризуется большими значениями 
числа Рейнольдса и представляет особую 
сложность для расчета. Течение за стено-
зом в таких сосудах фактически оказывается 
циклически переходным, так как на части 
сердечного цикла оно является локально тур-
булентным, в остальное время цикла – пол-
ностью ламинарным. Отработка подходов 
к моделированию локально возникающей 
турбулентности служит ключом к получению 
достаточно надежных предсказаний. 

Традиционно для расчета турбулентных 
течений в стенозах используются моде-
ли, построенные на основе уравнений На-
вье – Стокса, осредненных по Рейнольдсу 
(Reynolds-Averaged Navier – Stokes equations, 
RANS) [4 – 7]. Было установлено, что 
RANS-модели способны обеспечивать хо-
рошую согласованность расчетного поля 
осредненной скорости с данными измере-
ний, однако качество предсказания ряда ха-
рактеристик турбулентности, также интерес-
ных с биомедицинской точки зрения, оказы-
вается очень низким. 

В целях повышения качества численного 
анализа турбулентных течений в сосудах со 
стенозом, в последние годы все шире при-
меняется прямое численное моделирование 
(Direct Numerical Simulation, DNS) [8 – 11] 

и вихреразрешающие модели, к которым от-
носится, прежде всего, метод моделирования 
крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) 
[12 – 15]. В методе DNS все составляющие 
нестационарного вихревого движения раз-
решаются полностью, что предопределяет 
высокие вычислительные затраты на полу-
чение численного решения, которые быстро 
увеличиваются с ростом числа Рейнольдса. 
В существенно менее затратном методе LES 
численно воспроизводятся лишь достаточ-
но крупные вихри, для которых характерен 
энергоперенос, в то время как вихри мень-
шего масштаба моделируются с помощью 
подсеточных моделей (SubGrid-Scale models, 
SGS). 

Большинство прикладных расчетов по 
методу LES проводится с применением клас-
сической модели Смагоринского, вводящей 
подсеточную турбулентную вязкость. Эта 
модель была разработана в предположении 
достаточной развитости турбулентности, 
что для практических приложений сводится 
к условию существенного превышения зна-
чений подсеточной вязкости, по сравнению 
с молекулярной. Для течений с переходным 
характером движения (от ламинарного к 
турбулентному), применение модели Сма-
горинского с постоянным значением эмпи-
рической постоянной (коэффициента) СS в 
формуле для расчета подсеточной вязкости, 
является неправомерным. 

Для расширения возможностей алгебра-
ической модели Смагоринского, в том чис-
ле и на случай переходных течений, в работе  
М. Джермано и др. [16] была развита так 
называемая динамическая модель, в кото-
рой коэффициент СS не задается, а вычис-
ляется на основе выражения, полученного 
посредством приложения процедуры двой-
ной фильтрации поля скорости. Несколько 
позднее Д.К. Лилли [17] предложил важную 
для практических приложений модифика-
цию динамической модели, которая заклю-

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)
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Рис. 1. Вид расчетной сетки в поперечном (a) и продольном (b) сечениях сосуда со стенозом

чается в обрезании локально возникающих 
отрицательных значений коэффициента СS 
по уровню нулевого значения. В работе [14] 
динамическую модель Джермано – Лилли 
успешно применили для LES-расчетов пере-
ходных режимов статистически двумерного 
пульсирующего течения в канале с местным 
односторонним сужением (модель стеноза) 
на 50 %; пиковые значения числа Рейнольдса 
достигали 2000, по третьему направлению 
накладывались условия периодичности. 

В настоящей работе численно исследуется 
переходное трехмерное течение несжимае-
мой вязкой жидкости в модели кровеносного 
сосуда с односторонним стенозом 70 % при 
постоянном расходе, соответствующем зна-
чению числа Рейнольдса Re = 1803. 

Геометрия стеноза тождественна одному 
из вариантов, представленных в недавней 
экспериментальной работе [18], в которой 
методом цифровой трассерной визуализации 
(Particle Image Velocimetry, PIV) исследова-
лось течение с пульсирующем расходом (при 
пиковом значении Re = 1803). Расчеты с ис-
пользованием программного пакета вычис-
лительной гидродинамики ANSYS CFX 18.2 
выполнены на основе метода моделирования 

крупных вихрей с динамической моделью 
Джермано – Лилли для расчета подсеточной 
вязкости. 

Постановка задачи  
и вычислительные аспекты

Геометрическая модель сосуда с односто-
ронним стенозом (рис. 1) заимствована из 
экспериментальной работы [18]. За граница-
ми стеноза сосуд представляет собой трубку 
диаметром D. Введем декартову систему ко-
ординат x, y, z, начало координат которой 
расположено в сечении с минимальным про-
ходным отверстием; ось z направлена вдоль 
сосуда, а ось y – в сторону нестенозирован-
ной (условно, верхней) стенки. Геометрия 
стеноза, симметричного относительно цен-
тральной продольной плоскости x = 0, опи-
сывается следующими формулами:

a)

b)

( )
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где d – локальный диаметр отверстия на 
участке стеноза, L – протяженнось стеноза, 
с – координата центра проходного отверстия 
по оси у при принятом здесь и далее отсчете 
от нижней стенки, 

S = (1 – dmin/D)·100 %

(dmin – минимальный локальный диаметр d).
В рассматриваемом случае S = 45 %, L =  

= 2D, при этом площадь минимального про-
ходного сечения на стенозированном участ-
ке составляет 30,25 % от площади попереч-
ного сечения трубки за пределами стеноза, 
т. е. рассматривается случай стеноза 69,75 % 
(округленно, 70 %). 

Течение в данной модели кровеносного 
сосуда при Re = 1803 рассчитывалось по ме-
тоду моделирования крупных вихрей с при-
менением динамической модели Джермано 
– Лилли [16, 17]. Расчетная область вклю-
чала участок стеноза, входной участок про-
тяженностью 5D и выходной участок протя-
женностью 20D; последний достаточен для 
того чтобы выходное граничное условие не 
оказывало сколько-нибудь существенного 
влияния на течение вблизи стеноза.

Расчеты выполнялись по гидродинами-
ческому «конечно-объемному» коду общего 
назначения ANSYS CFX, версия 18.2. Данное 
программное средство оперирует размерны-
ми величинами. 

Набор определяющих размерных пара-
метров задачи представлен в таблице. Число 

Рейнольдса рассчитано по данным параме-
трам.

На входе в расчетную область задавалось 
параболическое распределение скорости, 
отвечающее решению Пуазейля для развито-
го ламинарного течения в круглой трубе, на 
выходе – постоянное давление и «мягкие» 
условия для скорости. На стенках ставилось 
условие прилипания.

С использованием программы ICEM 
CFD была построена блочная расчетная гек-
саэдрическая сетка типа O-grid (см. рис. 1). 
На участке со стенозом и на всем выходном 
участке продольный шаг сетки был равно-
мерным и составлял 0,04D, при этом макси-
мальный поперечный шаг составлял 0,02D. 
На входном участке продольный шаг сетки 
плавно уменьшался до 0,04D при подходе к 
участку со стенозом. Общее число элементов 
сетки составляло около 4,5 млн.

При вычислениях для аппроксимации 
конвективных слагаемых уравнений дви-
жения использовалась центральная схема 
второго порядка точности. Для продвиже-
ния по физическому времени применялась 
трехслойная схема Эйлера. Шаг по времени 
составлял 0,0002 с, что обеспечивало локаль-
ные значения числа Куранта меньше едини-
цы во всей расчетной области.

Выборка, использованная для получения 
осредненных характеристик потока, нака-
пливалась на протяжении времени 1050ts, где 
ts – временной масштаб задачи (ts = D/Vb); 
предшествуюший временной интервал, ох-

Таблица
Расчетные параметры и их значения

Параметр Обозначение Единица
измерения Значение

Диаметр сосуда (вне стеноза) D мм 10
Среднерасходная скорость (вне стеноза) Vb м/с 0,627

Плотность жидкости ρ кг/м3 1000
Динамический коэффициент вязкости μ Па∙с 0,003478

Число Рейнольдса Re = ρVbD/μ 1803
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ватывающий около 600ts, был достаточен для 
выхода на статистически установившийся 
режим течения, при старте с нулевого поля 
скорости. 

Расчеты проводились на кластере «Поли-
техник – РСК Торнадо» суперкомпьютерно-
го центра «Политехнический» (http://www.
scc.spbstu.ru). Задача считалась на 18 двухпро-
цессорных узлах (Intel(R) Xeon(R) E5 2697v3) 
и распараллеливалась на 450 ядер, при этом 
для полного расчета требовалось около неде-
ли реального времени (76 000 ядрочасов).

Результаты и их обсуждение

Особенность моделируемого течения за-
ключается в наличии ламинарно-турбулент-
ного перехода в области за стенозом. Чтобы 
проиллюстрировать эту особенность, на рис. 
2,a построена изоповерхность Q-критерия 
[19], которая раскрашена по локальным зна-
чениям модуля скорости; тем самым визуа-
лизируется область существования разномас-
штабных турбулентных вихревых структур, 
которые возникают в результате проявления 
гидродинамических неустойчивостей. По-
следние присущи формирующемуся сдвиго-
вому течению струйного характера.

На рис. 2 представлены также две изопо-
верхности продольной составляющей скоро-

сти, осредненной по времени. Первая из них 
(см. рис. 2,b), построенная для значения Vz =  
= 3,2Vb = 2 м/с, дает представление о раз-
мерах области с выраженным струйным 
характером течения, а вторая (рис. 2,c), от-
вечающая значению Vz = –0,002Vb, показы-
вает наличие за стенозом двух зон рецирку-
ляционного течения: весьма обширной (ее 
протяженность составляет около 5D) зоны, 
возникающей непосредственно за стенозом, 
и очень небольшой, расположенной у про-
тивоположной стенки на расстоянии около 
4D от центра стеноза. Перед стенозом также 
формируется небольшая отрывная зона.

Поля осредненных по времени составля-
ющих скорости в трех поперечных сечениях 
модели сосуда приведены на рис. 3. Видно, 
что сформировавшаяся в области стеноза 
струя с относительно высокими локальными 
скоростями, до четырех раз превышающими 
среднерасходную скорость Vb = 0,627 м/с за 
пределами стеноза, характеризуется также 
наличием существенного по интенсивности 
поперечного (вторичного) течения в виде 
парного вихря (см. рис. 3,а). Фактически, 
эта пара вихрей, аналогичных вихрям Дина 
в криволинейных трубах, образуется в перед-
ней части стеноза, где течение происходит 
по криволинейным линиям тока, соответ-

Рис. 2. Структуры течения в сосуде со стенозом, визуализированные  
через построения изоповерхности Q-критерия (Q = 0,06 c–2) (a)  

и двух изоповерхностей осредненной продольной скорости Vz со значениями 3,2Vb (b) и –0,002Vb (c)
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Рис. 3. Осредненное по времени поле продольной составляющей скорости с наложенным на него  
полем векторов поперечной скорости в трех сечениях модели сосуда: z/D = 2 (a), 4 (b), 10 (c)

ственно геометрии стеноза. Парный вихрь, 
возникший в стенозе, индуцирует, в свою 
очередь, вторичное течение (противополож-
ной циркуляции) в зоне обратного течения 
за стенозом, а также приводит к раздвоению 
струи вниз по потоку (см. рис. 2,b и 3,b). На 
расстоянии менее 10D от центра стеноза 
осредненное поперечное течение практи-
чески полностью вырождается и распреде-
ление осредненной продольной скорости 
вновь приобретает осесимметричный «труб-
ный» вид, с максимумом скорости в центре 
сосуда (см. рис. 3,с).

Поле осредненной продольной скорости в 
центральном продольном сечении (в плоско-
сти симметрии) приведено на рис. 4,а. Здесь, 
а также на рис. 3,b, видно, что максимальная 
скорость обратного сечения в основной ре-
циркуляционной зоне сопоставима по ве-
личине со среднерасходной скоростью Vb за 
пределами стеноза. 

На границе струи и рециркуляционной 
зоны формируется высокоградиентный сдви-
говый слой (слой смешения), с присущими 
ему явлениями, обусловленными неустойчи-
востью Кельвина – Гельмгольца. Визуализа-
ция мгновенного поля x-компоненты вектора 
завихренности (рис. 4,b), показывает, что 
неустойчивость Кельвина – Гельмгольца и 
другие гидродинамические неустойчивости, 
которые проявляются в условиях наличия об-
ратного течения и вторичных токов, приводят 

a)         b)    c)

к турбулизации течения, с образованием раз-
номасштабных трехмерных вихревых струк-
тур. В окрестности точки присоединения эти 
структуры заполняют все поперечное сечение 
сосуда. Однако далее, вниз по потоку, тече-
ние реламинаризируется. Как можно видеть 
на рис. 2,а и 4,b, по мере удаления от стено-
за в спектре пульсационного движения бы-
стро исчезают мелкомасштабные структуры, 
а оставшиеся вихревые структуры меньшей 
интенсивности вытягиваются вдоль потока.

На рис. 4,c приведено поле значений 
одной из компонент тензора напряжений 
Рейнольдса, рассчитанного по численно раз-
решаемым составляющим пульсационного 
движения (помечены штрихом; черта сверху 
обозначает осреднение по времени). Вид-
но, что сдвиговое турбулентное напряжение  

             оказывающее определяющее 

влияние на отбор кинетической энергии из 
основного потока, значительно по величи-
не лишь на нескольких калибрах в окрест-
ности точки присоединения, а именно при  
2,5 < z/D < 6,5. Это находится в согласии с 
данными измерений, приведенными в [18] 
для скорости генерации кинетической энер-
гии турбулентности в момент наибольшего 
расхода.

Представление об уровне подсеточной ки-
нематической вязкости, предсказываемом в 
настоящих расчетах динамической моделью 

,yz y zR V V′ ′= −
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,yz y zR V V′ ′= −

Рис. 4. Расчетные поля в плоскости симметрии сосуда: осредненная по времени продольная  
скорость (a), мгновенное значение x-компоненты завихренности (b), сдвиговое напряжение  

Рейнольдса            (c), мгновенное значение отношения подсеточной  
вихревой вязкости к молекулярной (d)

Джермано – Лилли, дает мгновенное поле 
отношения подсеточной вихревой вязкости 
к молекулярной, приведенное на рис. 4,d. Из 
этих данных можно заключить, что в рассма-
триваемой конфигурации течения, c числом 
Re = 1803, вклад подсеточной вязкости в дис-
сипативные эффекты опять-таки существен 
лишь в области, охватывающей несколько 
калибров в окрестности точки присоедине-
ния, да и там отношение t / не превышает 
единицы.

На рис. 5 для нескольких поперечных се-
чений потока в области стеноза (для нагляд-
ности представлено два графика) показаны 
профили осредненной по времени продоль-
ной составляющей скорости в плоскости 
симметрии, нормированной на значение 
среднерасходной скорости Vb. Сильное уско-

рение течения в первой половине области 
стеноза приводит к тому, что в центре стеноза 
формируются ядро потока, близкое к одно-
родному, и сдвиговые слои на границах ядра, 
относительно тонкие, высокоградиентные 
(см. рис. 5,а). На расстоянии двух калибров 
от центра стеноза (z/D = 2), верхняя часть 
ядра потока уже в значительной степени раз-
мыта; в определяющей мере это обусловлено 
конвективным переносом низкоскоростной 
жидкости от стенки, который осуществляет 
упомянутое выше вторичное течение в виде 
парного вихря (см. рис. 3,а). Вместе с тем, 
высокоградинентный слой на нижней грани-
це отчетливо выражен вплоть до этого сече-
ния. В сечениях z/D = 4 и 5, расположенных 
ниже по потоку (рис. 6,b), характер профилей 
скорости существенно иной: их центральная 
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a)            b)

Рис. 5. Профили осредненной по времени продольной скорости в плоскости симметрии, в разных 
сечениях стенозированного сосуда; a): z/D = –1 (1), 0 (2), 1 (3), 2 (4); b): z/D = 2 (4), 4 (5), 5 (6), 10 (7)

часть характеризуется весьма умеренными 
градиентами скорости (см. рис. 5,b). Про-
филь скорости, относящийся к сечению  
z/D = 10, хорошо иллюстрирует последствия 
перемешивающего действия турбулентных 
структур, «живущих» в окрестности и на 
некотором расстоянии от точки присоеди-
нения: в результате этого перемешивания 
формируется центральная, практически осе-
симметричная область течения (см. также 
рис. 3,c), со скоростями, близкими к средне-
расходной, и пограничный слой (постепенно 
нарастающий по толщине по мере удаления 
от данного сечения).

Продольные распределения осредненно-
го по времени коэффициента трения на ниж-
ней и верхней стенках сосуда (в плоскости 
симметрии) показаны на рис. 6. Коэффици-
ент трения вычислялся по формуле

где τw – модуль вектора напряжения трения 
на стенке. 

С целью выявления участков обратного 
течения, значения коэффициента трения, 
приведенные на графиках, рассчитаны с 
учетом знака продольной составляющей τwz 
вектора поверхностного напряжения.

( )2 2 ,f w bC V= τ ρ

В области стеноза коэффициент трения 
весьма высок и почти в 50 раз превышает 
значение 0,00887, которое получено для те-
чения перед этой областью. Максимальные 
по модулю значения Cf  в области возвратно-
го течения в 7 раз выше, чем таковое до об-
ласти стеноза. Согласно проведенным рас-
четам, точка присоединения потока в пло-
скости симметрии находится на расстоянии  
Lr = 5,3D от центра стеноза. Это значение до-
вольно близко к экспериментальной оценке 
Lr  4,5D, которая следует из данных статьи 
[18]. Указанные данные получены для по-
ложения точки присоединения в моменты 
пульсирующего расхода, для которых зна-
чения числа Рейнольдса лежат в интервале  
1000 – 1800.

Для четырех сечений, расположенных в 
области за стенозом, на рис. 7 приводятся 
профили двух характеристик турбулентности: 
кинетической энергии турбулентности k и 
напряжения Рейнольдса Ryz; обе рассчитаны 
(для плоскости симметрии) по численно раз-
решаемым составляющим пульсационного 
движения и нормированы на квадрат сред-
нерасходной скорости. Примечательно, что 
в сечениях z/D = 4 и 5 кинетическая энергия 
турбулентности по порядку величины близ-
ка к удельной кинетической энергии потока, 
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входящего в область стеноза. Для каждого из 
этих сечений местоположения пиковых зна-
чений напряжения Рейнольдса и кинетиче-
ской энергия турбулентности практически 
совпадают, при этом отношения Ryz,peak/kpeak 
составляют примерно 0,38 и 0,35 для сечений 
z/D = 4 и 5 соответственно.

Представляет также интерес сопоставить 
для этих сечений величину численно разре-

a)            b)

Рис. 6. Продольные изменения коэффициента трения,  
осредненного по времени, в области стеноза (а) и за ней (b);

приведены данные для верхней (сплошная линия) и нижней (штриховая) стенок

Рис. 7. Нормированные профили кинетической энергии турбулентности k (а)  
и напряжения Рейнольдса Ryz (b) в плоскости симметрии сосуда для четырех сечений,  

расположенных в области за стенозом: z/D = 2 (1), 4 (2), 5 (3), 10 (4)

a)            b)

шаемых Ryz и моделируемых (подсеточных) 
турбулентных напряжений τSGS. Оценку по-
следних можно провести посредством умно-
жения характерной подсеточной вязкости на 
максимальную величину градиента скоро-
сти, оцениваемую по профилям, приведен-
ным на рис. 5. Согласно данным на рис. 4,d, 
за характерное значение подсеточной вязко-
сти можно принять величину молекулярной 
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вязкости. Как следствие, оценочная вели-
чина         0,005, что составляет лишь  
2 – 3 % от уровня численно разрешаемых 
турбулентных напряжений.

По мере удаления от сечений z/D = 4 и 
5 величины k и Ryz быстро убывают. Для се-
чения z/D = 2 профили обеих величин име-
ют локальные максимумы, расположенные 
при значении y/D  0,6, т. е. там, где, с од-
ной стороны, профиль средней скорости ха-
рактеризуется большими градиентами (см.  
рис. 5) и, с другой стороны, уже заметно про-
явление гидродинамических неустойчиво-
стей (см. рис. 4,b). 

Заключение

По методу моделирования крупных вих-
рей с динамической моделью подсеточной 
вязкости Джермано – Лилли численно ис-
следовано существенно трехмерное тече-
ние, развивающееся при значении числа 
Рейнольдса Re = 1803 в кровеносном сосуде 
с односторонним стенозом 70 %. Проведен-
ные расчеты выявили следующие особенно-
сти течения. 

Осредненное движение в области за сте-
нозом характеризуется наличием двух зон 
рециркуляционного течения: обширной, 
развивающейся непосредственно за стено-
зом, и небольшой, расположенной у проти-
воположной стенки сосуда. 

При формировании в области стеноза 
струи с относительно высокими локальными 
скоростями развивается также существенное 
по интенсивности вторичное течение в виде 
пары вихрей, аналогичных вихрям Дина в 

криволинейных трубках. Возникший в сте-
нозе парный вихрь индуцирует, в свою оче-
редь, вторичное течение в зоне обратного те-
чения за областью стеноза и приводит также 
к раздвоению струи. 

Поперечное течение практически полно-
стью вырождается на расстоянии менее де-
сяти калибров (диаметров сосуда) от стеноза. 
На границе струи и зоны обратного течения 
формируется высокоградиентный слой сме-
шения. Гидродинамические неустойчивости, 
присущие этому слою, инициализируют тур-
булизацию течения, с образованием разно-
масштабных трехмерных вихревых структур, 
которые заполняют все поперечное сечение 
сосуда в окрестности точки присоединения, 
расположенной на расстоянии примерно пя-
ти калибров от центра стеноза.

 Сдвиговые турбулентные напряжения 
значительны по величине лишь на участке 
протяженностью около четырех калибров в 
окрестности точки присоединения. Вниз по 
потоку течение реламинаризируется.

Последовательное применение метода 
моделирования крупных вихрей, несомнен-
но, должно повысить качество предсказания 
характеристик турбулентности, развиваю-
щейся при протекании крови по стенозиро-
ванным участкам сосудистого русла, и, как 
следствие, получать более достоверные дан-
ные, представляющие интерес для биомеди-
цины.

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке Российского научного фонда (РНФ), грант 

№20-65-47018.
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СТРУКТУРИРОВАННЫЕ БИОМОЛЕКУЛЯРНЫЕ ПЛЕНКИ 
 ДЛЯ МИКРОЭЛЕКТРОНИКИ

М.А. Баранов, О.Ю. Цыбин, Е.Н. Величко

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

С целью разработки технологии дегидратации биомолекулярных пленок с заданными пара-
метрами в электростатическом поле (ЭП), исследованы структуры дегидратированных пленок, 
полученных из водных растворов молекул альбумина и осажденных на твердых стеклянных 
подложках в ЭП; при этом варьировались условия дегидратации. Полученные структуры изу-
чены под микроскопом (с регистрацией микрофотографий) в проходящем через пленки свете 
и отраженном от подложек. Анализ микрофотографий позволил выявить характерные неод-
нородности, возникающие в пленке, и выделить их основные типы.  Определены оптималь-
ные области параметров, в которых режимы получения пленок преимущественно реализуются. 
Впервые для интерпретации пространственно-неоднородной структуры дегидратированных 
биомолекулярных пленок предложена «пузырьковая» модель, в которой учитываются процес-
сы, обусловленные растворенными газами в исходных растворах.
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Введение

Электронные устройства, содержащие 
слой органических молекул на поверхности 
твердого тела, приобретают в последние го-
ды быстро растущее научно-техническое и 
прикладное значение [1 – 13]. Исследование 
и применение полимерных, в том числе бел-
ковых, органических однослойных и много-
слойных пленок на твердой подложке объе-
диняют физику, химию, материаловедение, 
биологию, медицину, электронику, наномас-
штабную инженерию и др. Биомолекуляр-
ные пленки необходимы также в технологии 
производства белков, важны при изучении 
секвенирования генома человека, природы 
белков и во многих других областях, начиная 
от пищевых технологий и кончая экологиче-
скими проблемами [14 – 21].

При реализации технологий формирова-
ния пленок на подложках выявлены процес-
сы, приводящие к хаотическим или упорядо-
ченным неоднородностям [1 – 8]. Например, 
происходит образование поверхностных 
пространственных неоднородностей пленки 
в виде узоров различных размеров, порядка, 
морфологии и сложности. Такие узоры со-
держат тонкие прямые и кривые линии, раз-
деляющие участки структуры, поверхност-
ные упорядоченные геометрические фигуры 
выпуклостей и впадин, а также выступы, ка-
навки и трещины различной глубины, в том 
числе с дальним пространственным поряд-
ком [4, 5]. В тонких пленках выявлены спи-
ральные, радиальные, кольцеобразные тре-
щины и т. п. Некоторые формы повторяются 
и бывают стабильными; с ними, вероятно, 
связаны наблюдаемые специфические фи-
зико-химические свойства пленок и возмож-
ности их использования. Например, меди-
цинскими исследованиями установлено, что 
структуру узоров на высушенных образцах 
проб крови, слюны, слезы человека можно 
использовать для диагностики заболеваний 
[6 – 8]. 

Для применения биомолекулярных пле-
нок в микро- и наноэлектронике эффектив-
ным и универсальным может быть способ 
изотермического обезвоживания (дегидра-
тации), однако природа возникающих неод-
нородностей и возможности их устранения 
изучены пока недостаточно [22 – 24]. 

Цель данного исследования – разработка 
технологии дегидратирования биомолеку-
лярных пленок с заданными параметрами 
под действием комнатной и повышенной 
температуры и электростатического поля, 
перспективных для применения в микроэ-
лектронике.

Метод изотермического обезвоживания

Технология удаления воды из предва-
рительно подготовленного раствора (обе-
звоживание, дегидратация, высушивание) 
основана на фундаментальных физических 
принципах. Испарение атомов и молекул 
определяется уравнением Клаузиуса – Кла-
пейрона и дает, в принципе, канал потерь 
нейтральных частиц:

где na – число частиц, испаряющихся с еди-
ничной площадки в единицу времени; la, Дж, 
– работа испарения частицы; T, K, – темпе-
ратура; k, Дж/K, – постоянная Больцмана; b, 
K–1/2, – тепловая константа испарения.

На массовый транспорт воды с жидких 
поверхностей влияют температура, состав 
газовой фазы, активность поверхностных 
веществ, объемных реологических свойств 
и кинетика транспорта пара и потока тепла 
через поверхностную область, а также геоме-
трия экспериментальных условий [25 – 27]. 

Среди геометрий, доступных для разра-
ботки теории процесса испарения с поверх-
ности, оптимальной следует считать геоме-
трию пленки, для которой характерна незна-
чительная толщина, по сравнению с двумя 

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)

( )1 2 exp ,a an bT l kT= −
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другими измерениями. Изотермические про-
цессы в таких объектах позволяют упростить 
их аналитическое рассмотрение. Когда само-
организованное структурирование поверх-
ности дегидратированной биомолекулярной 
пленки на подложке обусловлено процессом 
испарения растворителя при постоянной 
температуре, на пленке возникают стацио-
нарные, в том числе периодические узоры 
с широким спектром морфологии, причем 
характерный размер узоров определяется на-
чальной толщиной пленки. 

Неоднородность поверхностных покры-
тий, которая возникает во время дегидра-
тации, вызвана межфазной динамической 
нестабильностью, обусловленной градиен-
тами поверхностного натяжения и называ-
емой нестабильностью Марангони [28, 29]. 
Основные факторы, а именно сила поверх-
ностного натяжения и сила вязкого трения, 
изменяются по мере изменения количества 
растворителя и температуры.

Ввиду сложного состава биологических 
жидкостей и многообразия физических, хи-
мических, механических и прочих процес-
сов, механизмам формирования различных 
линий рисунков, вызванного спонтанным 
испарением, до сих пор не дано должного 
объяснения. Из-за сложности узоров трудно 
объяснить все детали их образования анали-
тическими формулами или одной моделью 
[30]. Механизм формирования логарифми-
ческих спиральных трещин связывают с на-
правленным распространением фронта ме-
ханического давления [31].

На образование рисунка влияют структура 
подложки [32], температурные и влажност-
ные условия, электрическое и магнитное 
поля, приложенные к объектам в процессе 
их дегидратации.

В исследовании [33] капли геля лапонита 
(Laponite RD – синтетический слоистый си-
ликат) высушивали под действием радиаль-
ного электрического поля. Это приводило к 
воспроизводимым узорам, которые зависели 
от силы, направления и времени воздействия 
поля. Под действием электрического поля 
узоры на пленке появлялись после рассеяния 

определенного количества энергии. 
Активные электронно-физические свой-

ства тонких биомолекулярных пленок были 
обнаружены путем импедансных измерений 
и теоретических флуктуационных исследо-
ваний [34, 35]. Такие свойства могут опре-
деляться периодической структурой пленок, 
которая выявлена оптическими измерения-
ми и методами нестационарной термодина-
мики [36, 37].

Обнаружены корреляции динамики фор-
мирования белковых пленок с концентра-
цией ионной компоненты в исходном рас-
творе, что позволило связать происходящие 
процессы с процессами поляризации моле-
кул объекта (их электрической природой) 
[38, 39]. Воздействие электрического поля на 
белковые (полипептидные) биомолекуляр-
ные пленки имеет важное значение для при-
менения в микроэлектронике, однако соот-
ветствующие данные в научно-технической 
литературе практически не представлены.

Известно, что биомолекулярная электро-
проводность обеспечивается носителями за-
ряда разного рода, электронами и протонами 
в молекулах, имеет ключевое значение для 
процессов, которые управляют биологиче-
ским миром; ее можно реализовать в элек-
тронных устройствах. В последнее время 
обнаружились реальная научная основа и 
технологическая жизнеспособность биомо-
лекулярной электроники и ионики [9, 10]. 
Достигнут значительный прогресс в области 
создания биомолекулярных материалов в 
виде пленочных метаматериалов, которые в 
составе микроэлектронных приборов могут 
поддерживать ионные и электронные токи 
на пространственном протяжении порядка 
миллиметров. Структура биомолекулярных 
метаматериалов определяет электрический 
импеданс в широкой полосе частот, а также 
характеристики электронных устройств, в 
которые встроены такие материалы.  

В данной работе мы экспериментально 
изучали пространственную структуру деги-
дратированных белковых пленок на диэлек-
трической подложке при изотермическом 
высушивании из водного раствора альбуми-
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Рис. 1. Схематическое изображение экспериментальной установки для исследования  
пространственной структуры белковой пленки при ее дегидратации в электрическом поле:
G – генератор электрического поля; Th – термостат; F. Pl. – неподвижные пластины конденсатора;  

Petri dish – чашка Петри с водным раствором

на при различных значениях концентрации 
исходных растворов, температуры и прило-
женного постоянного электрического поля 
напряженностью от нуля до приблизительно 
1 В/см. В процессах дегидратации растворов 
нами впервые опробованы крупные молеку-
лы, представляющие интерес в качестве ма-
териалов микро- и наноэлектроники.

Методическая часть

Для экспериментов использовали белок 
альбумин (Human albumin) фирмы Biotest 
Pharma GmHb (Драйайх, земля Гессен, Герма-
ния), на основе которого готовили водный рас-
твор с исходной концентрацией 20 % (200 г/л). 
Из первичного раствора для каждого опыта бы-
ли подготовлены рабочие пробы объемом 2 мл, 
каждая с концентрациями 2, 5 и 10 %. Рабочие 
пробы помещали в стеклянные чашки Петри 
диаметром 20 мм.

Упрощенное изображение эксперимен- 
тальной установки для исследования про-
странственной структуры белковой пленки 
при ее дегидратации в термостате, в электри-
ческом поле показано на рис. 1. Она содер-
жала плоский конденсатор с неподвижными 
обкладками в виде пластин (F. Pl.) из нержа-

веющей стали размером 100 × 100 мм; рас-
стояние между ними составляло 20 мм. Экс-
периментальные образцы в виде растворов 
рабочих проб в чашке Петри (Petri dish) по-
мещали между пластинами в электрическом 
поле (напряженность составляла 0; 0,5; 1,2 и 
5,0 В/см) и устанавливали в термостат (Th) 
(значения температуры были 293, 298, 303, 
308 и 313 K) на период дегидратации, кото-
рый варьировали в широких пределах, от од-
ного часа и более. Для сушки пленок исполь-
зовался термостат ТС-1/80-СПУ с прину-
дительной циркуляцией воздуха, влажность 
которого в камере термостата составляла  
20 ± 1 %. 

Изображения полученных пленок реги-
стрировали в проходящем свете с помощью 
оптического микроскопа Olympus СХ 43 
и USB-камеры. Использовались камера 
Altami UHCCD05000KPA с разрешением 
1280 × 980, сенсор SONY ICX282AQ и объ-
ектив микроскопа PlanC N с усилением 
40×, апертурой 0,10, увеличением 40 крат и 
глубиной 24 бита. Спектральный диапазон 
составлял 380 – 650 нм. 

Все микрофотографии, представленные в 
данной статье, зарегистрированы в едином 
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масштабе. Средняя толщина полученных об-
разцов составляла 200 ± 10 мкм при положе-
ниях измерительного щупа на образце в цен-
тре кюветы и на краю.

Результаты  
экспериментальных исследований

На рис. 2 представлены изображения про-
странственно-временных структур в пленках 
белка альбумина, полученных при различных 
значениях напряженности приложенного 
однородного электрического поля. Выявле-
ны пространственно-периодические изобра-
жения с темными тонкими прямыми линия-
ми, разграничивающими отдельные участки, 
а также с прозрачными дисками, имеющими 
кольцевые или спиральные границы. 

Типичные размеры и плотность распо-
ложения дисков и спиралей после высуши-
вания пленок альбумина изменялись при 

варьировании внешних условий. Высота 
дисков и спиралей h составляла около 100 
мкм, что соотносится с толщиной пленки H 
от h << H до h ≈ H. При квазипериодическом 
заполнении поверхности такими блоками 
пленка приобретала пространственную упо-
рядоченность с существенными признаками 
метаматериала. Основные наблюдаемые эле-
менты структуры на рис. 2 и далее представ-
лены двумя формами: 

разграничительными отрезками прямых и 
кривых линий;

сетью дисковых гранул. 
На рис. 2 все представленные изображе-

ния имеют одинаковый масштаб, на первом 
изображении приведена масштабная линей-
ка (300 мкм). Вероятно, разграничительные 
линии обусловлены складками-уплотне-
ниями в структуре полученной пленки. На 
участках между прямыми линиями видны 

Рис. 2. Микрофотографии белковых пленок, полученных при различных значениях концентрации  
раствора альбумина (2 % (a – d) и 5 % (e – h)) и напряженности электрического поля, В/см:  

0,5 (a, e), 1,0 (b, f), 2,0 (c, g), 5,0 (d, h); температура дегидратации T = 310 K

a)

d) e)

g) h)

f)

b) c)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (1) 2021

90

компактные малогабаритные дисковые гра-
нулы, прозрачные или ограниченные тем-
ными кольцевыми и спиральными стенками 
(см. рис. 2). Спиральные структуры вокруг 
дисков подобны известным, опубликован-
ным в научно-технической литературе [40, 
41]. В аналогичном исследовании [41] полу-
чены интерференционные кольца Ньютона в 
процессе сушки образцов, что авторы связы-
вают с отслоением частей пленки и образова-
нием воздушной прослойки между образцом 
и стеклянной подложкой. В наших экспери-
ментах также образуются подобные структу-
ры. Как и в работе [41], они могут быть связа-
ны с дифракцией света на пузырьках воздуха 
и последующей интерференцией.

В статье [40] и других работах образование 
спиралей связывают с термомеханическими 
напряжениями, динамикой роста и осмоти-
ческим давлением. Для анализа динамики 
роста мы фиксировали результаты изотерми-
ческого обезвоживания белковых пленок в 
разные моменты времени, наблюдая процесс 
растрескивания пленок. На рис. 3 приведены 
фотографии (с масштабной линейкой) обра-
зованных неоднородностей с шагом во вре-
мени 1 с. Детальное совпадение изображений 
показывает, что процессы происходят замед-
ленно и быстрых изменений не наблюдается.

Термомеханические напряжения и ад-
гезия к подложке зависели от массы оста-
точной воды, которую определяли методом 
взвешивания. Полученная зависимость мас-
сы воды от концентрации белка в исходном 
растворе представлена на рис. 4.

Зависимость (рис. 4) имеет плавный спад 
при увеличении исходной концентрации 
альбумина до 15 % (по массе).  В этом режи-
ме пленка имела прочную связь с подлож-
кой. При исходной концентрации альбумина 
около 20 % и более, готовая пленка станови-
лась нестабильной, с плохой адгезией к под-
ложке. Если сопоставлять полученные нами 
результаты с численными данными работы 
[42], то можно анализировать зависимость 
свободной энергии сухой пленки от массы 
остаточной воды, а также стабильность и ад-
гезию пленок. Однако такой анализ выходит 

за рамки данной работы и здесь не приведен. 
На рис. 5 представлены изображения про-

странственной структуры пленок белка аль-
бумина при различных значениях температу-
ры дегидратации и исходной концентрации 
белка альбумина в рабочей пробе.

Изменения температуры и концентрации 
белка альбумина в пробе в процессе деги-
дратации оказывали совместное влияние на 
образование структур дисковых гранул. В не-
которых режимах микроскопические грану-
лы видоизменялись от прозрачных дисков к 
таковым, имеющим кольцевое или спираль-
ное подчеркивание. Чем выше была концен-
трация исходного раствора рабочей пробы, 
тем больше увеличивались поверхностная 
плотность и суммарная площадь спиральных 
форм. Чем выше была температура дегидра-
тации, тем стабильнее получались пленки и 
ровнее линии, разделяющие участки поверх-
ности. На рис. 5 пунктирная кривая отделяет 
область с увеличенной поверхностной плот-
ностью дисковых структур, в том числе коль-
цевых и спиральных форм (последние лежат 
преимущественно выше кривой).

На рис. 6 показана экспериментально 
полученная криволинейная поверхность, 
разделяющая области повышенной и пони-
женной концентрации дисковых (в том числе 
кольцевых и спиральных) структур в дегидра-
тированных пленках белка альбумина. Дан-
ная поверхность представлена в зависимости 
от трех параметров: исходной концентрации 
раствора, температуры дегидратации и на-
пряженности приложенного внешнего элек-
трического поля. В области, лежащей ниже 
этой поверхности, спиральные структуры, как 
правило, не формировались. Качество пленок 
оценивалось в этой области наблюдаемым 
разделением на участки с прямолинейными 
или криволинейными границами.

При достаточно высоких значениях ис-
ходной концентрации раствора, температу-
ры дегидратации и напряженности внешнего 
электрического поля, в полученных пленках 
наблюдалась повышенная концентрация 
прозрачных дисковых гранул, кольцевых и 
спиральных структур. Эти результаты позво-
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Рис. 3. Изображения неоднородностей пленки в различные моменты времени с шагом 0,25 с. 
Первый кадр соответствует 10 с после эвакуации объекта из термостата

Рис. 4. Зависимость массы остаточной воды в дегидратированных пленках альбумина  
от концентрации альбумина в исходном растворе

Рис. 5. Изображения пространственных структур в белковых пленках альбумина, полученных  
при различных значениях исходной концентрации раствора белка альбумина (определена  

по массе компонентов и отложена по оси ординат) и температуры дегидратации. 
Пунктирной кривой показана примерная граница области с увеличенной поверх-

ностной плотностью дисковых структур (область лежит выше кривой)
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Рис. 6. Криволинейная поверхность (получена экспериментально), разделяющая  
области повышенной и пониженной концентрации спиральных структур в дегидратированных  

пленках белка альбумина как функция исходной концентрации раствора, температуры  
дегидратации и напряженности приложенного электрического поля

ляют оценить характер физических процес-
сов, происходящих на этапе дегидратации 
пленок, и предложить соответствующие мо-
дели их формирования.

Обсуждение результатов

На основе данных, представленных на 
рис. 6, появляется возможность развития 
модельных представлений происходящих 
физических процессов. Предлагаемая мо-
дель должна, на наш взгляд, связать образо-
вание сферических полостей (пузырьков) с 
пониженной плотностью частиц в пленках 
раствора на этапе дегидратации. Этими ча-
стицами выступают, скорее всего, мелкие 
объемы воздуха, выделяющегося из раство-
ра. Действительно, для объяснения явления 
образования пузырьков следует учесть на-
личие растворенного воздуха при атмосфер-
ном давлении в исходной рабочей пробе. По 
внешним признакам, это есть подобие вну-
треннего парообразования при нагреве жид-
костей. Однако количественное рассмотре-
ние предполагает более сложные зависимо-
сти от параметров процессов, которые еще 
недостаточно изучены.

Во время испарения молекул воды про-
исходит сближение границ пленки, раство-
ренный воздух сжимается, что приводит к 
образованию газовых пузырьков. При анали-
зе микрофотографий пленок (полученных в 
проходящем свете), пузырьки выглядят как 
прозрачные диски. Вследствие высоких зна-
чений сил вязкости раствора и поверхност-
ного натяжения миграция пузырьков про-
исходит медленно, и часть из них остается в 
связанном виде в дегидратированной пленке. 
При выходе воздуха на поверхность пленки, 
возникает вероятность растяжения белковой 
массы на границе канала движения воздуш-
ного пузырька, а такое растяжение приводит 
к уплотненному кольцевому состоянию. 

Предлагаемая простая модель может каче-
ственно представить процессы формирова-
ния наблюдаемых структур с учетом наличия 
растворенного воздуха в пленке, но требует 
более полного количественного описания. 
По нашему мнению, данная модель более 
достоверна, чем известные ранее, и пред-
лагается впервые. В пользу нашей модели 
свидетельствует однородное распределение 
размера пузырьков. Кроме того, модель учи-
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тывает физические процессы растворения 
(абсорбции) и выделения газов в жидкостях. 
Средний диаметр пузырьков много меньше 
(на порядок и более) толщины пленки. От-
слоение участков пленок от подложки не мо-
жет быть столь однородным по поверхности 
и форме, и, кроме того, не может воспроиз-
водиться для разных подложек в различных 
режимах измерений. Рассмотрение процес-
сов, связанных с растворенным воздухом, 
оказывается достаточным для интерпрета-
ции полученных результатов и позволяет не 
привлекать второстепенные физические эф-
фекты.

Выход пузырьков воздуха на поверхность 
пленки может объяснить не только дисковую 
форму образованных узоров, но и возникно-
вение спиральных форм, что дополняет или 
даже замещает традиционную термомехани-
ческую модель [43].

Пространственно-неоднородная плен-
ка в электрическом поле может формиро-
ваться под действием нестационарных тем-
пературных и парогазовых механических 
напряжений, а также внешнего электроста-
тического давления в условиях латерального 
и объемного перераспределения зарядов.

Результаты измерений (см. рис. 6) свиде-
тельствуют о существенном влиянии внеш-
него электростатического поля. Действи-
тельно, давление электрического поля на 
поверхность вследствие поляризации моле-
кул белка и воды пропорционально квадрату 
напряженности электрического поля E:

где F, Н, – локальное значение силы, действу-
ющей на площадку S (м2); E, В/м, – напря-
женность электростатического поля; ε – от-
носительная диэлектрическая проницаемость 
вещества пленки в соответствующем фазовом 
состоянии; ε

0
, Ф/м, – диэлектрическая посто-

янная (ε
0
 = 8,85∙10–12 Ф/м); σ, См/м, – удель-

ная электрическая проводимость. 
Нормальная к поверхности пленки ком-

понента электрического поля E может вызы-
вать латеральное перераспределение зарядов 

в объеме жидкой фазы ввиду возникновения 
градиента концентрации ионов и созданного 
ими потенциала. Диэлектрическая констан-
та ε

0
 создает неоднородное расклинивающее 

давление. Это давление может усиливать 
деформацию пленки дополнительно к тер-
момеханическим эффектам, приводить к 
образованию линий уплотнений, разделяю-
щих отдельные участки поверхности. Однако 
следует отметить, что в целом действие элек-
тростатического поля имеет существенно бо-
лее сложный характер.

Поляризующее электрическое поле в вод-
ном растворе пропорционально концентра-
ции ионов примеси белка, а подвижность ио-
нов примеси пропорциональна температуре 
процесса. Рост концентрации примеси и тем-
пературы приводят к увеличению плотности 
ионного тока и, соответственно, латерально-
го и объемного перераспределения зарядов. 
Латеральное и объемное перераспределение 
зарядов включает электрофоретическое объ-
емное движение на стадии жидкой фазы, а 
также индуцированные поверхностные заря-
ды на переходной стадии к твердой фазе.

Заключение

Проведены исследования структуры де-
гидратированной пленки, полученной из во-
дного раствора молекул альбумина на твер-
дой стеклянной поверхности под действием 
повышенной температуры и внешнего элек-
тростатического поля. Впервые для дегидра-
тации были опробованы растворы крупных 
молекул, представляющих интерес для тех-
нологий микроэлектроники. При дегидра-
тации варьировали исходную концентрацию 
раствора молекул, температурные условия и 
напряженность приложенного электроста-
тического поля. Способ исследования полу-
ченных пленок состоял в регистрации ми-
крофотографий в проходящем пленку свете 
и отраженном от подложки. При анализе по-
лученных снимков были выявлены характер-
ные неоднородности двух основных типов, 
возникающие в пленке:

в виде участков, разделенных тонкими ли-
ниями,

2
0 ,F E

S
= εε σ
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в виде микроскопических дисковых гра-
нул (в том числе с кольцевыми или спираль-
ными подчеркнутыми границами), распре-
деленных по поверхности. 

В итоге были определены области режи-
мов, в которых первый или второй тип неод-
нородности преимущественно реализуются.

Впервые для интерпретации простран-
ственно-неоднородной структуры дегидра-
тированной биомолекулярной пленки пред-
ложена «пузырьковая» модель, в которой 
учитываются процессы, обусловленные рас-
творенными газами в исходном растворе.

Найдены корреляции структуры форми-
руемых белковых пленок с температурны-
ми условиями, концентрацией биомоле-
кул в исходном растворе и приложенным 
электрическим полем, характерные для 
исследуемых процессов дегидратации. Это 
позволяет выявить связь части указанных 
процессов с их термомеханической и элек-
трической природой. 

Эффекты растворенных газов и пузырько-
вый механизм следует учитывать и при описа-
нии процессов, происходящих в пленках при 
других способах приготовления, например 
Ленгмюра – Блоджетт и «слой-за-слоем».  

Предлагаемый механизм дегидратации 
находится в стадии суперкомпьютерной и 
экспериментальной верификации. Получен-
ные нами данные можно использовать при 
разработке технологий получения высоко- 
качественных пленок с заданными параме-
трами, в частности для применения в микро-
электронике. 
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Введение

В работе рассматривается гиперболиче-
ское уравнение

вместе с начальными и краевыми данными

Прямая (начально-краевая) задача состо-
ит в отыскании функции u(x,t) из уравнения 
(1) и условий (2), при известных a > 0, f (x,t).

В нашей работе доказывается теорема су-
ществования и единственности решения на-
чально-краевой задачи и предлагается ранее 
неизвестная формула для ее решения, кото-
рую можно рассматривать как обобщение 
интеграла Дюамеля.

Напомним, что классический интеграл 
Дюамеля есть решение задачи Коши, когда 
ограничение на переменную x

3
 и, соответ-

ственно, краевое условие отсутствуют. Наи-
более специфической особенностью нашей 
формулы является использование под ин-
тегралом разрывной функции. Полученная 
формула также позволяет поставить и 
решить обратную задачу о нахождении 
коэффициента уравнения (1).

Кроме того, выводы исследования при-
меняются к частному случаю двух простран-
ственных переменных, когда функции u(x,t), 
f (x,t) зависят только от переменных (x2, x3, t), 
что может рассматриваться как реализация 
метода спуска.

Классическая теория смешанных задач 
изложена, например, в работах [1 – 3] для 
случая ограниченной области простран-
ственных переменных. В многомерном слу-
чае известные нам результаты для неограни-
ченных областей содержатся в монографии 
[3], где дополнительно предполагается фи-
нитность известных данных, что для ограни-
ченного отрезка времени позволяет свести 

( ) ( )
2

2
2

1 2 3 3

,
( , ) , , 

( , , ), 0, 0,

x

x t
a u x t f x t

t
x x x x x t

u∂
− ∆ =

∂
= > >

(1)

1 2

( ,0) ( ,0) 0,

( ,  ,0, ) 0.

u x u x
t

u x x t

∂
= =
∂

=
(2)

вопрос к уже изученному случаю ограничен-
ной области.

Наши выводы для прямой задачи могут 
рассматриваться как обобщение класси-
ческих результатов. В этом направлении 
имеются многочисленные публикации раз-
личных авторов. Не претендуя на сколько- 
нибудь значительный обзор, укажем только 
некоторые из них, например, работы [4 – 16]. 
Что касается обратной задачи в нашей статье, 
то отметим лишь работы других авторов по-
добной направленности [17 – 23], наиболее 
близкие к нашей.

Обозначения, определения  
и постановка прямой задачи

Введем следующие обозначения:

единичную сферу в трехмерном простран-
стве обозначим Ω, а ее элементы – ω = (ω1, 
ω2, ω3), которые через сферические углы за-
писываются в виде

( ){ }1 3, , ,G x t G at x
++ = ∈ >

( ){ }2 3, , ,G x t G at x
++ = ∈ <

( ){ }_

1 3, , ,G x t G at x− = ∈ > −

( ){ }_

2 3, , ;G x t G at x− = ∈ < −

1 sin cos ,ω = γ ϕ

2 3sin sin , cos ,ω = γ ϕ ω = ϕ

0 2 , 0 .≤ γ ≤ π ≤ ϕ ≤ π

( ){
}

1 2 3 1 2

3

, , , , ,

, 0, 0 ,

G x x x t x x

x t

+ = −∞ < <

< ∞ > >

( ){
}

1 2 3 1 2

3

, , , , ,

, 0, 0 ,

G x x x t x x

x t

− = −∞ < <

< ∞ < >
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Для первых производных по ξ произволь-
ной функции ψ(ξ1, ξ2,..., ξn), кроме традици-
онных обозначений, будет использоваться 
также запись ∂i ψ(ξ1, ξ2,..., ξn). Для левой части 
уравнения (1) будет использоваться обозна-
чение La u.

Мы будем придерживаться имеющейся 
традиции, когда CP(G) означает множество 
функций, имеющих все частные произво-
дные до порядка p включительно, непрерыв-
ные в области G, а множество таких функ-
ций, имеющих непрерывные продолжения 
всех производных на границу области, обо-
значается как       . Будем предполагать,  

что                .
Рассмотрим функцию F(x,t), равную  

f (x,t) для x
3
 ≥ 0 и –f (x,t) для x

3
 < 0. Сужение 

функции F(x,t) на замыкание множества G+ 
обозначим через F+(x,t), а на множество G– – 
через F–(x,t). Отметим,  что функция F(x,t) 
оказывается, вообще говоря, разрывной при 
x

3
 = 0.

Будем искать обобщенное решение задачи 
(1), (2) в следующем классе функций:

т. е. функция u(x,t) является решением урав-
нения (1) в классическом смысле в областях 
       , а на границе между ними оказывает-
ся непрерывной вместе со своими первыми 
производными. Отметим, что непрерывность 
вторых производных на гиперплоскости x

3
 =  

= at не предполагается.

Дифференциальные свойства  
интеграла типа Дюамеля

Рассмотрим следующий интеграл:

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Функция, определенная равен-

ством (3), принадлежит следующим классам:

( )pC G
2( , ) ( )f x t C G+∈

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2

1

2
2

, , , ,

, ,

u x t C G u x t C G

u x t C G

+ +

+

∈ ∈

∈

1 2,G G+ +

( ) ( )
0

1, , .
4

t

U x t F x a t d d
Ω

= τ + τω − τ ω τ
π ∫ ∫ (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть          . 
Сначала вычислим производные функции  
U(x,t) по переменной t. Представим U(x,t) в 
виде суммы

где α(x
3
,τ) = arccos(–x

3
 / aτ).

Продифференцируем по t каждое из вы-
ражений (4) – (6):

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2

1

2
2

, , , ,

, .

U x t C G U x t C G

U x t C G

+ +

+

∈ ∈

∈

( ) 1,x t G+∈
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( )
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d d
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∂
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π
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∫ ∫ (7)

(

)

3

2
1

2

/

4 4
0

( , )

1 ,
4

,

x a

I x t
t

F x a t

d d

+

Ω

∂
=

∂

= τ ∂ ∂ + τω −
π

−τ ω τ

∫ ∫ (8)

(5)
( ) (

( )

( ) )

3

3

,2

2
/ 0 0

1,
4

, , sin ,

xt

x a

I x t F x

a t d d d

α τπ
+= τ +

π

+ τω γ ϕ − τ ϕ ϕ γ τ

∫ ∫ ∫

(6)
( ) (

( )

( ) )
3 3

2

3
/ 0 ,

1,
4

, , sin ,

t

x a x

I x t F x

a t d d d

π π
−

α τ

= τ +
π

+ τω γ ϕ − τ ϕ ϕ γ τ

∫ ∫ ∫
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( )

( )( )
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0 0
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Теперь рассмотрим случай          (x
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d d

t F x at x t x t

x t d
t

t F x at

a d d

t F x at

d d

F

π π
−

α

π
−

π π
−

α

π π
−

α

−

∂
=

∂

= + ω γ ϕ ×
π

× ϕ ϕ γ +

+ + ω γ α α ×
π

∂ × − α γ + ∂ 

+ + ω γ ϕ ×
π

× ω γ ϕ ϕ ϕ γ +

+ ∂ + ω γ ϕ ×
π

× ϕ ϕ γ +

+ τ ∂ ∂
π

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

( )( )
( )3 3

2

/ 0 ,

, ,

sin .

t

x a x t

x a t

d d d

π π

α

+ τω γ ϕ − τ ×

× ϕ ϕ γ τ

∫ ∫ ∫

(12)

2( , )x t G+∈

( )

( )

( )4
0

,

,0
4

1 , ,
4

t

U x t
t

t F x at d

F x at t d d

+

Ω

+

Ω

∂
=

∂

= + ω ω+
π

+ τ ∂ + ω − τ ω τ
π

∫

∫ ∫

(13)

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

4

4 4
0

,

1 ,0
4

grad ,0
4

,0
4

1 , .
4

x

t

U x t
t

F x at d

t F x at a d

t F x at d

F x at t d d

+

Ω

+

Ω

+

Ω

+

Ω

∂
=

∂

= + ω ω+
π

+ + ω ω ω+
π

+ ∂ + ω ω+
π

+ τ ∂ ∂ + ω − τ ω τ
π

∫

∫

∫

∫ ∫

(14)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (1) 2021

104

Складывая правые части равенств (7), (9), 
(11) и устремляя t → x

3 
/a, убеждаемся, что 

предельное значение указанной суммы со-
впадает с предельным значением правой ча-
сти равенства (13). Тем самым показано, что 
частная производная ∂U(x,t) / ∂t непрерывна 
при at = x

3
.

Более того, используя указанные равен-
ства, нетрудно убедиться в непрерывности  
∂4U(x,t) для          

Для анализа второй частной производной 
от функции U(x,t) по t используем равенства 
(8), (10), (12), из которых следует непрерыв-
ность ∂4∂4U(x,t) для  

Далее рассмотрим производные от U(x,t) 
по x

3
. Пусть           Тогда

где η = (ω
1
, ω

2
, 1 + ω

3
, –1 / a);
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При вычислении производных от U(x,t) 
по x

3
 мы неоднократно использовали равен-

ство α(x
3
, x

3
 / a) = π, что позволило немного 

упростить полученные выражения.
Для          вычисления производных 

по x
3
 выполняются просто:
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Сложим правые части равенств (15), (17), 
(19) и найдем предел указанной суммы при  
t → x

3 
/a. Несмотря на громоздкие выраже-

ния, искомый предел оказывается равным 
правой части равенства (21), что доказывает 
непрерывность первой производной U(x,t) 
по x

3
 на множестве    . Это свойство, в соче-

тании с ранее доказанной непрерывностью 
производной U(x,t) по t, позволяет сделать 
вывод:              

Формулы для других производных, содер-
жащих дифференцирование по x

1
, x

2
, полу-

чаются аналогично, но имеют более простой 
вид. Из этих формул, а также из  несложного 
анализа правых частей равенств (18), (20), 
(22) следует утверждение о принадлежности  
U(x,t) классам                

Тем самым лемма 1 доказана.
Лемма 2. Вторая частная производная 

функции U(x,t) по t может иметь разрыв пер-
вого рода при x

3
 = at. При этом ее скачок дает-

ся формулой

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сумму 
правых частей формул (8), (10) и (12). Предел 
полученного выражения существенно сокра-
щается благодаря равенствам

При этом часть интегралов обращаются в 
нуль, а другие упрощаются. Вычитая из полу-
ченной таким образом суммы правую часть 
равенства (14) при t = x

3 
/a, приходим к фор-

муле (23). 
Лемма 2 доказана.

Основные результаты

Теорема. Существует единственное обоб-
щенное решение задачи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доопределим функ-
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∂ ∂ − ∂ ∂ =
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( )3 3 3, , ,t x a x x a= α = π

( )( ) ( )3 3, , 0,0, 1 .x x aω γ α = −
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цию F(x,t) нулем для t < 0. Тогда интеграл в 
правой части равенства (3), рассматривае-
мый для всех        является сверткой функ-
ции F(x,t) с фундаментальным решением 
волнового уравнения (1). Поэтому он являет-
ся решением этого уравнения в классе обоб-
щенных функций (распределений по Швар-
цу) (см. работу [1, С. 224]). Также отметим, 
что этот интеграл является регулярной обоб-
щенной функцией и, благодаря доказанным 
свойствам функции U(x,t) (лемма 1), имеет 
классические непрерывные производные до 
второго порядка в областях        Отсюда 
следует выполнение равенства

при                  
Теперь обратимся к равенствам (2). Крае-

вое условие U(x
1
,x

2
,0,t) следует из нечетности 

функции F(x,t) по x
3
 и симметрии области 

интегрирования при x
3
 = 0. Поскольку функ-

ция U(x,t) в области     совпадает с класси-
ческим интегралом Дюамеля, то и началь-
ные условия в равенствах (2) выполняются. 
Эти выводы, в совокупности со свойствами, 
указанными в лемме 1, позволяют считать 
функцию U(x,t) искомым решением задачи. 
Для согласования обозначений остается по-
ложить U(x,t) = u(x,t).

Единственность решения следует из един-
ственности решения задачи Коши для урав-
нения (1) в классе обобщенных функций. 

Теорема доказана.
Далее продемонстрируем метод спуска, 

традиционно используемый в задаче Коши. 
Пусть теперь правая часть уравнения (1) не 
зависит, например, от переменной x

1
. Тогда 

формула (3) приобретает вид

3,x R∈

1 2, .G G+ +

( )( ) ( ), ,aL U x t f x t=

1 2( , ) , ( , ) .x t G x t G+ +∈ ∈

2G+

( )

(

)

2 3

2 2 3 3
0

, ,

1 , ,
4

.

t

u x x t

F x a x a t

d d
Ω

=

= τ + τω + τω −
π

−τ ω τ

∫ ∫ (24)

Поскольку равенство (24) является част-
ным случаем формулы (3), то все выводы для 
задачи (1), (2) верны и в этом случае, детали 
которого нетрудно вывести из приведенного 
исследования. Этот метод спуска можно бы 
продолжить и далее и при этом получить уже 
известную формулу для полуограниченной 
струны.

Формула (23) позволяет поставить обрат-
ную задачу и предложить алгоритм ее реше-
ния. Пусть для некоторого фиксированного 
вектора

задана функция

Требуется найти коэффициент a. Предпо-
лагая условие

выполненным, рассмотрим значение второй 
производной           .

Из леммы 2 следует, что       имеет един-
ственный разрыв в некоторой точке t

0
 = ax

3
, 

откуда получается значение искомой вели-
чины a = t

0
 /x

3
. 

Заключение

Как уже было отмечено, настоящая работа 
направлена на обобщение классических ре-
зультатов, которые, в силу ряда ограничений, 
не всегда адекватны прикладным задачам. 
Соответственно, основной целью наших ис-
следований является расширение возможно-
сти практического внедрения теоретических 
выводов.

В статье рассмотрен случай трех простран-
ственных переменных. Однако благодаря ме-
тоду спуска, достигнутые результаты оказы-
ваются применимыми для описания процес-
са колебаний не только трехмерных объемов, 
но и двумерных областей типа мембраны.

( )1 2 3 3, , , 0x x x x >

( ) ( )1 2 3, , , .u x x x t h t=

( )1 2, ,0,0 0f x x ≠

( )''h t
( )''h t
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Полученная нами формула – это новый 
результат, так как классический интеграл 
Дюамеля для классического решения волно-
вого уравнения использовался ранее только 
для задачи Коши и применялся только для 
гладких функций класса C 2.

Кроме этого, наличие явной формулы по-

зволило поставить и решить обратную задачу 
определения коэффициента волнового урав-
нения, характеризующего колеблющуюся 
среду.

Проведенное исследование также пресле-
довало цель возможного применения достиг-
нутых результатов для других обобщений.
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НИЗКОПОРОГОВАЯ ПОЛЕВАЯ ЭМИССИЯ ЭЛЕКТРОНОВ  
ТОНКИМИ ПЛЕНКАМИ МЕТАЛЛОВ

И.С. Бизяев, П.Г. Габдуллин, Н.М. Гнучев, А.В. Архипов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В работе экспериментально исследованы эмиссионные свойства тонких пленок несколь-
ких металлов (Mo, Ni, W, Ti и Zr), нанесенных на кремниевые подложки методом магнетрон-
ного распыления. При эффективной толщине 6 – 10 нм, многие образцы пленок показали 
способность эмитировать электроны при комнатной температуре в поле с макроскопической 
напряженностью порядка единиц В/мкм. Оптимизированная процедура термополевой об-
работки позволяла дополнительно активировать их эмиссионные свойства, снижая эмисси-
онный порог в несколько раз. Была выявлена корреляция эмиссионных свойств пленок с 
топографией их поверхности, определяемой методом атомно-силовой микроскопии (АСМ). 
При этом выраженной корреляции эмиссионной способности с прочими характеристиками 
покрытий (в том числе с видом металла и типом проводимости подложки) обнаружено не 
было. Полученные экспериментальные результаты свидетельствуют в пользу двухтемпера-
турной («горячеэлектронной») модели эмиссионного механизма для изученных покрытий.
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LOW-FIELD ELECTRON EMISSION  
FROM THIN FILMS OF METALS

I.S. Bizyaev, P.G. Gabdullin, N.M. Gnuchev, A.V. Arkhipov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

The paper presents an experimental study of the low-threshold field electron emission from thin 
films of metals (Mo, W, Zr, Ni and Ti) deposited on silicon substrates by magnetron sputtering. 
Several samples of such films having effective thickness in the range 6 – 10 nm were capable of room-
temperature electron emission in electric field with macroscopic intensity as low as a few kV/mm. 
Optimized thermofield treatment procedure further improved their emission properties reducing the 
threshold field by several times. AFM study revealed a correlation between film’s emission properties 
and their surface topography. At the same time, no equally pronounced correlation of the emissivity 
with other characteristics of coatings (including the sort of the metal and the silicon substrate 
conductivity type) was detected. Results of the study witness in favor of two-temperature (or hot-
electron) emission mechanism for the investigated coatings.

Keywords: field emission, thin film, atomic force microscopy, hot-electron emission
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Введение

Одним из привлекательных приложений 
наноструктурированных материалов яв-
ляется их применение в составе холодных 
(ненакаливаемых) катодов электронных 
устройств. В настоящее время на практике в 
них чаще всего используются металлические 
или кремниевые острия либо углеродные на-
нотрубки и сходные с ними волокна [1 – 5]. 
Однако многие исследователи считают пер-
спективными и холодные эмиттеры электро-
нов, не имеющие острий, – с относительно 
гладкой эмитирующей границей [3 – 9] – да-
же несмотря на то, что практически конку-
рентоспособных систем такого типа пока не 
было предложено.

В одном из экспериментальных видов 
холодных катодов, изучавшихся начиная 
с 1960-х гг. [10 – 13], в качестве основного 
элемента была использована наноостровко-
вая металлическая (или углеродная) пленка 
на диэлектрической подложке. Ток в пленке 
между нанесенными поверх нее электродами 
протекает в результате туннельного перено-
са электронов через зазоры, разделяющие 
островки. При этом наблюдаются электро-
люминесценция и эмиссия электронов в ва-
куум. Механизм такой эмиссии не был окон-
чательно установлен, но, согласно наиболее 
популярной модели [13 – 15], он включает в 
себя следующие процессы: 

эмитируются горячие электроны,
разогревается электронная подсистема 

островков под действием инжектируемого в 
них тока,

поддерживается высокая электронная 
температура как следствие нарушения энер-
гообмена между электронами и решеткой, 
характерного для наноразмерных объектов.

Справедливость данной модели под-
тверждалась наблюдением эмиссии и при 
использовании иных (помимо токового) 

способов накачки энергии электронов в 
островках – в частности, при воздействии 
инфракрасного (ИК) излучения [13, 16].

Другой вид экспериментальных образ-
цов холодных эмиттеров изучался в работах 
[17 – 19]. Было показано, что углеродные 
наноостровковые пленки на кремниевых 
подложках способны эмитировать электро-
ны при комнатной температуре в достаточ-
но слабых электростатических полях (ма-
кроскопическая напряженность составляла 
порядка 1 В/мкм) и без каких-либо допол-
нительных воздействий, таких как возбуж-
дение поверхностным током. При этом на 
поверхности не обнаруживалось ни участ-
ков с низкой работой выхода, ни высоко- 
аспектных элементов топографии (острий, 
волокон и т. п.). 

Для описания эмиссионной способно-
сти таких пленок нами была предложена 
модель [20, 21], во многом сходная с опи-
санной выше моделью горячих электронов. 
Предположение о замедленной релаксации 
горячих носителей в наноостровках в этой 
модели также использовалось, но оно обо-
сновывалось особенностями электронной 
структуры sp2-гибридизированного углерода 
[22, 23]. 

Первичной целью данной работы была 
экспериментальная проверка справедливо-
сти последнего предположения. Требова-
лось установить, действительно ли холодная 
эмиссия электронов в электрическом поле 
макроскопической напряженности порядка 
1 В/мкм (без иных внешних воздействий, та-
ких как протекание поверхностного тока или 
ИК-облучение) возможна лишь для углерод-
ных островковых пленок или же она будет 
наблюдаться также и для металлических пле-
нок аналогичной структуры.    

Дальнейшие исследования были направ-
лены на определение закономерностей обна-
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sion from thin films of metals, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and 
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руженной низкопороговой эмиссии электро-
нов тонкими металлическими пленками.

Методика эксперимента

Образцы металлических пленок наноси-
лись на естественно окисленные подложки 
из легированного кремния методом магне-
тронного напыления с использованием уста-
новки HEX производства Mantis Deposition 
(Великобритания). Подложки предваритель-
но очищались ультразвуковой обработкой в 
растворе ацетона и подвергались дополни-
тельной термической очистке при темпера-
туре около 150 °С после установки на пред-
метный столик ростовой камеры и откачки 
системы до давления 10–5 Торр. Перед напы-
лением покрытия очищалась также и мишень 
магнетрона, для чего подложки закрывались 
специальным экраном в течение первых пя-
ти минут работы распылителя. Возможности 
установки позволяли проводить процесс на-
пыления металлов при давлении остаточных 
газов порядка 10–6 Торр, регулировать ско-
рость напыления (от 0,13 до 1,0 Å/с) и тем-
пературу подложек (от комнатной до 250 °С). 
Мониторинг эффективной («номинальной») 
толщины покрытия производился методом 
кварцевых микровесов.

Эмиссионные свойства образцов испы-
тывались в экспериментальном приборе, 
собранном на базе вакуумной установки  
ТСН-2, при давлении остаточных газов по-
рядка 10–9 Торр. Прибор содержал шесть 
идентичных секций и позволял проводить 
параллельное тестирование соответствую-
щего числа образцов. Каждый из них закре-
плялся на отдельном предметном столике, 
оснащенном подогревателем прямого нака-
ла, благодаря которому температура образца 
могла регулироваться в диапазоне от ком-
натной до 600°С. Электрическое поле созда-
валось в планарном зазоре шириной 0,6 мм 
между образцом и торцом цилиндрического 
анода, диаметр которого составлял 6 мм. 

После установки в прибор партии образ-
цов и предварительной откачки осущест-
влялось их обезгаживание прогревом до 

150°С. Далее могла проводиться процедура 
термополевого активирования эмиссион-
ных свойств покрытий, разработанная ранее 
в ходе экспериментов с наноуглеродными 
эмиттерами [24]. Для металлических пленок 
параметры процедуры были оптимизирова-
ны методом подбора.

При измерении эмиссионных характе-
ристик между образцом и анодом приклады-
валось медленно меняющееся напряжение 
вплоть до максимальной величины в 4,5 кВ 
от управляемого высоковольтного источни-
ка. Временные интервалы его нарастания и 
спада (линейных во времени) составляли 35 с, 
что соответствует частоте 12 мГц. Напряжение 
U(t) и ток эмиссии I(t) фиксировались циф-
ровым осциллографом и использовались для 
получения эмиссионных характеристик I(U).

Образцы покрытий, прошедшие эмисси-
онные тесты, изучались с помощью атом-
но-силового микроскопа (АСМ) NanoDST 
Pacific Nanotechnology (США) в так назы-
ваемом полуконтактном (CloseContact) ре-
жиме. Это позволяло в ходе оперативных 
измерений в невакуумных условиях опреде-
лять «истинную» топографию поверхности 
с абсолютными значениями нормальной 
координаты при минимальном влиянии ад-
сорбированных слоев атмосферных газов и 
воды на результаты измерений. Тем не ме-
нее, для удаления избыточно плотного слоя 
летучих веществ некоторые образцы перед 
проведением АСМ-измерений были прогре-
ты на воздухе до температуры выше 100 °C 
в течение 2 ч. Помимо АСМ, в ряде случаев 
использовался сканирующий электронный 
микроскоп (СЭМ) MIAIA3 Tescan (Чехия) 
с возможностью ЭДС-анализа элементного 
состава поверхности.

Ограничение набора экспериментальных 
методов, использованных в ходе описывае-
мых первичных экспериментов, позволило 
провести оперативное тестирование большо-
го числа образцов, которые различались ма-
териалом металлических покрытий, их тол-
щиной, параметрами процесса напыления и 
типом подложки.
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Экспериментальные результаты

Эмиссионные свойства образцов и воз-
можность их активирования. Опыты с об-
разцами металлических покрытий на крем-
ниевых подложках подтвердили способ-
ность части таких образцов эмитировать 
электроны в электрическом поле с макро-
скопической напряженностью E (определя-
ется как отношение приложенного напря-
жения к ширине полевого зазора) порядка 
единиц В/мкм. Измеренные эмиссионные 
характеристики (рис. 1) имели, как прави-
ло, экспоненциальный вид в «прямых» ко-
ординатах I(U) и хорошо аппроксимирова-
лись линейной зависимостью в координатах 
Фаулера – Нордгейма 

ln(I/U2) = f (1/U),

что принято считать подтверждением поле-
вой (туннельной) природы эмиссионного 
механизма. 

Как и для изучавшихся ранее наноугле-
родных материалов [24], эмиссионная спо-
собность пленок металлов могла быть акти-
вирована применением следующей процеду-
ры термополевой обработки. 

К образцу прикладывалось электриче-
ское поле небольшой напряженности (около 
1 В/мкм), и производился нагрев образца со 
скоростью примерно 5 °С/мин до появления 
эмиссионного тока величиной 100 нА; либо, в 
отсутствие поля, до достижения температуры 
600°C (точка появления тока термоэмиссии). 

Для многих покрытий автоэмиссионный 
ток появлялся и начинал нарастать со вре-
менем уже при температуре примерно 300°C. 
По достижении величины 100 нА, напряжен-

Рис. 1. Эмиссионные характеристики образцов пленок Мо (a) и Zr (b) эффективной толщиной 6 нм.
На вставках приведены те же зависимости в координатах Фаулера – Нордгейма

a)

b)
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ность поля постепенно уменьшали, стаби-
лизируя ток на указанном значении; нагрев 
образца прекращали, и, после некоторой па-
узы, начинали медленное его охлаждение до 
комнатной температуры, по-прежнему под-
держивая величину тока эмиссии на уровне 
100 нА (для этого специально подбирали на-
пряжение, подаваемое на полевой зазор). 

Благодаря применению описанной про-
цедуры к образцам с наилучшими эмисси-
онными свойствами, уровень напряжения, 
который требовался для отбора тока за-
данной величины, удавалось снизить в не-

Таблица
Основные параметры изученных пленок и их эмиссионные свойства

№
опыта

Материал Скорость
напыления,

Å/с

Eth,
В/мкм

Imax,
мкАпокрытия

(dnom, нм) подложки

1

Mo (6)

КДБ 10

0,2 3,0 2,2
Zr (6) 0,5 4,3 8,0
Ni (6) 1,0 5,0 2,6
W (6) 1,0 не определены
Ti (6) 0,2 нет эмиссии

2
Mo (6) Si + 200 нм

 оксида 1,0 нет эмиссии
Mo (8)

3

Mo (4)
КДБ 10

0,2

4,8 0,05
Mo (6) 3,0 2,20
Mo (4)

КЭФ 7.5
4,0 0,15

Mo (6) 6,4 0,03

4

Mo (2)

КДБ 10

0,2
нет эмиссии

Mo (4) не определены
Mo (6) 3,0 2,2
Mo (8)

1,0
3,2 12

Mo (10) 4,0 25
Mo (20) нет эмиссии

5
Mo (6) № 1

КДБ 10
0,13 3,2 4,16

Mo (6) № 2
1,0

4,2 23,70
Mo (6) № 3* 3,6 1,53

О б о з н а ч е н и я: dnom – номинальная толщина металлической пленки; Eth – пороговая напряжен-
ность электрического поля (определялась по моменту появления тока, равного около 100 нА), Imax – 
максимальный ток эмиссии.
П р и м е ч а н и я. Температура подложки составляла 100 °C; исключение составлял образец № 3*  
в опыте 5, для которого она была равна 150°C.

сколько раз. Попытки упростить процедуру, 
например активировать образец без прило-
жения электрического поля, а только тем-
пературным воздействием, либо отключать 
поле в процессе охлаждения активируемых 
образцов, оказались безуспешными. Их ре-
зультатом неизменно становилась утрата 
эмиссионной способности исследуемыми 
структурами.

В таблице представлены в сжатой форме 
результаты экспериментов по изучению вли-
яния различных параметров тонких металли-
ческих пленок на их эмиссионную способ-
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ность. Более полному их описанию посвя-
щены последующие разделы статьи.

Эмиссионная способность образцов (луч-
ших из соответствующей серии) характери-
зуется в таблице двумя величинами. Одна из 
них – пороговое значение макроскопиче-
ской напряженности поля Eth, которое опре-
делялось по моменту появления тока, равно-
го примерно 100 нА. Другая – максимальное 
значение тока Imax, которое удавалось отби-
рать из области образца, расположенной на-
против анода (его диаметр равен 6 мм).

Сравнение эмиссионных свойств тонких 
пленок разных металлов. Для выяснения 
влияния материала покрытия на его эмисси-
онные свойства были изготовлены образцы 
пленок пяти разных металлов: молибдена, 
циркония, никеля, вольфрама и титана, име-
ющих одинаковую номинальную толщину 
dnom (дана в скобках в таблице). Сводка ре-
зультатов проведенного сопоставления так-
же представлена в таблице. 

Наилучшую эмиссионную способность 
проявили образцы покрытий из молибдена 
Mo (см. рис. 1,a). Вследствие этого, большая 
часть экспериментов в рамках данной рабо-
ты проводилась именно с молибденовыми 
пленками. Практически все образцы Mo-по-
крытий с номинальной толщиной в диапазо-
не 6 – 10 нм могли эмитировать электроны 
при напряженности поля менее 10 В/мкм. На 
рис. 2,a приведено типичное АСМ-изобра-
жение Mo-покрытия эффективной толщи-
ной 6 нм. По его виду можно заключить, что 
покрытие неоднородное, при этом средний 
латеральный размер возвышенных участков 
(«островков») близок к 20 нм при их высоте  
1 – 2 нм. Плотность расположения остров-
ков составляет около 500 мкм–2.

Пленки циркония характеризовались 
сходной топографией поверхности. На ти-
пичном для них АСМ-изображении (рис. 
2,b) выделяются зерна со средним попереч-
ным размером примерно 30 нм и высотой до 
2 нм; их количество составляет около 400 на 
мкм2. Эмиссионная способность таких пле-
нок проявлялась даже до процедуры термо-
полевого активирования, а после нее допол-

нительно улучшалась (см. рис. 1,b и таблицу).
По признаку топографии поверхности, 

пленки никеля заметно отличалась от пле-
нок металлов, описанных выше. Присут-
ствовавшие на АСМ-изображениях неод-
нородности имели существенно больший 
размер и вытянутую форму. Длина наблюда-
ющихся «возвышенностей» для типичного 
случая (см. рис. 2,с) достигает 60 – 100 нм 
при высоте до 5 – 8 нм, причем эти возвы-
шенности, насколько можно судить по изо-
бражениям, соединены в общую сеть. Плен-
ки никеля отличались от пленок молибдена 
и циркония и по эмиссионным свойствам, 
причем в худшую сторону. После активи-
рования они проявляли некоторую эмис-
сионную способность, но ток автоэмиссии 
был крайне нестабильным. По достижении 
величины 2 – 4 мкА ток необратимо прекра-
щался; вероятно, происходило разрушение 
небольшого числа имевшихся на поверхно-
сти эмиссионных центров.

Типичное АСМ-изображение поверхности 
вольфрамовой пленки (рис. 2,d)  аналогично 
по структуре изображениям молибденовой и 
циркониевой. Однако топографические осо-
бенности здесь несколько крупнее: их попе-
речный размер в среднем равен 80 нм, а высо-
та – 3 нм. Эмиссионная способность пленок 
вольфрама была худшей, чем у рассмотрен-
ных ранее металлов. При нагреве до 500 °C в 
процессе активирования эмиссионный ток 
100 нА мог быть получен при напряжении  
3,5 кВ (на эмиссионном зазоре, равном  
0,6 мм). Однако после остывания образца по-
роговые значения напряжения лежали выше  
4 кВ, что делало регистрацию эмиссионных 
зависимостей технически невозможной.

При анализе приведенных эксперимен-
тальных данных следует учитывать, что 
АСМ-изображения не позволяют одно-
значно установить, являются ли наблюдае-
мые неоднородности топографии изолиро-
ванными островками металла. Результаты 
СЭМ-ЭДС-картирования, проведенного для  
нескольких образцов, свидетельствуют о 
том, что металлические покрытия номиналь-
ной толщиной 6 нм (и более) на участках, не 
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поврежденных при эмиссионном тестирова-
нии действием электрических разрядов (они 
расположены вне активно эмитировавших 
областей), являлись сплошными. Следова-
тельно, полученные АСМ-изображения во 
многих случаях выявили лишь локальную 
неоднородность толщины пленок, но не их 
разделение на изолированные островки, чего 
можно было ожидать ввиду имевшихся дан-
ных для углеродных покрытий с аналогич-
ными эмиссионными свойствами [17 – 19]. 
Тем не менее, сопоставление эмиссионной 
способности металлических покрытий с па-
раметрами их АСМ-изображений позволило 
выявить показательную корреляцию (под-
твержденную и результатами, представлен-
ными в последующих разделах): наилучшей 
эмиссионной способностью обладали образ-
цы с наименьшим масштабом топографиче-
ской неоднородности поверхности.

Результаты эксперимента с пленками ти-
тана заслуживают отдельного обсуждения. 
Их отличало полное отсутствие эмиссион-
ной способности; процедура термополевого 
активирования также не дала нужного ре-
зультата. Изображение поверхности одной из 

Рис. 2. АСМ-изображения поверхности образцов металлических покрытий
из Mo (a), Zr (b), Ni (c), W(d) c эффективной толщиной 6 нм

изготовленных стандартным образом пленок 
этого металла приведено на рис. 3,a. Металл 
образует здесь изолированно расположенные 
островки большого размера (по сравнению с 
зернами на изображениях других покрытый, 
приведенных на рис. 2), приблизительно до  
1 мкм. Островки имеют характерный вид 
дендритных структур, «растущих» от цен-
трального выступа значительной (десятки 
нанометров) высоты. Островки нанометро-
вых размеров здесь отсутствуют – этот факт 
был специально проверен.

Такая морфология титановой пленки 
представляется необычной, поскольку для 
этого металла в принципе характерна высо-
кая адгезия к кремнию и его диоксиду, что, 
в частности, позволяет использовать слои 
титана в качестве буферных при нанесении 
пленок других металлов (см., например, ра-
боту [25]). Вместе с тем известно, что струк-
тура титановых пленок существенно зависит 
от способа и условий их нанесения [26]. Рост 
дендритоподобных («фрактальных») класте-
ров, сходных по форме и размерам с обна-
руженными на наших образцах титановых 
пленок (см. рис. 3), наблюдался и был теоре-
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Рис. 3. АСМ-изображения дендритных структур на поверхностях двух образцов покрытий: 
Ti (a) и Mo, наносившегося на пластину Si с толстым слоем (около 200 нм) оксида (b)

тически описан, например, в работе [27]. Для 
реализации предложенного там механизма 
формирования дендритов требуется, чтобы 
тонкий поверхностный слой подложки был 
непроводящим (обычно эту роль выполняет 
слой оксида), а осаждаемый материал прихо-
дил на нее в заряженном состоянии. В этом 
случае поле накопленного поверхностного 
заряда препятствует осаждению нового ма-
териала на всех участках, кроме окрестно-
стей дефектов непроводящего слоя, позво-
ляющих заряду «стекать» в объем подложки. 
Именно здесь начинается рост покрытия, 
распространяющегося по поверхности в ви-
де совокупности дендритных структур, элек-
трически связанных с подложкой через де-
фекты в оксидном слое. 

Для условий нанесения титанового по-
крытия в данной работе оба критерия реали-
зуемости описанного выше сценария могли 
быть выполнены:       

на использовавшихся кремниевых подлож-
ках сохранялся естественный слой оксида; 

при реализации метода магнетронного 
распыления значительная часть материала 
приходит к подложке в заряженном состоя-
нии [28]. 

Вопрос о том, какие именно особенности 
использованных нами подложек, мишеней 
или режима распыления привели к форми-
рованию титанового покрытия в виде со-
вокупности дендритоподобных островков, 
требует дальнейшего изучения. С позиций 
основной цели данного исследования, наи-

более важным представляется вывод об от-
сутствии способности к низкопороговой 
холодной эмиссии электронов у титанового 
покрытия, состоящего из крупных класте-
ров-дендритов.

Для проверки предположения о влия-
нии электрической зарядки поверхности 
на морфологию получаемых пленок был 
поставлен специальный эксперимент (см. 
опыт № 2 в таблице). Пленки молибдена 
были нанесены с использованием одного из 
стандартных режимов напылительной уста-
новки на кремниевые подложки с собствен-
ной проводимостью и искусственно окис-
ленной поверхностью. Толщина слоя оксида 
составляла 200 нм, что позволяло ожидать 
усиления эффектов, связанных с зарядкой 
поверхности, по сравнению со случаем есте-
ственно окисленных подложек. И действи-
тельно, некоторые участки таких покрытий 
по морфологии существенно отличалась от 
Mo-пленок на кремнии с естественным сло-
ем окисла (см. рис. 2,a) и имели сходство с 
покрытиями Ti (см. рис. 3,a): на поверхно-
сти формировались дендритные структуры, 
«привязанные» к линейным и точечным де-
фектам (см. рис. 3,b). Такие образцы не про-
явили эмиссионной способности ни до, ни 
в ходе процедуры термополевого активиро-
вания. Помимо морфологических особен-
ностей покрытий, отсутствие эмиссионной 
активности можно связать и с затруднен-
ным транспортом носителей к эмиссион-
ным центрам через толстый слой оксида.
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Зависимость эмиссионных свойств по-
крытий от типа проводимости подложки. 
Природа горячеэлектронного механизма 
эмиссии электронов предполагает возмож-
ность существенного влияния свойств под-
ложки на эмиссионную способность пленок. 
Для экспериментальной оценки степени и 
характера такого влияния, две пленки мо-
либдена, различающиеся значениями эф-
фективной толщины, выращивались на есте-
ственно окисленных подложках из кремния 
p-типа марки КДБ 10 и из кремния n-типа 
КЭФ 7.5. 

Сводные данные об эмиссионной способ-
ности таких образцов приведены в таблице 
(опыт № 3). В целом можно отметить не-
сколько более высокую эмиссионную спо-
собность пленок, выращенных на подложках 
с дырочной проводимостью. Кроме того, об-
разцы покрытий на n-кремнии, спустя не-
продолжительное время (14 сут) после про-
цедуры активации, потеряли свои эмисси-
онные свойства. Наилучшими параметрами 
обладал образец Mo-покрытия на подложке 
КДБ 10 с дырочной проводимостью, имев-
ший эффективную толщину 6 нм. Для него 
оказались характерными не только высокая 
эмиссионная способность, но и необходи-
мый отклик на процедуру термополевого 
активирования. Ввиду этих свойств, именно 
подложки с дырочной проводимостью ис-
пользовались в большинстве экспериментов 
данной работы.

Вместе с тем, отмеченное различие в 
эмиссионной способности образцов по-
крытий на разных подложках могло опре-
деляться не самим типом их проводимо-
сти, а морфологией создававшихся пленок. 
АСМ-изображения поверхности образцов 
молибденовых покрытий одинаковой эф-
фективной толщины 6 нм на подложках раз-
ного типа представлены на рис. 4. Различия 
в топографии пленок достаточно заметны: 
зерна покрытия на p-Si подложке имеют 
меньшие латеральные размеры (30 – 50 нм). 
Структура пленок, имеющих поверхность с 
такой топографией, оказалась, по нашему 
заключению, оптимальной по признаку их 

эмиссионной способности.
Зависимость эмиссионных свойств от 

толщины покрытий. Для прояснения связи 
эмиссионных свойств покрытий с их тол-
щиной, были изготовлены образцы пленок 
молибдена номинальной толщиной от 2 до 
20 нм на кремниевых подложках КДБ 10 с 
дырочной проводимостью. Сводка получен-
ных для них наилучших эмиссионных пара-
метров представлена в таблице (опыт № 4).

Для покрытий толщиной 2 и 4 нм устой-
чивой низкопороговой эмиссии получить 
не удалось. В отличие от них, покрытия с 
номинальной толщиной 6 нм демонстриро-
вали низкий порог включения и стабильный 
эмиссионный ток. Однако максимальные 
значения отбираемого тока для них были 
невелики, что может говорить о небольшом 
числе активировавшихся эмиссионных цен-
тров. Для пленок 8 нм были характерны не-
сколько более высокие пороговые значения 
электрического поля, но максимальные ве-
личины отбираемого тока Imax для них вырос-
ли более чем в 5 раз, по сравнению с пленками  
6 нм. Пленки с номинальной толщиной  
10 нм имели еще более высокий порог вклю-
чения, но и максимальные значения отбира-
емых токов для них оказались рекордными 
для такого типа структур, изученных нами. 
Образец с эффективной толщиной плен-
ки 20 нм вообще не обладал эмиссионными 
свойствами; процедура его термополевого 
активирования также не принесла требуемых 
результатов.

АСМ-изображения поверхности Mo-по-
крытий разной толщины на подложках од-
ного типа (КДБ 10) приведены на рис. 4,a и 
5 (для покрытия толщиной 6 нм). Законо-
мерный характер изменения топографии по-
верхности образцов с увеличением количе-
ства нанесенного вещества иллюстрируется 
также графиком на рис. 6, где представлена 
зависимость от эффективной толщины по-
крытий для «нормированной шероховато-
сти» изображений, рассчитанной средствами 
пакета Gwyddion.

На рис. 5,a, представляющем покрытие 
наименьшей толщины (2 нм), на площадке  
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Рис. 4. АСМ-изображения поверхности пленок Mo на подложках КДБ 10 (a) и КЭФ 7.5 (b). 
Эффективная толщина пленок – 6 нм

Рис. 5. АСМ-изображения топографии поверхности пленок Mo с разной эффективной толщиной, нм:  
2 (a), 8 (b), 10 (c); d – «фазовое» изображение участка поверхности (c).

Пленки выращены на подложке КДБ 10

1 мкм2 обнаруживается лишь несколько вы-
деляющихся особенностей (зерен) с харак-
терным поперечным размером до 30 – 50 нм и 
высотой до 1 – 2 нм. Приблизительно таковы 
размеры островков, которые, в соответствии 
с эмиссионными моделями, использованны-
ми в работах [13 – 15, 20, 21], связывались с 
центрами низкопороговой полевой эмиссии. 
На поверхностях покрытий толщиной 6 нм и 
8 нм (см. рис. 4,a и 5,b соответственно) зерна 
тех же размеров присутствуют в значительно 

большем количестве, что может определять 
высокую эмиссионную способность таких 
пленок. В то же время АСМ-изображения 
пленки 10 нм (см. топографию поверхности 
образца на рис. 5,c и соответствующее «фазо-
вое» распределение на рис. 5,d) показывают 
покрытие, составленное соприкасающимися 
доменами несколько большего поперечного 
размера и высоты. Впрочем, зерна размера, 
определенного нами в качестве «оптималь-
ного», здесь также присутствуют. Меньшее 
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Рис. 6. Зависимости среднеквадратичного параметра шероховатости поверхности пленок Мо  
(по данным АСМ-изображений) от значений их эффективной толщины.

Рассчитано средствами пакета Gwyddion

их число можно объяснить более высоким 
полевым порогом эмиссии для таких покры-
тий, а большая стабильность и устойчивость 
эмиссии может определяться как раз наличи-
ем несколько более крупных островков. При 
дальнейшем росте толщины Mo-покрытия 
(образец 20 нм) кристаллиты, по-видимому, 
формировали устойчивую многослойную 
структуру, и пленка утрачивала эмиссионную 
способность.

Зависимость эмиссионных свойств от 
параметров процесса нанесения пленок. 
Изложенные выше экспериментальные 
результаты свидетельствуют о связи эмисси-
онных свойств покрытий с их морфологией. 
Известно, что морфология покрытий может 
изменяться при варьировании условий их 
нанесения. Поэтому в ходе данной работы 
сопоставлялись покрытия, различавшие-
ся лишь особенностями технологии их вы-
ращивания. Для сравнения были выбраны 
пленки молибдена эффективной толщиной 
6 нм на кремниевых подложках с дырочной 
проводимостью. Параметры процесса изго-
товления трех таких образцов приведены в 
таблице (опыт № 5). Топография поверхно-
сти полученных пленок показана на СЭМ- 
изображениях (рис. 7).

На поверхности образца покрытия № 1 

(см. рис. 7,a), сформированного при темпе-
ратуре 100°C и наименьшей скорости ро-
ста (0,13 Å/с), присутствовали зерна с ти-
пичным поперечным размером 20 нм. Их 
плотность можно оценить как равную при-
мерно 500 мкм–2. На изображении образца  
№ 2 (см. рис. 7,b), сформированного при той 
же температуре, но при большей скорости 
нанесения, зерна имеют больший средний 
размер: 30 – 40 нм; их количество на едини-
цу площади составило примерно 300 мкм–2. 
Образец № 3 (см. рис. 7,c) был сформиро-
ван при повышенной температуре подлож-
ки (150°С) и высокой скорости роста плен-
ки (1 Å/с). Средний размер зерен здесь ока-
зался наименьшим (примерно 15 – 20 нм)  
при широком распределении по размерам. 
Концентрация зерен составляла приблизи-
тельно 700 мкм–2. 

Таким образом, очевидно, что наблюдает-
ся различие морфологии покрытий, при том 
что разновидность зерен, предположительно 
ассоциируемая с центрами низкопороговой 
эмиссии, присутствовала на поверхности во 
всех случаях. 

В соответствии с этим, все три образца об-
ладали способностью к низковольтной эмис-
сии электронов при заметном количествен-
ном различии эмиссионных параметров (см. 
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Рис. 7. СЭМ-изображения (детектор вторичных электронов) для образцов № 1 (a), № 2 (b)  
и № 3 (c), изготовленных в различных условиях (см. опыт № 5 в таблице и описание в тексте)

опыт № 5 в табл.). Корреляция топографии 
поверхности образцов с их эмиссионной 
способностью соответствовала отмеченным 
ранее тенденциям.

Образец № 1 с наименьшим простран-
ственным масштабом неоднородностей 
характеризовался самым низким порогом 
эмиссии. 

Пороговое поле для образца № 2, с самы-
ми крупными зернами, было самым высо-
ким, но наивысшей оказалась и максималь-
ная величина отбираемого тока Imax (вольтам-
перная характеристика эмиссии приведена 
на рис. 1,a). 

Образец № 3 продемонстрировал самую 
низкую величину допустимого тока эмиссии 
и промежуточные значения порогового поля.

Обсуждение результатов и выводы

Основным результатом представленной 
работы можно считать сам факт обнаруже-
ния низковольтной эмиссии электронов 
тонкими пленками металлов, сформирован-
ными на окисленном кремнии. 

Установлено наличие корреляции эмис-
сионной способности пленки с ее морфо-
логией (насколько о ней можно судить по 
АСМ-данным). При этом влияние иных фак-
торов, а именно вида металла и типа прово-
димости подложки, оказалось более слабым.

В проведенных экспериментах была 
подтверждена эффективность для метал-
лических покрытий термополевого акти-
вирования автоэмиссионной способности, 

предложенной ранее для углеродных пленок 
[24]. Указанное активирование во многом 
аналогично процедуре «электроформов-
ки», необходимой (по данным обзора [13] 
и упоминаемых там работ) для наблюдения 
эмиссии электронов из металлических пле-
нок при протекании по ним поверхностного 
тока. Физическое содержание этого процес-
са предположительно состоит в миграции 
атомов металла, приводящей к формирова-
нию изолированных островков размером до  
100 нм, разделенных промежутками, на кото-
рых при появлении латеральной разности по-
тенциалов концентрируется электрическое 
поле. При протекании электрического тока 
носители заряда преодолевают промежутки 
между островками путем туннелирования, 
что создает благоприятные условия для фор-
мирования популяции горячих электронов, 
которые могут быть эмитированы в вакуум. 
Эффект усиливается благодаря подавлению 
электрон-фононного взаимодействия в на-
норазмерных островках [13 – 15, 20, 21]. На 
начальных этапах предложенной процедуры 
термополевого активировании повышенная 
температура ускоряет поверхностную мигра-
цию атомов и способствует формированию 
островков. Из литературы известно, что тон-
кие сплошные металлические пленки, нане-
сенные на диэлектрические подложки при 
низкой температуре, приобретают остров-
ковую структуру в результате нагрева до  
300 – 600°C [29]. В представленных экспери-
ментах для инициации процесса активирова-
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ния эмиссионных свойств большинства по-
крытий требовался их нагрев до температу-
ры из этого же диапазона. После появления 
эмиссионного тока, формированию опти-
мальной структуры покрытия могут способ-
ствовать дополнительные факторы, вызыва-
емые его протеканием, а именно локальный 
нагрев и ионная бомбардировка поверхно-
сти; ранее было показано [30, 31], что облу-
чение потоками ионов также способствует 
трансформации тонких сплошных метал-
лических пленок в островковые (деветинг,  
англ. dewetting). Возможность формирования 
участков покрытия (эмиссионных центров) 
со структурой, оптимальной по признакам 
эффективности разогрева электронной под-
системы островков и эмиссии электронов в 
вакуум, должна определяться, прежде все-
го, толщиной металлической пленки и ее 
изначальной морфологией – размером и 
концентрацией уже имеющихся в ее составе 
кристаллитов. Именно это и наблюдалось в 
проведенных экспериментах.

Помимо прочего, изложенная выше ги-
потеза о механизме активирования эмисси-
онной способности изучавшихся покрытий 
объясняет и небольшие величины получен-
ных эмиссионных токов, которые не пре-
вышали десятков микроампер при токоот-
боре с площади примерно 0,3 см2. Если дей-
ствие факторов, связанных с протеканием 
эмиссионного тока, вызывает повышение 
эмиссионной способности локальной об-
ласти покрытия, то создается положитель-
ная обратная связь между эмиссионным то-
ком и эмиссионной способностью, которая 
должна приводить к быстрому разрушению 
большинства эмиссионных центров. (И дей-
ствительно, на СЭМ-изображениях (рис. 8) 
поверхности образцов, прошедших эмис- 

Рис. 8. СЭМ-изображение поверхности 
образца покрытия Mo толщиной  
10 нм после эмиссионных тестов

сионные тесты, зачастую наблюдалось боль-
шое число кратеров, которые можно отожде-
ствить с разрушенными центрами эмиссии, 
даже если при тестировании не регистриро-
валось пробоев полевого зазора).

Из-за того, что формирующиеся центры 
эмиссии постоянно активируются вплоть до 
саморазрушения, время жизни большинства 
из них оказывается небольшим. Это огра-
ничивает число одновременно функциони-
рующих эмиссионных центров и среднюю 
величину плотности отбираемого тока. Воз-
можно, перспективы достижения высоких 
значений средней плотности эмиссионного 
тока пленочных холодных эмиттеров следует 
связать с нахождением способа управле-
ния локальными эмиссионными токами – 
например, введением систем микроэлектро-
дов или резистивных балластных слоев.
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Введение

В работах [1, 2] теоретически изучалась 
плазма положительного столба тлеющего 
разряда низкого и среднего давления, ког-
да разряд локализован в зазоре между двумя 
коаксиально расположенными цилиндри-
ческими диэлектрическими трубками, при 
этом продольное поле Ez и ток разряда были 
направлены вдоль общей оси трубок. Авто-
рами было показано, что в такой геометрии 
разряда имеет место существенное увеличе-
ние температуры электронов Te, по сравне-
нию со случаем цилиндрической геометрии, 
даже при малом (0,1 и менее) отношении ра-
диуса внутренней стенки к радиусу внешней 
– ввиду наличия дополнительного канала 
потерь электронов: их ухода на внутреннюю 
стенку. Такой результат важен, в частности, 
для конструирования газоразрядных источ-
ников видимого и ультрафиолетового излу-
чений, так как он открывает возможность 
повышения удельной мощности излучения 
и его коэффициента полезного действия без 
заметного снижения объема разряда – толь-
ко за счет перехода от традиционной цилин-
дрической к коаксиальной геометрии раз-
ряда. Последнее позволяет дать физическое 
объяснение экспериментальным результа-
там, полученным в работах [3 – 7]. 

Результаты работ [1, 2] получены в допу-
щении строго коаксиального, концентрич-
ного расположения трубок. Однако такой 
идеальный случай нелегко реализовать на 
практике. Погрешности изготовления часто 
приводят к несоосности, эксцентричности 
внутренней и внешней трубок, т. е. к нару-
шению центральной симметрии как попе-
речного сечения прибора, так и профилей 
концентраций заряженных частиц.

Данная работа ставила целью выяснить, 
как количественно влияет эксцентричность 
сечения разрядного канала на пространствен-
ные распределения концентрации электронов 
плазмы n и на электронную температуру Te.

В настоящей статье мы ограничимся рас-
смотрением простого случая плазмы поло-
жительного столба тлеющего электрополо-

жительного разряда в диффузионном режиме 
при низком и среднем давлении: когда длина 
температуропроводности электронов боль-
ше внешнего радиуса плазмы, а электронная 
температура Te постоянна по сечению при-
бора. Считаем, что основным механизмом 
рождения заряженных частиц выступает 
прямая ионизация электронным ударом, а 
гибели – амбиполярная диффузия к стенкам. 

Методика расчета

На рис. 1 изображено поперечное сечение 
разрядного канала в эксцентричной геоме-
трии. Начало координат (точка О) выбрано в 
центре внутреннего круга радиусом R

1
. Центр 

внешней окружности радиусом R (точка ОR) 
смещен влево от начала координат на рассто-
яние d. Угол φ отсчитывается от оси x. Плаз-
ма разряда расположена между окружностя-
ми. Ток разряда считается направленным 
перпендикулярно плоскости xy.

Уравнение для пространственного рас-
пределения концентрации электронов по-
ложительного столба при вышеназванных 
условиях имеет следующий вид [8]:

Рис. 1. Поперечное сечение разрядного  
канала (затушеванная область)

в эксцентричной геометрии:
x, y и r, φ – декартова и цилиндрическая системы  

координат; d – эксцентриситет внешней окружности 
относительно внутренней  

(их радиусы равны R и R
1
 соответственно)
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где νi, Гц, – частота ионизации; DA, см2/с, 
– коэффициент амбиполярной диффузии; 
ввиду принятого постоянства Te величины νi 
и DA не зависят от координат.

Используя приведенную координату X =  
= r / R и обозначая            , получим:

Решение уравнения (1) ищем в виде про-
изведения двух функций:

Тогда уравнение (1) принимает вид

где k − постоянное число. 
Следовательно,          , или

По физическому смыслу, Φ(φ) – четная по 
φ функция с периодом 2π. Поэтому k может 
принимать только целые значения: k = 0, 1, 
2,…, а            

Функция P(r) следует выражению

где Jk(x), Nk(x) – функции Бесселя и Неймана 
k-го порядка.

В итоге для общего решения уравнения (1) 
получим в поперечном сечении разряда вы-
ражение

0,A iD n n∆ + ν =

i AR Dξ = ν

2 2
2

2 2 2

1 1 0.n n n n
X X X X
∂ ∂ ∂

+ + + ξ =
∂ ∂ ∂ϕ

(1)

( ) ( ).n r= Ρ Φ ϕ

2
2 2 2 ,X X X k

′′ ′ ′′Ρ Ρ Φ
+ + ξ = − =

Ρ Ρ Φ

2k′′Φ = − Φ

( ) ( )
1 2( ) cos( ) sin( ).k kC k C kΦ ϕ = ϕ + ϕ (2)

( )
2 0 .kC k= ∀

( ) ( )1 2( ) J N ,k k k kr B X B XΡ = ξ + ξ (3)

( ) { ( )

( ) ( ) }
0

, cos

J N ,

k
k

k k k

n X C k

X B X

∞

=

ϕ = ϕ ×

× ξ + ξ  

∑
(4)

где вследствие однородности уравнения (1) 
положено  

Граничные условия на внутренней окруж-
ности – нулевые:

где ρ – приведенный радиус внутренней 
стенки (ρ = R

1
 / R); на внешней стенке гра-

ничные условия – тоже нулевые:

где XR – приведенная радиальная координата 
точки внешней окружности, видимой из на-
чала координат под углом φR.

Величины XR и φR связаны соотношением 
(см. рис. 1):

где a = d/R, или

Угол φR, как и φ, отсчитывается от оси x 
против часовой стрелки, а его вершина ле-
жит в начале координат.

Из выражений (4) и (5) следует, что

Тогда

где введено обозначение

Из граничных условий (6) cледует, что

1 21, .k k kB B B= ≡

( , ) 0 ,n ρ ϕ = ∀ϕ (5)

( , ) 0 [0, 2 ),R R Rn X ϕ = ∀ϕ ∈ π (6)

2 2 2 cos( ) 1,R R RX a X a+ − π−ϕ =

2 21 sin cos .R R RX a a= − ϕ − ϕ (7)

( )
( )

J
[0,1, 2, ..., ).

N
k

k
k

B k
ξρ

= − ∀ ∈ ∞
ξρ

0
( , ) cos ( ) ( , ),k k

k
n X C k X

∞

=

ϕ = ϕ Ω ξ∑ (8)
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( ) ( )J

( , ) J N .
N

k
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k

X X X
ξρ
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ξρ

0
cos( ) ( , ) 0,k R k R
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C k X
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=

ϕ Ω ξ =∑ (9)
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где величины φR и XR связаны соотношени-
ем (7).

Выражение (8), при условии нахождения 
коэффициентов Ck и собственных чисел (СЧ) 
ξ из формулы (9), представляет собой точное 
решение задачи (1) для эксцентричного слу-
чая. Но если задавать удовлетворение гра-
ничных условий (6) во всех точках внешней 
окружности, то для нахождения коэффици-
ентов Ck потребуется решать систему линей-
ных алгебраических уравнений (9) неограни-
ченного размера.

Но отметим, что при a → 0, когда и вели-
чина межстеночного зазора, и решение (8) 
перестают зависеть от угла φ, в суммах (8) и 
(9) остается лишь один член при k = 0. При 
этом равенство (9) переходит в трансцен-
дентное уравнение относительно СЧ ξ для 
чисто коаксиального случая:

а выражение (8) – в уравнение вида

Поэтому целесообразно допустить, что 
при небольшом отклонении эксцентрично-
го случая от коаксиального, т. е. при малых, 
но конечных значениях a (при a << 1), мож-
но для приближенного решения задачи (1) 
ограничиться конечным числом членов M в 
суммах (8) и (9)1:

Далее, пусть M лучей исходят из начала 
координат О под углами

1 В дальнейших расчетах правомочность этого допущения под-
твердится.

( )
( )
( ) ( )

0 0
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( ,1) J

J
N 0,

N

Ω ξ = ξ −

ξρ
− ξ =

ξρ
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1
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ϕ ≈ ϕ Ω ξ∑ (10)

1

0
cos( ) ( , ) 0.

M

k R k R
k

C k X
−

=

ϕ Ω ξ =∑ (11)

и делят верхнюю полуокружность внутренне-
го круга X = ρ на (M – 1) одинаковых секто-
ров. Наружную верхнюю полуокружность эти 
лучи пересекут в точках с приведенной ради- 
альной координатой (см. выражение (7)):

включая точки на оси X при φ = 0, π.
При поиске приближенного решения 

потребуем выполнения нулевых граничных 
условий (6) не во всех точках внешней полу-
окружности, а только в M ее верхних точках 
          Поскольку в симметрично распо-
ложенных нижних точках указанные гра-
ничные условия при этом выполнятся авто-
матически, то на всей внешней окружности 
нулевые граничные условия выполнятся в 
итоге в (2M – 2) точках. Тогда выражение (11) 
перейдет в следующее:

которое представляет собой однородную 
систему линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ) с квадратной матрицей M×M 
относительно конечного числа M коэффи-
циентов Ck.

Условием нетривиальности решения си-
стемы (13) является равенство нулю ее де-
терминанта. Отсюда можно найти прибли-
женные значения первых M собственных чи-
сел задачи (1). Так как между окружностями  
(т. е. в области, занимаемой плазмой разряда) 
функция n(X,φ), описывающая концентра-
цию, нигде не должна становиться меньше 
нуля, физический смысл будет иметь лишь 
собственная функция, соответствующая 
наименьшему СЧ. Именно оно в дальней-

( )1 , 0,1, ..., ( 1)j j M j Mϕ = π − = −

2 21 sin
1

cos ,
1

j
jX a

M
ja

M

π = − − − 
π −  − 
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1
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0,1, ..., 1,

M
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шем подставляется в равенство (13).
Ввиду однородности уравнения (1) его ре-

шение можно вычислить лишь с точностью 
до постоянного множителя. Поэтому коэф-
фициенты Ck можно искать в относительных 
единицах, положив, например, C

0
 = 1. Затем 

столбец матрицы СЛАУ (13), который со-
держит C

0
 = 1, переносится в правую часть 

СЛАУ. Таким образом, система (13) будет 
преобразована из однородной в неоднород-
ную, но переопределенную СЛАУ, содержа-
щую M уравнений и (M – 1) неизвестных ко-
эффициентов C

1
, C

2
, ..., CM–1

, численные зна-
чения которых можно вычислить по методу 
наименьших квадратов.

Расчет показал, что величины коэффици-
ентов Ck быстро убывают с ростом k, так что 
при a ≤ 0,2 и ρ ≤ 0,5 подтверждается право-
мочность допущения о том, что конечность 
числа членов (10) и (11) не вносит заметной 
погрешности в решение n(X,φ). Графики 
выполнения граничных условий (9) для семи 
и двух точек верхней полуокружности и, со-
ответственно, для семи и двух членов суммы 
(10) показаны на рис. 2. Видно, что несмотря 

       a)     b)

Рис. 2. Выполнение граничных условий (9) на наружной окружности  
при их точном задании в (2M – 2) точках границы; представлены случаи M = 7 (а) и 2 (b);  

функция n(X,φ) в максимуме положена равной 1

на малое число точек, граничные условия 
(9) выполняются удовлетворительно на всей 
внешней границе: разница в самих решениях 
n(X,φ) для семи и двух членов (10) оказыва-
ется практически несущественной, а в соб-
ственных числах – в третьем знаке.

После вычисления коэффициентов C
1
, 

C
2
, ..., CM–1

 переменная n(X,φ) нормируется  
на единицу в максимуме, и при этом величи-
ны C

0
, C

1
, ..., CM–1

 пересчитываются еще раз.

Расчетные результаты

Примеры решений по описанной проце-
дуре показаны на рис. 3.

Необходимо отметить большую чувстви-
тельность формы n(X,φ) к эксцентрично-
сти: заметная неоднородность n(X,φ) от уг-
ла возникает уже при небольших значениях 
a (см. рис. 3). Чем больше значение ρ, тем 
при равных величинах a эта неоднородность 
сильнее. Количественно ее можно охаракте-
ризовать отношением минимального к мак-
симальному значению функции n(X,φ) на 
«гребне» (см. рис. 3). График этого отноше-
ния h2/h1 показан на рис. 4, a.
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Рис. 3. 3D-распределения функции n(X,φ) в верхней полуокружности, 
т. е. при y ≥ 0 (см. рис. 1) для значений эксцентриситета a = 0,01 (a) и 0,04 (b);

приведенный радиус внутренней стенки ρ = 0,25

Рис. 4. Зависимости отношения h2/h1 (а), а также СЧ ξ и электронной  
температуры плазмы Te (b) от эксцентриситета a газоразрядной трубки.

Отношение h2/h1 (см. рис. 3) показывает неоднородность n(X,φ)
 при ρ = 0,05 (1) и 0,25 (2). Приведены также графики СЧ для эксцентричного (1)  

и коаксиальных (2, 3) случаев с зазорами 1 – ρ + a (2) и 1 – ρ – a (3); величина Te (4)  
рассчитана для плазмы Ar при давлении 1 Торp и R = 1 см для эксцентричного случая

       a)     b)

Обсуждение результатов

В коаксиальном режиме ширина межсте-
ночного зазора b = 1 – ρ постоянна и не зави-
сит от угла φ. Ввиду центральной симметрии, 
в коаксиальном режиме нет иного направле-
ния диффузионного потока, ортогонального 
току, помимо радиального.

Величина СЧ              определяет 
величину температуры Te, которая в рассма-
триваемом случае пониженного давления 
газа является постоянной по всему попереч-
ному сечению положительного столба и со-

ответствует равенству скоростей рождения 
электронов путем прямой ионизации в объ-
еме и их гибели из-за амбиполярного диф-
фузионного ухода на стенки в радиальном 
направлении [9, 10]. Само значение Te как 
для коаксиальной, так и для эксцентричной 
геометрии разряда можно, зная величину СЧ 
ξ, определить из следующего выражения:i AR Dξ = ν

4
1 18191 1 exp ,
2 2

i e i

e i e

W T WCpR
T W T

 
ξ = + − 
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где Wi, эВ, – потенциал ионизации атома 
газа; p, Торр, – давление газа; R, см, – ради-
ус внешней стенки; C – константа, значения 
которой протабулированы в работах [9, 10] 
для различных газов.

Приведенное выражение выведено в дан-
ной статье из соотношения, полученного в 
работах [9, 10] и связывающего величину Te 
с радиусом трубки и сортом газа для цилин-
дрической геометрии положительного столба 
тлеющего разряда в диффузионном режиме.

Для эксцентричного случая в рассматри-
ваемых условиях положительного столба 
величина Te при незначительном эксцен-
триситете мало отличается от идеального 
коаксиального случая. Пример зависимости 
Te от a для разряда в аргоне при p = 1 Торр,  
R = 1,00 см и R1 = 0,25 см показан на рис. 4,b 
(кривая 4). Значение Te лишь незначительно 
убывает от 1,68 эВ при a = 0 (коаксиальная 
геометрия) до 1,63 эВ при a = 0,2 (эксцен-
триситет). Заметим, что для цилиндриче-
ской геометрии, при тех же условиях, значе-
ние Te составило бы всего 1,51 эВ.

Величина Te и в эксцентричном разряде 
остается постоянной в объеме положитель-
ного столба, а значит, скорость ионизации 
постоянна по всему объему. Однако шири-
на межстеночного зазора b при a > 0 с изме-
нением угла φ не сохраняется постоянной. 
Она меняется от bmin = 1 – ρ – a при φ = 0 
до bmax = 1 – ρ + a при φ = π (см. рис. 1), 
поэтому скорость радиального диффузи-
онного устранения зависит от угла φ: она 
максимальна в области bmin и минимальна 
в области bmax. Расчеты показывают, что ве-
личина СЧ ξ при a > 0 (см. рис. 4,b, кри-
вая 1) принимает промежуточное значение 
между таковыми для двух контрольных ко-
аксиальных случаев: с зазорами, равными 
bmax и bmin (кривые 2 и 3 соответственно). 
Это означает, что для эксцентричного слу-
чая в окрестности угла φ ≈ 0 (где зазор са-
мый узкий) скорость ионизации оказыва-
ется недостаточной для компенсации ра-
диального диффузионного ухода частиц к 
стенкам, а в области φ ≈ π (широкий зазор) 
– избыточной. 

Такой результат должен привести к следу-
ющим эффектам:

во-первых, вызвать рост электронной 
(и ионной) концентрации и ее градиента в 
области широкого зазора, а в области узко-
го – уменьшение названных параметров, по 
сравнению с коаксиальным случаем a = 0,  
т. е. привести к азимутально неоднородному 
распределению n(X,φ) (см. рис. 3);

во-вторых, при таком распределении 
концентрации имеет место ее азимуталь-
ный градиент gradφ[n(X,φ)] и соответствую-
щий ему диффузионный поток электронов 
в азимутальном направлении, «перекачива-
ющий» их из широкого зазора в узкий по обе 
стороны от внутренней стенки (рис. 5). Этот 
поток скомпенсирует избыточную генера-
цию электронов в широком зазоре, а также 
избыточность диффузионного устранения 
на стенки в узком зазоре; тем самым баланс 
заряженных частиц сойдется всюду. Но не-
однородность распределения n(X,φ) от угла 
φ при этом все же останется, так как назван-
ный поток, компенсирующий дисбаланс 

Рис. 5. Пространственное распределение n(X,φ) 
 (выражено яркостью и изолиниями), а также 

 направления потоков электронов в поперечном  
сечении плазмы (линии со стрелками) 

в эксцентричной геометрии разряда  
для ρ = 0,25 и a = 0,04.

«Компенсационный» поток течет  
в азимутальном направлении

 по гребню распределения n(X,φ)
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скоростей рождения и радиальной гибели 
заряженных частиц в разных областях по-
перечного сечения положительного столба, 
может протекать только при наличии ази-
мутального градиента концентраций. Доба-
вим, что наличие градиента концентрации 
электронов, направленного в среднем от 
узкого зазора к широкому вызовет появле-
ние постоянного электрического поля, на-
правленного в среднем вдоль оси x. Это по-
ле должно замедлить описанную диффузию 
электронов в азимутальном направлении до 
амбиполярной.

Заключение

Таким образом, отсутствие центральной 
симметрии пространственного распределе-

ния концентрации плазмы положительного 
столба в эксцентричной геометрии разряда 
можно считать характерным свойством плаз-
мы в данной геометрии, фактически ответ-
ственным за соблюдение баланса заряжен-
ных частиц плазмы во всем предоставленном 
ей объеме. На саму величину температуры 
Te незначительный эксцентриситет влияет 
мало. Однако для сохранения приемлемой 
азимутальной однородности разряда при пе-
реходе от цилиндрической к коаксиальной 
геометрии, необходимо обеспечить хорошую 
точность изготовления газоразрядного при-
бора: не следует допускать, чтобы расстояние 
между осями внутренней и внешней цилин-
дрических стенок превышало бы 1 – 2% от 
ширины межстеночного зазора.

Статья поступила в редакцию 29.10.2020, принята к публикации 02.11.2020.
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ПРОИЗВОДСТВО ИЗОТОПА МЕДИ-64  
ПУТЕМ ОБЛУЧЕНИЯ ЦИКЛОТРОННОЙ МИШЕНИ  
ИЗ ПРИРОДНОГО НИКЕЛЯ ПУЧКОМ ПРОТОНОВ

А. Тиба, А.Ю. Егоров, Я.А. Бердников, В.Н. Ломасов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Разработана методика расчета и выполнено численное моделирование процесса получе-
ния изотопа меди-64 по ядерной реакции 64Ni (p, n)64Cu. Требуемый радионуклид, применя-
емый в ядерной медицине, производится путем облучения мишени из природного никеля 
пучком протонов, получаемым на циклотроне. Условия проведения процесса диктовались 
возможностями циклотрона. В расчеты закладывалась начальная кинетическая энергия про-
тонов 17 МэВ (ток равен 10 мкА). В результате получены зависимости наработки изотопа 
меди-64 от толщины мишени и от времени облучения, изучена глубина проникновения про-
тонов в мишень, установлено, где концентрация ядер наработанного радионуклида макси-
мальна. Анализ полученных данных позволил определить оптимальную толщину никелевой 
мишени, она составила 0,54 мм.
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СOPPER-64 ISOTOPE PRODUCTION 
 THROUGH THE CYCLOTRON PROTON IRRADIATION 

OF THE NATURAL-NICKEL TARGET

A. Tiba, A.Yu. Egorov, Ya.A. Berdnikov, V.N. Lomasov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

A design procedure and numerical simulation of a production process for Cu-64 isotope by the 
64Ni (p, n)64Cu nuclear reaction have been developed. The required radionuclide applicable in the 
nuclear medicine is produced through irradiating a cyclotron target of natural nickel with a proton 
beam. The process conditions were dictated by the capabilities of the cyclotron; an initial kinetic 
energy of 17 MeV (at a current of 10 µA) was fed into computation. As a result, dependencies of 
the Cu-64 isotope production on the target thickness and on the irradiation time were obtained. 
The target depth of proton penetration was investigated, and it was established where the peak 
radionuclide concentration was produced. An analysis of the obtained data made possible the finding 
of the optimal thickness of the nickel target being of 0.54 mm.
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Введение

Как известно, лучевая диагностика и те-
рапия базируются на использовании разно- 
образных радиофармпрепаратов, создавае-
мых на основе радиоактивных изотопов. Сре-
ди радионуклидов, принадлежащих к раз-
ным элементам, изотоп меди 64Cu уникален, 
так как в процессе радиоактивного распада 
может испускать β+-, β–-частицы  (их энер-
гии равны соответственно 0,65 и 0,57 МэВ, а 
значения выхода 17,5 и 38,5 %) и оже-элек-
троны. Поэтому данный изотоп можно при-
менять как в позитронно-эмиссионной то-
мографии (ПЭТ), так и в тераностике (тера-
ностика занимается созданием препаратов, 
служащих одновременно и средством ранней 
диагностики, и терапевтическим агентом) [1, 
2]. Большими преимуществами данного изо-
топа перед прочими являются не только его 
химические свойства, но и большой период 
полураспада (12,7 ч), позволяющий упро-
стить получение, транспортировку и приме-
нение меченных им радиофармпрепаратов, 
по сравнению с широко используемыми в 
настоящее время.

Возможность восстановления двухва-
лентной меди Cu2+ до одновалентной Cu+ ис-
пользуется для молекулярной визуализации 
и локальной терапии гипоксических тканей, 
в том числе опухолевых [3, 4].

Клинические испытания препаратов на 
основе изотопа 64Cu показали, что медь за-
держивается только в тех клетках мозга и 
сердца, которые обеднены кислородом. Ме-
ченные данным изотопом пептиды и антите-
ла также можно употреблять в медицинской 
радиологии [5 – 8].

Сравнение препаратов на основе изотопа 
меди 64Cu с таковыми на основе изотопа ин-
дия 111In-Octreoscan, используемыми в насто-
ящее время, показало преимущество первого 
как позитронного излучателя, поскольку при 
этом удалось визуализировать даже непред-
виденные метастатические образования [9]. 

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)

При клинических испытаниях конъюгата 
64Cu-TETA-mab1А3 (применяется при раке 
кишечника) показано преимущество ПЭТ с 
применением 64Cu перед аналогичным ме-
ченным конъюгатом 111In [10 – 12].

Радионуклид 64Cu можно получать на 
ядерных реакторах по реакции захвата либо 
тепловых нейтронов 63Cu(n, γ)64Cu, либо бы-
стрых нейтронов 64Zn (n, p)64Cu (n, p – ней-
троны и протоны, γ – гамма-кванты). На 
циклотроне изотоп 64Cu можно получать по 
реакции 64Ni (p, n)64Cu [13]. 

Однако выходы изотопа 64Cu при получе-
нии на ядерном реакторе низки, и уровень 
их радионуклидной чистоты нередко ока-
зывается неудовлетворительным [13]. Таким 
образом, для получения 64Cu становится аб-
солютно необходимым проводить реакции 
на циклотронах, где они индуцируются заря-
женными частицами. Мишенью для произ-
водства изотопа 64Cu на циклотронах может 
служить как природный, так и обогащенный 
(на 99,6 %) никель.

Целью настоящей работы является раз-
работка методики расчета, соответствующих 
алгоритма и программы, а также проведение 
численного моделирования наработки изото-
па 64Cu путем бомбардировки протонами ми-
шени из природной смеси изотопов никеля. 

Численные параметры модели определя-
лись характеристиками циклотрона МГЦ- 
-20 Санкт-Петербургского политехническо-
го университета Петра Великого: энергия 
протонов – 17 МэВ при токе 10 мкА. Чис-
ленное моделирование процесса позволяет 
определять оптимальную толщину мишени 
для максимального выхода требуемого изо-
топа.

Методика расчета

Как отмечено выше, для наработки 64Сu 
используется пучок протонов с начальной 
энергией 17 МэВ (ток 10 мкА). Мишенью 
служит природная смесь изотопов никеля 
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(процентное содержание изотопа 64Ni в при-
родном никеле составляет 0,926 %).

При расчетах учтены потери энергии про-
тона на возбуждение и ионизацию при про-
хождении через вещество мишени [14]: 

где –dE/dx, МэВ/см, – удельные ионизаци-
онные потери (x – глубина проникновения 
протонов); z, Z – зарядовые числа снаряда и 
мишени соответственно; A, г/моль, – атом-
ная масса; ρ, г/см3, – плотность мишени; 
me, г, – масса электрона; c, см/с, – скорость 
света; β – отношение скорости снаряда к 
скорости света (β = v/c); γ – лоренц-фак-
тор; Wmax, МэВ, – максимальная передача 
энергии в единичном столкновении; I, эВ, – 
средний ионизационный потенциал; δ(βγ) 
– коррекционный фактор, учитывающий 
влияние плотности мишени на ионизаци-
онный потенциал. 

Коэффициент K рассчитывается по фор-
муле

                                                        МэВ/моль,

где NA – постоянная Авогадро; re, см, – клас-
сический радиус электрона.

Максимальная передача энергии выража-
ется как

где M, г, – масса частицы-снаряда.
Средний ионизационный потенциал ато-

ма никеля составляет (как и эта величина для 
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других элементов) I = 311 ± 10 эВ [15]. 
Следует учесть, что в нерелятивистском 

случае β2 << 1; далее, частицей-снарядом 
является протон (z = 1, M >> me), потеря 
энергии осуществляется на электронных 
оболочках атомов всех изотопов никеля в 
природном никеле, т. е. ρ = ρNi = 8,908 г/см3;  
A =     = 58,6934 г/моль. Тогда формула (1) 
упрощается:

Решение уравнения (2) дает зависимость 
E(x) – средней энергии протонов от глубины 
их проникновения. 

Наработка изотопа Cu64 осуществляется 
за счет реакции Ni64 (p, n) Cu64. Энергетиче-
ская зависимость сечения этой реакции σ(E) 
измерена во многих экспериментах. В насто-
ящей работе использовался результат объе-
динения экспериментальных данных, пред-
ставленный в работе [16].

Используя решение уравнения (2), перей- 
дем к определению зависимости сечения 
реакции от глубины проникновения прото-
нов σ(x). Наработка Cu64 на различной глу-
бине в мишени при этом будет определяться 
по формуле:

где NCu64 – число ядер изотопа 64Cu; J, А, – ток 
циклотрона; nNi64 – концентрация ядер 64Ni в 
природном никеле; λ – постоянная распада 
64Cu; e, Кл, – заряд электрона; trad, c, – время 
облучения мишени.

Интегрируя выражение (3) от нуля до тол-
щины мишени τ, получим распределение 
наработки 64Cu по глубине проникновения 
изотопа:

A
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Снижением потока протонов с глубиной, 
а также наличием других процессов, выводя-
щих протоны, в данном случае можно пре-
небречь. Полученная формула не учитывает 
времени остывания мишени, которое можно 
учесть через домножение формулы на экспо-
ненциальный множитель вида exp(–λtcool). Из 
формулы (3) видно, что при trad ≈ 3/λ дальней-
шее облучение нецелесообразно, поскольку 
кривая накопления выходит на плато.

Такое поведение зависимости связано с 
постепенным появлением соизмеримости 
скоростей наработки изотопа и его распа-
да. Однако значение 1/λ для 64Cu составляет 
18,3 ч, что значительно превышает реальное 
время облучения. При trad << 1/λ множитель

т. е. наработка пропорциональна времени.

Результаты применения  
метода и их обсуждение

Решение уравнения (2) представлено на 
рис. 1,a для протонов с начальной кинетиче-
ской энергией 17 МэВ и мишени из природ-
ного никеля. Видно, что протоны теряют всю 
свою энергию на глубине мишени 0,56 мм.

На рис. 1, b представлен результат интер-
поляции сечения реакции (3), полученный 
в работе [16]. Обработкой этой зависимости 
и с помощью решения уравнения (2) найде-

на зависимость сечения от глубины мишени 
(рис. 1,с). Видно, что сечение максимально 
при энергии протонов около 10 МэВ, кото-
рую они имеют на глубине примерно 0,32 мм. 
На этой же глубине будет и максимальная 
концентрация наработанных атомов 64Cu.

На рис. 2,a представлены расчетные 
результаты по распределению числа ато-
мов 64Cu по глубине для различных времен 
облучения (взят интервал от 0,5 до 2 ч, см. 
формулу (3)). На рис. 2, b представлены 
результаты интегрирования зависимости (4) 
от толщины мишени τ для тех же самых вре-
мен облучения.

На рис. 3 представлены результаты расче-
та числа наработанных атомов 64Cu в зависи-
мости от двух периодов времени облучения 
(5 и 50 ч) для четырех значений толщины 
мишеней. Видно, что при времени облуче-
ния до 5 ч число наработанных атомов с хо-
рошей точностью линейно растет, тогда как 
для бóльшего периода времени облучения 
наблюдается насыщение и выход на плато.

Анализ полученных расчетных данных 
позволяет заключить, что максимальная нара-
ботка 64Сu достигается при толщине мишени 
0,545 ± 0,006 мм. Основной вклад в погреш-
ность обусловлен неопределенностью в изме-
рении сечения σ(E) [16] при пороговой энер-
гии реакции 2,5 МэВ (учтен вклад в неопре-
деленность при использовании упрощенной 
формулы (2) вместо полной формулы (1)). 

σ, mbσ, mbE, Mev

x, cm x, cmE, Mev

     a)             b)     c)

Рис. 1. Распределение энергии протонов по толщине мишени  
из природного никеля (решение уравнения (2)) (a) и зависимости сечения реакции  

64Ni(p, n)64Cu от энергии протонов (b) и от глубины мишени (c).
Начальная кинетическая энергия протонов – 17 МэВ; на рис. b) и с) линиями показано  

поведение кривых «сечение», а полосами – погрешности его определения [16]

( )1 exp ,rad radt t− −λ λ ≈  
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Дальнейшее наращивание толщины мишени 
не должно приводить к увеличению наработ-
ки, так как при больших значениях толщины 
средняя энергия протонов становится ниже 
пороговой энергии реакции. Максимальная 
концентрация ядер 64Сu находится на глубине 
мишени от 0,20 до 0,49 мм. 

Таким образом, указанное значение тол-
щины мишени, т.е. 0,545 ± 0,006 мм, следует 
считать оптимальным для наработки макси-
мального количества изотопа 64Cu.

Заключение

В настоящей работе разработана расчет-
ная методика и по ней выполнено численное 
моделирование процесса получения изото-
па 64Cu, важного для применения в ядерной 
медицине. Рассмотрен процесс наработки 
изотопа 64Cu путем облучения мишени из 
природного никеля пучком протонов, полу-
чаемым на циклотроне. Начальная кинети-
ческая энергия протонов – 17 МэВ при токе 
10 мкА. 

Расчетным путем были получены зависи-

1

2

3

4

1

2

3

4

x, cm τ, cm

NCu64dNCu64 /dx, cm–1

     a)       b)

Рис. 2. Распределения ионизационных потерь атомов 64Cu по глубине проникновения  
в мишень (a) и зависимости числа этих наработанных атомов от толщины мишени (b)  

для различного времени облучения, ч: 0,5 (1), 1,0 (2), 1,5 (3), 2,0 (4).
Линиями показаны кривые зависимостей, а полосами – погрешности их определения  

(связаны с погрешностями нахождения сечения реакции)

Рис. 3. Динамика числа наработанных атомов 64Cu за 5 ч (a) и 50 ч (b) облучения  
для мишеней различной толщины τ, мм: 0,2 (1), 0,3 (2), 0,4 (3), 0,5 (4). 

Линиями показаны кривые зависимостей, а полосами – погрешности их определения  
(связаны с погрешностями нахождения сечения реакции)
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мости наработки изотопа 64Cu от толщины 
мишени и от времени облучения. Определена 
глубина мишени, на которой концентрация 
ядер наработанного изотопа максимальна.

В результате выполненного моделиро-
вания процесса была найдена оптимальная 

толщина мишени, составляющая 0,54 мм, 
для наработки максимального количества 
изотопа 64Cu. Полученный результат очень 
важен для диагностики и терапии различных 
заболеваний, применяемых в ядерной меди-
цине.
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Theoretical physics

Introduction

The quantization of covariant theories, to 
which we include gauge theories with constraints 
linear in momenta, as well as the theory of grav-

ity and string theory with quadratic in momenta 
(Hamiltonian) constraints, makes it necessary to 
expand their phase space by including Lagrange 
multipliers and ghosts along with the correspond-
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ing canonical momenta [1 – 6]. However, in the 
simplest case of the reparametrization-invariant 
theory of a relativistic particle, all this construc-
tion is reduced to introducing the particles proper 
time parameter into the initial action, followed by 
integrating the wave function over this parameter 
within [0, ∞) [7]. The result is a representation of 
the Feynman propagator of a particle, which was 
first proposed by V.A. Fock [8] and J. Schwing-
er [9]. Based on this, a simplified procedure for 
quantizing the covariant theory was proposed in 
Ref. [10], in which the parameters of finite sym-
metry transformations (including the proper time 
in reparameterization-invariant theories) are in-
troduced into the classical theory as additional 
coordinates.

The equations of constraints in quantum the-
ory with this modification take the form of evolu-
tion equations on a group space, and the invariant 
propagator is obtained after integrating the wave 
function over the group parameters over the en-
tire area of their variation (for proper time, these 
are the functional space (FS) integrals within [0, 
∞)) with a simple measure equal to 1. However, 
in contrast to gauge theories with linear momen-
tum constraints, FS integrals are not removed by 
delta functions from Hamiltonian constraints. 
This means that in quantum theory there is no 
time parameter. In Ref. [11], to solve the problem 
of time in the case of a homogeneous isotropic 
model of the universe, the second stage of modi-
fication is proposed, in which an additional con-
dition is imposed on the dynamics of proper time 
as an independent dynamic variable. It consists in 
adding to the initial action its small variation gen-
erated by the infinitesimal shift of proper time. 
As a result, a new quantity arises in the theory – 
mass-energy, which corresponds to its own time. 
In a homogeneous universe, this quantity is an 
integral of motion and must be added to the orig-
inal set of constants of the universe. In Ref. [11], 
it was also suggested that the mass of the universe, 
taking into account the multi-turnaround of time 
in the general case [12], will have the character of 
a distribution, which should be supplemented by 
the corresponding mass flux density. The purpose 
of this work is to substantiate this assumption by 
the example of a simple dynamical system with 

two proper time parameters and with the algebra 
of constraints identical to SL (2, R). In this case, 
we will have two components of its own mass and 
a flow between them. These three parameters are 
not integrals of motion. They are present in the 
energy-momentum balance of the system (con-
straint equations), and should be considered as 
observable quantities. Their equations of mo-
tion, together with the equations of constraints, 
make it possible to remove integration over the 
parameters of proper time and thereby solve the 
problem of time in the quantum theory.

The first stage of modification  
of SL (2, R)-model

The initial Lagrange function of the consid-
ered dynamic system has the form:

where the dot denotes derivatives with respect 
to an arbitrary parameter τ; N

1
, N

2
 are the lapse 

functions, N
3
 is the shift function [12]. 

Minkowski indices uμ, vν, μ, ν = 0, 1, 2, 3 are 
implied and abbreviated notation for the invari-
ants of the Minkowski space are used. 

Hamilton’s function is reduced to a linear 
combination of constraints

where

The Poisson brackets of these constraints form 
the algebra SL(2, R) [13]:

(4)
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This algebra will serve us as the simplest ana-
logue of the algebra of constraints of the theory 
of gravity (and string [14]). The constraints are 
generators of infinitesimal symmetry transforma-
tions of the canonical variables, which are com-
pensated by the transformation of the lapse and 
shift functions [1],

which ensures the invariance of the action (in this 
case C

311
 = 2, C

322
 = –2, C

123
 = 1).

At the first stage of the modification of the 
dynamic theory, as additional generalized co-
ordinates, we introduce the parameters of finite 
symmetry transformations that arise as a result of 
the integration of the system of functional differ-
ential equations:

where the functions Λαβ obey the system of dif-
ferential equations [10]:

The modified theory is obtained by substitut-
ing (6) into the original Lagrange function (1). 

The modified Hamilton function reduces to a 
linear combination of modified constraints

which form a closed algebra with trivial Poisson 
brackets. 

It is these constraints, in quantum theory that 
have the form of evolution equations on a group 
space with coordinates sα. Since these coordinates 
are not observable, one should take additional in-
tegrals over them of the wave function over the 
entire range of their variation on the manifold 
of the group. For the parameters of proper time, 
these are the integrals of the FS within [0, ∞). As 

,N C Nα α βγα β γδ = ε − ε (5)

,N sβ α αβ= Λ (6)

(7)
0.

s s
C

αβ γβ

γ α
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(8)

a result of this integration, the wave function los-
es its dynamic meaning. It is necessary to take the 
next step in modifying the original theory [11], 
which will remove additional integrals.

Second stage of the theory modification

Considering the coordinates on the group 
space as independent dynamic variables, we take 
their classical equations of motion as additional 
conditions. The latter are obtained as a result of 
the infinitesimal shift of these variables sα → sα + 
+ εα in the action. 

Thus, the finally modified Lagrange function 
takes the form:

Below we will see that this modification sig-
nificantly changes the theory in the right direc-
tion – the removal of the integrals of the FS over 
its group evolution parameters.

We turn to the Hamiltonian form of the mod-
ified theory. Let’s find the canonical momenta:

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

22
3 2

1
1

2
3 2

2
2

2
3 2

12
1

2
3 2

22
2

3 3
3

1 2

1
2

1
2

1
2

1
2

.

u N u
L v N

N

v N v
u N

N

u N u
v N

N

v N v
u N

N

u N u v N v
u v N

N N

 −
= + + 

  
 +

+ + − 
  
 −

− + δ − 
  
 +

− + δ − 
  
− + 

− − δ 
 











 

(9)

(10)( )3 31

1 1 1

1 ,
u N u NNp u

N N N
−   δδ

= − − 
 



( )3 32

2 2 2

1 ,
v N v NN v

N N N
+   δδ

π = − + 
 



(11)

1 1 2 2sp H H
α

β β= − Λ − Λ −



St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 14 (1) 2021

150

The Hamilton function, as expected, is re-
duced to a linear combination of new constraints, 
which are here used by Eqs. (12). 

In these equations, velocities should be elim-
inated by expressing them in terms of canonical 
momenta. First, eliminate the variation δN

1
, δN

2
, 

δN
3
. To do this, we use the old constraints that are 

contained in Eqs. (13) together with the new dy-
namic variables, which are the two components 
of the mass distribution in our model universe 
and the mass flow. We express the old connections 
through new dynamic variables by solving Eqs. 
(13) using a triple of 3-vectors            each 
of which is orthogonal to the corresponding addi-
tional pair of column vectors  

We find the variations δN
1
, δN

2
 from the Ha- 

miltonian constraints:
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and for the variations δN
3
 the momentum con-

straint remains:

which we cannot solve explicitly. 
We only note that the variation δN

3
 is a 

homogeneous function of the first degree of the 
canonical momenta, as well as Eqs. (15), which 
contain square roots. After that, we can substitute 
the velocities (10), (11) in Eqs. (12) and obtain 
the required equations of new constraints. 

Leaving these constraints in the same implicit 
form, we write the modified action in the cano- 
nical form:

where    denotes the right hand side of the Eqs. 
(12). 

Here we consider infinitesimal shifts as canoni-
cal momenta. We will see the solution to the prob-
lem of time in our “universe” when we exclude mo-
menta in this canonical form of action and write it 
again in Lagrangian form. We can do this explicitly.
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Proper time

We will be the first to exclude the momenta 
   conjugated to the group parameters sα. As a 
result, we get        . Next we exclude infini-
tesimal shifts. This gives the equations of motion 
in the form of the law of the change in time of 
new dynamic variables:

The last ones we exclude the canonical mo-
menta corresponding to the "physical" degrees 
of freedom – the Minkowski coordinates uμ, vν. 
Here the difficulty remains associated with the 
absence of an explicit solution of the constraint 
equations with respect to variations δN

1
, δN

2
, 

δN
3
. However, it is easy to see that the resulting 

dependence of the modified Hamiltonian on the 
canonical momenta is a homogeneous function 
of the first degree. The consequence is that all 
terms in the canonical action (17), depending on 
the canonical momenta, disappear. 

Thus, the dependence of the modified action 
on all velocities disappears, except for the one 
contained in the equations of motion (18), as 
well as in the old constraints (4), which we must 
now remember and add to the action as addi-
tional conditions. We also recall that the implicit 
solution of these constraints involves the opera-
tion of extracting a square root with a choice of 
the sign of this root. We must perform the same 
operation under additional conditions, writing 
down the Hamiltonian constraints with square 
roots of the kinetic energies of the physical de-
grees of freedom. As a result, we get the modified 
action in the form

sp
α

N sα α=
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where additional conditions are included with 
the corresponding Lagrange multipliers λ

1
, λ

2
, 

λ
3
. Infinitesimal shifts εβ also fulfill their original 

function of the Lagrange multipliers. 
Note that the modified Lagrange function is 

a homogeneous first-order velocity function, so 
that the theory remains explicitly reparameteri-
zation-invariant.

In the quantum theory, in the representation 
of a propagator in the form of a functional in-
tegral, integration over the Lagrange multipliers 
gives the product of the corresponding function-
al delta functions that remove functional inte-
gration over group parameters sα, as well as over 
additional parameters   . The dynamics of the 
latter, considered by us as observables, serves to 
measure their proper time in the universe. If we 
do not allow the introduction of new observables 
and set Pε = 0, the additional equations of mo-
tion for them also disappear. Then the FS inte-
grals are removed by δ-functions from the initial 
constraints, which have the same meaning as the 
first integral,
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defining time in mechanics. 
Any physical degree of freedom can play the 

role of proper time in this case.

Conclusions

A modification of the covariant dynamical 
theory with constraint algebra SL2 is inspired 
by the problem of time in quantum theory. The 
usual practice in this case of imposing addition-
al gauge conditions violating the covariance has 
been replaced by a modification of the original 
theory at the classical level, which does not vio-
late the covariance of the dynamics of the phys-
ical degrees of freedom. Additional conditions 
in it are imposed on the physically unobserva-

ble parameters of symmetry transformations – 
proper time (for each point of the "universe" its 
own) and the spatial shift between points. How-
ever, the modification turns out to be deeper, 
adding new dynamical variables to the balance 
of energy and momentum of physical degrees of 
freedom, which should be considered observa-
ble. The dynamics of these observables can serve 
to measure proper time and spatial shifts, form-
ing the fundamental frame of reference in the 
universe.
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В статье рассмотрена возможность обработки результатов голосования в случае коллекти-
ва экспертов с различной эффективностью оценки ситуации. Предполагалось, что эксперты 
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Введение

Для того чтобы принять сложное и не-
стандартное решение, как правило, запра-
шивается мнение группы экспертов. В слу-
чае выбора сразу нескольких решений для 
упорядочения возможных вариантов, пред-
ложенных экспертами, используются мето-
ды «парных сравнений», «ранжирования» и 
другие [1, 2]. При выборе одного решения 
обычно считается, что все эксперты одина-
ково профессиональны и принятым считает-
ся вариант, получивший наибольшее число 
голосов. Особенности и недостатки такой 
обработки результатов голосования рассма-
тривались во многих работах [3 – 8]. 

В данной статье рассматривается возмож-
ность обработки результатов голосования 
в случае коллектива экспертов, обладаю-
щих различной эффективностью при оцен-
ке ситуации. При этом предполагается, что 
эксперты должны решить, какую из двух 
возможностей следует выбрать. Такая аль-
тернатива встречается, например, в ходе вра-
чебного консилиума, когда решается вопрос 
о диагностике конкретного заболевания. 
Эксперт пытается, используя свой опыт и 
имеющуюся у него информацию о конкрет-
ном пациенте, распознать, с какой из двух 
возможных ситуаций он в действительности 
имеет дело: страдает пациент данным забо-
леванием или нет. 

Необходимость подобного выбора возни-
кает не только в медицине. Опыт экспертов 
нужен в консалтинговых компаниях [9], на-
учных и производственных советах [10, 11]. 
Бинарный выбор имеет место, например, 
при назначении претендента на должность 
руководителя большого предприятия, когда 
решается вопрос, имеет ли в действитель-
ности данный кандидат все необходимые 
качества руководителя и будет ли полезен в 
будущем. Также эксперты могут участвовать 
в решении вопроса о целесообразности ре-
волюционного реформирования предприя-
тия, об участии в конкретном инвестицион-
ном проекте и т. п.

Применение оптимального алгоритма
Неймана – Пирсона для принятия

коллективного решения

Предположим, что экспертный совет со-
стоит из G однородных групп с количеством 
экспертов в каждой группе Ng. Считается, 
что все эксперты принимают решение неза-
висимо друг от друга, в том числе и внутри 
одной группы. Однородные группы могут 
формироваться на основе их предыдущей ра-
боты в других консилиумах. Этими группами 
могут быть разные отделения медицинского 
учреждения, в каждом из которых проводит-
ся голосование. Сотрудники одного отделе-
ния могут иметь схожие взгляды на симпто-
мы болезни. 

Обозначим    вероятность того, что 
врач-эксперт группы g принимает здорового 
пациента за здорового, а     – вероятность 
того, что врач-эксперт принимает больного 
пациента за здорового. Это условные веро-
ятности того, что эксперт говорит «здоров» 
в ситуациях A и B, соответственно. Экспер-
ты объединены в одну группу g, потому что 
у них одинаковые значения вероятностей 
     и    . Тогда вероятности того, что экс-
перт прав, равны     и 1 –    . Вероятности  
правильного выбора могут быть равны или 
удовлетворять как неравенству            ,  
так и неравенству            . Последнее  
неравенство в медицине, например, характе-
ризует врача, склонного к гипердиагностике, 
т. е. ошибочному заключению о наличии у 
пациента болезни. 

Далее число голосов в пользу варианта A в 
группе g обозначим через ng. Объединим эти 
величины в вектор голосования

Число разных исходов голосования равно

Если учесть, что эксперты принимают ре-
шение независимо друг от друга, то вероят-
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ности исхода n в вариантах A и B выражаются 
как

Для построения оптимального критерия 
Неймана – Пирсона [11, 12] ключевую роль 
играет статистика:

Упорядочим возможные исходы голосова-
ния в порядке возрастания K(n):

Введем сечение последовательности (4) 
значением

где k0 – порядковый номер значения K0 в по-
следовательности (4).

Конкретный выбор значения k0 обсужда-
ется ниже. Коллективное решение, согласно 
критерию Неймана – Пирсона, принимается 
в зависимости от того, какое из нижеприве-
денных условий выполняется для голосова-
ния n = nk:

В случае (5) гипотеза A принимается,  
т. е. согласно принятой в математической ста-
тистике терминологии, совокупность таких 
векторов голосования nk входит в допусти-
мую область. В случае (7) гипотеза отверга-
ется (nk принадлежат критической области). 
В пограничном случае (6) принятие решения 
осуществляется статистически: гипотеза A 
отвергается с вероятностью ε, и принимается 

( ) ( )( ) ( )( )
1

1 ,
g g g

g

g

G n N nn g g
A N A A

g

P C p p
−

=

= −∏n (1)

( ) ( )( ) ( )( )
1

1 .
g g g

g

g

G n N nn g g
B N B B

g

P C p p
−

=

= −∏n (2)

( ) ( )
( )

.B

A

P
K

P
=

n
n

n
(3)

( ) ( ) ( )1 2 .MK K K≤ ≤ ≤n n n (4)

( )00 ,kK K= n

0

0

0

,
,
.

k k
k k
k k

<

=

>

(5)
(6)
(7)

с вероятностью 1 – ε.
Для такого алгоритма вероятность ошиб-

ки первого рода равна

Вероятность ошибки второго рода дается 
выражением

В алгоритме Неймана – Пирсона вероят-
ность статистической ошибки первого рода 
может задаваться произвольно, а алгоритм 
обеспечивает минимальность вероятности 
ошибки второго рода при выбранном зна-
чении вероятности ошибки первого рода. 
Далее параметры k0 и ε выбираются из усло-
вия, согласно которому вероятность ошибки 
первого рода α принимала бы заданное зна-
чение. Из соотношения (8) получаем:

Поясним, в чем состоит оптимальность 
критерия Неймана – Пирсона. Рассмотрим 
некоторый произвольный критерий приня-
тия коллективного решения, определяемый 
функцией

Эта функция равна вероятности, с кото-
рой гипотеза A отвергается и, соответствен-
но, с вероятностью 1 – φ1(nk) принимается 
при исходе голосования nk. Соответствую-
щая функция для оптимального критерия, 
согласно формулам (5) – (7), имеет вид
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Пусть α
1
 и β

1
 – вероятности ошибок пер-

вого и второго рода для критерия (11). Кри-
терий Неймана – Пирсона оптимален в том 
смысле, что при любом выборе функции (11) 
выполняется условие

Это означает, что исключается случай, 
когда у какого-либо критерия при той же или 
меньшей вероятности ошибки первого рода 
вероятность ошибки второго рода также бы-
ла бы меньше, чем у оптимального критерия.

Оптимальность можно сформулировать и 
более наглядно, если ввести понятие сравни-
мых по точности критериев. Будем считать, 
что два критерия сравнимы, если вероятно-
сти ошибок первого и второго рода одно-
го из них отклоняются от соответствующих 
вероятностей другого критерия в одну сто-
рону [13, 14]. Естественно назвать критерий 
с меньшими вероятностями ошибок более 
точным. В этих терминах оптимальный кри-
терий более точен, чем любой сравнимый с 
ним критерий, или же оба критерия имеют 
одинаковую точность.

Формулы (10) и (9) позволяют построить 
функцию

Выбор вероятности ошибки первого рода 
α произволен, и для каждого ее значения мы 
получим минимально возможное значение 
вероятности ошибки второго рода, применяя 
алгоритм Неймана – Пирсона.

Если известна априорная вероятность ва-
рианта A (обозначим ее PA), то можно поста-
вить следующую задачу: так выбрать α, чтобы 
получить минимальную вероятность полной 
ошибки принятия решения

Это значение αopt определяется формулой

1 1 .α ≤ α⇒β ≥β

( ).β = β α

Пример расчета  
по оптимальному алгоритму

Приведем конкретный пример вычис-
лений, основанных на оптимальном кри-
терии. Рассмотрим врачебный консилиум, 
состоящий из двух групп. Параметры конси-
лиума даны в табл. 1. Результаты применения 
оптимального критерия к процессу принятия 
этим консилиумом коллективного решения 
отображены в табл. 2.

Во второй таблице представлены все-
возможные исходы голосования, ранжиро-
ванные по величине (3). В крайнем правом 
столбце даны значения этой величины. Во 
втором и третьем столбцах (слева) дается ко-
личество голосов в пользу варианта A в ка-
ждой из двух групп: величины n

1
 и n

2
, соот-

ветственно.
В четвертом столбце слева приведена ве-

роятность соответствующего исхода голо-
сования, в предположении, что экспертам 
предъявлен вариант A. В пятом столбце сле-
ва – кумулятивная вероятность: вероятность 
данного исхода или любого другого (он распо-
ложен ниже). Второй и третий столбцы справа 
содержат аналогичную информацию, но экс-
перты оценивают вариант B. Кроме того, ку-
мулятивная вероятность вычисляется теперь 
для исходов голосования, расположенных 
выше данного. Кумулятивные вероятности 
служат для вычисления вероятностей стати-
стических ошибок (см. текст ниже).

Предположим, что приведенная в табл. 
2 последовательность итогов голосования 
произвольно разбита на верхнюю и нижнюю 
части. В иллюстрирующей таблице разби-
ение проходит по состоянию с порядковым 
номером k = k

0
 = 4. Согласно оптимальному 

критерию, состояния, расположенные ни-
же границы, т. е. числа строки, выделенные 
жирным красным шрифтом, принадлежат 
критической области, а состояния выше гра-
ницы входят в допустимую область. Если ре-
зультат голосования попадает в критическую 
область, то принимается вариант B. Если 
же результат голосования находится в допу-
стимой области, то решение принимается 
в пользу варианта A. Если при голосовании 

( ) ( ) ( ).A AP Pγ α = α + 1− β α (12)

( )arg min .opt
α

α = γ α (13)
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что согласуется с формулами (8) и (9).
На рисунке приведен фрагмент графика 

функции β(α) для практически интересных 
значений α и параметрах модели, приведен-
ных в табл. 1. Отметим, что зависимость β от 
α является кусочно-линейной. Это видно из 
формул (14). Действительно, при непрерыв-
ном увеличении α, сначала растет величина 
ε при неизменном значении k

0
. Затем, когда 

ε достигает своего максимального значения 

Таблица 1
Параметры врачебного консилиума

Номер группы Численность, чел. pA pB

1 3 0,90 0,20
2 2 0,95 0,10

Представлены вероятности того, что врач-эксперт принимает здорового человека за здорового (pA) и 
больного пациента за здорового (pB).

Таблица 2
Итоги голосования консилиума и их вероятностные параметры

Пор. 
номер

k

Вектор 
голосования 
за вариант A 
n = (n1, n2)

Вариант A Вариант B
K(n)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

3
2
3
1
2
3
0
1
2
0
1
0

2
2
1
2
1
0
2
1
0
1
0
0

0,658
0,219
0,0693
0,0244
0,0231
0,00182
0,000902
0,00257
0,000608
0,000095
0,0000675
0,0000025

1,00
0,342
0,123
0,0535
0,0291
0,00606
0,00424
0,00334
0,000773
0,000165
0,00007

0,0000025

0,00008
0,00096
0,00144
0,00384
0,0173
0,00648
0,00512
0,06912
0,0778
0,0922
0,311

0,0415

0,00008
0,00104
0,00248
0,00632
0,0236
0,0301
0,0352
0,104
0,182
0,274
0,585
1,00

0,000122
0,00438
0,0208
0,158
0,749
3,56
5,67
26,9
128
970
4610

166000

реализуется граничный случай, то вариант 
B принимается с вероятностью ε и делается 
выбор в пользу варианта A с вероятностью  
1 – ε.

Таким образом, граница статистически раз-
мывается: с вероятностью ε она входит в кри-
тическую область, а с вероятностью 1 – ε она 
входит в допустимую. Из изложенного выше 
ясно, что после выбора величин

     k0 и ε  

вероятности ошибок первого и второго рода 
равны:

( )A
kP ( )A

k∑ ( )B
kP ( )B

k∑

( )01 12, 0 1k≤ ≤ < ε ≤

( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

0 0

1

1

,

1 ,

A A
k k

B B
k k

P

P
+

−

α = + ε ⋅

β = + − ε ⋅

∑
∑

(14)
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Пример зависимости вероятности ошибки  
второго рода от вероятности  

ошибки первого рода
 (параметры модели даны в табл. 1)

ε = 1, величина k
0
 уменьшается на единицу, 

кумулятивная вероятность        увеличи-
вается на    , а величина ε становится рав-
ной нулю. При дальнейшем росте α значе-
ние ε снова увеличивается, и весь процесс 
повторяется. Из второй формулы (14) видно, 
что величина β линейно зависит от α. Таким 
образом, на участках изменения α, когда k

0
 

фиксировано, β линейно зависит от α. На ри-
сунке показаны три таких участка линейной 
зависимости. В вершинах ломаной значение 
ε = 1, что означает исчезновение стохастиче-
ского элемента оптимального критерия при 
таких значениях α.

Из того, что функция β(α) – кусочно-ли-
нейная, вытекает, что и вероятность полной 
ошибки γ(α) обладает тем же свойством (см. 
формулу (12)). Но тогда задача минимизации 
функции γ(α) (см. формулу (13)) в качестве 
своего решения имеет значение α, которому 
соответствует одна из вершин. В этих верши-
нах ε = 1 и критерий не является стохасти-
ческим. Таким образом, в рамках довольно 
общей постановки задачи критерий Ней-
мана – Пирсона не содержит рандомизиро-
ванного элемента. Если учесть, что в случае 
непрерывного распределения рандомизация 

отсутствует в принципе [11], то можно кон-
статировать, что оптимальный критерий на 
практике часто оказывается детерминиро-
ванным.

Изложенный в данной работе метод 
позволяет рационально объединить голоса 
отдельных врачей-экспертов в общее заклю-
чение консилиума. Этот алгоритм принятия 
коллективного решения является оптималь-
ным в описанном выше смысле. В преды-
дущем параграфе показано, что даже совет, 
состоящий из экспертов различной квалифи-
кации, может с большой вероятностью при-
ходить к правильному выводу. Эта ситуация 
сродни уменьшению погрешности измере-
ний за счет их независимости и массовости. 
Аналогично и в случае принятия коллектив-
ного решения принципиально важно, чтобы 
эксперты, делая свое заключение, были не 
зависимы друг от друга. Это условие может 
нарушаться в жизни по разным причинам. 
Например, во время коллективного обсужде-
ния диагноза может проявиться стремление 
каждого специалиста к унификации мнений 
членов совета. Возможно непреднамеренное 
давление отдельных экспертов (например, 
своим авторитетом) на других специалистов. 
Все это может как увеличивать, так и умень-
шать вероятность правильного коллективно-
го решения. 

Другой возможной причиной нарушения 
независимости суждений экспертов может 
быть какая-либо распространенная среди 
специалистов данной группы ошибочная 
установка. Это приведет к возникновению 
статистической зависимости (корреляции) 
между мнениями отдельных экспертов, хотя 
в этом случае отсутствует непосредственное 
взаимодействие между ними. 

Отметим, что независимость принятия 
решения экспертами не является непремен-
ным условием применения оптимального 
критерия. В случае присутствия корреляции, 
формулы (1) и (2) теряют силу. Однако вме-
сто них соответствующие формулы можно 
записать и при наличии корреляции, если 
имеется достаточно информации о статисти-
ческой зависимости. 

( )
0 1
A

k +∑
( )
0

A
kP
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Заключение

Исследована возможность обработки ис-
хода голосования членов экспертной груп-
пы, уровень квалификация которых разли-
чен. В качестве примера рассмотрена ситуа-
ция в медицинской среде, когда консилиум 
призван решить вопрос о наличии у пациен-
та предполагаемого заболевания. Требова-
лось построить алгоритм решения задачи об 
объединении голосов отдельных экспертов 
в коллективное решение. За основу постро-
ения алгоритма был взят принцип Неймана 
– Пирсона, согласно которому минимизи-
ровалась вероятность ошибки второго рода 

при фиксированной вероятности ошибки 
первого рода.  Иллюстрация построенного 
алгоритма была проведена на примере кон-
силиума, состоящего из двух однородных 
групп экспертов, включающих 2 и 3 специа-
листа, соответственно. Численным расчетом 
продемонстрировано, что совет, состоящий 
из экспертов с различной квалификацией, 
может с большой вероятностью приходить к 
правильному выводу. Рассмотренные методы 
рекомендуется использовать как при обуче-
нии и подготовке медицинского персонала 
[15, 16], так и для аналогичных ситуаций, 
требующих решения экспертных групп.
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В статье излагается продолжение исследований построенной ранее базовой математиче-
ской модели распространения в обществе новой информации. Данная модель представляет 
собой автономную систему четырех обыкновенных дифференциальных уравнений с квадра-
тичной нелинейностью в правых частях. В пространстве параметров системы выделены две 
важные области, представляющие интерес для приложений. В определенном смысле в этих 
областях реализуются два диаметрально противоположных и принципиально разных сцена-
рия распространения новой информации в обществе. С помощью качественных методов те-
ории дифференциальных уравнений в каждом случае изучены глобальные свойства фазового 
портрета построенной динамической системы. Даны содержательная и графическая интер-
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Введение

В работе [1] была представлена постро-
енная нами математическая модель распро-
странения новой информации в обществе:

При моделировании мы исходили из ги-
потезы, что ключевыми факторами продви-
жения информационных потоков высту-
пают следующие величины, зависящие от 
времени t: 

N(t) (от англ. News) – количественная ха-
рактеристика новостной информации, соот-
ветствующая продвижению новых взглядов в 
информационном пространстве; 

C(t) (от англ. Censorship) – число органов 
цензуры с определенной ресурсной базой, 
целью которых является сохранение ранее 
принятых концепций;

A(t) (от англ. Alternative view) – количе-
ственная характеристика информационного 
потока (возможно, генерируемая по иници-
ативе органов цензуры), противопоставлен-
ная распространению новой концепции в 
информационном пространстве; 

i(t) (от англ. index) – показатель доли 
населения, лояльно относящейся к новым 
идеям, появляющимся в СМИ на момент 
времени;

где I, %, соответствует полному приятию в 
обществе устоявшихся положений до начала 
наблюдений; I *, %, – соответствующая харак-
теристика приятия устоявшихся положений 
при распространении в СМИ новых взглядов. 

,dN N AN
dt

= β − γ

( )* ,dC AN C C
dt

= α −µ −

,dA C AN A
dt

= ρ −ηγ −λ

.di N i
dt

= σ −ω

(1)

*

1 ,Ii
I

= −

Параметры β ≥ 0, γ ≥ 0 соответственно по-
казывают мощность распространения новой 
информации через СМИ и вероятностную 
характеристику нейтрализации эффекта от 
полученных сообщений через изложение 
противоположной точки зрения. В свою оче-
редь, коэффициент α ≥ 0 отражает интен-
сивность реакции на силу противоборства 
противоположных точек зрения, параметр  
µ > 0, обратно пропорциональный времени 
работы дополнительно образованных ор-
ганов (будем предполагать, что в обществе 
всегда есть специальный ресурс в количестве  
C

*
 для защиты прежней концепции). 
Средняя скорость появления новостей из 

одного органа информации C будет характе-
ризовать параметр ρ ≥ 0, а η ≥ 0 – количество 
информации A, направленное на нейтрали-
зацию влияния сообщений N. Коэффициент  
λ > 0 обратно пропорционален времени за-
бывания информации A.

Параметры σ > 0, ω ≥ 0 характеризуют 
соответственно темп приятия новой идеи и 
возврат  в силу инерции мышления  к преж-
ней концепции.

Безусловно, предложенная математиче-
ская модель не учитывает всех тонкостей и 
деталей при описании процесса распростра-
нения новой информации в обществе по-
средством СМИ. Однако этот обобщенный 
вид модели позволяет связать в систему ос-
новные факторы, выделенные для этого дей-
ствия, и помогает глубже понять процесс ин-
формационного противоборства.

Ранее, с помощью методов, изложенных 
в работах [2 – 5], было показано, что систе-
ма (1) обладает характеристиками, позволя-
ющими исследовать глобальные свойства 
ее решений: единственности, непрерывной 
зависимости решений от параметров, не- 
ограниченной их продолжимости. Также для 
этой системы доказана инвариантность мно-
жества

( ){ }
4

4, , , : 0, 0, 0, 0 .

R

N C A i R N C A i
+ =

= ∈ ≥ ≥ ≥ ≥
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При этом были найдены два стационар-
ных решения, имеющие достаточно четкую 
интерпретацию [1]:

где

В пространстве параметров системы были  
выделены две области, в которых         ,  
i = 1,2, но при этом обладающие существен-
но разными свойствами:

Путем использования качественных мето-
дов исследования дифференциальных урав-
нений, были изучены глобальные свойства 
фазового портрета построенной динамиче-
ской системы. Это позволило выделить не-
сколько возможных сценариев распростра-
нения новой информации в обществе.

В данной работе исследуются свойства ре-
шений системы (1) в областях параметров

( )
( )

1 1 1 1 1

* *

, , ,

0, , ,0 ,
st st st st stX N C A i

C C

= =

= ρ λ

( )2 2 2 2 2, , , ,st st st st stX N C A i=

( )

( )

*
2

2
*

2

,
( )

,

st

st

C
N

CC

µ λβ− γρ
=
β αρ−µηγ

αλβ−ηµγ
=

γ αρ−µηγ

( )
( )

2

*
2

,

.

st

st

A

C
i

β
=
γ

σµ λβ− γρ
=
ωβ αρ−µηγ

4
istX R+∈

* *
1 2: , : .

C Cγρ > λβ γρ < λβ 
Ω Ω µηγ > αρ µηγ < αρ 

*
1 : ,

Cγρ < λβ
Λ µηγ > αρ

*
2 : ,

Cγρ > λβ
Λ µηγ < αρ

которые представляют отдельный интерес 
для приложений. 

В этих областях на множестве    содер-
жится только одно стационарное решение:

Перед исследованием следует сделать 
замечание. Поскольку в системе (1) пере-
менная i(t) содержится только в последнем 
уравнении, дальнейшее исследование можно 
проводить для системы меньшей размерно-
сти, которую целесообразно представить в 
более удобном для изучения виде:

Полученные результаты затем можно лег-
ко распространить на переменную i(t).

Легко показать, что множество

для данной системы инвариантно и содер-
жит один стационар

Отметим, что в Λ1 этот стационар являет-
ся неустойчивым, а в Λ2 – устойчивым.

Содержательный смысл стационара X
st
 

сформулирован в работе [1] как преоблада-
ющая в обществе система взглядов, для под-
держки которой административный ресурс в 
количестве C

*
 задействует в СМИ достаточ-

ное (с точки зрения этого ресурса) количе-
ство информации ρC

*
/λ.

Ввиду автономности системы (2), началь-
ные условия можно записать в следующем 
виде:

4R+

( )
( )

1 1 1 1 1

* *

, , ,

0, , ,0 .
st st st st stX N C A i

C C

= =

= ρ λ

( )* ,dC AN C C
dt

= α −µ −

( ) ,dA C N A
dt

= ρ − λ +ηγ (2)

( ) .dN A N
dt

= β− γ

( )
( )* *

, ,

, ,0 .
st st st stX C A N

C C

= =

= ρ λ

( ){ }
3

3, , : 0, 0, 0

R

C A N R C A N
+ =

= ∈ ≥ ≥ ≥
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Анализ модели (2), (3)  
в области параметров Λ1

Лучше понять поведение решений трех-
мерной системы (2), (3) в области Λ1 помо-
жет редуцированная двумерная система диф-
ференциальных уравнений

полученная из системы (2) при α = 0 и C(t) =  
= C* при t ≥ 0.

Необходимо пояснить, что система (4) 
описывает ситуацию, при которой органы 
информационной защиты, в силу различных 
причин, не реагируют на «вброс» в средства 
массовой информации сообщений, идущих 
вразрез с принятыми в обществе взглядами.

Система (4) в области параметров Λ1 име-
ет в инвариантном множестве

только одно стационарное решение:

которое является седлом.
Известные приемы качественного ана-

лиза двумерных систем дифференциальных 
уравнений [6] позволяют построить фазовый 
портрет и изучить поведение траекторий си-
стемы (4) (рис. 1). Как видно из рисунка, все 
траектории системы (4) с начальными усло-
виями

при t → +∞ имеют одинаковое поведение:

( )
( ) ( )

0

0 0

0 0,

0 0, 0 0.

C C

A A N N

= ≥

= ≥ = ≥
(3)

( ) ,dA C N A
dt

= ρ − λ +ηγ

(4)
( ) ,dN A N

dt
= β− γ

( ){ }2 2, : 0, 0R A N R A N+ = ∈ ≥ ≥

( ) ( )*, ,0 ,st st stX A N C= = ρ λ

( ) ( )0 00 0, 0 0A A N N= ≥ = >

Рис. 1. Фазовый портрет системы (4)  
на множестве   2R+

Покажем, что в     система (2), (3) имеет 
качественно сходный фазовый портрет.

Пусть

Обозначим для произвольного решения 
системы (2), (3), а именно для

как Λ+(X) – ω-предельное множество данно-
го решения [7].

Лемма. Для всех траекторий системы (2), 
начинающихся на  множестве R+, множество 
Λ+ ∩ ∂R+ является пустым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество ∂R+ ин-
вариантно в силу системы (2), (3). Действи-
тельно, если

то система (2) определяется линейными урав-
нениями

( ) ( )0, .A t N t→ →+∞

( ){ }3, , : 0 ,R C A N R N+
+= ∈ >

( ){ }3, , : 0 .R C A N R N+
+∂ = ∈ =

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,X t C t A t N t=

3R+

( )0 0 0 0, , ,X C A N R+= ∈∂
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для которых особая точка X
st
 глобально, рав-

номерно, асимптотически устойчива в ∂R+.
Предположим, что множество Λ+ ∩ ∂R+ 

не является пустым. Тогда существует траек-
тория X(t, X

0
) системы (2), (3) такая, что при  

              следует, что X(t, X
0
) → ∂R+. На 

основании теоремы о непрерывной зависи-
мости решений системы (2), (3) от начальных 
данных [8], X(t, X

0
) → X

st
 при t → +∞. Но это-

го не может быть, так как X
st
 неустойчивый 

стационар системы (2), (3).
Таким образом, лемма доказана.
Теорема 1. Все траектории системы (2), на-

чинающиеся на множестве R+, не ограничены.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим об-

ратное. Пусть существует такая траектория 
X(t, X

0
), которая при

ограничена. 
Введем в рассмотрение следующую функ-

цию Ляпунова:

и найдем ее производную в силу системы (1):

Данная производная является локаль-
но липшицевой по X и непрерывной. Сама 
функция V(X, t) ограничена снизу. Покажем 
это.

Ограниченность снизу разности γAN – βN 
очевидна в силу ограниченности траектории 
X(t, X

0
). Третье слагаемое представленной 

функции также ограничено снизу. Действи-

0( , )X t X R+∈

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 , 0 , 0 , 0X N C A i R+= ∈

( )
0

, ,
t

V X t AN N AN d= γ −β − γ τ∫ 

( )
( )

( )2

,

0.

V X t NA AN

N AN N A

A N

= γ + γ −

− β − γ = γ −β =

= − β− γ ≤

 

 

тельно, оно является положительным на мно-
жестве, где Ȧ < 0. На множестве, где Ȧ > 0, его 
можно оценить следующим образом:

Вторая производная        , в силу си-
стемы (1), очевидно, также ограничена 
снизу. Следовательно (см. [7], утверждение 
VIII.4.7),

                                 при t → +∞.

Этот факт гарантирует, что траектория 
стремится к своему ω-предельному множе-
ству

Поскольку система (1) является автоном-
ной, данное множество инвариантно в силу 
этой системы. 

Рассмотрим множество Λ+.
На множестве R+ плоскость A = β/γ не со-

держит множеств, инвариантных в силу си-
стемы (2). Поэтому траектория системы (1) 
не может стремиться к этой плоскости при  
t → +∞. На плоскости N = 0, согласно лемме, 
также не может быть точек из ω-предельного 
множества. Следовательно, траектория си-
стемы не может при t → +∞ стремиться и к 
плоскости N = 0. Пришли к противоречию.

Теорема доказана.
Выделим на множестве R+ два подмноже-

ства (рис. 2):
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N t X
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( )2 , , : .H C A N R A+ β
= ∈ > γ 

(6)

( )1 , , : ,H C A N R A+ β
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Для параметров из области Λ1 коэф-
фициент при C в выражении для прямой 
(10) оказывается больше соответствующе-
го коэффициента для прямой (11), так как 
из неравенства μηγ > αρ после деления на  
αηγÃ следует, что

Здесь отметим, что графическое пред-
ставление рассматриваемого вопроса (рис. 3) 
позволяет наглядно оценить взаимное распо-
ложение поверхностей (7), (8) в подмножестве 
H1. Такое представление будет использовано 
при доказательстве следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть на множестве R+ в обла-
сти параметров Λ1

– решение системы (2), (3). Тогда при t → +∞ 
компонента этого решения A(t) → 0, а N(t) →  
→ +∞ .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказатель-
ство в три этапа.

Рис. 2. Два выделенных подмножества (6) на множестве R+

Рассмотрим в подмножестве H
1
 такие по-

верхности, на которых величины 
          соответственно равны нулю:

Оценим взаимное расположение поверх-
ностей (7) и (8), предварительно определив их 
пересечение с плоскостью N = 0 (см. рис. 2):  
C = C* и C = λA/ρ для выражений (7) и (8)  
соответственно.

На пересечении этих прямых находится 
стационарное решение

На любом сечении плоскостью       по-
верхности (7) и (8) соответственно имеют 
вид:

( ) ( ), ,C t A t 

( )N t

( ) ,
C C

N
A

∗µ −
=
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Первый этап. Покажем, что любое реше-
ние                          из подмножес- 
тва H2 множества R+ за конечный промежуток 
времени попадает в подмножество H1. Дей-
ствительно, при A > β/γ, из третьего уравне-
ния системы (2) следует, что         . Тогда, 
оставаясь в H2, решение X(t) за конечное вре-
мя попадает в достаточно малую окрестность 
плоскости N = 0. Но на этой плоскости все 
решения системы (2) стремятся при t → +∞ к 
стационарному решению X

st
, для которого

A
st
 = ρC*/λ < β/γ

в Λ1. Поэтому теорема непрерывной зависи-
мости от начальных данных [8] гарантирует 
попадание любого решения системы (2) из 
подмножества H2 в подмножество H1 за ко-
нечный промежуток времени.

a) b)

c)

Рис. 3. Поверхность (7), (8) для разных значений величины A:
0 < A < A

st
 (a), A = A

st
 (b), A

st
 < A < β/γ (c)

Второй этап. Очевидно, что решения X(t) 
попадают из H2 в H1, где         , через часть 
плоскости (9) A = β/γ, на которой       (см. 
рис. 2). Теперь покажем, что из той части мно-
жества H1, где      , при t → +∞ компонента 
A(t) → 0, а N(t) → +∞. 

Введем в рассмотрение две функции: 
          и            Легко проверить,  
используя соотношения (7), (8), что в подмно-
жестве H1 на поверхности V1(X) = 0 при

A
st
 < A ≤ β/γ

выполняется неравенство V2(X) < 0 (см.  
рис. 3,b,c). Поэтому, в силу системы (2),

( ) 0N t >

0A <

0A <

( )1V X A=  ( )2 .V X C= 

( )
( )1

1 : 0X V X
V X

=
=

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t C t A t N t=

( ) 0N t <
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Следовательно, решение системы с по-
верхности       попадает в область, где 
       Лишь при некоторых значениях 0 <  
< A < A

st
, выделенных на рис. 3,а (прямой 

отрезок красного цвета), решение может с 
поверхности       попасть в область, где 
     . Начав возрастать, компонента A(t) 
сможет увеличиваться до значения A = A

st 

лишь при условии, что       при A = A
st 
  

(рис. 3,b). Для этого нужно пересечь поверх-
ность                Но на этой поверхно-
сти, в силу системы (2),

Поэтому, поскольку        в подмноже-
стве H1, то A(t) через поверхность (8) вновь 
попадет в область, где      , а, следователь-
но, начинает убывать. Таким образом, при  
t → +∞ компонента A(t) → 0, а N(t) → +∞.

Третий этап. Решение X(t, X
0
), начинаясь 

в части H1, где       и      , попадает ли-
бо через плоскость A = β/γ в подмножество  
H2, либо на поверхность      , где V1(X) = 0.  
Но в первом случае, как показано на преды-
дущих этапах, A(t) → 0, а N(t) → +∞ при t →  
→ +∞. Во втором случае, в силу системы (2), 
имеем:

Поэтому попадаем в ту часть области H1, 
в которой      , где в силу того, что      ,  
вновь A(t) → 0, а N(t) → +∞ при t → +∞, что 
и требовалось доказать.

Теорема 2 доказана.
Интерпретация. При данном соотно-

шении параметров системы (2) результаты 
математического исследования позволяют 
сделать вывод о потенциальной готовности 
общества принимать новые идеи и взгляды. 
Любое появление в СМИ взглядов и мнений, 
не совпадающих с традиционными, найдет 
поддержку членов общества. В этом случае 
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осуществляется полная смена адресатами ра-
нее доминирующей концепции.

Анализ модели (2), (3)  
в области параметров Λ2

Легко показать (см. работу [1], утвержде-
ние 2), что в области параметров Λ2 стационар

системы (2), (3) асимптотически устойчив. 
Исследуем область его притяжения.

Заметим, что правая часть уравнения для 
C(t) системы (2) гарантирует попадание тра-
ектории с начальными условиями из множе-
ства    в подмножество, где C(t) ≥ C*, кото-
рое является инвариантным. Поэтому про-
ведем исследование лишь в этой части    .  
При этом из уравнения для A(t) системы (2) 
видно, что плоскость A = β/λ разбивает это 
подпространство на два множества (рис. 4):

в котором находится X
st
.

Теорема 3. Пусть для системы (2), (3) в 
пространстве параметров Λ2 выполняется ус-
ловие

Тогда все пространство

является частью области притяжения асим-
птотически устойчивого стационарного реше-
ния X

st
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произ-
вольную траекторию X(t, X

0
) системы (2), (3), 

которая начинается на множестве    . Как 
было отмечено в начале раздела, за конеч-
ный промежуток времени она окажется либо  
в   , либо в    . Дальнейшие рассуждения 
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Таким образом, траектория X(t) с поверх-
ности (8) попадает в область, где       и, со-
ответственно,

Если V1(X) < 0 в некоторой части прос- 
транства    , то исследование знака произ- 
водной V1(X), в силу системы (2), сводится к 
вычислению знака производной на поверх-
ности V1(X) = 0, так как

Это значит, что все траектории из множе-
ства     попадают в ту ее часть, где           .

В силу гладкости функции V1(X), найдется 
положительное число ε такое, что, компо-
нента N(t) с некоторого конечного момента 
времени будет удовлетворять соотношению

также проведем в три этапа.
Первый этап. Покажем, что любое решение

из множества    за конечный промежуток 
времени попадает в множество    .

Рассмотрим поверхность (8) (рис. 4), где 
     , и функцию          . В области па-
раметров Λ2, с учетом выражения (8), при  
выполнении условия (12), для некоторого 
положительного δ имеем:

Рис. 4. Ключевые поверхности (8) и (13) на множествах       и       соответственноNR+
NR−
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В силу того, что в области параметров Λ2  
Ā < β/γ , траектория X(t), попав из множества 
    в    (см. рис. 4), уже не сможет вернуться  
обратно из    в    . И так как в          ,  
за конечное время траектория X(t) системы 
(2) попадет в сколь угодно малую окрест-
ность плоскости N = 0. Для системы (2) эта 
плоскость является инвариантной, и, соглас-
но системе уравнений (5), все траектории на 
ней стремятся к стационару X

st
. Следователь-

но, на основании теоремы о непрерывной 
зависимости решений системы (2), (3) от 
начальных данных [8], траектория X(t) этой 
системы из малой окрестности плоскости  
N = 0 также стремится к стационару X

st
 при  

t → +∞.
Третий этап. Возьмем траекторию X(t, X

0
) 

системы (2), (3), которая начинается на мно-
жестве    . В любой момент времени t точка  
этой траектории находится на поверхности  
(13) для некоторого q = q

0
. Но в    , как по-

казано на втором этапе доказательства, с  
увеличением времени t, X(t, X

0
) «спускается»  

на поверхность, где q < q
0
. Следовательно, 

решение X(t, X
0
), начинаясь на множестве 

   , либо попадает через плоскость A = β/γ  
на множество    , либо на поверхность (13),  
где q ≤ 0. В обоих случаях это гарантирует, 
согласно рассуждениям предыдущих этапов 
доказательства, что X(t, X

0
) → X

st
 при t → +∞.

Таким образом, теорема 3 полностью до-
казана.

Фазовый портрет системы (2), (3) изобра-
жен на рис. 5.

Представляет интерес интерпретация 
полученных результатов. Они показывают, 
что при обозначенных соотношениях пара-
метров системы (2) в обществе (или его сег-
менте) полностью доминирует определенная 
концепция (например, идеологическая или 
технологическая). Причиной этому могут 
быть либо полное одобрение происходящих 
в обществе процессов, либо неготовность к 
смене устоявшихся взглядов. Также это мо-
жет происходить из-за высокой эффектив-
ности органов цензуры, которые не дают 
возможности новой информации заполнить 
информационное пространство.

если только траектория X(t) находится на 
множестве      .

Далее, для компоненты A(t) > 0 имеем:

Последнее неравенство гарантирует, что 
любая траектория X(t) системы (2) через ко-
нечное время попадет в    , где A > β/γ и, сле-
довательно,            .

Второй этап. Докажем, что попав из мно-
жества    в множество    , траектория X(t)  
стремится при t → +∞ к стационарному 
решению X

st
. 

Установим направление векторного поля 
на поверхности

Скалярное произведение векторов

имеет следующий вид:

Это выражение положительно при
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2

Заключение

Проведенное в данной работе исследова-
ние существенно расширяет область изучен-
ных характеристик системы, которые позво-
ляют прогнозировать поведение решений в 
зависимости от начальных данных. 

1. В пространстве параметров выделе-
ны две важные области Λ1 и Λ2, в которых 
проведено математическое обоснование 
определенных глобальных свойств фазо-
вого портрета исследуемой динамической 
системы.

2. Для каждого случая дана интерпрета-
ция результатов исследования. В одном слу-
чае – это готовность общества к полной сме-
не доминирующей концепции (например, 
идеологической или технологической). В 
другом – напротив, неготовность по разным 
причинам принять новые положения.

Результаты, полученные в данной работе, 
авторы считают продолжением системно-
го исследования, изложенного в работах [1, 
9 – 11]. Данный проект направлен на изу-
чение СМИ как динамической системы, в 
которой изменения происходят с высокой 
скоростью. А обращение к методам нели-
нейной динамики позволяет наиболее пол-
но изучать структуру и свойства процессов в 
такой системе.

Статья поступила в редакцию 09.12.2020, принята к публикации 24.12.2020.
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ МОДУЛЕМ ЮНГА 
 И КОЭФФИЦИЕНТОМ ДИФФУЗИИ 
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В работе устанавливается взаимосвязь между изменениями эффективных упругих и диф-
фузионных свойств двухфазного композита через микроструктурные параметры. Предпола-
гается, что в материале присутствуют одинаковые по форме неоднородности. Представлен 
вывод соотношений в явном тензорном виде. При установлении взаимосвязи между эффек-
тивными свойствами учитывается эффект сегрегации, заключающийся в скачке концен-
трации растворенного вещества на границе раздела матрица/неоднородность. Полученные 
соотношения целесообразно использовать для определения одних эффективных свойств че-
рез другие, когда микроструктура материала неизвестна. Установленная взаимосвязь прове-
рена для изотропного материала с порами. Найденные приближенные соотношения сравни-
ваются с точными, полученными для конкретной микроструктуры.
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K.P. Frolova

Institute for Problems in Mechanical Engineering RAS, 
St. Petersburg, Russian Federation;

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
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The paper interrelates changes in the effective elastic and diffusion properties of a two-phase 
composite using microstructural parameters. It is suggested that there are some inhomogeneities 
identical in shape in the material. The development of the cross-property connections in the explicit 
tensor form has been presented. The segregation effect, being a constant jump in concentration of 
particles of the solute flux at the matrix/inhomogeneity interface, was taken into account. It is a good 
practice to apply the derived cross-property relations to finding some effective properties of material 
using others when the material’s microstructure is unknown. The obtained expressions were put to 
the test for isotropic material with pores; the approximate correlations were compared with exact 
ones found for the specific microstructure.
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Введение

Нахождение соотношений между раз-
личными эффективными свойствами гете-
рогенных материалов является фундамен-
тальной проблемой механики [1, 2]. Данные 
математические выражения устанавливают 
зависимости между изменениями физиче-
ских свойств, различных по природе, но свя-
занных с одними и теми же особенностями 
микроструктуры материала. Значимость 
данной проблемы обусловлена тем, что дает 
возможность определять одни эффективные 
свойства через другие при отсутствии полной 
информации о микроструктуре композита. 

Поиск взаимосвязей между изменениями 
различных свойств обсуждается в литерату-
ре, начиная с 1960-х годов. Детальный обзор 
данной проблемы представлен в моногра-
фии [3]; согласно представленной информа-
ции, опубликованные исследования можно 
условно разделить на четыре направления: 

качественные изыскания, 
установление эмпирических зависимостей, 
определение диапазонов изменения ха-

рактеристик материалов, 
нахождение соотношений для материалов 

с изолированными неоднородностями в яв-
ном виде. 

В настоящее время имеется лишь ограни-
ченное количество работ, опубликованных 
по четвертому направлению. 

Взаимосвязь эффективных упругих и 
проводящих свойств материалов в явном 
виде была установлена в работах [4, 5]. По-
лученные авторами выражения можно ис-
пользовать для описания в общем случае 
анизотропных материалов с изотропной 
матрицей; при этом показано, что точность 
предлагаемых соотношений зависит от 
формы неоднородностей и разницы в упру-
гих свойствах компонентов среды. В статье 
[6] получены связующие уравнения между 

прочностными характеристиками материала 
и теплопроводностью металлического ком-
позита с чешуйками графита. В статьях [7, 8] 
получены соотношения между эффективным 
тепловым расширением и эффективной те-
плопроводностью, точность которых зависит 
от формы неоднородностей и разницы в те-
плопроводности фаз композита. В статьях [9, 
10] получены взаимные зависимости между 
эффективным коэффициентом диффузии и 
теплопроводностью металл-алмазного ком-
позита. В статье [11] в явном виде получены 
соотношения между тепловыми и электро-
проводящими свойствами композита. 

Процесс диффузии существенно отлича-
ется от процесса теплопроводности, рассмо-
тренного в статьях [4, 5], тем, что концен-
трация, как правило, испытывает скачок на 
границе раздела двух фаз (матрица – неод-
нородность), тогда как температура является 
непрерывной функцией [12]. Явление нако-
пления частиц диффундирующего вещества 
на границе раздела фаз или внутри включе-
ний известно как эффект сегрегации [13]. 

Данная работа посвящена установлению 
взаимосвязи между эффективными упруги-
ми и диффузионными свойствами двухфаз-
ного композита с неоднородностями одина-
ковой формы; при этом учитывается эффект 
сегрегации. 

Полученные соотношения проверяются 
для случая изотропного материала с порами; 
при этом определяется связь между измене-
ниями модуля Юнга и коэффициента диф-
фузии.

Соотношения между эффективными
 упругими и диффузионными свойствами

 двухфазного материала

Соотношения между эффективными 
упругими и проводящими свойствами, по-
лученные в статьях [4, 5], основаны на том, 

Citation: Frolova K.P., Cross-property connections between Young's modulus and diffusion co-
efficient of two-phase composite, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and 
Mathematics. 14 (1) (2021) 177–189. DOI: 10.18721/JPM.14114
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licenses/by-nc/4.0/)
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что изменение этих различных по природе 
свойств контролируется одними и теми же 
микроструктурными параметрами. При вы-
воде соотношений использовалось два ос-
новных предположения: 

неоднородности имеют форму сфероидов; 
эффективные свойства определяются без 

учета взаимодействия неоднородностей. 
При этом в статьях [4, 5] показано, что по-

лученные соотношения выполняются (в том 
числе) для материалов с неоднородностями, 
форма которых отлична от сфероидальной, и 
при бóльших концентрациях, чем допускает 
метод гомогенизации без учета взаимодей-
ствия неоднородностей. Это объясняется 
тем, что форма и концентрация неоднород-
ностей влияют на упругие и проводящие 
свойства в одинаковой степени. 

Основываясь на аналогии между урав-
нениями диффузии и теплопроводности, 
воспользуемся для определения связи меж-
ду эффективными упругими и диффузион-
ными свойствами методикой, изложенной в 
работах [4, 5]. Согласно данной методике, в 
рассмотрение вводятся тензоры вклада в ис-
комые свойства, которые выступают как ос-
новные микроструктурные параметры [3]. 

При определении эффективных упругих 
свойств вводится тензор вклада неоднород-
ности в податливость – тензор 4-го ранга H, 
описывающий дополнительную деформа-
цию, возникающую в представительном объ-
еме ввиду присутствия изолированной не-
однородности. Указанный тензор зависит от 
формы неоднородности и разности упругих 
свойств матрицы и неоднородности. В случае 
сфероидального включения тензор 4-го ран-
га H является трансверсально-изотропным 
(ось симметрии совпадает с осью симметрии 
сфероида) и может быть представлен как ли-
нейная комбинация элементов тензорного 
базиса T

1
, T

2
, …, T

6
:

где

6

1
,k k

k
h

=

=∑H T (1)

(θ – проектор на плоскость, ортогональную 
орту оси симметрии сфероидальной неодно-
родности n; θ = I – nn (I – единичный тензор 
2-го ранга)).

Эффективный тензор податливости мож-
но определить в рамках метода гомогениза-
ции без учета взаимодействия неоднородно-
стей следующим образом:

где S0 – тензор податливости матрицы, V – 
представительный объем, Vk – объем k-ой  
неоднородности. 

При определении эффективных упругих 
свойств материала с одинаковыми по форме 
неоднородностями, выражение (2) можно 
переписать в виде

где

– единичный тензор 4-го ранга; параметры 
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а

ρ – объемная доля неоднородностей.
Аналогичным образом определяются эф-

фективные диффузионные свойства матери-
ала, состоящего из матрицы с шаровым тен-
зором диффузии D

0
 = D

0
I и неоднородностей 

с D
1
 = D

1
I [14]. В рассмотрение вводится либо 

тензор вклада неоднородности в диффузию 
– HD (тензор 2-го ранга), определяющий до-
полнительный массовый поток, вызванный 
присутствием в материале неоднородности, 
либо тензор вклада в сопротивляемость HDR 

(тензор 2-го ранга),                            
Предполагается, что и матрица, и неод-

нородность подчиняются линейному закону 
Фика. При этом считается, что нормальная 
компонента потока диффундирующего ве-
щества непрерывна при переходе через гра-
ницу матрицы (со знаком плюс) и неодно-
родности (со знаком минус), а концентрация 
испытывает скачок

где s – параметр сегрегации.
Наличие эффекта сегрегации приводит к 

принципиальному отличию процесса диф-
фузии от процесса теплопроводности, рас-
смотренного в статьях [4, 5]. Параметр се-
грегации показывает соотношение концен-
траций на границе неоднородности и внутри 
нее и равен единице в случае непрерывной 
функции концентрации при переходе через 
границу раздела матрица/неоднородность. 
Случай s > 1 соответствует материалу, в ко-
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тором частицы диффундирующего вещества 
скапливаются на границе раздела двух фаз, 
тогда как случай s < 1 соответствует оседанию 
частиц внутри неоднородностей [14]. При 
исследовании матрицы с порами, только слу-
чай s ≤ 1 представляет интерес с физической 
точки зрения. 

В случае сфероидальной неоднородности 
тензоры вклада определяются следующим 
образом:

при этом коэффициенты B
1
 и B

2
 зависят от 

формы неоднородности, разницы в коэффи-
циентах диффузии матрицы и неоднородно-
сти, а также от параметра сегрегации.

Эффективный тензор диффузии вводит-
ся в рамках метода гомогенизации без учета 
взаимодействия неоднородностей как

а эффективный тензор сопротивляемости 
имеет вид

Эффективные диффузионные свойства 
материала с одинаковыми по форме неодно-
родностями можно выразить через объемную 
долю неоднородностей ρ и тензор второго 
ранга ω, определяемые выражениями (4), 
следующим образом:

Установление явной взаимосвязи между 
эффективными упругими и диффузионными 
свойствами возможно, если они выражаются 
через одни и те же микроструктурные пара-
метры, т. е. скалярный параметр ρ и тензор-
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ный параметр ω. Таким образом, для полу-
чения соотношений между эффективными 
свойствами, в выражении для эффективного 
тензора податливости (3) необходимо изба-
виться от слагаемого, содержащего тензор 
4-го ранга Ω. Согласно утверждениям в ста-
тьях [4, 5], это возможно за счет корректи-
ровки коэффициентов W

1
, W

2
, W

3
, W

4
:

где E
0
 – модуль Юнга матрицы, коэффици-

енты si (i = 1, 2, 3, 4) определяются как

а коэффициенты      (i = 1, 2, …, 5) выражают-
ся через hi следующим образом:

Для вывода соотношений между эффек-
тивными упругими и диффузионными свой-
ствами материала для общего случая распре-
деления неоднородностей по ориентациям, 
выразим тензор ω и параметр ρ через тензо-

ры Deff и              , соответственно:
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В результате подстановки этих выражений 
в равенство (10) можно получить два соотно-
шения, устанавливающих явную взаимосвязь 
между эффективной податливостью и эффек-
тивными диффузионными свойствами:

при использовании соотношений (11) и
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при использовании соотношений (12);
здесь

Соотношения между эффективным
 модулем Юнга и эффективным

 коэффициентом диффузии
 материала с порами

Для определения взаимосвязи между эф-
фективными упругими модулями и эффек-
тивными коэффициентами диффузии необ-
ходимо использовать компонентное пред-
ставление выражений (13) и (14). В случае 
изотропного материала будут иметь место 
следующие соотношения:

при использовании тензорного выражения 
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(13) и

при использовании тензорного выражения 
(14). 

Соотношения (15) и (16) выражают за-
висимость одного эффективного модуля 
от другого на макроуровне. Необходимая 
информация о микроструктуре сводится к 
определению формы отдельной неоднород-
ности, поскольку от нее зависят коэффици-
енты α

i
. В общем случае соотношения (15) и 

(16) являются приближенными, поскольку 
они получены с использованием приближен-
ного выражения для эффективного тензора 
податливости (10). 

Изотропному материалу, содержащему 
неоднородности, соответствуют два случая:

они имеют сферическую форму, 
они распределены по ориентациям произ-

вольным образом. 
Соотношения (15) и (16) являются точны-

ми в первом случае, поскольку δ = 0 и, сле-
довательно, приближенное выражение для 
эффективного тензора податливости (10) 
совпадает с точным. Во втором случае δ ≠ 0 
и выражения (15), (16) являются приближен-
ными. 

Исследуем два этих случая и оценим точ-
ность полученных приближенных соотно-
шений. 

Определим по формулам (15), (16) связь 
между эффективным модулем Юнга и эф-
фективным коэффициентом диффузии ма-
териала со сферическими порами и срав-
ним полученное выражение с прямо вы-
числяемым. 

В случае матрицы с порами коэффициен-
ты тензора вклада неоднородности в подат-
ливость hi имеют вид

(

)
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где Δ = 2(q
1
 q

6
 – q

3
 q

4
) и

μ – модуль сдвига матрицы; ν – коэффици-
ент Пуассона матрицы; f

0
, f

1
 – функции, за-

висящие от формы сфероидальной неодно-
родности, т. е. от отношения длин полуосей 
сфероида γ = a

3
/a (a

3
 – полуось вращения) 

как

где

Коэффициенты тензора вклада в диффу-
зию имеют вид

4

6 3
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g

 − γ
γ ≤

γγ − γ= 
 γ + γ −
  γ ≥  γ γ − γ − γ −  

где λ = D
0
/D

1
.

Тогда выражения (15) и (16) сведутся соот-
ветственно к равенствам

Чтобы получить прямую взаимосвязь 
между эффективными модулями, выразим 
объемную долю неоднородностей непосред-
ственно через эффективный коэффициент 
диффузии, определяемый с помощью мето-
да гомогенизации без учета взаимодействия 
пор, и подставим в точное выражение для 
эффективного тензора податливости, опре-
деляемого также без учета взаимодействия. 

Так, тензоры вклада сферической неодно-
родности в диффузию и в сопротивляемость 
определяются выражениями

Подстановка первого и второго выраже-
ний (20) соответственно в уравнение для 
эффективного тензора диффузии (7) и эф-
фективного тензора сопротивляемости (8) 
позволит выразить объемную долю неодно-
родностей через эффективные диффузион-
ные свойства. 

(18)
( )2

0

1 ,
1 2 1

B
s f

−λ
=

− − λ

( )( )
( )

( )( )
( )

0

1

0

0

1
0

1 9 5
1

2 7 5

1 2 1
1

1 9 5
1

2 7

.

5

1 2 1
1

,

eff

eff

E
E

s D
D

E
E

Ds
D

−

−

 − ν + ν
= + × − ν

 + λ
× −  − λ  

 − ν + ν
= + × − ν

+ λ  × − − λ  

(19)

( )

( )
( )

0

0

3 1
,

2 1
3 1

.
2 1

D
p

DR
p

D
s

s D

−λ
=

λ +
−λ

= −
λ +

H I

H I
(20)

( )1
0

1 ,
1

B
s s f

−λ
=

λ + − λ
(18)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (1) 2021

184

Последующая подстановка полученного 
выражения для ρ в уравнение для эффектив-
ного тензора податливости (2), с учетом фор-
мулы для изотропного тензора вклада сфери-
ческой поры в податливость, т. е.

приведет к результату, в точности совпадаю-
щему с выражениями (19).

Таким образом, выполнена проверка по-
лученных приближенных соотношений для 
случая микроструктуры, при которой они 
являются точными. 

Во втором случае, соответствующем 
изотропному материалу (при произвольном 
распределении неоднородностей по ориен-
тациям), соотношения (15) и (16) являются 
приближенными. При этом точную взаимо- 
связь между эффективными упругими и 
диффузионными свойствами можно устано-
вить для случая произвольного распределе-
ния сфероидов по ориентациям независимо, 
по аналогии с тем, как это делалось выше для 
случая сферических неоднородностей.

Для количественной и качественной оце-
нок полученных нами приближенных соот-
ношений, сравним их с точными, определен-
ными для конкретной микроструктуры. 

Для установления точных соотношений 
определим объемную долю неоднородностей 
через эффективный коэффициент диффу-
зии изотропного материала и затем подста-
вим полученное выражение в уравнение для 
определения эффективного модуля Юнга. 
Адекватность такого подхода обусловлена 
изотропией эффективных тензоров, в резуль-
тате которой единственным общим микро-
структурным параметром, определяющим 
эффективные свойства материала, является 
скалярный параметр ρ. При использовании 
метода гомогенизации без учета взаимодей-
ствия в терминах тензоров вклада в диффу-
зию, получается следующее выражение, свя-

( )
( )

15 1 1 1
2 10 1 3

1 1 ,
7 5 3

p

− ν
= ⋅ +µ + ν

 + − ⋅ − ν  

H I I

J I I
(21)

зывающее эффективный модуль Юнга с эф-
фективным коэффициентом диффузии: 

а при использовании этого же метода в тер-
минах тензоров вклада в диффузию выраже-
ние имеет вид:

где h∑ = 8h
1
 + 4h

2
 + 4h

3
 + 2h

5
 + 3h

6
,

η = 2B
1
/3 + B

2
/3. 

Сравнение результатов, полученных с 
помощью приближенных соотношений (15), 
(16), с результатами, полученными на осно-
вании точных соотношений (22) и (23) соот-
ветственно, представлены на рис. 1 для случая 
λ = 0, что соответствует D

1
 → ∞ (в этом случае 

параметр сегрегации, как следует из соотно-
шения (18), не играет роли), E

0
 = 208 ГПа.

Видно, что соотношения (15) и (16) доста-
точно точно описывают связь между эффек-
тивными свойствами на макроуровне. При 
этом эффективные значения, полученные 
через тензоры вклада в сопротивляемость 
диффузии (рис. 1, a) и через тензоры вклада в 
диффузию (рис. 1, b), различаются. Это свя-
зано с тем, что соотношения получены без 
учета взаимовлияния неоднородностей. 

Для получения точных соотношений с 
учетом взаимовлияния неоднородностей об-
ратимся к методу гомогенизации Максвелла 
[3]. Результат, полученный с помощью этого 
метода через тензоры вклада в диффузию, 
совпадает с результатом, полученным через 
тензоры вклада в сопротивляемость и, таким 
образом, результат однозначен, в отличие от 
метода гомогенизации без учета взаимодей-
ствия. 

Модуль Юнга материала со сфероидаль-
ными порами определялся нами в статье 
[15], а эффективный коэффициент диффу-
зии такого материала – в статье [16]. Для по-
лучения точных соотношений необходимо 
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подставить выражение для объемной доли 
включений

в выражение для эффективного модуля Юнга. 
Сравнение установленных в данной ра-

боте приближенных соотношений с точны-
ми соотношениями, полученными в рамках 
схемы Максвелла, представлено на рис. 2 для 
случая λ = 0, E

0
 = 208 ГПа.

Анализ графиков на рис. 2 позволяет за-
ключить, что предпочтительнее использо-
вать соотношения, построенные с помощью 
тензоров вклада в диффузию, поскольку они 
лучше совпадают с точным соотношением, 
построенным с использованием схемы Мак-
свелла.

Исследуя влияние сегрегации на взаи-
мосвязь между эффективными свойствами 
материала, учтем, что коэффициент диф-
фузии пор намного больше коэффициента 
диффузии матрицы (D

1
 >> D

0
), но при этом 

не бесконечен; такое предположение соот-
ветствует реальному материалу. Примем для 
определенности, что λ = 0,01, E

0
 = 208 ГПа. 

Зависимость от параметра сегрегации неявно 
присутствует в выражениях (15), (16) только 
в коэффициенте η, поскольку

Рис. 1. Зависимости относительного эффективного модуля Юнга от относительного эффективного  
коэффициента диффузии при использовании соотношений податливость-сопротивляемость  

диффузии (a) и податливость-диффузия (b) для различных значений отношения длин полуосей сфероида γ.
Сравниваются приближенные соотношения (сплошные линии) с точными (пунктиры)

( )
0

0

3
2

eff

eff

D D
D D

ρ
+
−

=
η

этот же коэффициент можно выделить и в 
самом выражении для эффективного тензора 
диффузии. 

Зависимость коэффициента η от параме-
тра сегрегации при разных значениях отно-
шения длин полуосей сфероида показана на 
рис. 3.

Видно, что сегрегация не оказывает за-
метного эффекта при наличии сферических 
пор. В случае сплюснутых и вытянутых сфе-
роидальных пор влияние сегрегации более 
выражено, что сказывается и на эффектив-
ных коэффициентах диффузии [14, 16]. При 
этом, согласно зависимостям, изображен-
ным на рис. 4, сегрегация не оказывает за-
метного влияния непосредственно на связь 
между эффективными свойствами (графики 
построены для соотношений, основанных на 
связи податливость-диффузия). Таким об-
разом, еще одним преимуществом исполь-
зования установленной взаимосвязи между 
эффективными свойствами в явном виде 
является ее независимость от того, оседают 
частицы диффундирующего вещества в по-
рах или нет – достаточно информации об 
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;
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Рис. 2. Сравнение приближенных соотношений податливость-диффузия  
(сплошные линии) и податливость-сопротивляемость (точечные линии)  

с точными, полученными в рамках схемы Максвелла (пунктирные линии)

Рис. 3. Зависимость коэффициента η от параметра сегрегации  
при разных значениях отношения длин полуосей сфероида γ

Рис. 4. Зависимости относительного эффективного модуля Юнга от относительного  
эффективного коэффициента диффузии при двух значениях отношения длин  

полуосей сфероида γ и параметра сегрегации s: 1,00 (сплошная линия) и 0,01 (штрихпунктир)
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эффективных свойствах материала (упругих 
или диффузионных).

Заключение

В работе в явном виде получены соотно-
шения, устанавливающие связь между эф-
фективными упругими и диффузионными 
свойствами материала. Полученные зави-
симости целесообразно использовать для 
определения изменений одних свойств через 
другие, когда неизвестна микроструктура ма-
териала. 

При выводе соотношений использовалась 
известная (из литературы) методика, изло-
женная в терминах тензоров вклада для опре-
деления взаимосвязи между эффективными 
упругими и теплопроводящими свойствами. 
В полученных в настоящей статье зависи-
мостях учтен эффект сегрегации, принци-
пиально отличающий процесс диффузии от 
процесса теплопроводности. 

Подробно исследован случай изотроп-
ного материала с порами, в которых может 
оседать диффундирующее вещество. Пока-
зано, что для этого случая установленные 
соотношения достаточно точно описывают 

зависимость эффективного упругого модуля 
Юнга от эффективного коэффициента диф-
фузии. 

На основании сравнения указанных ре-
зультатов с полученными в рамках метода 
Максвелла, который учитывает взаимовли-
яние множественных неоднородностей, сде-
лан вывод о предпочтительном применении 
выражений, связывающих податливость ма-
териала с диффузионной проводимостью, а 
не с сопротивляемостью. 

Проанализировано влияние сегрегации 
на взаимосвязь между эффективными свой-
ствами материала. Показано, что учет сегре-
гации через задание соответствующего пара-
метра не оказывает в данном случае замет-
ного влияния, что доказывает преимущество 
использования полученных соотношений 
при определении одних свойств через другие 
на макроуровне, поскольку отпадает необхо-
димость эмпирического определения вели-
чины параметра сегрегации. 

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке Российского фонда фундаментальных иссле-

дований (грант № 20-08-01100).
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