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ОПРЕДЕЛЕНИЕ эНЕРГИй СВЯЗИ РАСТВОРЕННОГО ВОДОРОДА  
НА ОСНОВАНИИ МОДЕЛИ МНОГОКАНАЛьНОй ДИФФУЗИИ  

В ТВЕРДОМ ТЕЛЕ 

В статье обосновывается гипотеза о многоканальном характере диффузии 
водорода в твердом теле. На основании этой гипотезы построена математиче-
ская модель диффузии, которая позволяет определить энергии связи раство-
ренного водорода по экстракционной кривой, полученной в результате приме-
нения промышленного метода вакуум-экстракции с масс-спектрометрической 
регистрацией потоков водорода. Приводятся данные различных эксперимен-
тов, которые подтверждают адекватность многоканальной модели, обсуждают-
ся преимущества и недостатки предлагаемого подхода в сравнении с широко 
известным методом термодесорбционных спектров (ТДС), который является 
общепризнанным классическим способом экспериментального определения 
энергии связи водорода в твердом теле.

ЭНергия СВязи ВоДороДа, Диффузия ВоДороДа, ТДС, аНализаТор ВоДороДа, 
меТоД  Вакуум-НагреВа, СТаНДарТ.

Введение

исследование диффузии водорода в 
твердом теле имеет большое практическое 
значение. явление водородной хрупкости и 
растрескивание отливок в процессах осты-
вания и кристаллизации происходят в ре-
зультате диффузии водорода. В.С. горский 
в своих работах [1, 2] доказал, что на диф-
фузию атомов в твердом теле влияют, поми-
мо температуры и градиента концентраций, 
деформации кристаллической матрицы, 
возникающие под действием механических 
напряжений. Это позволило объяснить ме-
ханизмы постепенного развития водород-
ной хрупкости в металлических деталях и 
образования холодных трещин в сварных 
швах. Диффузия водорода играет важную 

роль в процессах коррозии, растрескивания 
и хрупкого разрушения материалов. Велико 
влияние водорода и на электрические свой-
ства полупроводников [3 – 8]. 

концентрацию водорода в металлах и 
полупроводниках контролируют на про-
мышленных предприятиях [9 – 11]. каждые 
сутки в мире проводятся тысячи опытов по 
измерению концентрации водорода и па-
раметров его взаимодействия с матрицей 
твердого тела. Чтобы извлечь водород из 
твердого тела в процессе анализа, исполь-
зуется диффузия водорода при нагревании 
анализируемых образцов. В таких опытах 
измеряют поток водорода. интерпретация 
зависимостей этих потоков от времени ана-
лиза и температуры образца позволяет оце-
нивать энергии взаимодействия водорода 
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с матрицей твердого тела и ее дефектами. 
При исследовании диффузионных пото-
ков водорода установлено, что состояние 
водорода в твердом теле характеризуется 
определенными уровнями энергий связи с 
кристаллической решеткой, поверхностью 
зерен, различными дефектами структуры 
и включениями. Согласно полученным ре-
зультатам, водород со значениями энергии 
связи в диапазоне  0,2 – 0,4 эВ существен-
но влияет на пластичность и прочность 
сталей.

общепринятым способом эксперимен-
тальной оценки энергий связи является ме-
тод термодесорбционных спектров (ТДС); 
его обоснование приводится в работе [12]. 
извлечение водорода из образца рассма-
тривается как химическая реакция перво-
го порядка с энергией активации, равной 
энергии связи. Таким образом, диффузия 
водорода внутри исследуемого образца счи-
тается несущественной.  

С одной стороны, это противоречит 
экспериментальным данным,  так как даже 
при относительно небольших размерах об-
разца учет диффузии вносит существенные 
коррективы в величину энергии связи [13]. 
C другой стороны, о недостаточной точ-
ности такого подхода свидетельствуют по-
пытки математического моделирования 
ТДС, измеренных экспериментально [14]. 
как правило, энергии связи порядка 0,2 эВ 
дают при таком моделировании заметные 
потоки водорода при нормальных услови-
ях, чего не наблюдается  на опыте.   

Существует возможность оценки энер-
гии связи с привлечением других методов, 
например спектрального [15], но этот ме-
тод хорошо работает для тонких образцов в 
виде пленок и мембран.

В связи с большим влиянием водорода с 
различными энергиями связи на структуру 
и прочность материалов необходимы под-
ходы, применимые не только при научных 
исследованиях, но и в промышленном экс-
перименте.

Измерение концентрации водорода методом  
вакуум-нагрева

одним из способов измерения концен-
трации водорода в твердой пробе, которым 

пользуются как при исследованиях, так 
и при промышленном контроле, являет-
ся метод вакуум-нагрева [15 – 18]. В на-
ших экспериментах мы использовали про-
мышленный анализатор водорода аВ-1 с 
масс-спектрометрической регистрацией 
временной зависимости величины потока 
водорода из образца в процессе его нагре-
вания в вакууме. 

На рис. 1 представлена система пробо-
подготовки, состоящая из экстракционной 
системы 2, 3 (материал – кварцевое стекло) 
и радиационной печи 4, температура кото-
рой поддерживается постоянной в процессе 
анализа. Цилиндрические образцы 1 поме-
щаются в холодный отросток экстрактора 2 
из тонкого кварцевого стекла.

При проведении анализа образец 1 сбра-
сывается без нарушения вакуума в анали-
тический отросток 3. Последний находится 
при постоянной температуре экстракции, 
которая автоматически поддерживается на-
гревателем 4, надетым на отросток. функ-
циональная схема анализатора приведена 
на рис. 2. 

Для большинства сплавов температура 
экстракции лежит в диапазоне 400 – 800 °С.  
объем экстрактора непрерывно откачи-
вается вакуумными насосами анализатора 
до рабочего давления 100 мкПа. анализи-

рис. 1. Экстракционная система  
анализатора водорода:  

1 – цилиндрические образцы, 2 – экстрактор,  
3 – аналитический отросток, 4 – радиационная печь 

с термопарой, 5 – контроллер температуры печи
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руемый образец медленно прогревается до 
температуры экстракции. Поток водорода, 
выделяющийся из него, измеряется масс-
спектрометрическим анализатором, пред-
варительно прокалиброванным по стан-
дартным образцам содержания водорода. 
В результате анализа образца получают 
временную зависимость потока водорода 
из экстракционной системы (экстракци-
онная кривая). интеграл от экстракцион-
ной кривой пропорционален количеству 
водорода, экстрагированного из образца. 
форма кривой имеет характерные особен-
ности для алюминиевых, магниевых и ти-
тановых сплавов, различных марок сталей. 
При определении параметров диффузии 
мы сравниваем экспериментальную экс-
тракционную кривую с расчетной экстрак-
ционной кривой, которую получаем путем 
математического моделирования процесса 
нестационарной диффузии водорода в ис-
следуемом образце.

Моделирование процесса  
диффузии водорода в образце

рассмотрим процесс нагревания образ-
ца  в вакууме на примере образцов титана, 
с которыми проводились эксперименты. 
образец имеет форму, близкую к паралле-
лепипеду, с размерами a = 2,6 мм, l = 4 мм, 
b = 4 мм.

В процессе анализа температура стенок 
экстрактора поддерживается на постоян-
ном уровне Т0. кварцевое стекло, из кото-

рого сделан экстрактор, обладает практиче-
ски нулевой теплопроводностью, площадь 
контакта образца со стенками экстрактора 
мала, следовательно,  теплопередача проис-
ходит только за счет излучения.   

кварцевое стекло не пропускает инфра-
красное излучение радиационной печи 4 
(см. рис. 1), поэтому образец нагревается 
исключительно за счет теплового излуче-
ния стенок экстрактора. количество тепла 
dQ, поглощаемого образцом за время dt, 
составляет:

4 4
0( ) .пdQ S T T dt= ε σ −

здесь σ – постоянная Стефана – Боль-
цмана ( 85,6687 10−σ = ⋅ Вт۰м–2۰K–4); S – 
площадь поверхности образца; T – темпе-
ратура образца; 0T  – температура стенок 
аналитического отростка экстрактора; 

nε  – коэффициент поглощения исследуе-
мым образцом, который выражается как

2 2

1
,

1 1
1

n

t

S
S

ε =
 

+ − ε ε 

где tε  – коэффициент поглощения для ти-
тана, 2ε  – коэффициент поглощения для 
стенок кварцевого стекла аналитическо-
го отростка экстрактора (в случае инфра-
красного излучения он примерно равен 1),  
S2 – площадь поверхности стенки аналити-
ческого отростка экстрактора, участвующей 
в теплообмене. 

(1)

рис. 2. функциональная схема анализатора водорода аВ-1: 
1 – экстрактор с образцами; 2 – радиационная печь с контроллером температуры, 3 – азотная ловушка; 

4 – вакуумный насос; 5 – масс-спектрометр; 6 – система цифровой регистрации с монитором; 7 – система 
газовой калибровки
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При значениях 2 1ε =  или гораздо боль-
шем, чем величина ,tε  приближенно вы-
полняется равенство .n tε ≈ ε  В интересую-
щем нас диапазоне температур 200 – 900 °С 
можно принять для титана

0,2.tε =

удельная теплоемкость титана при этих 
условиях слабо зависит от температуры и 
составляет c = 0,6 кДж۰кг–1۰K–1. Тепло dQ
(см. выражение (1)), поглощенное образ-
цом, увеличивает его температуру на вели-
чину dT :

,dQ c VdT= ρ

где ,ρ  V – плотность и объем образца. 
из формул (1) – (3) следует уравнение 

нагрева образца:

4 4
00,2( ).

dT S
T T

dt c V
σ

= ⋅ −
ρ

зависимость концентрации водорода в 
образце от координат и времени получим, 
решая уравнение нестационарной диффу-
зии:

0 0

1
;

| 0,

| ,
S

t

C
C

D t
C

C C=

∂
∆ =

∂
=

=

где C – концентрация водорода в образце, 
D – коэффициент диффузии водорода в 
металле; 

D = D0 exp(–u/kT)

(u – энергия активации водорода, D0 – кон-
станта диффузии, k – постоянная Больцма-
на). 

При заданных граничных условиях пер-
вый член ряда фурье для концентрации 
водорода C, являющейся решением уравне-
ния (5), имеет вид

3
0

1 0

( , , , ) sin sin
8

sin ( , , ),

C x y
C x y z t

a b
z

f t u D
l

π π π
= ⋅ ×

π
× ⋅

где l, a, b – высота и поперечные размеры 
образца. 

функция 1 0( , , )f t u D  является решением 
уравнения 

2 2 2

1 0 12 2 2

1 0

exp 0;

(0, , ) 1.

u
f D f

kT a b l

f u D

 π π π + − + + =  
   

=



При анализе содержания водорода при-
бор регистрирует временнýю зависимость 
полного потока водорода ( )q t  через по-
верхность образца. Согласно закону фика, 
он выражается следующей формулой:

( ) .
S

dC
q t D dS

dn
= −∫

(напомним, что S – площадь поверхности 
образца).

После интегрирования выражения (8), с 
использованием формулы (6) для концен-
трации водорода C, получим, что

0
2 2 2 2

0 1 0

16 1 1 1
( )

 exp ( , , ).

C
q t

a b l

u
D f t u D

kT

 = + + × π  
 × − 
 

если предположить, что водород в об-
разце находится в ловушках с различными 
энергиями связи ,iu  которым соответству-
ют константы диффузии 0iD  и начальные 
значения концентрации водорода 0 ,iC  то, 
вследствие линейности уравнения диффу-
зии (5), можно воспользоваться принципом 
суперпозиции. Тогда временная зависи-
мость полного потока водорода из образца 
( )q t  будет определяться суммой

02 2 2 2

0 1 0

16 1 1 1
( )

 exp ( , , ),

i
i

i
i i i

q t C
a b l

u
D f t u D

kT

 = + + × π  
 × − 
 

∑

где 1 0( , , )i if t u D  – решения уравнения (7) 
при заданных значениях констант 0 0, ,i i iu D C  
и размерах образца (l, a, b).

Проведя сопоставление эксперимен-
тальной экстракционной кривой с расчет-
ной кривой (10), при выбранных значениях 
начальных концентраций 0iC  и констант 
диффузии 0,i iu D  получим величину энер-
гии активации  и константы диффузии для 
водорода, находящегося в металле. На рис. 
3 приведены графики двух экстракционных 
кривых, одна из которых измерена  экспе-

(3)

(2)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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риментально, другая вычислена в результа-
те моделирования с использованием фор-
мулы (10).

Таким образом, экстракционная кри-
вая, измеренная с использованием метода 
вакуум-нагрева, реализованного в анализа-
торе водорода аВ-1, позволяет определить 
фундаментальные параметры, характери-
зующие состояние водорода в твердом теле: 
уровни энергии связи водорода ,iu  количе-
ство водорода Ni в различных энергетиче-
ских состояниях (заселенность энергетиче-
ских уровней), постоянную диффузии 0iD  
для водорода с энергией связи .iu

Верификация основных приближений метода 
определения энергий связи

Для экспериментальной проверки адек-
ватности сделанных предположений были 
изготовлены образцы титанового сплава 
ПТ7м, имеющие форму параллелепипеда с 
размерами 2,0 × 2,0 × 2,5 мм. образцы были 
вырезаны из трубы внешним диаметром  
28 мм.

Шесть образцов одинакового размера 
были загружены в экстракционную систе-
му анализатора водорода аВ-1. испытания 
каждого из образцов производились при 
определенной температуре экстракции, на-
чиная с 530 °С и кончая 800 °С. каждый раз 
аналитический отросток экстракционной 
системы прогревался до температуры экс-
тракции без образца, затем образец сбра-
сывался в прогретый аналитический отро-
сток, и измерялась экстракционная кривая. 
каждый образец испытывали однократно. 
Это означало, что при низких температурах 
из образца экстрагировалась только часть 
содержащегося в нем водорода. результаты 
опытов приведены на рис. 4, a.

анализ графиков экстракционных кри-
вых показывает, что диффузия водорода 
из титанового сплава имеет активацион-
ный характер. Водород, имеющий большую 
энергию связи, практически не экстраги-
руется вплоть до температуры экстракции  
750 °С и  остается в образцах после прове-
дения анализа.

рис. 3. Экспериментальная (1) и расчетная (2) экстракционные кривые с тремя характерными 
энергетическими максимумами для сплава титана ПТ7м
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рис. 4. Экспериментальные (a) и смоделированные (b) экстракционные кривые  
образцов сплава титана ПТ7м, полученные при  различных температурах экстракции T0, °C:  

530 (1), 600 (2), 700 (3),  750 (4), 775 (5), 800 (6).  
Помимо временной оси, над осью абсцисс приведены измеренные значения содержания водорода в образцах. 

На рис. 4, b представлены значения полного потока водорода,  вычисленные по формуле (10)

а)

b)



Физика конденсированного состояния

15

если верны предположения о наличии 
состояний с различными энергиями связи 
водорода iu  и соответствующих им кон-
стант диффузии 0 ,iD  то после определения 
этих параметров по одной из экстракцион-
ных кривых, мы сможем адекватно описать 
измеренные экстракционные кривые для  
других температур анализа.

моделирование процесса высокотемпе-
ратурной вакуум-экстракции  было прове-
дено шесть раз для различных температур 
экстракции, с вычислением потока экстра-
гированного водорода по формуле (10).

результаты моделирования приведены 
на рис. 4, b. Все расчетные кривые экстрак-
ции при указанных температурах анализа 
построены на одном графике, аналогично 
экспериментальным кривым, представлен-
ным на рис. 4, a.

Полученные результаты моделирования 
показывают хорошее согласие с экспери-
ментом. При моделировании использованы 
параметры диффузии, найденные при ана-
лизе экспериментальной экстракционной 
кривой, полученной при температуре ана-
лиза 800 °С (см. рис. 3, кривая 1). Без ис-
пользования подгоночных параметров уда-
лось осуществить экстраполяцию на более 
низкие температуры, при этом результат 
моделирования адекватен соответствующе-
му эксперименту.

Таким образом, предложенная модель  
адекватна реальным физическим процес-
сам, протекающим при реализации метода 
высокотемпературной  вакуум-экстракции 
водорода из анализируемого образца твер-
дой пробы.

В модели, описывающей процесс нагре-
вания образца, учтена только теплопереда-
ча за счет излучения. к возможным источ-
никам погрешности в определении энергии 
активации диффузии следует отнести от-
личную от нуля теплопроводность кварце-
вого стекла, а также недостаточно точное 
задание коэффициента поглощения тепло-
вого излучения.

Для проверки предложенной модели 
нагрева образца был поставлен следующий 
эксперимент.

из одного и того же прутка сплава 
амг6 были выточены два цилиндрических 

образца диаметром 2r = 8 мм и высотой  
h = 15 мм. Перед загрузкой в экстрактор 
на поверхность одного из образцов была 
нанесена сажа, полученная при неполном 
сгорании ацетилена. Прогрев образца был 
минимальным ввиду малого времени кон-
такта образца с пламенем горелки, которое 
содержало сажу. рабочая температура экс-
тракционной системы составляла 530 °С. 
зачерненный образец сбрасывался в анали-
тический отросток магнитным толкателем 
без нарушения вакуума. 

Стенки экстрактора находятся при рабо-
чей температуре анализа. Холодный образец 
(исходно имеет комнатную температуру) 
прогревается до температуры экстракции и 
затем выдерживается при этой температуре 
до завершения анализа. 

обычный образец имеет естественную 
для алюминиевого сплава малую поглоща-
ющую способность, тогда как образец, по-
крытый сажей, имеет поглощающую спо-
собность, практически равную единице. 

Были измерены экстракционные кри-
вые  для зачерненного и обычного образцов 
(рис. 5). установлено (и видно на рисунке), 
что покрытый сажей образец нагревался 
примерно в 20 раз быстрее. если предполо-
жить, что диффузия водорода имеет актива-
ционный характер, то по экстракционным 
кривым можно судить о скорости прогрева 
образцов.

Первый пик водорода на экстракцион-
ной кривой (см. рис. 5) связан с десорбци-
ей «поверхностного» водорода из образца. 
Положение максимума соответствует тем-
пературе образца 100 – 150 °С.

При моделировании динамики нагре-
вания образцов было использовано урав-
нение (4). Для образца, покрытого сажей, 
коэффициент поглощения tε  был принят 
равным 1.

На рис. 6 приведены результаты моде-
лирования зависимости температуры об-
разцов от времени. кривая 1 соответствует 
образцу, покрытому сажей; кривая 3 по-
лучена для чистого полированного алюми-
ния. кривая 2 соответствует образцу алю-
миниевого сплава амг6, приготовленному 
по гоСТ 21132.1-98; коэффициент погло-
щения для этого образца соответствует экс-
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периментальной кривой 2 на рис. 6.
анализ приведенных результатов моде-

лирования динамики нагревания образцов 
позволяет сделать вывод о том, что реаль-
ный коэффициент поглощения для алю-
миниевых сплавов выше, чем соответству-
ющие литературные данные для чистого 
полированного алюминия. Это связано, ве-

роятно, с наличием легирующих добавок и 
качеством обработки поверхности образца. 
Проведенные нами эксперименты показы-
вают, что реальный коэффициент поглоще-
ния можно определять экспериментально 
для каждого типа сплава. 

описанная технология сравнительного 
анализа содержания водорода в  образцах 

а)

b)

рис. 5. Начальные участки экстракционных кривых, полученных  
для образцов алюминиевого сплава амг6 одинаковой формы, но с разными поверхностями:  

покрытой слоем сажи (a) и без нее (b)
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с регулируемым коэффициентом погло-
щения позволяет более точно определить 
временнýю зависимость температуры об-
разца в процессе анализа. 

Другие методы определения температу-
ры образцов в вакууме либо существенно 
искажают результаты анализа, либо имеют 
низкую точность. изложим основные экс-
периментальные проблемы, возникающие 
при измерении температуры в вакууме. 

закрепление термопары на образце в 
вакууме делает эксперимент и экстракци-
онную систему очень громоздкой. При тем-
пературе 500 – 600 °С необходимо изолиро-
вать проводники термопары специальными 
материалами, поскольку как сама изоляция, 
так и материал термопары могут содержать 
водород, а это приведет к существенному 
искажению результата анализа (особенно 
при определении малых концентраций во-
дорода). укрепить термопару можно толь-
ко, если запрессовать ее в углублении или в 
отверстии образца; но это приводит к зна-
чительным пластическим деформациям ма-
териала,  даже при массе образца порядка 
2 – 5 г.

укрепление термопары на специальной 

опоре или в тигле может приводить к тому, 
что материал этих приспособлений будет 
существенно влиять на результаты анали-
за, искажая их. Применение же пироме-
тров для определения температуры образца 
не обеспечивает необходимой точности в 
условиях значительных помех, создаваемых 
тепловым излучением радиационной печи. 
кроме того, при температурах ниже 500 °С 
пирометрия имеет погрешность выше, чем 
±50 °С.

Таким образом, предложенная нами 
экспериментально-расчетная методика 
определения временной зависимости тем-
пературы образца при реализации метода 
высокотемпературной вакуум-экстракции 
водорода позволяет получать надежные 
данные о величине поглощающей способ-
ности поверхности образца и давать адек-
ватные результаты при аппроксимации 
экстракционных кривых для определения 
энергии связи ui и констант диффузии 0iD  
водорода в различных материалах.

Обсуждение результатов

При определении энергии связи тра-
диционным методом термодесорбционных 

рис. 6. результаты моделирования динамики нагревания трех анализируемых образцов  
(с различными значениями коэффициента εt) от времени:  

1 – εt = 1 (образец покрыт сажей); 2 – εt = 2·10–4·(T + 64,3) (образец приготовлен по гоСТ 21132.1-98,  
поглощающая способность увеличена); 3 – εt = 7·10–5·(T + 64,3) (образец из чистого полированного алюминия) 
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спектров не используются предположения 
о параметрах образцов. Поэтому алгоритм 
определения энергий связи кажется неза-
висимым и объективным. однако такая не-
зависимость не всегда подтверждается экс-
периментально. В работе [13] учтены форма 
и размеры образцов, что заметно изменяет 
измеренные значения энергии связи. ис-
следование [19] для сталей одного и того 
же типа показывает существенный разброс 
в значениях параметров диффузии и, кроме 
того, полученные значения энергии акти-
вации iu

 и постоянной диффузии 0 ,iD  как 
и в работе [13], сильно зависят от размеров 
исследуемых образцов.

метод ТДС базируется на гипотезе ло-
вушек, согласно которой существует один 
канал диффузии водорода в твердом теле 
и имеются ловушки, равномерно распре-
деленные в образце. В ловушках нака-
пливается водород. При этом физические 
соображения о том, что диффузия – все-
го лишь модель процесса статистически 
равновесного изменения состояния атомов 
и молекул не принимаются во внимание. 
уравнения для диффузии водорода и для 
изменения содержания водорода в ловуш-
ках различны. рассмотрим противоречия, 
которые проявляются при таком подходе 
для образцов малой толщины.

Будем считать, что водород находится 
в ловушках нескольких типов (с разными 
энергиями связи или активации). После 
освобождения из ловушек водород пере-
ходит в диффузно-подвижное состояние с 
энергией связи 0.u  В этом состоянии воз-
можна диффузия водорода в тонком слое 
толщиной d в направлении оси OX.

уравнение освобождения водорода из 
ловушек с энергией связи u0i описывается 
стандартным кинетическим уравнением 

0

,

(0) ,

i
i i

i i

dw
D w

dt
w w

= −

=

где ( )iw t  – концентрация водорода в ло-
вушке, приведенная к массе слоя; Di – ко-
эффициент скорости освобождения ловуш-
ки, 

0

( )
0

iu

kT t
i iD D e

−
=

(D0i – константа скорости освобождения 
ловушки, аналогичная константе диффу-
зии; ( )T t – температура слоя, зависящая от 
времени). 

Будем считать, что ловушки распределе-
ны неравномерно по объему слоя, а имен-
но 

( , ) ( ) sin .i i

x
w  t x   w  t

d
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из уравнения (11) следует, что
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∑

здесь D = D0exp(–u0/kT(t)) – коэффици-
ент диффузии; w – массовая концентрация 
водорода в слое; источниковые члены опи-
сывают поток водорода из ловушек внутри 
слоя.  

используем выражение (11); тогда урав-
нение диффузии можно переписать следу-
ющим образом:

2

2
.i i

i

w d w
D D w

t dx
∂
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∂ ∑

Подстановка выражения ( )D t dtτ = ∫  в 
уравнение (13) дает следующий вид урав-
нения:
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общее решение однородной задачи 
имеет вид
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решение неоднородной задачи следует 
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∑

Первое интересное следствие из полу-
ченных решений заключается в том, что в 
свертке решения (16) участвуют отноше-
ния  

0 0

0

( )
exp .

( ) ( )
j j jD D u u

D D kT

θ − 
= − θ θ 

Следовательно, можно рассматривать 
водород, готовый к диффузии, как молеку-
лы, находящиеся в ловушке с энергией связи 

0,u  а освобождение водорода из ловушек –  
как переход с уровня энергии ju  на уро-
вень  энергии 0;u  такой переход происходит 
с потерей энергии, равной uj – u0.

Перепишем временной множитель в 
равенстве (16) с учетом временной подста-
новки и решений для  массовой концен-
трации wj:
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рассмотрим случай очень тонкого слоя: 

1.d <<  Тогда выражение (17) можно при-
ближенно записать как
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Существует принципиальная разница 
между экспонентами первого и второго сла-
гаемых, так как в случае диффузии показа-
тель экспоненты умножается на масштаб-
ный фактор π2/d 2, а в случае опустошения 
ловушек – нет. Следовательно, поступле-
ние водорода из ловушек практически не 
зависит от толщины слоя, что противоре-
чит экспериментальным данным.

В опытах с пленками  толщиной 7 –  
10 мкм длительность пиков водорода на 
кривой экстракции составляет десятки се-
кунд.

Попытки моделирования потоков «есте-
ственного» водорода из образцов толщиной 
10 мкм с использованием модели «однока-
нальной» диффузии приводят к тому, что 
энергия активации самого канала диффу-
зии имеет разумные значения 0,2 – 0,4 эВ, 
а энергии связи в ловушках составляют 
дополнительно сотые доли электронвольт. 
Следовательно, энергии теплового движе-
ния при комнатной температуре достаточно 
для эффективного опорожнения ловушек. 
многоканальная модель, напротив, дает 
разницу в 0,4 – 1,0 эВ между энергиями 
активации различных каналов диффузии.

Таким образом, экспериментальные 
данные, физические соображения и осно-
ванное на них математическое моделиро-
вание свидетельствуют о том, что модель 
многоканальной диффузии водорода более 
точно описывает экспериментальные ре-
зультаты.

имеется еще один источник ошибок ме-
тода ТДС. он заключается в наличии фоно-
вых потоков водорода из экстракционной 
системы, которые зависят от температуры 
образца. При прогреве образца возрастает 
температура окружающих его частей экс-
тракционной системы. В некоторых случаях 
величина фонового потока водорода возрас-
тает в процессе измерения ТДС  в сотни раз 
[15]. Предварительное насыщение образцов 
водородом, которое широко применяется в 
методе ТДС, позволяет уменьшить влияние 
возрастающих фоновых потоков. Для того, 
чтобы оценить их влияние при измерениях 
естественных концентраций водорода, был 
проведен эксперимент по ступенчатому из-
менению температуры экстракционной си-

(16)

(17)

(18)
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стемы анализатора водорода аВ-1. На рис. 
7 представлены экстракционная кривая об-
разца алюминиевого сплава массой 2 г и 
концентрацией водорода 0,1 ppm, а также 
фоновые потоки, которые возникают при 
ступенчатом прогреве экстракционной си-
стемы до 700 °С. Поток водорода со стенок 
экстракционной системы превышает зна-
чение потока водорода  из   исследуемого 
образца.

Выводы

Проведенное исследование показывает, 
что модель многоканальной диффузии точ-
нее других подходов описывает реальный 
процесс диффузии водорода в твердом теле 
при использовании метода высокотемпе-
ратурной вакуумной экстракции водорода 
при нагревании анализируемого образца.

Применение указанного метода с масс-
спектрометрическим измерением мгновен-
ного значения потока водорода позволяет 
измерять малые естественные концентра-
ции водорода и распределение этих концен-

траций по энергиям активации. Высокая 
чувствительность анализа при использова-
нии промышленного анализатора водорода 
аВ-1 дает возможность проследить пре-
вращения естественного водорода в образ-
це при  различных термомеханических  и 
физико-химических воздействиях.

отпадает необходимость в опытах по 
предварительному насыщению образцов 
водородом. При таком подходе мы получа-
ем новую систему, свойства которой отли-
чаются от исходного материала. Наши ис-
следования [20] показали, что увеличение 
концентрации водорода в 2 – 3 раза приво-
дит к разрушению материала. отливки алю-
миниевых сплавов разрушаются в процессе 
кристаллизации, если содержание водорода 
в них превышено вдвое. В работе [21] пока-
зано, что насыщение материала водородом 
приводит к снижению предела прочности в 
3 – 5 раз.

исследование выполнено за счет гран-
та российского научного фонда (проект  
№15-19-00091).

рис. 7. Экстракционная кривая образца алюминиевого сплава массой 2 г  
c концентрацией водорода 0,1 ppm (справа) и фоновые потоки (слева), которые возникают  

при ступенчатом прогреве экстракционной системы до 700 °С
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕПЛООБМЕНА  
В КОРИДОРНОМ ПУЧКЕ ТРУБ, ПОПЕРЕЧНО ОБТЕКАЕМОМ  

жИДКИМ МЕТАЛЛОМ

Представлены результаты численного моделирования турбулентного тепло-
обмена в поперечно обтекаемых жидким металлом коридорных пучках глад-
ких круглых труб. расчеты выполнены с использованием CFD-пакета ANSyS 
Fluent в двумерной нестационарной постановке методом uRANS с примене-
нием SST-модели турбулентности ментера и в предположении постоянства 
физических свойств среды, с числом Прандтля, равным 0,023. Число рейноль-
дса изменялось в диапазоне от 26200 до 52400. Проведен анализ мгновенных 
и осредненных во времени полей скорости и температуры, полученных для 
пучков различной плотности, при варьировании ширины пучка (числа трубных 
рядов в поперечном направлении). интегральные характеристики теплоотдачи 
сравниваются с экспериментальными данными. 

ТруБНЫй ПуЧок, ЖиДкий меТалл, ТурБулеНТНоСТЬ, ТеПлооБмеН, ЧиСлеН-
Ное моДелироВаНие, uRANS.

Введение

углубленные и достоверные знания об 
особенностях турбулентных течений и про-
цессов теплообмена в жидких металлах 
важны для решения многих актуальных 
проблем в области ядерной энергетики, 
среди которых особое место занимают зада-
чи, возникающие на этапе проектирования 
реакторных блоков на быстрых нейтронах 
с жидкометаллическим теплоносителем. 
геометрические конфигурации реакторов 
содержат конструкционные компоненты 
цилиндрической формы (трубчатые тепло-
обменники, насосы, элементы системы 
управления и др.), частично или полностью 
погруженные в объем циркулирующего 
жидкого металла. 

задача о течении и теплообмене в по-
перечно обтекаемых пучках труб входит в 
число важных для практики «канонических» 
постановок [1, 2] по проблеме термогид-
родинамики жидкометаллических тепло-
носителей. интенсивные эксперименталь-
ные исследования данной задачи велись 
в 1950 – 1960-е гг. в лабораториях Цен-
трального котлотурбинного института им. 
и.и. Ползунова (ЦкТи) [1, 3] и физико-
энергетического института им. а.и. лей-
пунского (фЭи) [2, 4]. изучались интен-
сивности локальной и средней теплоотдачи 
при поперечном обтекании коридорных и 
шахматных пучков труб различной конфи-
гурации, а также при обтекании одиноч-
ных цилиндров тяжелыми и щелочными 
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жидкими металлами в широком диапазоне 
изменения числа Пекле. отрабатывались 
методики измерений, исследовалось влия-
ние на процессы теплообмена различных 
факторов, в частности режимных параме-
тров, количества рядов труб в поперечном 
направлении, конфигурации пучков и пр. 

В последнее десятилетие интерес к ис-
следованиям в этом направлении возоб-
новился, и прежде всего, в связи с мас-
штабными задачами по созданию атомных 
электростанций с реакторами нового поко-
ления на быстрых нейтронах, обеспечива-
ющих возможность реализации замкнутого 
ядерного топливного цикла и обладающих 
высоким уровнем безопасности. результа-
ты исследований по проблеме термогидро-
динамики тяжелых металлов (расплавов 
свинца и эвтектики свинец-висмут) в по-
перечно обтекаемых пучках труб, которые 
были недавно выполнены в фЭи, частично 
отражены в работах [5, 6].

Экспериментальный подход к изучению 
структуры течения и теплового состояния 
расплавов жидких металлов сопряжен с 
большими затратами и преодолением ряда 
объективных трудностей. В сегодняшних 
условиях численное моделирование на 
основе нестационарных уравнений движе-
ния и теплопереноса рассматривается как 
наиболее перспективное направление ис-
следований по расширению базы знаний, 
необходимых для разработки новых про-
ектов. расчетные методики, которые се-
годня используются, можно разделить на 
«инженерные» (относительно экономич-
ные), базирующиеся на осредненных по 
рейнольдсу уравнениях Навье – Стокса 
(RANS, uRANS), и вихре-разрешающие 
(DNS, LES, DES); последние обладают вы-
сокой точностью, но при этом крайне тре-
бовательны к вычислительным ресурсам. 
Примером приложения метода прямого 
численного моделирования к родственной 
проблеме являются расчеты турбулентного 
обтекания одиночного кругового цилиндра 
жидким натрием при существенном влия-
нии эффектов плавучести [7]. 

отраженный в литературе опыт чис-
ленного моделирования течения и тепло-
обмена в поперечно обтекаемых пучках 

труб накоплен в основном для сред с чис-
лом Прандтля порядка единицы. В ранних 
расчетах использовалось предположение о 
периодичности поля течения в продольном 
и поперечном направлениях, отвечающее 
модели безграничного пучка [8, 9]. однако 
при постановке лабораторных эксперимен-
тов исследователи стремятся использовать 
пучки с минимально возможным числом 
труб, особенно при проведении дорого-
стоящих опытов с течениями жидких ме-
таллов. Соответственно, возникает вопрос 
о влиянии краевых эффектов на структу-
ру потока и характеристики теплоотдачи. 
При проведении численного моделирова-
ния, результаты которого сопоставляются 
с опытными данными, неопределенности 
такого рода желательно исключать (или су-
щественно уменьшать). Это можно сделать, 
отказавшись от предположения о перио-
дичности течения, т. е. использовать рас-
четную область, которая охватывает всю 
совокупность труб, образующих пучок в 
экспериментальном прототипе (см., напри-
мер, работы [10, 11]). 

В настоящей работе представляются 
результаты двумерных параметрических 
расчетов турбулентного течения и тепло-
обмена в поперечно обтекаемых жидким 
металлом коридорных пучках гладких кру-
глых труб. расчеты выполнены на основе 
нестационарных уравнений рейнольдса 
(метод uRANS) с применением программ-
ного пакета вычислительной гидродинами-
ки ANSyS Fluent. исследуется влияние на 
структуру расчетных полей скорости и тем-
пературы и на характеристики теплоотда-
чи различных факторов: режимного числа 
Пекле (в диапазоне 600 – 1200), плотности 
упаковки пучка и его ширины, размерно-
сти расчетной сетки. На основе сопостав-
ления с известными экспериментальными 
данными для чистых щелочных металлов 
оцениваются возможности метода uRANS 
по предсказанию средней теплоотдачи для 
рассматриваемых условий.

Постановка задачи  
и вычислительные аспекты

В двумерном приближении рассматри-
вается нестационарное турбулентное тече-
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ние жидкости при малом числе Прандтля 
(Pr = 0,023) применительно к задаче попе-
речного обтекания коридорных пучков, со-
стоящих из круглых труб. используется мо-
дель несжимаемой ньютоновской жидкости с 
постоянными физическими свойствами, без 
учета эффектов плавучести. Численное мо-
делирование основывается на решении не-
стационарных, осредненных по рейнольдсу 
уравнений Навье – Стокса (uRANS) в сово-
купности с уравнением энергии. Для замы-
кания системы уравнений рейнольдса при-
влекается SST-модель турбулентности [12].

расчеты выполнены для эксперимен-
тальных условий работы [3], где объектом 
исследования являлись коридорные пучки 
труб с различными расстояниями (шага-
ми) между ними, поперечно обтекаемые 
расплавами жидких щелочных металлов. 
рабочий участок экспериментальной уста-
новки представлял собой прямоугольный 
короб, снабженный входным диффузо-
ром и выходным конфузором. Централь-
ные трубы первого и шестого рядов пучка 
обогревались в экспериментах работы [3] 
поочередно, путем пропускания через них 
электрического тока. остальные трубы не 
подвергались обогреву и служили лишь для 
создания гидродинамического подобия. 

При проведении настоящих расчетов 
рассматривался только случай обогрева 
труб шестого ряда. Численное моделирова-
ние проводилось для двух трубных пучков:    

тесного, с шагом по фронту S1 = 1,23d и 

по глубине S2 = 1,18d;
широкого, с одинаковыми шагами по 

фронту и глубине S1 = S2 = 1,69d. здесь и 
далее диаметр трубок d используется в ка-
честве масштаба длины.

В качестве масштаба скорости прини-
мается скорость V* в минимальном сечении 
поперек хода потока, определяемая соотно-
шением:

1

* ,
(1 / )

inV
V

d S
=

−

где Vin – скорость на входе в расчетную об-
ласть.

расчетные области содержали некоторое 
число рядов труб в направлении, попереч-
ном по отношению к потоку, и два ряда 
«вытеснителей», выполненных из полови-
нок труб и расположенных на боковых гра-
ницах (как и в экспериментах работы [3]). 

В расчетах для тесного пучка задавалось 
разное количество рядов труб в попереч-
ном направлении: один, три или пять. рас-
четы для широкого пучка выполнялись для 
одной конфигурации, содержащей три пол-
ных ряда труб. По глубине обоих пучков 
были помещены 10 рядов труб. Принятые 
при моделировании значения геометриче-
ских параметров сведены в табл. 1.

На рис. 1 в качестве примера показана 
расчетная область для тесного пучка с одним 
полным рядом труб. На входе в расчетную 
область задавались постоянные значения 
нормированной скорости: Vin = 0,185 для 

Таблица  1

Значения параметров, принятых при моделировании

Параметр
значение параметра 

Тесный пучок Широкий пучок

Шаг 
по фронту
по глубине

S1 = 1,23d
S2 = 1,18d

S1 = S2 = 1,69d

количество рядов труб
в поперечном направлении

1, 3, 5 3 полных 

количество рядов труб
по глубине

10 10

обозначение : d – масштаб длины.

(1)
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тесного пучка и 0,408 для широкого; при-
веденная температура на входе полагалась 
равной нулю, Tin = 0. На выходной границе 
полагалось равным нулю приведенное дав-
ление. На стенках труб ставились условия 
прилипания. Стенки труб считались адиа-
батическими, за исключением труб шесто-
го ряда, на которых задавался постоянный 
тепловой поток. Стенки с полукруглыми 
вытеснителями, ограничивающие поток в 
поперечном направлении, рассматривались 
как адиабатические, на них также задава-
лось условие прилипания.

Для каждой конкретной геометрии 
основные серии расчетов были выполне-
ны для следующего набора значений числа 
Пекле, Pe = V*d/a: 600, 800, 1000 и 1200  
(a – коэффициент температуропроводно-
сти). значения числа рейнольдса при этом 
изменялись в пределах от 26200 до 52400.

Неструктурированные расчетные сетки 
включали, в зависимости от конфигурации 
пучка, от 160 до 500 тыс. узлов. Дополни-
тельная серия расчетов проводилась для 
тесного пучка с тремя рядами труб поперек 
потока на огрубленной расчетной сетке, по 
сравнению с базовой (общая размерность 
сетки была уменьшена примерно в 3 раза). 
Сгущение сеток к цилиндрическим стен-
кам обеспечивало во всех рассчитанных ва-
риантах значение нормированного размера 
пристенной ячейки y+, не превышающее 
единицу.

расчеты проводились с помощью CFD-
пакета ANSyS Fluent 14.0. Турбулентное 
число Прандтля задавалось равным 0,85. 
Входные значения характеристик турбу-
лентности рассчитывались, исходя из зада-
ния интенсивности турбулентности в 5 % и 

отношения турбулентной вязкости к моле-
кулярной, равного 10.

Результаты расчетов и обсуждение

Переходя к представлению и обсужде-
нию результатов, следует, прежде всего, от-
метить, что в расчетах для тесного пучка с 
одним рядом труб при всех рассмотренных 
значениях числа Пекле, а также при его 
наименьшем значении (Pe = 600) для ва-
риантов с тремя и пятью рядами численное 
решение в ходе вычислительного процесса 
сводилось к стационарному. В остальных 
случаях расчетное поле течения было неста-
ционарным и непериодическим, что требо-
вало получения достаточно длительной вы-
борки для последующего осреднения.

На рис. 2 – 4 приведены общие карти-
ны и увеличенные фрагменты (в окрест-
ности труб шестого ряда) мгновенных рас-
пределений модуля полной безразмерной 
скорости и нормированной температуры, 
полученные для тесного пучка с разным 
количеством поперечных рядов труб при 
наибольшем из рассмотренных значений 
числа Пекле (Pe = 1200). Температура нор-
мировалась на разность между выходной 
среднемассовой и входной температурами.

как видно, для однорядного пучка две 
узкие струи, выходящие из межтрубного про-
странства, отклоняются к одной или к другой 
стенке, ограничивающей поток в попереч-
ном направлении, причем в ходе установ-
ления численного решения направленность 
этого отклонения носит случайный характер 
(в силу симметрии расчетной области и гра-
ничных условий). Тепловой след распростра-
няется в направлении развития основного 
течения, охватывая несколько цилиндров, 

рис. 1. расчетная область для тесного пучка с одним полным рядом труб;  
S1, S2  – шаги по фронту и по глубине, соответственно; d – масштаб длины
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расположенных за нагреваемой трубой.
В случае трехрядного пучка рассчитан-

ное течение носит выраженный нестацио-
нарный характер с заметным поперечным 
перетеканием теплоносителя в межтрубном 

пространстве. В отличие от случая одно-
рядной конфигурации, на выходе из трех-
рядного пучка картина течения обладает 
симметрией. здесь струи, омывающие цен-
тральный ряд цилиндров, при выходе из 

рис. 2. мгновенные поля, рассчитанные при Pe = 1200 для тесного пучка с одним полным рядом 
труб: модуль скорости (а), увеличенные фрагменты модуля скорости (b) и температуры (c).  

Приведены нормализованные значения величин

рис. 3. То же, что на рис. 2, но для пучка с тремя рядами труб 

а)

b) c)

а)

b) c)



Математическое моделирование физических процессов

29

пучка объединяются (каждая с соседней 
струей, формирующейся между крайним 
рядом труб и вытеснителем) и отклоняются 
в направлении ближайшей горизонтальной 
стенки. При этом скорость продольного 
протекания теплоносителя по коридорам 
различна: течение является более интен-
сивным в пространстве между крайними 
рядами трубок и вытеснителями.  

картины полей течения внутри пучка, 
состоящего из пяти рядов труб в попереч-
ном направлении, качественно подобны та-
ковым, полученным для трехрядного пучка. 
здесь, однако, как и для конфигурации с 
одинарным рядом, в результатах расчетов 
наблюдается несимметричность решения в 
области за пучком – с объединением струй 
и их последующим отклонением к горизон-
тальным стенкам. отметим, что эта асим-
метрия сохраняется и в осредненных по 
времени полях.

Влияние числа Пекле на результаты 
расчетов иллюстрируется на рис. 5, где по-
казаны осредненные во времени поля мо-

дуля скорости для трехрядного пучка при 
Pe = 600 и 1200. Видно, что предсказы-
ваемая методом uRANS структура течения 
для этих режимов различается как внутри 
трубного пучка, так и в следе за пучком. В 
случае режима с Pe = 600 обращает на себя 
внимание изменение направления струй-
ного течения по мере протекания по ко-
ридорам. Течение в следе несимметрично, 
объединение струй, в отличие от режима 
с наибольшим числом Пекле, происходит 
непарно: формируется как одна широкая 
струя (путем слияния трех выходящих из 
пучка струй), так и вторая («одиночная»).

мгновенные поля модуля скорости и 
температуры, рассчитанные для широкого 
пучка при Pe = 1200, показаны на рис. 6. 
Течение, по сравнению с полученным для 
трехрядного тесного пучка, существенно 
более хаотично; заметно выше здесь и сте-
пень перемешивания потока за счет более 
интенсивного перетекания в поперечном 
направлении в широких межтрубных зонах. 
Тепловой след от нагреваемых труб доста-

рис. 4. То же, что на рис. 2 и 3, но для пучка с пятью рядами труб 

а)

b) c)
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рис. 5. осредненные во времени распределения модуля скорости для случая тесного пучка  
с тремя рядами труб: Pe = 600 (а) и 1200 (b).  
Приведены нормализованные значения величин

рис. 6. мгновенные поля, рассчитанные при Pe = 1200 для широкого пучка с тремя рядами труб: 
модуль скорости (а), увеличенные фрагменты модуля скорости (b) и температуры (c).  

Приведены нормализованные значения величин

а)

b) c)

а)

b)
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точно быстро размывается, становясь более 
коротким. Такие изменения в структуре 
течения, как показано далее, оказывают 
сильное влияние на средние характеристи-
ки теплоотдачи.

расчетные значения среднего числа 
Нуссельта Nu для отдельной трубы вычис-
лялись следующим образом:

Nu ,
( )

w

w in

q d
T T

=
λ −

где Tw – средняя температура поверхности 
обогреваемой трубы, qw – плотность тепло-
вого потока на ее поверхности, λ – коэф-
фициент теплопроводности.

При обработке численных данных, по-
лученных для пучков, содержащих более 
одного ряда трубок в поперечном направ-
лении, применялось два способа расчета 
среднего числа Нуссельта: в первом случае 
использовались данные только для цен-
трального цилиндра (число обозначено Nu, 
как и в экспериментах [3]), а во втором вы-
числялось среднее арифметическое чисел 
Нуссельта, полученных для всех обогревае-
мых цилиндров, расположенных в шестом 
ряду (среднее обозначено как NuΣ). 

значения числа Нуссельта, рассчитан-
ные для пучков различной конфигурации, 

представлены на рис. 7 в сопоставлении с 
экспериментальными данными, получен-
ными для течения чистых щелочных метал-
лов в коридорных пучках с рассмотренны-
ми параметрами упаковки [1].

Для тесного пучка в конфигурациях 
из трех и пяти поперечных рядов труб на 
рис. 7, а показаны значения числа Нус-
сельта, рассчитанные двумя разными спо-
собами. Дополнительно на графики нане-
сена обобщающая зависимость Nu = Pe0,5, 
рекомендованная авторами работ [3, 4] к 
использованию для оценочных расчетов 
теплообмена в коридорных и шахматных 
пучках труб при их обтекании чистыми 
жидкими металлами. заметим здесь, что в 
экспериментах с течением расплава свин-
ца и эвтектики свинец-висмут (описаны в 
работах [5, 6]), а также и в других недавних 
опытах со свинцом [13], получены значе-
ния коэффициента теплоотдачи в несколь-
ко раз меньшие, чем оцениваемые зависи-
мостью Nu = Pe0,5. основная причина этого 
расхождения заключается в том, что оксид-
ная пленка на поверхности конструкцион-
ного материала, в совокупности с припо-
верхностным слоем свинца, насыщенным 
примесями и оксидом теплоносителя, об-
разует слой с низкой теплопроводностью, 

рис. 7. Экспериментальные (1) и расчетные (3 – 7) значения чисел Нуссельта Nu (1 – 3, 5, 7)  
и Nu∑  (4, 6) в зависимости от значения числа Пекле, а также аппроксимация экспериментальных 

данных (2) для тесного (а) и широкого (b) пучков. расчеты выполнены для одного (3),  
трех (4, 5) и пяти (6, 7) рядов труб 

а) b)

(2)



32

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(230) 2015

который препятствует интенсивной тепло-
отдаче (возникает так называемое термиче-
ское контактное сопротивление (ТкС)). В 
случае чистых щелочных металлов эффек-
ты ТкС относительно малы.

анализ расчетных данных, представлен-
ных на рис. 7, а, показывает, что в случае 
однорядного тесного пучка метод uRANS (а 
по факту – стационарное RANS-решение) 
для всех рассчитанных режимов предсказы-
вает интенсивность теплоотдачи, которая 
существенно ниже по сравнению с экспе-
риментальными данными [1]. При увели-
чении же числа рядов расчетные значения 
становятся ближе к экспериментальным. 
Наилучшее согласие при этом достигается 
при высоких значениях числа Пекле. кро-
ме того, здесь менее выражено как влияние 
рядности, так и способа вычисления сред-
него теплового потока.

В табл. 2 приведены значения числа 
Нуссельта, рассчитанные двумя разными 
способами по результатам вычислений для 
трехрядного тесного пучка на расчетных 
сетках разной степени измельченности. раз-
личия в результатах, полученных на разных 
сетках, не превышают 5 – 7 %, причем для 
двух меньших значений числа Пекле на бо-
лее грубой сетке предсказываются большие 
значения числа Нуссельта, а для Pe = 1000 
и 1200 – наоборот, расчеты на мелкой сет-
ке предсказывают большую интенсивность 
средней теплоотдачи.

расчетные значения числа Нуссельта, 
полученные для широкого пучка (рис. 7,b), 
при всех режимах хорошо согласуются с 
данными экспериментов [1].

Не вызывает сомнения, что профессио-

нальное применение вихре-разрешающих 
подходов может обеспечить более адек-
ватное описание структуры турбулентных 
полей, пространственно-временного разви-
тия течения, локальной и средней тепло-
отдачи от поверхности нагреваемых труб 
пучка. Вместе с тем, использование режи-
мов вычислительно-эффективного подхода 
uRANS оказалось в настоящих расчетах 
вполне продуктивным. На расчетных сет-
ках весьма умеренной размерности удалось 
получить приемлемую степень согласия с 
экспериментами по интересующей практи-
ков средней теплоотдаче.

Заключение

Экономичный вычислительный подход, 
основанный на решении нестационарных, 
осредненных по рейнольдсу уравнений На-
вье – Стокса (метод uRANS) использован 
для двумерного численного моделирования 
турбулентного течения и теплообмена в по-
перечно обтекаемых жидким металлом ко-
ридорных трубных пучках. При учете крае-
вых эффектов изучено влияние на поле 
течения и среднюю теплоотдачу варьиро-
вания числа Пекле в диапазоне от 600 до 
1200, плотности упаковки труб в пучке и 
его ширины. из сравнения рассчитанных 
интегральных характеристик теплоотдачи с 
данными экспериментов следует, что при-
емлемая степень согласия достигается в том 
случае, если расчетная область включает в 
себя три и более рядов труб в поперечном к 
потоку направлении.

работа выполнена при поддержке россий-
ского фонда фундаментальных исследований 
(грант №14-08-00936).

Таблица  2

Влияние размерности сетки, числа Пекле и способа расчета на значения числа нуссельта

Число
Пекле

Nu NuΣ

грубая сетка мелкая сетка грубая сетка мелкая сетка

600 16,64 15,77 16,13 14,83

800 20,45 18,90 19,49 17,53

1000 23,70 25,53 22,17 23,75

1200 25,13 26,88 26,41 28,74
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Abramov A.G., Levchenya A.M., Smirnov E.M., Smirnov P.E.  NUMERICAL 
SIMULATION OF LIQUID METAL TURBULENT HEAT TRANSFER FROM AN INLINE 
TUBE BUNDLE IN CROSS-FLOW.

Results of numerical simulation of turbulent flow field and heat transfer of liquid metal in cross-flow over 
inline tube bundles consisting of smooth round tubes are presented. Computations have been performed with 
the CFD-code ANSyS Fluent on the base of two-dimensional unsteady RANS formulation using the SST 
turbulence model by Menter and assuming constant physical properties of a fluid with the Prandtl number 
equal to 0.023. The Reynolds number was ranged from 26200 to 52400. Instantaneous and time-averaged 
velocity and temperature fields obtained for bundles of different intertube spacing at variation of the bundle 
width (number of tube rows in the spanwise direction) were analyzed. Integral characteristics of heat transfer 
were compared with experimental data.
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РАСЧЕТНО-эКСПЕРИМЕНТАЛьНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
СЛАБОЗАКРУЧЕННОГО ТЕЧЕНИЯ жИДКОСТИ  

В МОДЕЛИ КРОВЕНОСНОГО СОСУДА СО СТЕНОЗОМ

Проведено исследование слабозакрученного течения жидкости в модели 
кровеносного сосуда с несимметричным стенозом. При этом использованы 
ультразвуковой доплеровский метод и средства вычислительной гидродинами-
ки. изучено влияние закрутки потока на размер зоны обратных токов в об-
ласти за стенозом. Показано, что модель стационарного ламинарного течения 
пригодна для численного анализа течения за стенозом выбранной геометрии 
при значении числа рейнольдса Re < 300. Для более высоких его значений 
предпочтительным оказывается применение полуэмпирической модели турбу-
лентности k-ω SST.

кроВеНоСНЫй СоСуД, закруЧеННое ТеЧеНие, НеСиммеТриЧНЫй СТеНоз, 
ТурБулеНТНоСТЬ, улЬТразВукоВой ДоПлер.

Введение

результаты многих исследований ука-
зывают на существование закрученного 
(вращательно-поступательного) течения 
крови на отдельных участках сердечно-
сосудистой системы человека. Среди ме-
ханизмов, приводящих к формированию 
закрутки кровотока, чаще всего отмечают 
следующие: ротационное движение сердца, 
пространственная кривизна кровеносных 
сосудов, винтовая структура эндотелиаль-
ного слоя внутренней поверхности артерий.  
Экспериментально феномен закрученного 
движения крови впервые был зарегистри-
рован при изучении течения крови в аорте 
[1], а впоследствии – в бедренной артерии 
[2, 3] и общей сонной артерии [4]. С тех 
пор закрученные течения крови привлека-
ют к себе все более пристальный интерес 
исследователей [5].

Несмотря на большое число свиде-
тельств существования закрученного движе-
ния крови в организме, до сих пор остается 
невыясненной роль закрутки кровотока на 
развитие сердечнососудистых заболеваний, 
среди которых чаще всего встречается ате-
росклероз. артериальный стеноз (локаль-

ное сужение) представляет собой одно из 
наиболее частых заболеваний кровеносных 
сосудов. Стенозы возникают вследствие 
различных отложений на стенках сосуда 
и/или разрастания соединительных био-
логических тканей. из-за сужения про-
ходного сечения и ускорения потока кро-
ви в центральной части стеноза возникают 
повышенные сдвиговые напряжения, что 
увеличивает вероятность разрыва атеро-
склеротической бляшки. В зоне обратных 
токов, образующейся за стенозом, напро-
тив, имеют место относительно небольшие 
значения сдвиговых напряжений. В услови-
ях действия малых сдвиговых напряжений 
тромбоциты и другие тромбогенные белки 
легче присоединяются к стенке артерии, 
приводя к дальнейшему росту бляшки [5]. 

исследования закрученных течений в 
моделях стенозированных сосудов нача-
лись относительно недавно: первая работа 
в этом направлении опубликована в 2004 
году [3]. ее автор изучал влияние слабой 
закрутки потока на течение за стенозом с 
использованием методов фазоконтраст-
ного магнитного резонанса и математи-
ческого моделирования с применением 
программного пакета вычислительной ги-
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дродинамики Star-CD.  закрученный по-
ток с максимальной окружной скоростью, 
составляющей 0,17 от осевой, подавался 
на вход модели. автором [3] сделан общий 
вывод о стабилизирующем влиянии закрут-
ки на турбулентное течение за стенозом. 
Данные последующих численных иссле-
дований [6, 7], в которых рассматривалась  
модель сосуда с осесимметричным 75%-м 
стенозом, также свидетельствуют, что за-
крутка потока (соотношение входных ско-
ростей 0–0,3) подавляет турбулентность в 
области за стенозом и уменьшает зону об-
ратных токов. авторы работ [8, 9] провели 
экспериментальное исследование слабо-
закрученного течения (параметр закрутки 
S = 0,25) в стенозе той же конфигурации, 
используя метод цифровой трассерной ви-
зуализации (метод PIV). измерения пока-
зали, что закрутка уменьшает длину зоны 
обратных токов примерно на 20 % и сокра-
щает протяженность участка ламинарно-
турбулентного перехода.

Во всех известных авторам работах, по-
священных исследованию закрученного 
течения в моделях стенозированных со-
судов, сужение проходного сечения име-
ло осесимметричную форму. однако для 
большинства реальных стенозов характер-
на несимметричная форма. В настоящей 
работе с применением средств вычисли-
тельной гидродинамики и ультразвукового 
доплеровского метода проведено расчетно-
экспериментальное исследование закру-
ченного течения жидкости в модели кро-

веносного сосуда с неосесимметричным 
стенозом.

Цели и задачи работы:
получить экспериментальные данные о 

поле скорости для незакрученного и слабо-
закрученного стационарного течения в мо-
дели несимметричного 75%-го стеноза при 
варьировании числа рейнольдса;

провести численное моделирование 
данного течения в трехмерной постановке 
и установить границу применимости моде-
ли ламинарного течения;

разработать методику измерения длины 
зоны обратных токов за стенозом и изучить 
влияние закрутки потока на протяженность 
этой зоны.

Экспериментальная установка  
и методика измерений

Для проведения экспериментального 
исследования течения в модели сосуда со 
стенозом создана установка, которая пред-
ставляет собой замкнутый контур с цирку-
лирующей в нем жидкостью (водой). Схема 
экспериментальной установки представле-
на на рис. 1.

Поток жидкости с постоянным рас-
ходом Q от 90 до 270 мл/мин создавался 
центробежным насосом 2, регулировался 
многооборотным регулятором расхода 3 и 
контролировался электромагнитным рас-
ходомером. Жидкость протекала по длин-
ной трубке диаметром 6 мм до достижения 
развитого профиля скорости перед входом 
в рабочий участок. При максимальном рас-

рис. 1. Схема экспериментальной установки:  
1 – устройство управления насосом, 2 – насос, 3 – регулятор расхода, 4 – скрученная лента, 5 – модель 

сосуда со стенозом, 6 – акустическая ванночка с помещенной в нее моделью сосуда, 7 – замкнутый 
гидравлический контур
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ходе число рейнольда Re, построенное по 
внутреннему диаметру трубки и среднерас-
ходной скорости, составляло 960. 

модель 5 сосуда со стенозом изготов-
лена из силикона путем отливки по разра-
ботанной авторами технологии [10] и пред-
ставляет собой трубку диаметром D = 6 мм 
и толщиной стенки 1,5 мм. На расстоянии 
25 мм от входного сечения трубки нахо-
дится начало локального сужения, модели-
рующего стеноз сосуда (рис. 2, а). Длина 
стеноза составляет Ls = 12 мм, проходной 
диаметр в самом узком месте («горлышко» 
стеноза) – Ds = 3 мм. В любом поперечном 
сечении на участке сужения просвет сосуда 
представляет собой круг. Степень стеноза 

2 2STI (1 )100%,sD D= −

рассчитанная по площади, составляет 75 %.  
форма стеноза –  неосесимметричная и 
описывается следующими формулами для 
«верхней» yup (x) и «нижней» ydown(x) границ 
стеноза в среднем продольном сечении:

,upy D=

(1 cos(2 )), 2 2,down s s sy A x L L x L= + π − ≤ ≤

где (1 1 STI 100).A D= − −
.
 

Для создания закрученного тече-
ния в контур вставлена скрученная лента  
(рис. 2, b). Вставка изготовлена по техно-
логии быстрого прототипирования и имеет 
следующие размеры: 

ширина – 6 мм; 
длина – 20 мм;
толщина  – 0,4 мм;
относительный коэффициент закрутки 

– 3,33. 

Последний определяется  как отноше-
ние расстояния, на котором происходит 
поворот ленты на 180°, к ее ширине. 

Для характеристики закрутки потока ча-
сто используют параметр закрутки S, кото-
рый определяется как безразмерный поток 
момента количества движения [13]:

2

0
3 2

2

,

R

z

b

r V V dr

S
R V

ϕπ
=

π

∫

где R – радиус трубки; Vb, Vz, Vφ – средне-
расходная, осевая и окружная скорости, со-
ответственно. 

Для использованной в экспериментах 
вставки параметр закрутки (рассчитанный 
для сечения перед стенозом) равен 0,10 и 
слабо зависит от числа рейнольдса. При 
этом отношение максимальной окружной 
скорости к максимальной осевой скорости 
закрученного течения в сечении перед сте-
нозом составляет 0,21, что близко к физио-
логическому значению закрутки кровотока, 
измеренной ультразвуковым доплеровским 
методом в клинике [3]. 

Для получения экспериментальных 
данных о поле скорости в модели сосуда 
со стенозом использовался ультразвуковой 
сканер LogicScan 64, снабженный  линей-
ным датчиком с рабочей частотой 5 мгц. 
При работе с данным прибором доплеров-
ский спектр скоростей выводится в реаль-
ном времени на экран компьютера через 
интерфейс программы EchoWave II, обра-
батывающей сигналы сканера. 

измерение длины области обратных то-
ков проводилось в режиме цветового до-
плеровского картирования по следующей 

рис. 2. 3D-модели сосуда со стенозом (a) и скрученной ленты (b)

а) b)
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методике. Датчик закреплялся на державке 
над моделью сосуда так, чтобы плоскость 
сканирования составляла с осью сосуда угол  
θ = 60° и при этом оси сосуда и датчика ле-
жали в плоскости, перпендикулярной пло-
скости симметрии стеноза (рис. 3). Внача-
ле плоскость сканирования располагалась в 
таком сечении за стенозом, для которого в 
окне графического интерфейса программы 
EchoWave II была отчетливо видна окра-
шенная в синий цвет зона со скоростями, 
направленными от датчика (область серо-
го цвета на рис. 3). затем датчик сдвигался 
вниз по течению до достижения сечения, в 
котором синяя зона пропадает. расстояние 
между этим сечением и минимальным сече-
нием стеноза трактовалось как длина зоны 
обратных токов (в предположении, что по-
ток отрывается от стенки в центре стеноза). 

Следует отметить, что действитель-
ная длина L зоны обратных токов больше, 
чем измеренная по описанной методике 
LuS (см. рис. 3). Причина этого заключа-
ется в том, что ультразвуковой сканер не 
способен измерять скорости потока, мень-
шие некоторого предела (по абсолютной 
величине) и, как следствие, исчезает воз-
можность визуализации зоны малых отри-
цательных скоростей в окрестности точки 
(линии) присоединения потока к стенке. 

один из представляемых ниже результатов 
настоящей работы заключается в определе-
нии уточняющей расчетной поправки L∆  к 
измеряемой длине зоны обратных токов.

измерения максимальной величины осе-
вой скорости осуществлялись в импульсно-
волновом доплеровском режиме следую-
щим образом. В программе EchoWave II 
устанавливался доплеровский угол, равный 
60°, а измерительный объем – максималь-
ным, с характерным размером 5 мм. Центр 
измерительного объема совмещался с осью 
сосуда, и с экрана считывалось значение  
максимальной величины осевой скорости 

*
maxzV  в измерительном объеме. Далее вели-

чина *
maxzV  именуется  максимальной осевой 

доплеровской скоростью. Следует подчер-
кнуть, что ее значение адекватно отражает 
значение реальной максимальной осевой 
скорости *

maxzV  в данном сечении только в 
случае относительной малости поперечных 
скоростей Vn (рис. 4). В общем случае связь 
между максимальной осевой доплеровской 
скоростью *

max ,zV  измеряемой ультразвуко-
вым сканером, и действительной макси-
мальной осевой скоростью Vz max в данном 
сечении определяется соотношением

max

max

*
max cos sin / c(( os

 tg

) )
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z n

z n

z V V

V

V

V

θ + θ θ =
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рис. 3. Схема течения за стенозом, визуализируемого методом  
цветового доплеровского картирования:  

штриховая линия – граница области обратных токов, пунктирная – граница зоны обратных токов,  
регистрируемых при измерениях, овалы – изображения поля скорости в косых сечениях сосуда на разном 
удалении от стеноза (белый цвет – скорости, направленые к датчику, серый – от датчика, черный – малые 
скорости, не регистрируемые при измерениях). L, LuS – действительная и измеряемая значения длины зоны 

обратных токов. Справа изображен ультразвуковой датчик

(1)



40

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(230) 2015

где θ – угол между ультразвуковым датчи-
ком и осью сосуда. 

здесь следует отметить, что выбран-
ная ориентация датчика относительно 
плоскости симметрии стеноза (см. рис. 4) 
позволила для случая незакрученного те-
чения практически исключить влияние 
компоненты скорости Vn на результаты из-
мерения максимальной осевой скорости. 
Действительно, при отсутствии закрутки 
течение обладает симметрией относительно 
средней плоскости стеноза, максимальное 
значение осевой скорости находится в этой 
плоскости или близко к ней, и там же по-
перечная скорость Vn пренебрежимо мала. 
Для случая закрученного течения, когда 
величина Vn в значительной мере (если не 
в основном) определяется окружной ком-
понентной скорости, для оценки расхожде-
ния между реальной осевой скоростью и 
измеряемой ультразвуковым сканером ис-
пользовались данные численного модели-
рования (полученные по описанной ниже 
методике). Согласно этой данным, в обла-
сти за стенозом указанное расхождение не 
превышало 15 %.

Постановка расчетного исследования  
и вычислительные аспекты

Численное моделирование течения в 
рассматриваемой жесткой модели сосуда 
со стенозом вначале проводилось в пред-

положении стационарности и ламинарного 
характера движения жидкости. решалась 
полная система уравнений Навье – Стокса 
для несжимаемой жидкости с постоянной 
вязкостью. затем, с учетом результатов про-
веденных экспериментов, свидетельство-
вавших о наличии интенсивных пульсаций 
скорости за стенозом, были проведены рас-
четы и на основе осредненных по рейноль-
дсу уравнений Навье – Стокса. При этом 
для замыкания задачи была выбрана широ-
ко используемая сегодня модель турбулент-
ности k-ω SST [12].

расчеты проводились с использованием 
программного пакета ANSyS CFX 14, со 
вторым порядком точности пространствен-
ной дискретизации. Были приняты следую-
щие параметры жидкости: динамический 
коэффициент вязкости μ = 0,001 Па∙с; 
плотность ρ = 1000 кг/м3. 

расчетная область включала в себя мо-
дель сосуда длиной 160 мм со стенозом, и, 
в случае задачи о закрученном течении, – 
завихритель в виде участка трубки со встав-
ленной скрученной лентой (показана на 
рис. 2, b). 

На входе в расчетную область задавалось 
распределение скорости, согласно решению 
Пуазейля для развитого ламинарного тече-
ния [13], на выходе – постоянное давление. 
На стенках ставилось условие прилипания. 

расчеты проводились при разных зна-
чениях среднерасходной (за пределами 
стеноза) скорости Vb в диапазоне от 6 до 
16 см/с. Соответствующие значения числа 
рейнольдса Re = ρVbD/μ лежат в интервале 
360 – 960. При расчетах по модели турбу-
лентного течения входной уровень кинети-
ческой энергии турбулентности определял-
ся заданием интенсивности турбулентных 
пульсаций в 1 %, отношение турбулентной 
вязкости к молекулярной полагалось рав-
ным 0,01.  

расчетная область в основном покры-
валась квазиструктурированной сеткой с 
гексаэдральными элементами. Для более 
сложной по геометрии области скрученной 
ленты была построена неструктурирован-
ная сетка, также из гексаэдральных элемен-
тов. В обоих случаях проводилось сгущение 
узлов сетки к твердым стенкам. Сгущение 

рис. 4. Схема, поясняющая отличие  
реальной осевой скорости Vz от измеряемой 
ультразвуковым сканером (доплеровской)  

осевой скорости *
zV

 в не однонаправленном 
потоке. V, V* – скорости потока  

и доплеровская; Vn – поперечная скорость; θ – 
угол между направлением ультразвука  

(uS beam) и осью сосуда (Stream Line – линия 
тока крови)
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было произведено также в области стеноза. 
общее число ячеек расчетной сетки состав-
ляло около 1,5 млн. 

сопоставление расчетных  
и экспериментальных результатов для поля 

скорости незакрученного течения

как отмечалось выше, для проведения 
расчетов использовались две вычислитель-
ные модели: стационарного ламинарного 
течения и стационарного турбулентного 
течения, с замыканием по k-ω SST модели 
турбулентности. Сопоставление расчетных 
и экспериментальных данных, получен-
ных для незакрученного течения в рас-
сматриваемой модели сосуда со стенозом, 
позволяет оценить границы применимости 
данных вычислительных моделей по числу 
рейнольдса. 

расчетные распределения максималь-
ной осевой скорости по длине сосуда, по-
лученные по двум моделям, сопоставлялись 
с экспериментальными результатами. При 
этом для обеспечения корректности срав-
нения, по полученным численным данным 
для трехмерного поля скорости и с исполь-
зованием соотношения (1) находился рас-
четный аналог максимальной величины 

доплеровской осевой скорости в каждом 
сечении сосуда. 

На рис. 5, а для случая Re = 100 по-
казаны измеренное и рассчитанное про-
дольные распределения максимальной ве-
личины осевой (доплеровской) скорости 

*
maxzV  в области за стенозом. В этом случае 

расчет по модели ламинарного течения 
хорошо согласуется с экспериментом. Не-
большое отличие в центре стеноза, скорее 
всего, обусловлено погрешностью измере-
ний. отметим также, что при данном числе 
рейнольдса k-ω SST модель турбулентности 
генерирует малую по величине вихревую 
вязкость, и, как следствие, расчеты по двум 
моделям дают близкие результаты.

На рис. 5, b приведены аналогичные 
данные, но для случая Re = 660.  Видно, 
что модель стационарного ламинарного те-
чения предсказывает сильно завышенные 
значения осевой скорости в области за сте-
нозом. Напротив, модель стационарного 
турбулентного течения дает количественно 
близкие к эксперименту результаты. 

расхождение результатов расчетов по 
модели стационарного ламинарного тече-
ния с экспериментальными данными для 
больших чисел рейнольдса связано с тем, 

рис. 5. измеренные (точки) и рассчитанные (линии) распределения максимальной величины  
осевой (доплеровской) скорости по оси в области за стенозом, вдоль модели сосуда для значений 

Re = 100 (a) и 660 (b). расчеты выполнены по моделям ламинарного (сплошная линия)  
и турбулентного (пунктир) течения

а) b)
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что в действительности течение за стено-
зом при числах рейнольдса, превышающих 
некоторое критическое, является пере-
ходным от ламинарного к турбулентному. 
Приводимые ниже результаты позволяют 
заключить, что для стеноза данной геоме-
трии это критическое число близко к 300. 
Для аккуратного расчета переходных режи-
мов течения требуется решать полные не-
стационарные уравнения Навье – Стокса, 
задавая на входной границе, помимо про-
филя осредненной скорости, еще и дан-
ные, определяющие спектр входных возму-
щений. очевидно, что расчеты такого рода 
являются весьма затратными по времени, 
при этом на результаты могут сильно вли-
ять неопределенности в задании входных 
возмущений. В связи с этим, обращение к 
приближенному подходу, основанному на 
использовании осредненных по рейнольдсу 
уравнений Навье – Стокса, замкнутых по 
одной из широко апробированных полуэм-
пирических моделей турбулентности, пред-
ставляется целесообразным и, как показы-
вает опыт настоящих расчетов, достаточно 
продуктивным.

Влияние закрутки потока

Влияние входной закрутки потока на 
картину течения в сосуде со стенозом при 
Re = 660 иллюстрируется на рис. 6, где 
показаны представительные линии тока и 
зоны обратных токов, построенные по ре-
зультатам расчетов закрученного и незакру-
ченного течений. 

В обоих случаях поток, испытав сначала 

ускорение в области сужения, отрывается 
от стенки (почти сразу же за сечением ми-
нимальной площади), приводя к образова-
нию весьма протяженной зоны обратных 
токов, течение в которой носит сложный 
вихревой характер. На противоположной 
от стеноза стенке образуется вторая, не-
большая по размеру зона обратных токов. 
Под действием наложенной закрутки обе 
зоны обратных токов смещаются в сторону 
от центральной плоскости, в соответствии 
с направленностью линий тока. Видно 
также, что в случае закрученного течения 
основная зона обратных токов становится 
более сплюснутой и вытянутой, а вторая 
существенно уменьшается в размере.

На рис. 7 представлены эксперимен-
тальные и расчетные данные для длины 
основной зоны обратных токов в зависи-
мости от числа рейнольдса. как в случае 
незакрученного течения, так и при нало-
жении закрутки наблюдается систематиче-
ское расхождение результатов: измеренная 
с помощью ультразвукового доплеровского 
метода длина зоны обратных токов зани-
жена по сравнению с расчетной. Причина 
этого систематического расхождения, под-
робно обсуждавшаяся выше, лежит в огра-
ниченности возможностей ультразвукового 
доплеровского метода по измерению малых 
скоростей потока. 

Накопленный авторами опыт методиче-
ских расчетов течений данного вида позво-
ляет заключить, что численные решения, 
полученные для стационарного ламинарно-
го течения, обладают высокой точностью. 

рис. 6. рассчитанные линии тока и зоны обратных токов за стенозом в незакрученном (сверху)  
и закрученном (снизу) течении при Re = 660 (для наглядности трубка сжата вдвое по длине) 
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здесь следует упомянуть и факт отсутствия 
«проблемы малых скоростей» при анали-
зе численных решений. имея это в виду, 
можно обоснованно предположить, что в 
тех случаях, когда в действительности по-
ток является стационарным и ламинарным, 
расчетные данные по длине зоны обратных 
токов лучше отражают ее реальную вели-
чину, чем данные измерений. Диапазон су-
ществования стационарного ламинарного 
режима по числу рейнольдса для стеноза 
данной геометрии в случае незакрученного 
течения можно приближенно определить 
условием Re < 250, а в случае закрученного 
течения – Re < 300. Соответственно, раз-
ница между расчетным и измеренным зна-
чениями длины зоны обратных токов на 
участке ламинарного течения – это та по-
правка, которую нужно прибавить к изме-
ренной длине для ее уточнения. Данная по-
правка, почти одинаковая для всего участка 
ламинарного течения, в случае незакручен-
ного течения составляет 0,7D, что в услови-
ях эксперимента соответствует 4,2 мм, для 
закрученного течения – это 0,9D (5,4 мм). 
за неимением другого варианта, найденные 
поправки применяются для уточнения ре-
зультатов измерений длины зоны обратных 
токов и в случае больших значений числа 

рейнольдса, когда режим течения за стено-
зом является переходным/турбулентным. 

На рис. 8 показана зависимость от чис-
ла рейнольдса измеренной (с учетом вве-
денных поправок) и рассчитанной по «ла-
минарной» (Re < 300) и «турбулентной»  
(Re > 300) моделям длины зоны обратных 
токов в закрученном и незакрученном тече-
ниях. Экспериментальные данные осредне-
ны по пяти измерениям.

При числах рейнольдса, меньших 300, 
длина зоны обратных токов монотонно 
растет по мере увеличения данного опре-
деляющего параметра, достигая своего 
максимального значения, составляющего 
около 7D при Re = 300. При дальнейшем 
увеличении числа рейнольдса длина зоны 
обратных токов резко снижается, составляя 
5D при Re = 400. При Re > 400 длина этой 
зоны практически не меняется. 

резкое уменьшение длины зоны обрат-
ных токов при Re > 300  вызвано, очевид-
но, развитием неустойчивостей течения и 
процессов турбулентного перемешивания 
в этой области. При доплеровских измере-
ниях эти процессы проявляются в том, что 
в выводной информации сканера наблюда-
ются значительные пульсации скорости в 
области за стенозом, а границы зоны об-

рис. 7. измеренные (точки) и рассчитанные (линии) зависимости длины зоны обратных токов  
незакрученного (a) и закрученного (b) течений от числа рейнольдса. расчеты выполнены  

по моделям ламинарного (сплошная линия) и турбулентного (пунктир) течения

а) b)
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ратных токов становятся менее четкими. 
рис. 8 демонстрирует, что при Re > 300 

длина зоны обратных токов в закрученном 
течении больше, чем в незакрученном. Со-
гласно экспериментальным данным, уве-
личение длины зоны обратных токов в за-
крученном течении составляет примерно 
5 – 10 %, тогда как расчет предсказывает 
около 15 %. установленный факт увеличе-
ния длины зоны обратных токов под дей-
ствием слабой закрутки, на первый взгляд, 
находится в противоречии с результатами 
работы [8], где отмечается обратный эф-
фект. кажущееся противоречие снимается, 
если учесть, что большинство авторов (в 
том числе и авторы работы [8]) измеряют 
длину зоны обратных токов в центральном 
сечении модели, обладающей геометриче-

ской симметрией. Данный подход приме-
ним для незакрученных течений, но может 
существенно исказить результаты в случае 
закрутки потока, поскольку в этом случае 
зона обратных токов отклоняется от пло-
скости центрального сечения. Штрихпун-
ктирная кривая на рис. 8, построенная по 
результатам расчетов закрученного тече-
ния, представляет зависимость длины зоны 
обратных токов от числа рейнольдса при ее 
определении по срезу поля скорости цен-
тральным продольным сечением. Видно, 
что определенная таким образом протя-
женность зоны обратных токов уменьшает-
ся при наложении закрутки. 

Заключение

разработана методика измерения длины 
зоны обратных токов за стенозом с помо-
щью ультразвукового доплеровского метода, 
и при этом предложена расчетная поправка, 
уточняющая результаты измерений. 

Сопоставление расчетных данных с экс-
периментальными позволяет заключить, 
что модель стационарного ламинарного 
течения пригодна для численного анали-
за течения за стенозом данной геометрии 
при значении числа рейнольдса Re < 300. 
Для более высоких его значений предпо-
чтительным оказывается применение  по-
луэмпирической модели турбулентности  
k-ω SST, которая дает близкие к экспери-
менту результаты как для незакрученного, 
так и закрученного течений. По результа-
там измерений и расчетов при Re > 300 от-
четливо проявляется факт увеличения дли-
ны зоны обратных токов за стенозом под 
влиянием слабой входной закрутки (на 5 – 
10%). При этом длина зоны обратных токов 
в плоскости симметрии стеноза (наиболее 
привлекательной для экспериментальных 
наблюдений) уменьшается под действием 
закрутки (на те же 5 – 10 %). 

работа выполнена при финансовой под-
держке российского фонда фундаментальных 
исследований (грант № 15-01-07923).

рис. 8. измеренные с учетом вводимых  
поправок (кружки) и рассчитанные (линии) 

значения длины зоны обратных токов  
за стенозом в зависимости  от числа рейнольдса.  

Эксперименты проведены для незакрученного  
(черные кружки) и закрученного (серые кружки)  

течения, показаны доверительные интервалы.  
расчеты выполнены для незакрученного (сплошная 
линия) и закрученного (остальные линии) течения. 
Штриховой линией показаны расчетные результаты, 
когда указанную длину зоны определяли по срезу 
поля скорости центральным продольным сечением 
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performed using both experimental flow measurement techniques (ultrasound Doppler) and computational 
fluid dynamics methods. A special attention was paid to getting data for the length of reverse-flow zone 
occurring past the stenosis. It was established that the laminar steady-state flow model was acceptable for 
numerical analysis of flow past the given geometry stenosis at the Reynolds number values less than 300. At 
higher values of this parameter, application of the semi-empirical k-ω SST turbulence model was preferable. 
It was shown that flow swirl was able to lead to an increase of the reverse-flow zone. 

BLOOD VESSEL, SWIRLING FLOW, NONSyMMETRIC STENOSIS, k-ω SST TuRBuLENCE MODEL, uLTRASOuND 
DOPPLER.
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПОДхОДА  
К ПРЕДСТАВЛЕНИЮ СОВОКУПНОй ИНФОРМАцИИ  

ПО СЕЧЕНИЯМ ПРОцЕССОВ РАССЕЯНИЯ

В настоящей работе описан подход к представлению совокупной информа-
ции по сечениям элементарных процессов и дается его обоснование в рамках 
математической статистики. Это вызвано необходимостью совместного уче-
та результатов разных работ, полученных в разное время, в разных группах, 
на основе экспериментальных и теоретических исследований, в разных энер-
гетических диапазонах. основное внимание уделяется процессу электронно-
атомного рассеяния. В качестве примера применения представлен полученный 
таким способом совокупный результат по интегральным сечениям возбужде-
ния электронным ударом переходов в атоме водорода.

СеЧеНие раССеяНия, ЭлекТроННое ВозБуЖДеНие, иНформаЦиоННЫй иС-
ТоЧНик, регреССиоННЫй аНализ.

Введение

изучение процессов рассеяния заря-
женных и нейтральных частиц разной при-
роды является одной из важных задач атом-
ной физики. Это относится, в частности, к 
процессу рассеяния электронов на атомах 
и определению соответствующих сечений 
рассеяния [1 – 3].

известно, что в области физики столкно-
вений многие процессы и объекты иссле-
дованы в разной мере, разными методами, 
с разной степенью достоверности. Вместе 
с тем, известно также, что нет метода, ко-
торый давал бы заведомо лучшие результа-
ты по сравнению со всеми остальными, мог 
бы быть использован для разных переходов 
и для широкой области энергий взаимодей-
ствия. каждый из методов имеет свои досто-
инства, свою область применимости и свои 
особенности; но только в совокупности они 
могут и должны приводить к повышению на-
дежности и качества получаемого результата.

Среди возникающих здесь проблем це-
лесообразно выделить следующие:

вопросы выбора, т. е. каким результа-
там и какой именно работы следует отдать 
предпочтение;

экспертной оценки качества всех полу-
ченных результатов (да и не всегда ясно, 
как ее можно осуществить). Хотя сам факт 
публикации работы в реферируемом жур-
нале уже является гарантом ее высокого 
качества, но результаты, приведенные в 
разных статьях, могут существенно разли-
чаться;

вопросы согласования («стыковки») ре-
зультатов, полученных  разными авторами.  

  В рассматриваемом нами случае ча-
сто возникает необходимость  в «стыковке» 
данных, полученных в разных ограничен-
ных энергетических диапазонах. Например, 
при расчете констант скоростей процессов, 
протекающих в плазме различных объек-
тов, нужно знать сечение в широкой обла-
сти энергий возбуждающих электронов.
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Таким образом, возникает необходи-
мость совместно учесть  достижения по 
определению сечений электронного рассе-
яния всеми способами, развитыми в разное 
время, в разных группах (эксперименталь-
ных и теоретических) и в разных энергети-
ческих диапазонах.

рассмотрению указанной проблемы 
были посвящены наши работы [4 – 10], 
где был предложен способ представления 
совокупной информации по исследуемо-
му вопросу. Подход был апробирован на 
представлении сечений электронного воз-
буждения таких объектов, как атомы гелия 
[4 – 7] и аргона [8] из нормального и ме-
тастабильных состояний, а также водорода 
[9] и криптона [10] – из нормального со-
стояния.

Целесообразно остановиться подробнее 
на обосновании упомянутого подхода.

теоретические основы представления

Все излагаемое ниже, вообще говоря, 
относится к представлению совокупной ин-
формации в широком диапазоне проблем 
физики. однако мы ограничимся рассмо-
трением процесса рассеяния электронов на 
атомах.

Хотя решение задачи представления со-
вокупной информации по исследуемому 
вопросу допускает множество подходов, но 
мы применяем  подход, основанный на ма-
тематической статистике.

Совокупность всех работ, из которых мы 
можем извлечь пары величин ( , )v S E= ,  
где S Q=  есть сечение (или некоторая 
функция сечения, например S = lnQ, что не 
имеет значения с точки зрения рассматри-
ваемого ниже, но полезно при анализе ве-
личин, меняющихся в широком диапазоне), 
а Е есть энергия, мы рассматриваем как не-
кий совокупный источник информации W. 
отметим, что такой источник является аб-
стракцией и содержит данные всех возмож-
ных работ, причем как уже опубликованных, 
так и будущих. здесь имеется в виду, что 
предлагаемый метод обобщения позволяет 
легко вводить в рассмотрение и все вновь 
появляющиеся в литературе данные.

имеющиеся на настоящий момент и 
доступные нам данные публикаций рассма-

триваются как некоторая выборка из сово-
купного источника. Нашей задачей являет-
ся установление зависимости

( )S E= σ

на основе извлекаемой информации. 
Поскольку для реальных систем расчет 

и измерения имеют некоторую погреш-
ность, то при статистическом подходе име-
ет смысл рассматривать v как случайную 
величину, связанную с некоторой функци-
ей распределения ( ) ( ) ,dF v f v dv=  описыва-
ющей совокупный источник информации 
по рассматриваемой проблеме.

естественно предположить, что в сово-
купности все информационные источники 
должны воспроизводить истинную связь (1). 
Это приводит нас к тому, что связь случай-
ных величин (1), т. е. так называемая ре-
грессия S на E, должна соответствовать ма-
тематическому ожиданию S при условии E:

( ) ( | ) ( | ) ,E M S E S f S E dSσ = = ∫
где

( , )
( | )

( )
f S E

f S E
f E

=

− плотность условного распределения веро-
ятности. 

Этот вывод и составляет теоретическую 
основу статистического подхода.

рассмотрим отклонение (невязку) δ для 
регрессии (1) при произвольной функции 

:σ

( , ) ( ).v S Eδ σ = − σ

условное математическое ожидание от-
клонения (3) при регрессии вида (2) при 
каждом значении E для совокупного источ-
ника информации равно нулю:

( | ) ( , , ) ( | ) 0.M E S E f S E dSδ = δ σ =∫
Следовательно, полное математическое 

ожидание отклонения при регрессии вида 
(2) для совокупного источника информа-
ции также равно нулю:

( ) ( , ) ( ) 0.M v f v dvδ = δ σ =∫
равенство нулю условного (и полного) 

математического ожидания отклонения со-
ответствует физическому смыслу задачи, а 

(1)

(2)

(3)

(4)
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его отрицание соответствовало бы утверж-
дению о недостижимости истинного (точ-
ного) результата.

Величина математического ожидания 
квадрата отклонения (3), а именно 

2 2( ) ( , ) ( ) ,M v f v dvδ = δ σ∫
при регрессии вида (2) в силу (4) равна ква-
драту дисперсии отклонения (3):

2 2( ) ( ) .M Dδ = δ

как известно, регрессия вида (2) ха-
рактеризуется тем, что минимум величины 
математического ожидания квадрата откло-
нения (5) среди всевозможных функций σ 
достигается на функции (2) [11, 12], т. е. 

2min ( ) ( ) ( | )

( | ) .

M E M S E

Sf S E dS

σ
δ ⇒ σ = =

= ∫
 

В результате мы приходим к вариаци-
онному принципу, который позволяет на-
ходить наилучшее приближение к искомой 
зависимости (1) в выбранном классе функ-
ций.

рассмотрим теперь совокупный инфор-
мационный источник как составной. Допу-
стим, что каждый отдельный информаци-
онный источник w W∈  описывается своей 
функцией распределения величин v, и обо-
значим их совместное распределение как 

( , ) ( , ) .dF v w f v w dv dw=

Совокупный источник информации 
описывается маргинальным распределени-
ем 

( ) ( , ) .
W

f v f v w dw= ∫
При этом с каждым  информацион-

ным источником связано соответствующее 
условное распределение величины v:

( , )
( | ) ,

( )
f v w

f v w
f w

=

где ( ) ( , )f w f v w dv= ∫
 

– маргинальная плот-
ность распределения источников информа-
ции с распределением 

( ) ( ) .dF w f w dw=

если считать (как мы и будем делать в 

дальнейшем), что информационные источ-
ники w W∈  образуют дискретный (счет-
ный или конечный) набор, то под интегра-
лом следует иметь в виду сумму

  ( ) ( ).
w WW

dF w dF w
∈

• •→ ∑∫
Величину условного математического 

ожидания отклонения для регрессии (2) при 
заданных энергии и источнике, а именно

( | , ) ( , , ) ( | , ) ,M E w S E f S E w dSδ = δ σ∫
естественно связать с систематической 
ошибкой источника, например методиче-
ской ошибкой способа получения сечения 
при каждой энергии. При этом величина 
условного математического ожидания от-
клонения для регрессии (2) по всем энерги-
ям при заданном источнике, которая имеет 
вид

( | ) ( , ) ( | ) ,M w v f v w dvδ = δ σ∫
может оказаться равной нулю и при на-
личии ненулевых систематических ошибок 
(9), поскольку ошибки для разных энергий 
могут иметь разные знаки. Поэтому для ха-
рактеристики полной методической ошиб-
ки лучше использовать величину условного 
математического ожидания квадрата откло-
нения регрессии для заданного источника 
информации:

2 2( | ) ( , ) ( | ) .M w v f v w dvδ = δ σ∫
Для явного представления вкладов от-

дельных информационных источников 
запишем, пользуясь распределением (8), 
величину математического ожидания (5) 
квадрата отклонения в форме

2 2

2

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( | ) ( ) ,

M v f w d dw

v f v w dv f w dw

δ = δ σ ν ν =

= δ σ

∫
∫

и через условное математическое ожидание 
(10) – в форме

2 2( ) ( | ) ( ).M M w dF wδ = δ∫
Это выражение имеет вид взвешенного 

среднего условных математических ожида-
ний (10) с весами, которые приписываются 
информационным источникам dF(w). отме-

(5)

(6)

(7)

(9)

(10)

(8)

(11)
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тим, что выполняется условие нормировки 

( ) 1.
W

dF w =∫
В наших работах выбрано наиболее ча-

сто используемое параметрическое задание 
варьируемого класса функций:

( , ),S E p= σ

где p – набор параметров. 
о выборе конкретной параметризации 

будет сказано ниже. имея в виду параметри-
зацию, далее будем писать в формулах в ка-
честве варьируемой величины параметры p 
функции σ вместо символа самой функции. 
Таким образом, задача сводится к поиску 
минимума (7) величины (5) в зависимости 
от параметров p, где ( , ) ( , ).v p S E pδ = − σ

Выше нами изложена общая схема при-
менения статистического подхода к широ-
кому классу проблем, включая ту, что мы 
рассматриваем. При этом не имеет значе-
ния кем, каким методом, теоретически или 
экспериментально был получен результат. 
С точки зрения статистики важно только, 
каково распределение случайной величины 
v = (S, E). о ней мы судим только на осно-
ве выборок.

Для нахождения величины (5) следует 
воспользоваться выборкой величин {vi}, по-
строенной на основе имеющихся данных 
по рассматриваемой проблеме:

2 2 2

1

1
( ) ( , ) ( ) ( , ) .

n

i
i

M v p f v dv v p
n =

δ = δ ≈ δ∑∫
как известно, выборочное среднее, сто-

ящее в правой части равенства (12), сходит-
ся по вероятности к математическому ожи-
данию при увеличении объема выборки, 
что выражает одну из форм закона боль-
ших чисел [11, 12]. Последнее имеет место 
при условии, что выборка генерируется с 
плотностью распределения f(v). В качестве 
простейшей модели следует предположить, 
что это условие обеспечивается приро-
дой совокупного источника информации.  
В пользу этого может служить то сообра-
жение, что на самом деле выборка не зави-
сит от потребителей, а есть результат кол-
лективного действия всех производителей 
информации. При выполнении указанного 

условия замечательно то, что для оценки 
(12) нет необходимости знать вид неизвест-
ной нам функции распределения f. отме-
тим попутно, что такую оценку можно рас-
сматривать как оценку интеграла методом 
монте-карло. ее точность, как следует из 
центральной предельной теоремы [11, 12], 
имеет порядок / ,D n  где D – дисперсия 
величины 2,δ  n – объем выборки.

Более строгой моделью может служить 
предположение, что выборка величин {vi} 
генерируется с плотностью условного рас-
пределения (8) для каждого информаци-
онного источника в отдельности. В этом 
случае формула (12) требует дополнитель-
ного обоснования. Для этого воспользуем-
ся представлением дисперсии отклонения в 
форме (11). С учетом структуры выражения 
(11) можно разбить выборку на группы по 
источникам информации.

Пусть {wi} есть выборка объема I из ин-
формационных источников. Для каждого 
выбранного источника с индексом i обо-
значим случайную величину пар сечений и 
энергий  с плотностью условного распре-
деления (8) как vi, а соответствующую вы-
борку как 

{vij}, j = 1, 2, …, ni. 

Полный объем совокупной выборки 

равен 
1

.
I

i
i

n n
=

= ∑  Для величины (11) имеем 

следующую оценку:

2 2

2

1 1

( ) ( | ) ( )

( )
( , ) .

jnI
i

i j
i ji

M M w dF w

dF w
v p

n= =

δ = δ ≈

≈ δ

∫

∑ ∑

Предполагается, что каждая выборка 
{vij}, j = 1, 2, …, ni генерируется источни-
ком wi с неизвестной нам явно плотностью 
условного распределения (8). Величину 
dF(w) представим в следующем виде:

( )
( ) ( ) ,

N w
dF w g w

N
=

где N(w) – емкость источника информации 
w; ( )

w W

N N w
∈

= ∑  – суммарная емкость всех 

источников информации; g(w) – вес, учи-
тывающий остальные факторы (выбор веса 
будет описан ниже). 

(12)
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если учесть, что относительную инфор-
мационную емкость источника можно оце-

нить как 
( )

,i iN w n
N n

≅  то получим следую-

щую оценку для величины (11):  
2 2

2

1 1

( ) ( | ) ( )

1
( , ) .

jnI

i i j
i j

M M w dF w

g v p
n = =

δ = δ ≈

≈ δ

∫

∑ ∑

если выбрать единичные веса g(w) = 1, 
то формула (13) сводится к средней величи-
не квадрата отклонения регрессии по всей 
объединенной выборке {vij}, и мы приходим 
к выражению, совпадающему с (12).

рассмотренная здесь схема с разбиени-
ем совокупной выборки на группы харак-
терна для так называемого дисперсионного 
анализа, разработанного фишером [13] для 
учета влияния «систематической» ошиб-
ки группы и «случайной» ошибки внутри 
группы. Эта схема удобна для описания си-
туации с разнородными источниками ин-
формации, основанными на разных мето-
дах получения сечений как теоретических, 
так и экспериментальных. В рамках этой 
схемы удобны формулировка и проверка 
статистических гипотез, учитывающих раз-
биение на группы.

Для приложений, в частности для рас-
сматриваемого нами случая электронно-
атомного возбуждения, определенный ин-
терес представляет, например, проверка 
условия выхода систематической ошибки 
парциального источника из определен-
ных границ. Предположим, что параме-
тры аппроксимации сечения определены 
из условия минимизации математическо-
го ожидания квадрата отклонения (13). 
Сформулируем для выбранного источника 
информации wi следующую гипотезу отно-
сительно величины условного математиче-
ского ожидания (10) квадрата отклонения 
регрессии:

2 2( | ) ( ).iM w Mδ ≥ δ

известно [11 – 13], что для проверки 
этой гипотезы можно воспользоваться ста-
тистикой

2 2( )
,

i

i i

M
y

S n

δ − δ
=

где   

2 2

1

1 jn

i i j
jin =

δ = δ∑
– выборочное среднее случайной величины 
квадрата отклонения регрессии ( , )i iv pδ = δ  
информационного источника wi; 

2 2 2 2

1

1
( )

1

jn

i i j i
ji

S
n =

= δ − δ
− ∑

– квадрат соответствующей выборочной 
дисперсии.

В модели Неймана – Пирсона крите-
рий отбрасывания гипотезы (14) на уровне 
значимости α  основан на критической об-
ласти 

{ | }y y YΩ = ≤

для статистики (15).
При попадании этой статистики в кри-

тическую область гипотеза отбрасывается. 
При этом вероятность ошибки отбрасы-
вания верной гипотезы (ошибки первого 
рода) не превосходит величину

( ) ,y dy
Ω

α = ϕ∫
где ( )yϕ  – распределение статистики (15).

остановимся на вопросе о распределе-
нии статистики (15).

ее можно в принципе получить из рас-
пределений условных отклонений

{ | ( , ) }

( | ) ( , ) ( | ) ,
v v p

F w v p f v w dv
δ < δ

δ = δ∫
которые, как утверждалось выше, нам не 
известны. 

иногда полагают, что отклонения име-
ют нормальные распределения с неизвест-
ными параметрами. Справедливость пред-
положения о нормальности распределения 
может быть обоснована с помощью цен-
тральной предельной теоремы математиче-
ской статистики в том случае, если откло-
нения являются суммой вкладов большого 
числа составляющих с неизвестным распре-
делением. однако, даже если такое предпо-
ложение верно для сечения, то оно может 
оказаться несправедливым для функции от 
сечения. Так например, отклонения лога-
рифма сечения могут не иметь нормально-
го распределения.

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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задачу можно существенно упростить, 
если рассмотреть случай, когда объем вы-
борки достаточно велик. Тогда, согласно 
центральной предельной теореме, распре-
деление числителя выражения (15) можно 
аппроксимировать нормальным распреде-
лением независимо от распределения (17). 
квадрат выборочной дисперсии в знамена-
теле выражения (15) стремится к дисперсии. 
Таким образом, распределение (15) можно 
аппроксимировать стандартным нормаль-
ным распределением с плотностью

21
( ) exp .

22

y
y

 
ϕ = − 

π  
заметим, что в случае нормального рас-

пределения величин квадратов отклонений 
2

iδ  статистика (15) имеет t-распределение 
Стъюдента с 1im n= −  степенями свобо-
ды ,mt  которое при большом значении m 
стремится к нормальному распределению. 
однако, как и для отклонений логарифмов, 
предположение о нормальности распреде-
ления величин квадратов отклонений мо-
жет оказаться неоправданным.

В связи с рассмотренным выше стати-
стическим подходом, следует сделать сле-
дующее важное замечание. как известно, 
любые утверждения об истинности или 
ложности гипотез в рамках статистическо-
го подхода носят не абсолютный, а веро-
ятностный характер и зависят от выбора 
уровня значимости, что вносит большую 
степень субъективизма. к проблеме субъ-
ективизма примыкает также вопрос выбо-
ра весов парциальных информационных 
источников, к обсуждению которого мы и 
переходим.

В наших работах указанный выбор де-
лается по следующему принципу. Данные, 
взятые из реферируемых журналов, берутся 
с единичным весом gi = 1. остальные источ-
ники берутся с нулевым весом gi = 0, т. е. не 
учитываются. Такая модель оправдана тем, 
что соответствующие результаты прошли 
экспертную проверку. Попытка проведения 
более дифференцированного различения 
неизбежно вносит большой элемент субъ-
ективизма. По указанным выше соображе-
ниям применение статистических методов 
не устраняет этот субъективизм.

В этой связи можно указать также на 
опыт использования подобного подхода 
в работе [14]. В этой статье представлен 
совокупный результат по одной проблеме 
из области физики столкновений, полу-
ченный на основе совокупности различ-
ных работ; рассмотрены разные варианты 
оценки использованных публикаций. В 
результате авторы приходят к выводу, что 
любые оценки вносят слишком большую 
степень субъективизма. С другой стороны, 
оценка на уровне экспертизы в рефери-
руемых изданиях представляется вполне 
надежной. образно говоря, при взвешива-
нии информационных источников получа-
ется результат, верный (с учетом погреш-
ности его получения) по мнению автора, 
проводившего взвешивание; тогда как при 
нашем подходе получается результат, учи-
тывающий мнение большого коллектива 
экспертов.

Теперь рассмотрим вопрос о выборе ап-
проксимации для сечения.

Проблема здесь состоит в следующем. 
С одной стороны, чем полнее набор ва-
рьируемых функций, тем точнее он может 
передать искомую зависимость. Для этого 
он должен содержать большой набор пара-
метров (например, констант разложения по 
полному функциональному базису). С дру-
гой стороны, при большом числе параме-
тров задача их восстановления становится 
неустойчивой.

Для оптимального выбора числа пара-
метров следует учесть информацию об осо-
бенностях предполагаемой зависимости. из 
общих соображений известно, что функция 
возбуждения (т. е. зависимость величины 
сечения возбуждения от энергии возбуж-
дающих электронов Q(E), взятая в относи-
тельной мере) имеет порог, проходит через 
максимум при некоторой энергии (в неко-
торых случаях со структурой) и спадает при 
больших энергиях. Пороговая зависимость 
сечения в ряде моделей имеет вид Q ~ v, где 

~v E  – скорость сталкивающихся частиц 
[3, 15].

известно [3, 15, 16], что при больших 
энергиях для переходов, идущих при обме-
не налетающего электрона на валентный, 
сечение спадает по закону E–3, а для без-
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обменных переходов – по закону E–1  (или 
lnE / E).

мы ставим задачу представления сгла-
женного сечения, обладающего четырьмя 
характерными признаками:

характером пороговой зависимости;
величиной в максимуме;
положением максимума;
характером спада при больших энергиях.

Соответственно, для передачи этих осо-
бенностей рассматриваем четырехпараме-
трическую аппроксимацию сечения воз-
буждения ( , ) ( )E p Q Eσ =  электронным 
ударом в виде

1

3
0 2( ) ( ) , 1,

1

p
pu E

Q E p u p u
u E

− = + = − + ∆ 
где E – энергия электронов, ∆E – порог 
возбуждения, 0 1 2 3( , , , , )p p p p p= ) – искомые 
параметры.

очень приближенно можно считать, 
что p0 задает величину сечения, параметр 
р2  влияет на форму кривой Q(E) вблизи 
максимума и на его местоположение, па-
раметр р1 отвечает за ход сечения у порога 
возбуждения, а параметр р3 учитывает раз-
ную асимптотику поведения  сечения при 
больших энергиях налетающего электрона 
Е. Следует, однако, иметь в виду, что пара-
метры сильно взаимосвязаны.

заметим также, что процедура регрес-
сионного анализа гарантирует качество ре-
зультата только в том диапазоне энергий, 
в котором имеются исходные данные. Экс-
траполяция на больший диапазон энергий 
может быть необоснованной. В частности, 
определяемый параметр р3 может не соот-
ветствовать реальной асимптотике сечения 
(например, р3 = 1, 3) при .E → ∞

Наш опыт показывает, что конкретный 
вид самой аппроксимационной формулы 
не имеет особого значения. В связи с этим 
перечислим коротко некоторые фигуриру-
ющие в литературе аппроксимации. Следу-
ет сказать, что они используются авторами 
для других задач. одна группа задач связа-
на с представлением своих результатов для 
передачи особенностей поведения сечений, 
другая – с построением эмпирических фор-
мул для сечений, содержащих в качестве 
параметров атомные параметры. функция 

g(x), x = E / ΔE (в записи по грину) имеет в 
различных приближениях разный вид, что 
представлено ниже. 

заметим, что в области электронно-
атомного рассеяния некоторые формулы 
для аппроксимации иногда принято на-
зывать по фамилии автора (авторов), т. 
е. приводимые в статье фамилии авторов 
скорее относятся именно к формуле, а не 
к ссылке на работу, в которой она была ис-
пользована. Таким образом, в литературе 
используются следующие формулы (приве-
дены далее).

Бете [3, 15]:

lg
( ) ;

x
g x f

x
=

Томсона [3]:

1 1
( ) 1 ;g x

x x
 = − 
 

грижинского [17]:
3
2

1
2

1 1 2 1
( ) 1 1 ln[2, 7 ( 1) ] ;

1 3 2
x

g x x
x x x

 −   = + − × + −   +    
3
2

1
2

1 1 2 1
( ) 1 1 ln[2, 7 ( 1) ] ;

1 3 2
x

g x x
x x x

 −   = + − × + −   +    

Дравина [18]:

1 22

1 2

1 1
( ) 0,66 ln(1,25 ),

1.

x
g x f f x

x x

f f

− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
= =

формула Стаблера [19] зависимости се-
чения возбуждения k-го уровня атома от 
энергии электронов для безобменных пере-
ходов имеет вид 

4

1 2 1

2 1 12 2
1

1 1 1

2 1 1
, ,

3

mk
m k k

k
k k

Q e
E E U E E

E E E
E E
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+
+


= π − ++ + 

 
+ − ≥ 

 

а при обмене электронами – 

4

1 2
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1 1 1
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1
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1 1
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( ) ( )

mk
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Q e
E E U
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E U E U

+

+
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(18)
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4

1 2

2
1 1 1

2 2
1 1 1

1

1 1 2
3

1 1
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( ) ( )
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k k

Q e
E E U

E
E U E U

E U E U

+

+

= π ×
+ +


× − + ×

+ +
  × −  + +   

1 1,m kE U U +≥ −

где Е1, Е2 – соответственно кинетические 
энергии налетающего и атомного электро-
нов до столкновения, Uт – потенциал ио-
низации атома в состоянии т.

формула Берка и кингстона [20] пред-
ставлена в виде 

2

log
( )

A E B C
Q E

E E E
= + + + ⋅ ⋅ ⋅

с таблицами параметров А, В, С, ... для 
разных уровней и серий. При этом зависи-
мость в серии Q от n имеет вид

3 4

1096 616,1
,A

n n
≈ + + ⋅ ⋅ ⋅

3 4

1424 851, 0
.B

n n
≈ − − + ⋅ ⋅ ⋅

Для полных сечений рассеяния элек-
тронов на атомах всех инертных газов для 
энергий выше 100 эВ предложена обобщен-
ная эмпирическая «жесткая» формула: 

0

0

1 1
( ) 100( ) ,Q E

E E

 
= α − α −  

 

где 0 0,11,α =  Е0 = 20 кэВ, α – статическая 
поляризуемость мишени.

зависимость сечения возбуждения  воз-
буждения от энергии электронов у Вайн-
штейна, Собельмана, Юкова [15] представ-
лена как

32 2
2 1

0
0 0

1
( ) ( ),

2 1
m

QE
Q E a u

E E l
κ  = π Φ  ∆ +   

 

где для оптически разрешенных переходов 
1 0( 1, 0)l l S= ± ∆ =  функция ф(u) имеет вид 

1
2 ln(16 )

( ) ,
1

u u
u C

u u
+ Φ =  + + φ 

или в записи по грину – 

1 15
( ) ;

x x
g x

x x
− +

= ⋅
+ φ

а для оптически запрещенных переходов 
1 0( 1, 0)l l S≠ ± ∆ =

 –

1
2 1

( ) .
1

u
u C

u u
 Φ =  + + φ 

здесь Е0, Е1 – энергии начального и ко-
нечного уровней атома при переходе 0 1;→  
Qkm – Q-фактор, зависящий только от кван-
товых чисел угловых моментов.

Таков весьма обширный перечень видов 
представления функции возбуждения.

используемая нами зависимость (18) 
близка к аппроксимации Вайнштейна (19) 
и строилась на основе ее модификации.

В конце этого раздела рассмотрим во-
прос об использовании логарифма сечения. 
логарифм имеет смысл использовать в том 
случае, когда рассматриваемая величина 
сечения меняется в большом диапазоне по-
рядков величин. 

Пусть имеется отклонение регрессии (3) 
для сечений

( , ).Q E pδ = − σ

рассмотрим отклонение регрессии для 
логарифмов величин

ln( ) ln( ( , )).Q E p′δ = − σ

из представления его в виде

ln 1
Q
δ ′δ = − − 

 
следует, что при малых отклонениях вели-
чины δ  (см. формулу (20)) отклонение ло-
гарифмов ′δ  (формула (21)) приближается 
к относительному отклонению

.
Q
δ′δ ≈

В связи с этим дисперсию (6) отклоне-
ний логарифмов мы называем относитель-
ной дисперсией (для краткости).

Результаты исследований  
для атома водорода

В этом разделе приводятся данные по 
электронному возбуждению в атоме водо-
рода, полученные на основе описанного 
выше подхода, по данным из имеющихся 
источников информации [9].

задача о рассеянии электронов на ато-
мах водорода и определение сечений такого 
рассеяния, в частности сечений электрон-

(19)

(20)

(21)
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рис. 1. Сечения электронного возбуждения переходов 1s → 2s (a) и 1s → 2p (b) 
в атоме водорода в зависимости от энергии  возбуждающих электронов.  

Точки − данные из различных источников, линии − регрессионные кривые.  
Все величины приводятся в атомной системе единиц.

а)

b)
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ного возбуждения различных уровней ато-
ма водорода, относится к одной из наи-
более часто и давно исследуемых задач 
атомной физики столкновений вследствие 
сравнительной простоты объекта исследо-
вания. однако, как оказалось при более 
подробном ознакомлении с литературными 
источниками, решение этого вопроса еще 
далеко до полного завершения, и проведен-
ные исследования разными методами дают 
неодинаковые результаты. По приведен-
ным данным можно судить, насколько они 
различаются. 

Наибольшее количество работ по элек-
тронному возбуждению атома водорода 
приходится на исследование переходов  
1s → 2s, 2p. Для других переходов опубли-
ковано заметно меньше данных.

Для анализа имеющихся результатов 
нами был использован подход, описанный 
выше. Применялась четырехпараметриче-
ская аппроксимация зависимости сечений 
возбуждения от энергии электронов (18). 
отклонение регрессии (3) строилось для 
логарифмов величин сечений, т. е. имело 
вид (21). Были найдены соответствующие 
параметры аппроксимации и величины вы-
борочной совокупной относительной дис-
персии  (13). информационные источники 
брались с одинаковым весом gi = 1.

Для переходов 1s → 2s, 2p в атоме водо-
рода в таблице представлены полученные 
параметры аппроксимации p0, p1 – p3, вели-
чина выборочной относительной дисперсии 
D, энергия и величина сечения в максимуме 
функции возбуждения Emax, Qmax. рис. 1 ил-
люстрирует исходные данные из различных 

информационных источников и аппрокси-
мационные кривые, определенные описан-
ным образом. Хорошо виден разброс дан-
ных по информационным источникам (все 
величины приводятся в атомной системе 
единиц).

Для парциальных источников инфор-
мации с данными, наиболее сильно от-
личающимися от регрессионной кривой, 
проверялась гипотеза (14) о превышении 
систематической ошибки источника вели-
чины выборочной совокупной дисперсии 
(13). Во всех случаях наименьшее значение 
вероятности ошибки отбрасывания верной 
гипотезы (ошибки первого рода) (16) со-
ставляет величину, близкую к 0,5.α =

Заключение

В статье рассмотрен подход к представ-
лению совокупной информации по сечени-
ям электронно-атомного рассеяния в рам-
ках математической статистики на основе 
регрессионного анализа. Такой подход по-
зволяет учитывать весь набор доступных 
значений сечения, полученных независимо 
разными авторами с использованием раз-
ных теоретических и экспериментальных 
методов, а также в разных условиях. При-
мечательно, что обсуждаемый подход по-
зволяет также объединить в одной кривой, 
описывающей взаимосвязь величин Q и E, 
результаты различных методов, полученных 
в ограниченном узком диапазоне энергий 
электронов, и распространить его на соот-
ветствующий широкий диапазон энергий. 
При этом широкий диапазон таков, что в 
нем данные конкретных методик нельзя 

Таблица

совокупные результаты по сечениям электронного возбуждения переходов 1s → 2s, 2p  
в атоме водорода

Верхний 
уровень

p0, a0
2 p1 p2 p3 D Emax, a.u. Qmax, a0

2

2s 0,572 0,103 0,554 0,67 0,25 0,41 0,59

2p 982 0,448 35,4 1,61 0,26 1,43 2,43

обозначения : p0, p1, p2, p3 – параметры аппроксимации; D – величина выборочной относитель-
ной дисперсии; Emax , Qmax – энергия и величина сечения в максимуме функции возбуждения.
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экстраполировать в области энергий, ле-
жащие за пределами своих определенных 
интервалов значений. Этот вывод очень ва-
жен для плазменных приложений, которые 
требуют знания констант скоростей в ши-
роком диапазоне энергий электронов.

из общих принципов статистики следу-
ет, что результаты, полученные на основе 

описанного подхода, представляются более 
надежными, чем данные любого конкрет-
ного информационного источника.

Стоит отметить, что подход может быть 
применен не только к рассматриваемой 
проблеме, но и к представлению агрегиро-
ванной информации в других областях ис-
следований.
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Mityureva A.A., Smirnov V.V. THEORETICAL BASE OF THE APPROACH TO THE 
REPRESENTATION OF AGGREGATE INFORMATION ON THE CROSS SECTIONS OF 
THE SCATTERING PROCESSES.

In the present paper, the approach to the representation of aggregate information on the cross sections 
of elementary processes is described and its justification within mathematical statistics is given. It is caused 
by necessity of integrated account of the results obtained by different works at different times, in different 
groups, based on experimental and theoretical studies in various energy ranges. The main attention is paid to 
the process of electron-atom scattering. As an example of the proposed approach application, the aggregate 
result on thus obtained integral cross sections of electron impact excitation of the transitions in the hydrogen 
atom is presented.
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ГРУБЫЕ ОцЕНКИ И  БИНОМИАЛьНЫЕ АППРОКСИМАцИИ  
В ПРЕДЕЛьНЫх ЗАДАЧАх ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КРОККО

Для решения предельных задач крокко, известных как типичная и одно-
родная, использованы биномы (в качестве аппроксимантов точного решения), 
а также интегральные тождества. Получена оценка степени близости точного 
решения к его аппроксимации по величине ϕ(0). Доказано, что решение ти-
пичной предельной задачи крокко имеет логарифмическую особенность дери-
ватива при ϕ = 0; уравнение крокко предоставляет необходимое и достаточное 
условия минимума положительного распределения, выпуклого по dϕ/dh. Пока-
зано, что однородная предельная задача крокко эквивалентна двум типичным 
предельным задачам крокко  с общей критической точкой.

ПреДелЬНая заДаЧа крокко, аППрокСимаЦия, ВЫПуклое раСПреДелеНие, 
миНимум ПолоЖиТелЬНого фуНкЦиоНала.

Введение

Для уравнения крокко 
2 2/ 0,5 ( ) 0,d dh f hϕ ϕ + =

заданного на промежутке 0 < h < 1, причем 
f(h) > 0, f ∈ L1(0, 1), возможна постановка 
разных предельных задач. 

Прежде всего, может быть поставлена 
типичная предельная задача:

0( / ) (1) 0.hd dh =ϕ = ϕ =

Помимо этой, может быть поставлена 
предельная задача, однородная по ϕ(h):

(0) (1) 0;ϕ = ϕ =

а также смешанная однородная предельная 
задача:

0 0 0

1 1 1

( / ) (0)

( / ) (1) 0
h

h

a d dh b

a d dh b
=

=

ϕ + ϕ =

= ϕ + ϕ =

с действительными параметрами ai, bi,  
i = 0, 1. 

Предельные задачи (1) – (4) имеют фи-

зическую основу и связаны с описанием 
явлений диффузии, теплопроводности, а 
также струйных и пристеночных вязких по-
граничных слоев. 

В работе [1] предлагается использовать 
при решении типичной предельной задачи 
крокко для случая f(h) = h вместо поста-
новки (2) условия коши:

0(0) ( / ) 0,hd dh =ϕ − α = ϕ =

причем постоянную α можно подобрать 
так, чтобы ϕ(1) = 0. 

В более точной формулировке утверж-
дается следующее: 

Пусть ϕ = ϕ(h, α) и ϕ(1, α) = 0. Тогда

0, ( ) (1, ) , .∀ε > ∃η = η ε ⇒ ϕ β < ε β − α < η

Следует отметить, что данное утвержде-
ние есть не что иное, как  теорема о непре-
рывной зависимости решения дифферен-
циального уравнения от параметров  [2].

В работе [1] доказано, что точка h = 1 
есть подвижная особенность задачи коши 
(1), (2а): 

(2)

(3)

(1)

(4)

(2a)
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1 0
/

h
d dh

→ −
ϕ → − ∞

[1, 3], но 2

1 0
/ 0.

h
d dh

→ −
ϕ → −

Анализ имеющихся результатов

анализ работы [1] показывает, что 
на самом деле доказано нечто большее, а 
именно, что радиус сходимости плоского 
ряда для дериватива dϕ/dh равен единице 
[1, 3, 4]. 

можно конкретизировать этот результат. 
Пусть α > 0 – такое значение ϕ(0), при ко-
тором ϕ(1, α) = 0 и β > 0 (β – любое произ-
вольное значение ϕ(0), такое, что ϕ(h0) = 0).  
Тогда

00,  0 1 .h∀ε > ∃δ > ⇒ β − α < ε → − < δ

Это определение описывает алгоритм 
«пристрелки». значение константы α мож-
но найти методом «пристрелки». Соглас-
но этому методу, задается α > 0 и реша-
ется задача коши (1), (2а). если значение  
ϕ(h0 < 1, α) = 0, то значение α следует уве-
личить; если ϕ(h0 > 1, α) = 0, то α необхо-
димо уменьшить (рис. 1).

можно нормировать h и ϕ следующим 
образом:

/ , ,  ( ),  

0 ,  0 1,

h z r z

z r

= ϕ = αΦ Φ = Φ
< < < Φ <

что означает  Φ: h ∈ (0, r) → Φ ∈ (0, 1), т. е.  
переменная h изменяется в промежутке  
(0, r), а переменная Φ изменяется в проме-
жутке (0, 1) [4].

Тогда предельную задачу (1), (2) в новых 
обозначениях перепишем в таком виде:

2 3 2 2

0

2 / 0,

(0) 1 ( / ) ( ) 0.z

r d dz z

d dz r=

α Φ Φ + =
Φ − = Φ = Φ =

Для полного совпадения с предельной 
задачей крокко положим r = α–2/3, или  
α = r–3/2, и, следовательно, увеличение α 
приводит к уменьшению радиуса сходимо-
сти r и наоборот. Таким образом, можно 
утверждать, что 

0 ( , ) 0

( ) ( ) .r r r r

∀ε > ∃δ = δ ε α > ⇒
⇒ −δ < α + ε − < α − ε − < δ

Далее легко подсчитать, что 

δ = 2/3εα–5/3 + O(ε2).

Следовательно, сходимость процесса 
пристрелки является неравномерной по α и 
ухудшается с уменьшением значения α.

Для реализации пристрелки восполь-
зуемся методом неподвижной точки, для 
чего реализуем  последовательность коши; 
полнота (нормированного) кольца C1 га-
рантирует сходимость (этот прием известен 
в линеаризованном виде [5]).  

Пусть
2 2

12 / ( ) 0,k kd dh f h−ϕ ϕ + =

где нижний индекс означает номер итера-
ции. 

очевидно, что данное уравнение пред-
ставляет собой итерационный аналог урав-
нения (1). Тогда

1
0

( ) ( ) ( ) / ( )
h

k kh h z f z z dz−ϕ = α − − ϕ∫
есть итерированное решение задачи коши 
(1), (2а). Следовательно,

1

1
0

(1 ) ( ) / ( ) .kz f z z dz−α = − ϕ∫
Далее полагаем, что f(h) = h. Тогда 

если в нулевом приближении ϕ0(h) = α, то  
ϕ1(h) = (1 – h3)/12. В первом приближении 
получаем α = 12–1/2 = 0,2887, что меньше со-
ответствующего точного значения на 13 %. 

записав это решение в виде 

ϕ0(h) = α – h3/(12α),

получаем, что 

∂ϕ(1, α)/∂α = 1 + 1/(12α2) > 0.

отсюда следует, что значение ϕ(h, α) 
рис. 1. зависимость ϕ(h), поясняющая суть 

алгоритма  метода пристрелки
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( ) (1 )mh hϕ = β −

с двумя константами: m и β. Постоянная 
β задает приближенное значение ϕ(0), т. е. 
β = ϕ(0). значение показателя степени m 
должно быть немалым, поскольку значение 
дериватива dϕ/dh в точке h=1–0 не мало.

Например, если f(h) = h, то 7 / 8,   4mβ = =
7 / 8,   4mβ = =  (эта оценка грубая). 

Действительно, константа α аппрокси-
мирована с погрешностью в 1 %, тогда как 
точное значение равно примерно 1/3. 

здесь следует отметить, что В.П. Вари-
ным анонсировано рекордное по точности 
значение α = 0,33205… (на 32 разряда!), и 
точность не ограничена [1, 3] (см. также 
краткое резюме в работе [4]). 

кроме вышеизложенного, для степен-
ных рядов, связанных с предельной задачей 
крокко, применяется аппроксимация Паде 
[5] (вопросы сходимости интерполяцион-
ного процесса выходят за рамки данного 
исследования и здесь не рассматриваются). 
Детальное изучение Паде-аппроксимации 
для задач сильной аппроксимации отрезков 
степенных рядов, аналитического продол-
жения и решений предельных задач, кро-
ме классических монографий а.а. гонча-
ра, С.П. Суетина, имеется в работах [7, 8]. 
Наконец, в связи нелинейными задачами 
в большой работе [9] изучены дифферен-
циальные уравнения  с квадратичной не-
линейностью (там же приводится история 
вопроса и обширные дальнейшие ссылки). 
Близкая по тематике работа [10] содержит 
лиевы группы преобразований для уравне-
ния пограничного слоя крокко при гради-
ентном (неравномерном) внешнем течении 
и соответствующие этим группам решения.

Основные (предваряющие) тождества

Для решения поставленных задач не-
обходимо доказать следующую теорему,  
выражающую свойства решения типичной 
предельной задачи (1), (2).

теорема 1. В обеих предельных задачах 
для уравнений (1) – (3) выполняются следую-
щие условия:

1 0

0

lim / 0,

lim / 0.
h

h

d dh

d dh
→ −

→+

ϕ ϕ =

ϕ ϕ =
(5)

вблизи правого конца промежутка h∈(0, 1) 
не убывает при увеличении α, чем и объ-
ясняется алгоритм пристрелки.  

Во втором приближении 

3 / 2 ln 3 / 6 0, 4278,α = − π =

что больше точного значения на 30 %. Сред-
нее значение постоянной α (ее релаксация) 
по первым двум приближениям составляет 
0,3514, что дает погрешность уже в 6 % .

В предельной задаче (1), (3) точка  
h = 1 – 0 представляет особенность для 
дериватива, а именно – при h → 1 –0,  
dϕ/dh → –∝. 

можно доказать (и это будет сделано 
далее), что возникающая сингулярность 
дериватива имеет логарифмический тип и 
при этом 

1 0
lim / 0.
h

d dh
→ −

ϕ ϕ =  Следовательно, 
ϕ2(h) – регулярная на промежутке 0 < h < 1  
функция. Это свойство квадрата решения 
типичной предельной задачи крокко даль-
ше используется для оценки параметров 
решения.

Цель настоящей работы – получить гру-
бые апостериорные оценки решений пре-
дельной задачи крокко, аппроксимирую-
щие точные решения в среднем. 

Постановка задачи 

Для приближенных оценок решений пре-
дельных задач (1) – (4) в целом (т. е. на про-
межутке 0 < h < 1) достаточны интеграль-
ные тождества, получаемые из предельных 
задач.

указанные оценки мы относим к гру-
бым, так как они  выполняются в среднем 
для промежутка 0 < h < 1 с некоторыми 
весами (ядрами), т. е. приближаются к ре-
шению в слабой топологии. При этом  зна-
чения констант решения вычисляются с не-
высокой точностью (погрешность не ниже 
1,5 %). интегральные же тождества связаны 
с условием экстремума некоторого распре-
деления. Точные значения констант задачи, 
как доказано в работе [6], определяются из 
равномерных разложений решения. 

Например, в качестве приближенно-
го  решения задачи крокко (1), (2), (2а) на 
промежутке 0 < h < 1 можно использовать 
бином 
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Доказ а т ельс тво  1. Действительно, 
в силу уравнения крокко (1) справедливо 
следующее равенство:

0

2 / ( ) ( ) / ( ) 0,
h

d dh h f z dz zϕ ϕ + ϕ ϕ =∫
и при h = 0 теорема 1 выполняется. 

Далее, рассмотрим условия (2). В этом 
случае можно записать:

2
1 1 0

0

1 0

( / ) lim ( ) ( ) / ( )

( ) ( )
(0 ) lim 0,

'( )

h

h h

h

d dh h f z dz z

f h h
h

= → −

→ −

ϕ = − ϕ ϕ =

ϕ
= × ∞ = =

ϕ

∫

что и требовалось доказать. аналогично 
проверяются предельные условия (3), что и 
требовалось доказать. 

Ниже приводится еще одно доказатель-
ство этой теоремы, использующее первый 
интеграл предельной задачи крокко.

Дока з а т ельс тво  2. Понизим порядок 
в уравнении (1). 

Пусть : / ,d dhψ = ϕ  и тогда уравнение 
(1) принимает вид

2 / ln(1 / ) ( ) 0.d d f hψ ϕ − =

Пусть в условиях предельной задачи (1) 
α := ϕ(0). Тогда получаем выражение

ln( / )

0

( ) .f h dz
α ϕ

ψ = ∫

В предельной задаче (2), очевидно, бе-
рется выражение с верхним знаком (ми-
нус). если f(z) – возрастающая функция, то 
интеграл под корнем расходится, но полу-
чается еще одно полезное тождество:

0
lim 0,
ϕ→+

ϕψ =

и это еще одно доказательство. 
Теорема доказана дважды.
Для получения важных следствий дока-

занной теоремы 1 удобно ввести перемен-
ную 

: ln( / ) (0, ).ω = ϕ α ∈ ∞

Тогда уравнение (1а) принимает следу-
ющий вид:

2 / ( ) 0.d d f hψ ω − =

Пусть f(h) = h. Тогда в силу уравнения 

(1б) получаем уравнение
2 / 0.d d hψ ω − =

решение этого уравнения такое, что ра-
венство (0) 0ψ =  принимает вид

0

: / ( ) ,d dh h d
ω

ψ = ϕ = − τ τ∫

или

0

exp( ) / ( ) .d dh h d
ω

α −ω ω = τ τ∫
Для решения уравнения первого поряд-

ка (6) остается разделить переменные. 
Поскольку h(ω) представляет собой 

монотонно-возрастающее распределение, 
т. е.

h(0) = h(∝) – 1 = 0,

то по второй теореме о среднем (формулы 
Бонне) можно записать:

* *

0

*

, 0 ( )

( )( ) ( ),

h d

h h

ω

∃ω < ω < ω < ∞ ⇒ τ τ =

= ω ω − ω = σω ω

∫

где *: 1 / 1.σ = − ω ω ≤
Следовательно, в силу уравнения (6), 

справедливо равенство

exp( ) / ,d hdhα −ω ω ω = σ

интегрируя которое с учетом начального 
условия (2), получаем:

0

erf( ) .
h

zdzα π ω = σ∫
Пусть σ – постоянная, σ = σm, и тогда

3erf( ) 2 / 3 .mhα π ω = σ

Пусть h = 1. Тогда получаем следующее 
значение величины α:

2 / 3 / .mα = σ π

использование теоремы 1 и следствий из 
нее дает возможность получать неравенства 
и оценки, позволяющие построить прибли-
женные решения уравнения крокко. 

Во-первых, справедливо неравенство 
2 ( ) 0.hψ − ω ω ≤  

Действительно, по определению:

(1б)

(7)

(6)

(1в)

(1a)



Математическая физика

65

2
0

( )

1,
( ) ( )

h d

h h

ω

τ τ
ψ

= = σ ≤
ω ω ω ω

∫

что равносильно доказываемому неравен-
ству.

Далее, если в уравнении (1б) f(h) – неу-
бывающая функция h, то

*

0

*

( ( )) ( ) ( ( ))

( ( )),  : 1 / 1.

f h d f h

f h

ω

τ τ = ω − ω ω =

= σω ω σ = − ω ω ≤

∫

Следовательно,

0

erf( ) ( ) ,
h

m f z dzα π ω = σ ∫
и выражение для α имеет вид

1

0

/ ( ) .m f z dzα = σ π∫
Введем обозначение  

0

( ) ( ),
h

f z dz g h=∫
из которого ясно, что g(h) – возрастающая 
функция. Тогда 

1( / erf( )),mh g −= α π σ ω

где g–1 – символ обратного отображения.
Полученное выражение (8) есть не что 

иное, как приближенное решение уравне-
ния крокко.

Дальше для иллюстрации решения (8) 
мы рассмотрим степенные функции f(h). 
Пусть

/2 1

( ) , 0 erf( )

2 2
,  / .

2 2

s

m s
m

f h h s

h
s s

+

= > ⇒ α π ω =

σ
= α = σ π

+ +

Тогда решение уравнения крокко имеет 
вид

/2 1 2/( 2)erf( ), (erf( )) .s sh h+ += ω = ω

При s = 0 получается точное решение 
уравнения фурье, при s = 1 – приближен-
ное решение уравнения крокко:

2/3(erf( )) .h = ω

если же f(h) – невозрастающее распре-
деление, т. е. f(0) = 1, то

*

0

( ) ,f h dh
ω

= ω < ω∫

и тогда из уравнения (1б) получаем следую-
щий первый интеграл:

* *,  : / 1.ψ = − ω = − θω θ = ω ω <

если провести разделение переменных, 
то  

erf( ),

/ .

m

m

hθ = α π ω

α = θ π

 окончательное выражение для h имеет 
следующий вид:

erf( ).h = ω

Интегральное уравнение,  
равносильное уравнению Крокко

уравнение крокко (1) можно записать в 
следующем виде:

0

2 / ( ) / ( ) 0.
h

d dh f z dz zϕ + ϕ =∫  

отсюда получается интегральное урав-
нение для определения ϕ(h):

0

( ) ( )
( ) 0,5 0.

( )

h h z f z
h dz

z
−

ϕ − α + =
ϕ∫

Введем итерационный процесс, обозна-
чив номер итерации буквой k. Тогда реше-
ние уравнения (1д) с помощью указанного 
процесса принимает вид

1
0

( ) 0,5 ( ) ( ) / ( ) .
h

k kh h z f z z dz−ϕ = α − − ϕ∫
Пусть f(z) = z, тогда, полагая ϕ0(h) = α, 

последовательно получаем:
3

2
1

2 3
0

2

3

2

( ) , 1 / 12,  
12

1 ( )
( ) 1 / (2 )

2 1

1
/ 3 ln / 6 ln(1 )

1

2 1 1
 / 3 arctg / 6 1 / 3 ln ,

13

1 / 2(ln 3 / (6 3)),

h

h
h

h z z
h dz

z

h h h h
h

h
h

h

ϕ = α − α =
α

−
ϕ = α − = α − α ×

α −

× + + + −
−

+ 
− − π −   −  

α = − π

∫

и т. д.

(7а)

(8)

(1г)

(1д)
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Видно, что уже на второй итерации воз-
никает логарифмическая особенность у де-
риватива dϕ/dh, h → 1 – 0. 

Ввиду того, что (2)(0,1)Cϕ ∈  – элемент 
полного пространства, для сходимости ите-
рационного процесса достаточна сходи-
мость в себе последовательности (ϕk)k≥0. 

Экстремальное свойство решения  
уравнения Крокко

Прежде всего отметим, что уравнение 
крокко порождается некоторым произ-
водящим функционалом. В связи с этим 
справедливо следующее утверждение. 

утверждение 1. Уравнение Крокко равно-
сильно канонической системе:

/ ,  / 0,5 ( ) /d dh d dh f hϕ = ψ ψ = − ϕ

с гамильтонианом 2( , , ) ( ) ln(1 / ).E h f hϕ ψ = ψ − ϕ
2( , , ) ( ) ln(1 / ).E h f hϕ ψ = ψ − ϕ  

Тогда вдоль решения (характеристики) 
предельной задачи Крокко распределение I∆ 
удовлетворяет условию экстремума:

2( ) (( / ) ( ) ln(1 / ))

inf 0,  (0,1),

I d dh f h dh∆
∆

ϕ = ϕ + ϕ →

→ ≥ ∀∆ ⊂

∫

или (что тождественно)

,dI I∆ ∆≤ δ

где d – изменение распределения вдоль куска 
действительной характеристики (решения), 
δ – изменение распределения вдоль любой до-
пустимой характеристики. 

Нетрудно показать, что необходимое 
условие (9) экстремума (минимума) распре-
деления I∆  совпадает с уравнением крокко. 
Доказательство существования локального 
экстремума у распределения I∆, предпола-
гаемого в утверждении 1, опускается.  

Далее, рассмотрим связь биномиальной 
аппроксимации решения уравнения крок-
ко с экстремальным свойством решения. 
Прежде всего, из предельной задачи (1), (2) 
следует, что

1 1
2

0 0

0,5 ( ) .dh f h dhψ =∫ ∫
 

В частности, если f(h) = h, то равенство 
(10) принимает вид

1
2

0

1 / 4.dhψ =∫

Поэтому справедлива следующая теоре-
ма. 

теорема 2. Пусть выбрано следующее рас-
пределение ϕ(h), аппроксимирующее решение 
предельной задачи (1), (2):

( ) (1 ),mh hϕ = α −

и ∆ = (0, 1), т. е. распределение (9) является 
условием глобального экстремума  I∆ на ин-
тервале (0, 1). 

Тогда, если ϕ(h) доставляет экстремум 
распределению (9), то выполняется равен-
ство (10а), т. е. имеет место импликация: 
(9) → (10). Другими словами, для выполнения 
условия (9) необходимо выполнение тожде-
ства (10).

Доказ а т ельс тво . Проверим утверж-
дение теоремы 2 для бинома (11). Действи-
тельно, подстановка распределения (11) в 
функционал (9) приводит к условию

2( )
1 / 2 ln(1 / ) inf 0.

2 1
m

m
α

+ α → ≥
−

Найдем минимум левой части выраже-
ния (11а) по α. Дифференцируем это вы-
ражение по α и приравниваем результат 
нулю:

2( )
1 / 4,  2 1 / (2 ).

2 1
m

m m
m
α

= α = −
−

Но это выражение совпадает с тожде-
ством (10а) для бинома (11).

Теорема 2 доказана. 
Совершенно аналогично тождеству 

(10) можно доказать тождества с ядром hm,  
m > 0. 

Действительно, поскольку в услови-
ях предельной задачи (1), (2) выполняется 
утверждение теоремы 1, согласно которому

0 1 0( / ) ( / ) 0,h hd dh d dh=+ = −ϕ ϕ = ϕ ϕ =

то, интегрируя по частям, получим для лю-
бого m > 0 такое равенство:

1 1
2 2 1

0 0

1
2 1 2 1

0
0

1
2 2

0

1
2

0

1 1
2 2 2

0 0

/ ( ) ( )

( / ) / 2( )

 0,5 ( 1) ( )

( / ) 0,5 ( 1)

( ) ( / ) .

m m

m m

m

m

m m

h d dh dh m h h d h

h d dh dh m h

m m h h dh

h d dh dh m m

h h dh h d dh dh

−

−

−

−

ϕ ϕ = − ϕ ϕ −

− ϕ = − ϕ +

+ − ϕ −

− ϕ = − ×

× ϕ − ϕ

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

(9)

(10)

(10а)

(11)

(11а)
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1 1
2 2 1

0 0

1
2 1 2 1

0
0

1
2 2

0

1
2

0

1 1
2 2 2

0 0

/ ( ) ( )

( / ) / 2( )

 0,5 ( 1) ( )

( / ) 0,5 ( 1)

( ) ( / ) .

m m

m m

m

m

m m

h d dh dh m h h d h

h d dh dh m h

m m h h dh

h d dh dh m m

h h dh h d dh dh

−

−

−

−

ϕ ϕ = − ϕ ϕ −

− ϕ = − ϕ +

+ − ϕ −

− ϕ = − ×

× ϕ − ϕ

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫
Таким образом,

1
2

0

1 1
2 2

0 0

( / )

0,5 ( 1) ( ) ( ) .

m

m m

h d dh dh

m m h h dh h f h dh−

ϕ =

 
= − ϕ + 

 

∫

∫ ∫

Нетрудно показать, что при m = 0 ра-
венство (12) переходит в равенство (10), что 
и требуется.

если же m = 1, то
1 1

2

0 0

( / ) 0,5 ( ) .h d dh dh hf h dhϕ =∫ ∫
В случае если m = 2, то

1 1
2 2 2 2

0 0

( / ) ( ) 0,5 ( ) .h d dh dh h dh h f h dhϕ = ϕ +∫ ∫ ∫

1 1
2 2 2 2

0 0

( / ) ( ) 0,5 ( ) .h d dh dh h dh h f h dhϕ = ϕ +∫ ∫ ∫

Тождества (12а) и (12б) удобно исполь-
зовать при биномиальной аппроксимации 
решения предельной задачи (1), (2) в виде 
полинома, зависящего от параметров.

Реализация интегральных тождеств  
и апостериорные оценки констант  

приближенного решения

В данном  разделе  рассмотрено несколь-
ко частных случаев реализации  тождеств 
(12), (12а) и (12б) для построения биноми-
альных аппроксимаций решения уравнения 
крокко. При этом распределение f(h) счи-
тается степенной функцией от h.

случай 1. Пусть f(h) = hs. Тогда из тож-
деств (12а) и (10) следует, что биномиаль-
ная аппроксимация

( ) (1 ),mh hϕ = α −

реализуется для различных s при следую-
щих значениях параметров α и m:

s = 0, α = 0,5559, m = 2,6180;

рис. 2. Биномиальные аппроксимации решения предельной задачи (1)  
при различных наборах параметров:  

α = 0,325, m = 4,137 (1); α = 1/3, m = 3,927 (2); α = 0,3307, m = 4 (3)

(12)

(12а)

(12б)

(13)
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s = 1, α = 0,3259, m = 4,1370;

s = 2, α = 0,2319, m = 5,6460;

s = 3, α = 0,1803, m = 7,1500.

В предельной задаче крокко s = 1, и 
тогда погрешность определения α состав-
ляет 2 %. если s = 0, то точное значение  
α = 0,5642 превосходит найденное на 1,5 %.

Существует еще две  неплохие аппрок-
симации решения задачи (1), (2), s = 1. 
именно, если f(h) = h, то α = 1/3, m = 3,922 
и    7 / 8,α =  m = 4. 

На рис. 2  представлены три биноми-
альные аппроксимации ϕ(h), отвечающие 
найденным значениям параметров α и m. 
Видно, что незначительное различие кри-
вых наблюдается в области малых значений 
h. При h → 1 – 0 расслоение кривых не-
значительно.

случай 2. Пусть f(h) = 1 – hs. Тогда ана-
логично первому случаю получаем следую-
щие значения параметров: 

s = 1,  α = 0,4446, m = 1,8431;

s = 2,  α = 0,5000, m = 2,000;

s = 3,  α = 0,5213, m = 2,1019;

s = ∞,  α = 0,5559, m = 2,6180.

разумеется, последний случай соответ-
ствует случаю  s = 0 первого случая.

случай 3. Пусть f(h) = (1 – h)s. Тогда по-
лучаем следующий набор параметров: 

s = 0, α = 0,5559, m = 2,6180;

s = 1, α = 0,4446, m = 1,8340;

s = 2, α = 0,3433, m = 1,7071;

s = 3, α = 0,3366, m = 1,4413.

Об однозначности решений  
уравнения Крокко 

задача данного раздела – доказать на 
примерах, что решения уравнения крокко 
не являются 2-диффеоморфизмами.

Пример 1. Начнем с типичной предель-
ной задачи (1), (2). Пусть ϕ(h) – ее реше-
ние. Тогда функция –ϕ(h) также является 
решением уравнения (1), таким, что 

dϕ(0)/dh = 0, ϕ(1) = 0, ϕ(0) + α = 0.

Поэтому график решения в координа-
тах h, ϕ представляет собой полуовал, сим-
метричный относительно начала коорди-
нат (рис. 3), отображение ϕ: (0 < h < 1) →  
(0, ϕ0) – инъекция (мономорфизм или од-
нозначное отображение).

Пример 2. рассмотрим теперь задачу 
коши (1), (2а), равносильную предельной 
задаче крокко (1), (2). В этом случае необ-
ходимо подобрать постоянную α таким об-
разом, чтобы выполнялось условие ϕ(1) = 0.  
алгоритм пристрелки уже описан выше в 
разделе «анализ имеющихся результатов». 

очевидно, что уравнение крокко (1) до-
пускает «понижение порядка» и с этом слу-
чае принимает вид

0

2 / ( ) ( ) / ( ) 0.
h

d dh h f t dt tϕ ϕ + ϕ ϕ =∫

Действительно, перепишем уравнение 
(1) в виде интегро-дифференциального 
уравнения:

0

2 / ( ) / ( ) 0,
h

d dh f t dt tϕ + ϕ =∫
а затем домножим обе его части на ϕ(h). 
очевидно, что при этом корневое про-
странство расширится и появится лишнее 
решение ϕ(h) = 0. 

уравнение (14) можно переписать в 
виде

рис. 3. график положительного  
и отрицательного решений (сплошная линия  

и пунктир) типичной предельной задачи  
крокко (1), (2) в координатах h, φ  

(иллюстрация Примера 1)

(14)
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2 2

0 0

( ) ( ) ( ) / ( ),
h z

h z dz f t dt tϕ = α − ϕ ϕ∫ ∫
откуда получается, что

1
2

0 0

( ) ( ) / ( ),
z

z dz f t dt tα = ϕ ϕ∫ ∫
или в другой записи:

1 1
2

0

( ) / ( ) ( ) .
t

f t dt t z dzα = ϕ ϕ∫ ∫
Поэтому с учетом равенства (16а) вы-

ражение (15) можно записать следующим 
образом:

1
2

0

( ) ( ) ( ) / ( ).
z

h

h z dz f t dt tϕ = ϕ ϕ∫ ∫
Следовательно, справедливо следующее, 

почти очевидное, утверждение. 
утверждение 2. Вещественное решение 

предельной задачи (1), (2) или равносильной 
задачи Коши (1), (2а) на промежутке 0 < h < 
1 существует, если отображение f(h) > 0. 

Доказ а т ельс тво . Действительно, из 
формул (15) и (15а) следует, что знак реше-
ния определяется только знаком f(h).

Переходим к однородной предельной 
задаче крокко (1), (3). Тогда в равенстве 
(16) α = 0. Тогда интегральное уравнение 
(14) допускает решение ϕ(h) = 0, 0 < h < 1. 
Это решение удовлетворяет условиям (3). 

Пусть в предельной задаче (1), (3) вы-
полняются условия f(h) ≥ 0, ϕ ≥ 0. Тогда  
d 2ϕ/dh2 < 0. отрицательные решения на-
ходятся вне нашего рассмотрения как не 
имеющие физического смысла.

утверждение 2 доказано.
Дальнейшие выкладки проводим 

для «чистого» случая крокко, т. е. когда  
f(h) = h. Для этого требуется доказать сле-
дующую лемму.

лемма. Пусть ϕ(h) – решение предельной 
задачи (1), (3). Тогда существует h0 ∈ (0, 1) 
такое, что при h = h0  dϕ/dh = 0. 

Доказ а т ельс тво . Перепишем первый 
интеграл для уравнения крокко в виде

0

'( ) '(0) (1 / 2) / ( ),
h

h tdt tϕ = ϕ − ϕ∫
причем штрихами обозначены произво-

дные по h.
Пусть критическое (подозреваемое на 

максимум) значение h = h0 ≥ 0 существует, 
и тогда

0

0

'(0) (1 / 2) / ( ) 0.
h

tdt tϕ = ϕ >∫
Необходимо показать, что 0 < h0 < 1. 

Повторно интегрируя равенство (17), по-
лучаем:

0

( ) '(0) (1 / 2) ( ) / ( ) 0.
h

h h h t t t dtϕ − ϕ + − ϕ =∫
Теперь пусть h = 1, в этом случае

1

0

'(0) (1 / 2) (1 ) / ( ) ,t t t dtϕ = − ϕ∫
и тогда справедливо выражение

1
2

0

1 1
2

0

1 1
2 2

0

1
2

0

( ) (1 / 2) / ( ) / ( )

 / ( ) (1 / 2) / ( )

 (1 ) / ( ) / ( )

(1 / 2)(1 ) / ( ) 0.

h

h

h

h

h h t t dt t t dt

h t t dt h t t dt

h t t dt t t dt

h t t dt


ϕ = ϕ + ϕ −


 

− ϕ = ϕ + 
 


+ − ϕ − ϕ ≥



≥ − ϕ >

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

Следовательно, ϕ(h) > 0, 0 < h < 1. 
из равенств (17) и (17а) вытекает, что 

0

1 1
2

0

/ ( ) / ( ) 0.
h

tdt t t dt tϕ = ϕ >∫ ∫

Нетрудно видеть, что если в уравнении 
(18) h0 = 0, то из этого необходимо следует, 
что ϕ = ∞ почти всюду на промежутке (0, 1). 
Но это недопустимо (исключено). Случай, 
когда h0 = 1, также оказывается невозмож-
ным, поскольку слева в равенстве должен 
стоять 0, а справа – положительное число.

лемма доказана. 
Полученный здесь результат, очевид-

но, не зависит от f(h). Попутно в ходе до-
казательства установлено, что dϕ/dh > 0 на 
левом конце промежутка (от 0 до точки  
h = h0 –0) и что ϕ(h) > 0, когда 0 < h < 1.  

Далее продолжим проведение выкладок 
для «чистого» случая крокко.

(16)

(16а)

(15а)

(15)

(17а)

(18)

(17)
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Легко доказать, что dϕ/dh < 0 на про-
межутке h0 + 0 < h < 1 – 0. 

Для этого проинтегрируем уравнение 
крокко от правого конца промежутка:

1

'( ) '(1) / ( ) 0,
h

h tdt tϕ − ϕ − ϕ =∫
откуда следует, что

0

1

'(1) / ( ) 0.
h

tdt tϕ = − ϕ <∫
Следовательно, 

0 0

0

'( ) / ( ) 0,  

0 1 0,

h

h

h hdt t

h h
+

ϕ = − ϕ <

+ < < −

∫

что и требовалось. 
Для наглядности представим график 

функции ϕ = ϕ(h). она должна отражать-
ся на нем в виде овала в первом квадранте 
координатной плоскости с максимальным 
значением ϕ0 := ϕ(h0) > 0 (рис. 4). Видно, 
что предельная задача крокко в записи (1), 
(3) распадается на две типичные предель-
ные задачи для промежутков (+0, h0 – 0) и 
(h0 + 0, 1 – 0):

0

0

0 0

0

(0) ( / ) 0,  0 ;  

(1) ( / )  0.
h h

h h

d dh h h

d dh
= −

= +

ϕ = ϕ = < <

ϕ = ϕ =

решения с такими условиями легко по-
строить. Например, если s = 0 (f = 1), то

0 0

0 0

0 0 0

erf( );

erf( );

: ln( / ), : ( ) ( ),

l

r

h h

h h

h h

− = ϕ π ω

− = ϕ π ω

ω = ϕ ϕ ϕ = ϕ ≥ ϕ

где hl, hr – сужения h(ω) на левый и на пра-
вый промежутки соответственно, т. е. 

h = hl, 0 < h < h0; h = hr, h0 < h < 1.

Пусть в решении (18) ϕ = 0. Тогда

h0 = 1 – h0, h0 = 1/2, ϕ0 = 1/(2π0,5).

максимальное значение ϕ, которое за-
писывается как ϕ(h0) = ϕ0, оказывается 
вдвое меньше, чем соответствующее реше-
ние в типичной предельной задаче крокко 
(1), (2). 

В случае, когда f(h) = h, решение можно 
получить аналогичным образом. На проме-
жутке 0 < h < h0 ставим такие же предель-
ные условия, как и в типичной предельной 
задаче крокко, а именно

0(0) '( ) 0.hϕ = ϕ =

Далее следует применить аппроксима-
цию в виде кубического бинома:

3 3
0 0( ) ( ( ) ).h h h hϕ = α − −

С этой целью используем тождество
0

0

'(0) (1 / 2) / ( ).
h

tdt tϕ = ϕ∫
из него следует, что 

2
0'(0) 3 ,hϕ = α

и, проделав простые расчеты, получим сле-
дующее равенство: 

2 3
0

1
,

183
h

π
α =

которое связывает величины α и h0.

Теперь пусть ϕ := αΦ, ζ := h / h0. функ-
ция Φ = Φ(ζ) удовлетворяет уравнению 
крокко и допускает кубическую аппрокси-
мацию: 

3( ) 1 (1 ) .Φ ζ = − − ζ

Тогда легко подсчитать, что 2 3
0 ,hα =  от-

куда получаем значения h0 и α:  
1/6

0

1
0,68 1 / 2, 0, 46.

183
h

π 
= = > α = 

 

рис. 4. график решения однородной  
предельной задачи крокко (1), (3); при h0 

функция φ имеет максимальное положительное 
и минимальное отрицательное значения 

(17)

(18)



Математическая физика

71

Заключение

В результате проведенного исследования 
можно сделать следующие заключения:

для приближенных оценок решений 
предельных задач крокко (1) – (4) в целом 
(т. е. на промежутке 0 < h < 1) достаточ-
но использовать интегральные тождества, 
получаемые из предельных условий. Такие 
оценки можно рассматривать как грубые, 
поскольку значения констант решения 
вычисляются с погрешностью не менее  
1,5 %. Показано, что интегральные тож-
дества связаны с условием экстремума не-
которого распределения. В качестве эта-
лонных решений использованы решения, 
полученные В.П. Вариным;

применение интегральных тождеств 
оказывается достаточным для определения 
постоянных биномиальной аппроксимации 
(различных) предельных задач крокко, т. е. 
(1), (2) и (1), (3), с невысокой точностью 

(погрешность составляет около 1 %). мак-
симальное расхождение точного решения 
предельной задачи и биномиальной ап-
проксимации наблюдается (естественно)  
вблизи особенности h = 1 – 0 для дерива-
тива. Эта особенность является регулярной, 
«стираемого» (логарифмического) порядка;

уравнение крокко связано с необхо-
димым условием минимума для положи-
тельного распределения (функционала). 
Соответствующий гамильтониан знакопе-
ременен. решение задачи на минимум рас-
пределения равносильно определению кон-
стант бинома из интегральных тождеств;

однородная предельная задача (1), (3) 
распадается на две типичные предельные 
задачи крокко для промежутков левее и 
правее критической точки (максимума) 
ϕ(h). интегральные тождества в предельной 
задаче (1), (3) также применимы для грубой 
оценки постоянных. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Варин В.П. Плоский асимптотический 
ряд Блазиуса // математический форум (сбор-
ник). Cер. итоги науки. Владикавказ, 2015.  
С. 34–47; 

[2] Шилов Г.е. математический анализ. 
Спецкурс. м.: физматгиз, 1961.

[3] Варин В.П. Плоские разложения и их 
приложения. м.: Препринты иПм им. м.В. 
келдыша, 2014. № 23. 25 с.  uRL: htpp://library.
keldysh.ru/preprint.asp?id=2014-23;

[4] Варин В.П. Плоский асимптотический 
ряд Блазиуса // Теория операторов, комплекс-
ный анализ, математическое моделирова-
ние. матер. научн. конф. Пос. Дивноморское.  
7 – 13 сент. 2014. С. 16.

[5] Башкин В.А., диканский е.А. решение 
уравнений Прандтля при нулевом градиенте 
давления на неизотермической поверхности 
// ученые записки Цаги. 2000. Т. 31. № 3-4.  
С. 47–59.

[6] Брюно А.д., Горючкина И.В. Сходи-
мость степенных разложений решений оДу. 
м.: Препринты иПм им. м.В. келдыша, 2013.  
№ 94. 13 с. uRL: htpp://library.keldysh.ru/ 

preprint.asp?id=2013-94;
[7] сорокин В.н. аппроксимации Эрмита – 

Паде обобщенных гипергеометрических рядов 
от двух переменных//Сибирский математиче-
ский журнал. 2002. Т. 43. № 4. С. 894–906.

[8] Комарова е.В. асимптотическая Паде-
интерполяция решений краевых и вариацион-
ных задач с параметром. автореферат дис. … 
канд. физ.-мат. наук. 05.13.18. м., 2003. 14 с.

[9] Феоктистов В.В., Мякинник О.О.  о ре-
шении задач пограничного слоя, преобразован-
ных к системе уравнений в частных производных 
первого порядка с квадратичной нелинейно-
стью// Вестник мгТу им. Н.Э. Баумана. Сер. 
естественные науки. 2004. № 1. С. 54–71.

[10] Павлов В.Г., Якимов е.И. Переменные 
крокко и уравнения пограничного слоя на по-
верхности при неравномерном внешнем пото-
ке// Вестник кгТу им. а.Н. Туполева. 2004.  
№ 2. С. 30–33.

[11] Петриченко М.Р. однородная предель-
ная задача крокко//Научное обозрение физико-
математических и технических наук. м.: Про-
сперо, 2015. Вып. 14. С. 53–55.

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ

ПетРИченКО Михаил Романович – доктор технических наук, заведующий кафедрой гидравлики 
Санкт-Петербургского политехнического университета Петра Великого.

195251, российская федерация, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
fonpetrich@mail.ru



72

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(230) 2015

Petritchenko M.R. ROUGH ESTIMATES AND BINOMIAL APPROxIMATIONS FOR THE 
CROCCO EQUATION IN THE BOUNDARY PROBLEMS.

In order to solve the Crocco boundary problems known as the typical one and the uniform one, 
binomials (as approximants of exact solutions) and integral identities have been used. The extent of the 
closeness of the exact solution to its approximation was estimated using the ϕ(0) value.  The solution of the 
typical Crocco boundary problem was proved to have a logarithmic singularity of the derivative at ϕ = 0. 
The Crocco equation was found to provide both necessary and sufficient conditions for the minimum of a 
positive distribution being vortex in dϕ/dh. The uniform Crocco boundary problem was demonstrated to be 
equivalent to the two typical Crocco boundary problems with a common critical point.

CROCCO  BOuNDARy  PROBLEM,  APPROXIMATION, CONVEX  DISTRIBuTION, MINIMuM OF POSITIVE 
FuNCTIONAL.
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КРИТЕРИй ОПТИМАЛьНОГО ВЫБОРА  
МЕДНОГО ТЕРМОСОПРОТИВЛЕНИЯ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИй В АТМОСФЕРЕ 

ПРИ НОРМАЛьНЫх УСЛОВИЯх

В качестве критерия выбора оптимального значения медного термосо-
противления при температурных измерениях в атмосфере при нормальных 
условиях предлагается параметр, прямо пропорциональный чувствительности 
термосопротивления и обратно пропорциональный произведению «мертвого» 
сопротивления  на «мертвую» температуру (произведение погрешностей при 
определении температуры и сопротивления). На примере исследования четы-
рех образцов показано удобство предлагаемого критерия. Для одного из тер-
мосопротивлений  этот параметр оказывается выше в исследуемом диапазоне 
температур.

криТерий ВЫБора, меДНое  ТермоСоПроТиВлеНие,  измереНие ТемПера-
ТурЫ, «мерТВое» СоПроТиВлеНие, «мерТВая» ТемПераТура.

Экспериментальные исследования, свя-
занные с прецизионными температурными 
измерениями, редко обходятся без исполь-
зования платиновых и медных термосопро-
тивлений (ТС). После градуировки  они 
могут использоваться для определения тем-
пературы по измеряемой величине сопро-
тивления ТС.

Для меди, используемой в качестве тер-
мосопротивления (ТС), согласно гоСТу 
1994 года [1], отношение его сопротивле-
ний соответственно при 100 и 0 °C должно 
было составлять

(100 C)
1, 427  0, 001.

(0 C)
R
R

°
= ±

°

если использовать известную линейную 
зависимость сопротивления от температу-
ры 

0( ) ,R t R at= +

где R0 – сопротивление проводника при 
температуре t = 0 °C, a –  угловой коэффи-

циент, который следует зависимости 

0a R= α

(α – температурный коэффициент сопро-
тивления), и записать формулу (2) для тех 
же температур, то получим следующее со-
отношение: 

(100 C)
 1  100 C.

(0 C)
R
R

°
= + α ⋅ °

°

если сопоставить  правые части формул 
(1) и (4), то получим  следующее значение 
температурного коэффициента сопротив-
ления:  

α = 0,00427± 0,00001.

С 1 января 2008 года, согласно гоСТу 
[2], вместо отношения (1) был взят тем-
пературный коэффициент сопротивления, 
значение которого для медных ТС должно 
было составлять 0,00428 (°C)–1 (без указа-
ния допуска). 

В следующий гоСТ, 2009 года [3], кро-

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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ме этой величины, были включены медные 
ТС со значением температурного коэффи-
циента сопротивления α = 0,00426 (°C)–1. 
Таким образом, в настоящее время темпе-
ратурный коэффициент сопротивления для 
ТС реально по гоСТу должен иметь вместе 
с допуском прежнее значение (5). 

Последняя поправка, скорее всего, свя-
зана с тем, что в качестве добавок для из-
готовления медной проволоки (применяет-
ся в качестве ТС), используют, например, 
никель, олово и серебро. естественно, что 
из-за этого обстоятельства медное ТС мо-
жет иметь разный температурный коэффи-
циент сопротивления (например, у импорт-
ных ТС он равен нижней границе значения 
(5) [3]). 

С другой стороны, если рассматривать 
чувствительность ТС (характеристика, пока-
зывающая, как быстро меняется сопротивле-
ние при изменении температуры), которая, 
очевидно, зависит от углового коэффициен-
та a, то в его формулу (3), помимо темпе-
ратурного коэффициента α  должно входить 
еще и значение сопротивления R0. 

В связи с вышеизложенным, возникает 
вопрос, нельзя ли сформулировать специ-
альный критерий, который бы помог вы-
брать оптимальное значение сопротивления 
медного ТС для проведения температурных 
измерений.

С этой целью было проведено исследо-
вание, которому посвящена данная статья. 

В качестве исследуемых были выбраны 

четыре образца из медной эмалированной 
проволоки диаметром 0,1 мм, изготовлен-
ной голландской компанией Velleman, раз-
личающихся по величине сопротивления 
примерно в два раза (см. таблицу, где даны 
значения сопротивления при 0 °C и 20 °C; 
они обозначены как R0, R20 соответствен-
но). 

Проволоку наматывали на деревянный 
каркас размером 440×230×20 мм. Числен-
ное значение ТС измерялось с помощью 
моста уитстона, в свободные плечи и диа-
гональ которого были включены магазины 
сопротивлений р-33 и цифровой вольтметр 
В7-35 соответственно. На вход моста пода-
валось постоянное стабилизированное на-
пряжение 9 В. Температуру t в лаборато-
рии при нормальных условиях (15 – 25) °C  
измеряли термометром с ценой деления  
0,1 °C; она колебалась естественным обра-
зом в течение промежутка времени утро-
вечер. иногда для обогрева помещения 
лаборатории применялась батарея водяно-
го отопления или масляная батарея. До-
стижение теплового равновесия между ТС 
и измерительной средой контролировали 
по графику зависимости R(t); оно счита-
лось достигнутым, если на данном графи-
ке отсутствовали  характерные отчетливые 
«провалы» сопротивления в какой-либо 
температурной области (такие провалы воз-
никали, если  образец не успевал нагреть-
ся).

обработка экспериментальных результа-

Таблица

Полученные экспериментальные данные

Параметр
значение параметра для образца

1 2 3 4
R0, ком 0,5378 0,8585 1,5693 3,1738
R20, ком 0,5828 0,9293 1,7035 3,4372
∆R0, ом 0,09 0,12 0,19 0,49
RD, ом 1,2 1,9 3,4 6,9

a, ом۰(°C)–1 2,260 3,540 6,710 13,170
∆a, ом۰(°C)–1 0,005 0,005 0,010 0,025
α, 10–3 (°C)–1 4,20 4,12 4,20 4,15

K, (°C)–2 3,60 3,50 3,90 3,60
K0, (°C)–2 631 870 1247 722
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тов зависимости (2), полученной в описан-
ных нормальных условиях, производилась 
с помощью линейного метода наименьших 
квадратов (мНк) (для каждого образца 
было проведено1720 измерений). С помо-
щью мНк определяли угловой коэффи-
циент a и свободный член R0 (напомним, 
что он соответствует значению ТС при  
0 °C), со своими среднеквадратичными 
отклонениями (соответственно ∆a и ∆R0,  
см. таблицу). Приборная  погрешность 
магазина сопротивлений при выбранных 
условиях обуславливалась его классом точ-
ности, который составлял 0,2 %. 

очевидно, что эффективность работы 
ТС должна быть прямо пропорциональна 
его чувствительности (см. выше) и обратно 
пропорциональна произведению «мертвого» 
сопротивления на «мертвую» температуру 
(см. далее). Поэтому в качестве параметра, 
определяющего критерий для выбора опти-
мального значения ТС, нами предлагается 
величина 

,
D D

a
K

R t
=

где /a R t= ∆ ∆  – чувствительность ТС (она 
определяется тангенсом угла наклона ли-
нейной зависимости R(t) к оси абсцисс t); 
RD  – «мертвое» сопротивление (мС); tD – 
«мертвая» температура (мТ).

В качестве мС RD бралась погрешность 
сопротивления при 20 °C, учитывающая 
класс точности магазина сопротивлений. 
она оказалась примерно на порядок выше, 
чем среднеквадратичное отклонение ∆R0 ТС 
(см. таблицу) в измеряемом диапозоне тем-
ператур. Следует отметить, что если взять в 
качестве магазина сопротивлений другой, с 
более высоким классом точности, например 
мСр-60м (класс точности 0,02 %), то по-
лученные таким образом мС оказываются 
сравнимыми с соответствующими средне-
квадратичными отклонениями. В качестве 
мТ tD  бралась погрешность температуры 
при 20 °C (при определенном ее значении) 
при фиксированном сопротивлении при той 
же температуре. если же принять погреш-
ность при 20 °C как погрешность термоме-
тра, то при этом теряется индивидуальность 

ТС, поскольку последняя у всех одна и та 
же; она составляет 0,05 °C. В связи с вы-
шеизложенным, мТ определялась как про-
изведение мС на котангенс угла (a–1) между 
полученной экспериментальной зависимо-
стью R(t) и осью абсцисс t, т. е. 

tD = RD۰ a–1.

При подстановке формулы (7) в выра-
жение для критерия (6) получим, что 

K = (a/RD)
2.

Полученные экспериментальные ре-
зультаты сведены в таблице. из ее анализа 
можно сделать следующие заключения. 

Погрешности, полученные по форму-1. 
лам косвенных измерений [4], с учетом при-
борной погрешности для температурного 
коэффициента α и параметра K, составили 
соответственно 1,1۰10–4 (°C)–1 и 0,05 (°C)–2,  
а для параметра K0 с учетом величин, по-
лученных из мНк, погрешность оказалась 
более чем на два порядка меньше, чем сама 
величина для всех образцов. 

С учетом погрешностей, представ-2. 
ленных в п. 1, температурные коэффи-
циенты α у всех образцов совпадают, и за 
исключением второго, у которого отличия 
наблюдаются в третьей значащей цифре, 
они совпадают с аналогичной величиной 
(5) по существующему в настоящее время  
гоСТу.

Параметр 3. K имеет наибольшее зна-
чение для третьего образца, тогда как для 
первого, второго и четвертого образцов 
значения  параметра K совпадают.

если в качестве мС взять среднеква-4. 
дратичное отклонение ∆R0 для свободного 
члена из мНк и, используя соотношение 
(7), определить соответствующую мТ, то 
при подстановке в выражение (8) введен-
ный параметр K0 для третьего ТС становит-
ся существенно больше, по сравнению с 
другими ТС.

На основании п.п. 3 и 4 можно за-5. 
ключить, что из результатов, полученных 
при выбранных условиях для четырех об-
разцов медных ТС, оптимальным при тем-
пературных измерениях является значение 
сопротивления у третьего образца.

(6)

(7)

(8)
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Таким образом, предлагаемый параметр 

0( )K K  может служить в качестве удобного 
и надежного критерия  выбора оптималь-

ного значения медного термосопротивле-
ния при температурных измерениях в ат-
мосфере при нормальных условиях.
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цИФРОВАЯ СИСТЕМА ВИЗУАЛИЗАцИИ ФЛУОРЕСцЕНцИИ  
ДЛЯ АНТИБАКТЕРИАЛьНОй ФОТОДИНАМИЧЕСКОй ТЕРАПИИ  

В СТОМАТОЛОГИИ

В работе предложена новая компактная система визуализации простран-
ственного распределения интенсивности флуоресценции фотосенсибилизато-
ра при проведении антибактериальной фотодинамической терапии. Система 
представляет собой малогабаритную интраоральную камеру со встроенным ла-
зерным излучателем. Длина волны лазерного излучения соответствует коротко-
волновому пику поглощения фотодитазина, что обеспечивает эффективное воз-
буждение его флуоресценции. камера со встроенным спектрально-селективным 
фильтром регистрирует распределение интенсивности флуоресценции. разра-
ботанная система может позволить проводить диагностику остаточного числа 
патогенных бактерий по флуоресцентным изображениям в процессе антибак-
териальной фотодинамической терапии в стоматологии.

СТомаТология, аНТиБакТериалЬНая фоТоДиНамиЧеСкая ТераПия, Визуа-
лизаЦия флуореСЦеНЦии,  иНТраоралЬНая  камера.

Введение

фотодинамическая терапия (фДТ) как 
метод лечения онкологических заболева-
ний различных локализаций интенсивно 
развивается в последнее время. указанный 
метод основан на выделении активного 
кислорода в результате фотохимической 
реакции на клеточном уровне с участием 
фотосенсибилизатора. Последний является 
в данном случае препаратом, фармакокине-
тика которого обуславливает избирательное 
накопление в митохондриях и мембранах 
патологических клеток. При воздействии 
на фотосенсибилизированную ткань опти-
ческого излучения происходит переход не-
токсичного триплетного кислорода в син-
глентный, который обладает выраженным 
цитотоксичным действием, приводящим к 
разрушению клеточных мембран опухоле-
вых клеток [1, 2].

Эффективность фДТ во многом опре-

деляется физико-химическими, фармако-
динамическими и фармакокинетическими 
свойствами фотосенсибилизатора. В насто-
ящее время существует несколько групп фо-
тосенсибилизирующих препаратов, в част-
ности на основе порфиринов и хлоринов. 
Наиболее конкурентоспособными из них по 
совокупности своих медико-биологических 
и оптико-физических свойств являются 
фотосенсибилизаторы на основе произво-
дных хлорина e6, в частности коммерчески 
доступный отечественный препарат фото-
дитазин® [3]. 

Вместе с тем, эффективность метода 
фДТ в сильной степени зависит от спек-
трального состава оптического излучения, 
возбуждающего фотохимическую реакцию 
фотосенсибилизатора. Согласование спек-
трального состава излучения со спектром 
поглощения фотосенсибилизатора позво-
ляет существенно улучшить эффективность 
оптического возбуждения последнего и 
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снизить побочные эффекты от облучения 
здоровой ткани. Достижения последних лет 
в области полупроводниковой оптоэлектро-
ники дают возможность такого согласова-
ния практически для любого фотосенсиби-
лизатора, благодаря разработке недорогих 
компактных мощных источников лазерного 
излучения на основе полупроводниковых 
лазерных диодов [4].

одним из существенных достоинств ме-
тода фДТ является тот факт, что фотохи-
мическая реакция сопровождается флюо-
ресценцией как фотосенсибилизатора, так 
и синглетного кислорода, выделяющегося в 
результате реакции. анализ флуоресценции 
позволяет проводить диагностику in situ,  
т. е. непосредственно в процессе прове-
дения фотодинамической терапии; кроме 
того, он дает возможность производить 
раннюю диагностику онкологических за-
болеваний. Первичная визуализация про-
исходящей фотохимической реакции 
возможна по анализу интенсивности и про-
странственного распределения фотолюми-
несценции синглетного кислорода. однако 
спектр его флуоресценции расположен в 
ближней инфракрасной области с макси-
мумом на длине волны 1270 нм [5, 6]. ранее 
были представлены системы визуализации 
фотолюминесценции кислорода на осно-
ве чувствительных в ближнем инфракрас-
ном диапазоне камер на основе InGaAs и 
спектрально-селективных фильтров [5, 6]. 
однако подобные системы весьма дороги 
и используются в основном для фундамен-
тальных исследований.

В отличие от спектра люминесцен-
ции синглетного кислорода, спектральные 
особенности флуоресценции фотодитази-
на лежат в видимой области, где для ви-
зуализации с успехом могут применяться 
кремниевые фоточувствительные ПзС- и 
кмоП-матрицы, которые существенно де-
шевле матриц на основе InGaAs. как по-
казали исследования, проведенные с помо-
щью двухканальной системы визуализации 
в видимой и ближней инфракрасной об-
ластях [5], между интенсивностями фото-
люминесценции синглетного кислорода и 
фотосенсибилизатора имеется корреляция, 
что позволяет проводить диагностику по 

фотолюминесценции фотосенсибилизатора 
в видимой области. Такая система, вклю-
чающая монохромную кремниевую камеру, 
светодиодный осветитель и программное 
обеспечение для визуализации и анализа 
пространственного распределения фото-
люминесценции фотодитазина, в настоя-
щее время уже разработана [7, 8], успешно 
прошла клинические испытания в качестве 
средства диагностики злокачественных но-
вообразований наружных локализаций и 
разрешена к применению на территории 
рф [9].

Несмотря на то, что изначально метод 
фДТ разрабатывался, главным образом, 
для лечения злокачественных новообразо-
ваний с наружной локализацией, последнее 
время он находит применение и в других 
областях медицины, например в стомато-
логии, в медицинской косметологии в ка-
честве антивозрастной терапии и т. п. Так, 
в стоматологии под фотодинамической 
терапией подразумевается антибактери-
альная фотодинамическая терапия (афТ), 
так как она позволяет бороться с патоген-
ной бактериальной флорой в полости рта. 
В последнее время появились публикации 
об успешном применении афТ для лече-
ния воспалительных заболеваний пародон-
та [10] и фотоактивируемой дезинфекции 
в эндодонтии и пародонтологии [11]. При 
этом в литературе не встречается данных 
об использовании основного преимущества 
фотодинамики – флуоресцентной диагно-
стики для контроля в процессе афТ, по-
скольку имеющиеся на настоящий момент 
системы визуализации для фДТ [5 – 7] не 
могут применяться в стоматологии в силу 
своих больших габаритов.

В данной работе предложена новая ори-
гинальная компактная система визуали-
зации фотохимической реакции, которую 
можно использовать для флуоресцентной 
диагностики в процессе антибактериаль-
ной фотодинамической терапии в стомато-
логии.

Оптические свойства фотодитазина

Для разрабатываемой системы флуорес-
центной диагностики при афТ в  стомато-
логии был выбран по совокупности своих 
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свойств фотодитазин в качестве фотосен-
сибилизатора. его оптические свойства, в 
частности спектр оптического поглощения, 
хорошо известны. фотодитазин имеет ли-
нию поглощения на длине волны 653 нм, 
ряд слабых особенностей в области 500 и 
600 нм, а также сильную линию поглоще-
ния с максимумом на длине волны 403 нм. 
Спектры флуоресценции фотодитазина при 
возбуждении излучением с разными длина-
ми волн были измерены и подробно обсуж-
дались ранее в работе [12]. результаты этой 
работы представлены на рис. 1 в виде спек-
тра поглощения раствора фотодитазина и 
спектров его фотолюминесценции при воз-
буждении световым излучением с длинами 
волн 650 и 405 нм.

одним из важных параметров фДТ в он-
кологии является глубина проникновения 
возбуждающего оптического излучения в 
биологические ткани. Для указанных целей 
традиционно используется линия поглоще-
ния фотодитазина на длине волны 653 нм, 

поскольку излучение с такой длиной вол-
ны имеет довольно существенную глубину 
проникновения. При этом возникают до-
вольно серьезные требования к оптическим 
элементам, осуществляющим спектральную 
фильтрацию полезного сигнала фотолюми-
несценции от паразитного сигнала рассеян-
ного возбуждающего излучения. Так, в слу-
чае использования полосовых оптических 
фильтров для блокировки возбуждающего 
излучения перепад оптической плотности в 
узком (около 10 нм) спектральном интерва-
ле между длинноволновым краем пика по-
глощения и коротковолновым краем спек-
тра фотолюминесценции должен быть не 
менее 3.

как видно из спектров поглощения, 
приведенных на рис. 1, коэффициент по-
глощения на длине волны 403 нм, по край-
ней мере, в пять раз превышает таковой на 
длине волны 653 нм. Это может приводить 
к более эффективному возбуждению фото-
сенсибилизатора коротковолновым излуче-

рис. 1 [12]. Спектры оптического поглощения (кривая 1) и флуоресценции (2, 3) раствора  
фотодитазина с концентрацией 0,71 мл/л при комнатной температуре. Длины волн  

возбуждающего излучения составляли 406,0 нм (2) и 659,6 нм (3) 
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нием, однако в онкологии излучение в об-
ласти 400 нм практически не используется 
в силу малой глубины проникновения.

В стоматологических применениях 
афТ проводится на поверхности тканей, 
что снимает требования к большой глубине 
проникновения и открывает возможности 
для использования лазерных излучателей с 
длиной волны в области 400 нм для эффек-
тивного возбуждения фотосенсибилизато-
ра. Такое излучение не только повышает 
эффективность возбуждения, но и серьезно 
упрощает спектральную селекцию флуорес-
ценции и рассеянного возбуждающего из-
лучения. кроме того, спектр флуоресцен-
ции при возбуждении коротковолновым 
излучением имеет дополнительную полосу 
излучения в области 630 – 680 нм по срав-
нению со спектром, который возбуждается 
длинноволновым излучением, а это увели-
чивает интегральную интенсивность флуо-
ресценции.

устройство системы визуализации  
фотохимической реакции

В разработанной системе визуализации 
фотохимической реакции для флуоресцент-
ной диагностики в процессе афТ применен 
лазерный излучатель, в составе которого 
используется полупроводниковый лазер-
ный диод на основе нитрида галлия с дли-
ной волны излучения 405 нм в стандартном 
корпусе То-18. Плата питания лазерного 
диода выполнена на основе прецизионного 
интегрального стабилизатора тока, обеспе-
чивающего стабильную выходную оптиче-
скую мощность лазерного излучения до 10 
мВт. Этого значения мощности достаточно 
для диагностического облучения фотосен-
сибилизатора и возбуждения его фотолю-
минесценции.

В качестве фоточувствительного ком-
понента в системе использован мало-
габаритный кремниевый кмоП-сенсор 
изображения (фоточувствительная компле-
ментарная матричная структура металл-
оксид-полупроводник). Применение совре-
менных приборов такого типа с высокой 
степенью интеграции аналоговой и циф-
ровой схемотехники, с цифровыми управ-
ляющими входами и цифровым выводом 

данных обеспечивает простоту их сопря-
жения со специализированными контрол-
лерами и малые габариты результирующего 
устройства. В системе применен специали-
зированный контроллер, преобразующий 
«сырые» данные с сенсора в видеопоток по 
стандарту uVC, передающийся в компью-
тер по интерфейсу uSB.

Спектр чувствительности сенсора опре-
деляется, главным образом, фундаменталь-
ными свойствами кремния и ограничен с 
длинноволновой стороны (длина волны 
около 1 мкм) шириной запрещенной зоны 
кремния, а с коротковолновой стороны 
(около 400 нм) – совокупным действи-
ем поверхностной рекомбинации и огра-
ниченной глубины проникновения света. 
Для блокировки возбуждающего излучения 
применен оптический фильтр с границей 
пропускания на длине волны 550 нм. Та-
ким образом, спектральная фоточувсти-
тельность системы согласована со спектром 
фотолюминесценции фотодитазина.

Система размещена в малогабаритном 
корпусе, представляющем собой, фактиче-
ски, интраоральную камеру с встроенным 
излучателем. Поле зрения камеры на рабо-
чем расстоянии до объекта (около 15 мм) 
составляет 1 см2. конструкция системы 
обеспечивает согласование поля зрения 
камеры и области, облучаемой диагности-
ческим излучением. Питание всей системы 
осуществляется по uSB.

Принцип работы системы визуализации 
фотохимической реакции

разработанная в данной работе систе-
ма визуализации фотохимической реакции 
позволяет осуществить захват, выполнить 
оцифровку, и передать флуоресцентное 
изображение участка интраорального про-
странства на монитор персонального ком-
пьютера в режиме реального времени. При 
этом оператор сможет проводить как визу-
альный контроль места локализации наибо-
лее интенсивной фотохимической реакции, 
так и провести количественный анализ по-
лученных таким образом цифровых флуо-
ресцентных изображений. Это может по-
зволить оператору выявить на изображении 
области с искомыми пороговыми или мак-
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симальными значениями интенсивности 
фотохимической реакции. знание законо-
мерностей, связывающих интенсивность 
флуоресценции в каждой точке на поверх-
ности исследуемого объекта с локальной 
концентрацией фотосенсибилизатора, ко-
торая в свою очередь должна коррелировать 
с локальным остаточным числом патоген-
ных микроорганизмов или патологических 
клеток, позволяет оператору получать объ-
ективные данные об эффективности интра-
оральной фотодинамической терапии не-
посредственно в процессе ее применения.

Пример изображения, полученного с 
помощью предложенной в данной рабо-
те системы визуализации фотохимической 
реакции, приведен на рис. 2. оно пред-
ставляет собой картину пространственно-

го распределения флуоресценции раствора 
фотодитазина, нанесенного на поверхность 
бумаги. значение яркости каждого пикселя 
изображения несет информацию об интен-
сивности флуоресценции фотодитазина в 
соответствующих точках поверхности листа 
бумаги. В данном эксперименте раствор фо-
тодитазина распределен по площади листа 
бумаги неоднородно, и поэтому на рис. 2  
можно увидеть области с различной ярко-
стью. Самые светлые области изображения 
соответствуют максимальной концентра-
ции фотодитазина.

Заключение

В данной работе представлены принци-
пы действия и устройство новой системы 
визуализации фотохимической реакции, ко-
торая, благодаря своей компактности, позво-
ляет проводить манипуляции в интраораль-
ной полости пациента стоматологического 
медицинского учреждения. Возможность 
проведения количественного анализа ин-
тенсивности фотохимической реакции по 
флуоресцентным изображениям позволя-
ет проводить с помощью данной системы 
диагностику остаточного числа патогенных 
бактерий в полости рта непосредственно в 
режиме реального времени. Таким образом, 
представленная система визуализации фото-
химической реакции существенно расширя-
ет возможности стоматологии и может быть 
использована как при диагностике, так и 
при антибактериальной фотодинамической 
терапии  стоматологических заболеваний.

работа выполнена при финансовой под-
держке Правительства российской федера-
ции (минобрнауки россии) в рамках реали-
зации комплексного проекта по созданию 
высокотехнологичного производства (договор 
№ 02.G25.31.0064).

рис. 2. Пространственное распределение  
интенсивности флуоресценции раствора  
фотодитазина, нанесенного неоднородно  

на поверхность бумаги. 
Самые светлые области изображения соответствуют 

максимальной концентрации фотодитазина
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Panevin V.Yu., Sofronov A.N., Firsov D.A., Ter-Martirosyan A.L. DIGITAL SYSTEM 
OF FLUORESCENCE VISUALIZATION FOR ANTIBACTERIAL PHOTODYNAMIC 
THERAPY IN DENTISTRY.

In the present work the novel compact system for visualization of the spatial intensity distribution of 
the photosensitizer fluorescence for the antibacterial photodynamic therapy in dentistry is suggested. The 
compact intraoral system includes visible imaging camera and violet laser diode. The wavelength of the laser 
radiation is matched to the short-wavelength absorption peak of the photoditazin, so the effective excitation 
of its fluorescence is ensured. The built-in spectral-selective optical filter allows the camera to detect only the 
spatial distribution of the fluorescence intensity while the excitation radiation is blocked. Intraoral fluorescent 
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images obtained with the suggested system can be used for diagnosis of residual amount of pathogens.  
DENTISTRy, ANTIBACTERIAL PHOTODyNAMIC THERAPy,  FLuORESCENCE VISuALIZATION, INTRAORAL 
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АЛГОРИТМ ТРАЕКТОРНОГО АНАЛИЗА  
эЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИх ПОЛЕй, ОБЕСПЕЧИВАЮщИх УГЛОВУЮ  

ФОКУСИРОВКУ ЗАДАННОГО ПОРЯДКА В ПЛОСКОСТИ СИММЕТРИИ

изучен класс фокусирующих электростатических полей, построенный пу-
тем решения обратной задачи корпускулярной оптики. Предложен  и про-
тестирован эффективный алгоритм расчета траекторий в таких полях, бази-
рующийся на параметрическом задании потенциалов. Полученные результаты 
могут быть использованы при проектировании новых энергоанализирующих 
устройств с улучшенными характеристиками

ЭНергоаНализ, ЭлекТроННая оПТика, оБраТНая  заДаЧа, углоВая фокуСи-
роВка.

решение обратных задач динамики за-
ряженных частиц в электрических и маг-
нитных полях является мощным средством 
синтеза новых корпускулярно-оптических 
систем, обладающих требуемыми характе-
ристиками. Среди результатов, полученных 
в рамках данного подхода, следует отме-
тить, например, построение энергоанали-
зирующей системы с идеальной фокусиров-
кой в плоскости симметрии [1], создание 
масс-сепарирующих систем с идеальной 
пространственно-временной фокусировкой 
пучка [2]. Несмотря на солидный арсенал 
накопленных аналитических средств (см., 
например, монографии [3, 4]), количество 
решенных обратных задач корпускулярной 
оптики невелико [5], а получение, анализ и 
приложения новых решений представляют 
несомненный интерес и не теряют своей 
актуальности. 

рассматриваемые в данной работе поля 
с плоскостью симметрии могут служить 
основой современных приборов дисперси-
онного анализа пучка заряженных частиц 
по энергиям. идея работы таких приборов 
состоит в дискриминации частиц по энер-

гии и концентрации по другим параметрам 
(в частности, по углу старта). об интересе 
к энергоанализаторам, свидетельствует вы-
ход в последнее время ряда монографий и 
статей [6–8], авторы которых развивают 
теорию данного вида устройств. 

Профессор СПбПу Ю.к. голиков пред-
ложил следующий подход к постановке за-
дачи поиска симметричных электростати-
ческих структур с заданными свойствами 
[1, 5, 9]. рассматривается плоскость ZOX, 
которая далее ассоциируется с плоскостью 
симметрии системы. Потенциал f зависит 
лишь от координаты x, зависимость ( )f x  
монотонна и обеспечивает торможение за-
ряженной частицы, движущейся в положи-
тельном направлении оси x. Вдоль оси z 
частица дрейфует, поскольку сила по коор-
динате z отсутствует. Далее предполагает-
ся, что частица, обладающая безразмерной 
энергией W (безразмерные переменные 
введены согласно [5, 9]), стартует из начала 
координат под углом θ (0 / 2)< θ < π  к оси 
z. отразившись в поле ( ),f x  частица долж-
на вновь оказаться на оси z в точке фи-
ниша ( ),z P A=  где 2sin .A W= θ  условие 
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равенства времен движения по координа-
там x и z приводит к интегральному уравне-
нию, позволяющему построить по функции 
прилета P(A) одномерное неявное (в виде 
зависимости ( )x F f= ) распределение по-
тенциала, реализующее функцию P(A). ре-
шение данного интегрального уравнения 
имеет вид

0

1 ( )
( )

2 ( )( )

f P A dA
x F f

f A W A
= =

π − −∫
и в ряде важных случаев может быть за-
писано в элементарных функциях. В част-
ности, идеальной угловой фокусировке (в 
диапазоне углов 0 < θ < π ) соответствует 
случай ( ) 1,P A =

1 1
ln .

2 2
W f

x L
W f

+
= =

π π−

если выразить f через x, то получается 
хорошо известное поле системы «Тутанха-
мон» [1, 5, 9]:

2( ) th .f x x= π
фокусировке k-го порядка соответству-

ет функция 
1

0( ) 1 ( )( ) ,kP A g A A A += + −

где значение параметра A0 определяется 
углом фокусировки 0,θ  а ( )g A  – произ-
вольная зависимость, удовлетворяющая 
условию 0( ) 0.g A ≠  

Приведем для примера потенциалы, 
реализующие указанную функцию прилета 
при 0, 1, 2k =  и ( ) 1 :g A ≡

0 0

1
( ) ( 2 ( 2 2) ),

4
x F f f W f W A L= = − − + − +

π

1

2 2
0

2
0 0

1
( ) ( 2 (3( )

16
 8 ) (3 2 3

 8 ( ) 8 8) ,

x F f f W f W

A f f W W

A f W A L

= = − + −
π

− − + + −

− + + +

2 2
2

2
0 0

3 3
0

2 2 2
0 0 0

1
( ) ( 2 (15( )

96
 14 54 ( ) 72 )

 (5( ) 3 ( ) 12

 2 (9( ) 12 ( ) 8 ) 16) ),

x F f f W f W

f W A f W A

f W f W f W A f W

A f W A f W A L

= = − + +
π

+ − + + −

− + + + − −

− + − + + +

где L определена ранее в формуле (2). По-
тенциал (4) фокусировки не обеспечивает. 

отметим существенное для дальнейшего 

(1)

(4)

(5)

(6)

(2)

(3)

понимания свойство потенциалов (4) –  (6). 
Выбор полиномиальной функции прилета

1
0( ) 1 ( ) ,kP A A A += + −  1

0 1,kA + ≠

приводит к бесконечности производной 

fx x f= ∂ ∂  при 0.f =  Действительно, 
функция (1) с учетом выбранной P(A) яв-
ляется линейной комбинацией интегралов

0

, 0, 1, ..., 1
( )( )

f s

s

A dA
I s k

f A W A
= = +

− −∫
очевидно, что

0
0 .

( ) f

I W
f W f f →

∂
= → ∞

∂ −

легко показать, что
1

1 1
0

1/2

0

1
2

0, 0,

s
ms

s s m
m

k

f

I
s I W I

f

W f
s

W f

−

− − −
=

−

→

∂
= − +

∂

+ → >
−

∑

поскольку для любого неотрицательно-
го s при 0f →  и 0.sI →  Соответствен-
но, линейная комбинация интегралов 

, 0, 1, ..., 1sI s k= +  бесконечна при 0f =  
для любого целого неотрицательного k. 

Предвосхитив возможный вопрос о не-
обходимости построения полей, реализую-
щих фокусировку конечного порядка при 
наличии поля, обеспечивающего идеаль-
ную фокусировку, отметим, что отсутствие 
каких-либо параметров в структуре поля 
(3) не позволяет оптимизировать поведе-
ние (уже не идеальное) пучка в плоскости, 
ортогональной плоскости симметрии. В то 
же время контролируемое снижение каче-
ства фокусировки в плоскости ZOX обе-
спечивает существенную свободу в задании 
потенциала и, соответственно, в управле-
нии поперечным поведением пучка.  

Возвращаясь к потенциалам (4) – (6), 
можно заметить, что, в отличие от потен-
циала (2), их обращение и запись в форме, 
аналогичной (3), невозможна. В то же вре-
мя дальнейший траекторный анализ систе-
мы предполагает решение прямой задачи, 
что, при рассмотрении пока лишь движе-
ния в плоскости симметрии, приводит к 
уравнениям вида

xx f= − (7)
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или, с учетом особенностей задания потен-
циала, к уравнениям

1 / .fx x= −

однако, поскольку fx  зависит не от x, 
а от f, при численном интегрировании (8) 
возникает необходимость в многократном 
решении уравнения ( )x F f=  для опреде-
ления f по заданному x на каждом шаге 
интегрирования. При имеющихся выраже-
ниях (4) – (6) это приводит как к потере 
точности, так и неоправданному росту вре-
мени вычислений. 

С учетом вышеизложенного, представ-
ляется логичным применить другой подход. 
Перейдем к переменной f в качестве неза-
висимой. В результате получим уравнение

2 21 /f f f ff x x f x= − ⋅ − 

с начальными условиями 

(0) 0, (0) (0) / (0).ff f x x= =



Но, как показано выше, (0) .fx = ∞  Со-
ответственно, (0) 0,xf =  и использование 
второго из начальных условий (10) для од-
нозначного задания траектории становится 
невозможным. 

Выходом из возникшего затруднения 
может служить введение параметризации. 
Пусть ( ), ( ).x x p f f p= =  Тогда из уравне-
ния (7) получаем уравнение для параметра 
p:

2 2( / ) /pp p p pp x x p f x= − − 

с начальными условиями 

(0) 0, (0) (0) / (0).pp p x x= = 

Для регуляризации удобно ввести
2,f p=

поскольку при этом устраняются дробные 
степени в структуре выражений (4) – (6). 
решение прямой задачи (11), (12) с учетом 
параметризации (13) демонстрирует совпа-
дение ее результатов с условиями обратной 
задачи, что и доказывает работоспособ-
ность алгоритма (рис. 1).

Следующим этапом исследования явля-
ется рассмотрение движения заряженной 
частицы в пространстве трех измерений.

Прежде всего, необходимо построить 

потенциал в пространстве при наличии 
лишь его обратного одномерного представ-
ления ( ).x F f=  задача сводится (ввиду от-
сутствия зависимости потенциала от z) к 
задаче аналитического продолжения функ-
ции комплексного переменного с прямой 
на плоскость. Введем  комплексный потен-
циал iΩ = ψ + ϕ  и запишем [5]:

( ) ( , ) ( , ).x i y F i X iY+ = − Ω = ϕ ψ + ϕ ψ

Получаем параметрическое представле-
ние

( , ) Re ( ),

( , ) Im ( ),

x X F i

y Y F i

= ϕ ψ = − Ω
= ϕ ψ = − Ω

которое удобно использовать при построе-
нии сечений эквипотенциальных поверх-
ностей constcϕ = =  плоскостями const,z =  
зафиксировав ϕ  и вариируя .ψ  

уравнения движения в трехмерном слу-
чае по-прежнему тривиальны: 

, , 0,x yx y z= −ϕ = −ϕ =  

но их прямое решение сталкивается с про-
блемами, аналогичными описанным для 
случая одного измерения. Дело в том, что 
выразить явно ,x yϕ ϕ  через x и y невоз-
можно, а использование , , , ,x x y yϕ ψ ϕ ψ  через 
которые представляются функции правой 
части уравнений (16), приводит к необ-
ходимости численного решения системы 
(15) относительно ϕ  и ψ  по ходу проце-
дуры интегрирования. рассматривать ϕ  и 
ψ  в качестве новых координат нельзя, вви-
ду неоднозначности задания интегральных 
кривых набором начальных условий. 

к счастью, проверенный на примере 
плоской задачи метод (11), (12) легко рас-
пространяется на случай трех измерений. 
итак, вводя для одномерного случая пара-
метр p соотношением ( ),f G p=  мы полу-
чили связь 

*( ( )) ( ).x F G p F p= =

учитывая представления (14), (15), пе-
реходим к комплексной параметризации 
путем формальной замены x на ,x i y+  p на

,p i q+  f на :i i− Ω = ϕ − ψ
* *Re ( ) Im ( ),x i y F p i q i F p i q+ = + + +

Re ( ) Im ( ).i G p i q i G p i qϕ − ψ = + + +

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(16)

(15)

(14)

(17)

(18)
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Для равенства (13) выражение (18), оче-
видно, дает следующие соотношения:

2 2, 2 .p q p qϕ = − ψ =

отделив вещественную и мнимую части 
(17), (18), получим параметрическую связь 

,x y  и ,ϕ ψ  посредством пары , .p q
Приняв p, q за новые координаты, най-

дем уравнения движения. Согласно равен-
ству (17),

( , ), ( , ).x x p q y y p q= =

Дифференцируя эти функции дважды 
по времени, а затем, разрешая результат 
относительно , ,p q   имеем следующие со-
отношения:

2

2

(( )

 2( )

 ( )

 ( )) / ( );

pp q q pp

q pq pq q

qq q qq q

q q p q q p

p y x y x p

x y x y p q

y x x y q

x y y x x y x y

= − +

+ − +

+ − +

+ − −

 

 



 

а)

b)

рис. 1. результаты расчета траекторий (слева) и функций прилета (справа) заряженных частиц  
в плоскости ZOX электростатического поля для различных k: 0 (a), 1 (b), 2 (c), 3 (d).  

Показано совпадение решения прямой задачи (11), (12) с условиями обратной задачи; A = W sin2 θ  

c)

d)

(21)

(20)

(19)
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2

(( )

 2( )

 ( )

 ( )) / ( );

pp q q pp

q pq pq q

qq q qq q

q q p q q p

p y x y x p

x y x y p q

y x x y q

x y y x x y x y

= − +

+ − +

+ − +

+ − −
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2

(( )

 2( )

 ( )

 ( )) / ( ).

pp p p pp

p pq p pq

qq p qq p

p p p q q p

q x y x y p

y x x y p q

x y y x q

y x x y x y x y

= − +

+ − +

+ − +

+ − −

 

 



 

Входящие в соотношения (21), (22) вто-
рые производные координат x, y следует за-
менить домноженными на минус единицу 
компонентами градиента потенциала, пред-
варительно преобразовав последний с уче-
том его параметризации. Таким образом, 
необходимо найти ,x yϕ ϕ  с учетом следую-
щей из (18) параметризации ( , ).p qϕ = ϕ  

рассматривая функцию ( ( , ), ( , ))p x y q x yϕ = ϕ
( ( , ), ( , ))p x y q x yϕ = ϕ  как сложную и принимая во вни-

мание тождества 

( ( , ), ( , )) ,p x p q y p q p≡

( ( , ), ( , )) ,q x p q y p q q≡

получаем компоненты поля в виде отноше-
ний якобианов:

,

p q

p q

x
p q

p q

y y

x x

y y

ϕ ϕ

ϕ =  .

p q

p q

y
p q

p q

x x

x x

y y

ϕ ϕ

ϕ =

знаменатели в отношениях (23) не рав-
ны нулю, по крайней мере в некоторой 
окрестности плоскости симметрии, ввиду 
неравенства нулю px  в одномерном слу-
чае. 

результат подстановки ,x yϕ ϕ  (23) в со-
отношения (21), (22) имеет вид

2

2

2 2

2

(( )

 2( )

 ( ) ) / ( )

 ( ( )

 ( )) / ( ) ;

pp q q pp

q pq pq q

qq q qq q p q q p

p q q

q p q p q p q q p

p y x y x p

x y x y p q

y x x y q x y x y

x y

x x y y x y x y

= − +

+ − +

+ − − +

+ −ϕ + +

+ ϕ + −
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2

2 2

2

(( )

 2( )

 ( ) ) / ( )

 ( ( )

 ( )) / ( ) .

pp p p pp

p pq p pq

qq p qq p p q q p

q q q

p p q p q p q q p

q x y x y p

y x x y p q

x y y x q x y x y

x y

x x y y x y x y

= − +

+ − +

+ − − +

+ −ϕ + +

+ ϕ + −

 

 



(22)

2

2

2 2

2

(( )

 2( )

 ( ) ) / ( )

 ( ( )

 ( )) / ( ) .

pp p p pp

p pq p pq

qq p qq p p q q p

q q q

p p q p q p q q p

q x y x y p

y x x y p q

x y y x q x y x y

x y

x x y y x y x y

= − +

+ − +

+ − − +

+ −ϕ + +

+ ϕ + −

 

 



Начальные условия для уравнений (24), 
(25) при известных значениях начальных 
условий (0), (0), (0), (0)x y x y   и с учетом 
соотношений

,p q p qx x p x q y y p y q= + = +     

принимают вид

(0) 0, (0) 0,p q= =

(0) (0) (0) (0)
(0) ,

(0) (0) (0) (0)
q q

p q q p

x y x y
p

x y x y

−
=

−

 



(0) (0) (0) (0)
(0) .

(0) (0) (0) (0)
p p

p q q p

x y x y
q

x y x y

−
=

−

 



уравнения движения (24), (25) и на-
чальные условия (27), (28) получены без 
учета конкретного вида параметризации. 
Для произвольного k N∈  всегда можно 
найти поле ( )kx F f=  и, используя равен-
ство (17), получить явный вид связи (20). 
Также легко определить в аналитическом 
виде все входящие в уравнения (24), (25), 
(28) производные (20). 

С учетом выражений (19) получаем сле-
дующие соотношения: 

2 , 2 .p qp qϕ = ϕ = −

Начальные условия (27), (28) полностью 
определены начальными условиями по ко-
ординатам x, y. 

Таким образом, задача коши (24), (25), 
(27), (28) может быть решена, ее решение –  
функции ( ), ( )p t q t  – найдены. искомая 
пространственная траектория определится 
с учетом (20) как 

( ( ( ), ( )), ( ( ), ( )), 2 cos ).x p t q t y p t q t W tθ ⋅

Хотя ход решения чрезвычайно прост и 
прозрачен, подготовительные вычисления 
требуют достаточно громоздких преобразо-
ваний, вряд ли возможных за разумное вре-
мя без применения системы компьютерной 
алгебры [10].

Тестирование алгоритма проводилось 
путем сравнения решения задачи для си-
стемы «Тутанхамон» [5], заданной параме-
трически (посредством формул (2), (17)) с 
результатами прямого интегрирования дви-

(21)

(23)

(24)

(25)

(25)

(26)

(28)

(29)

(27)

(30)
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жения частицы в поле
2 2

2

2

sh 2 sin 2
( , )

(ch 2 cos 2 )

Im th ( ).

x y
x y

x y

i x i y

π − π
ϕ = =

π + π

= +
указанные результаты совпали с высо-

кой точностью, что доказывает работоспо-
собность предложенного алгоритма расчета.

Таким образом, в работе исследован 
класс симметричных электростати ческих 

(31)

полей, реализующих фокусировку заданно-
го порядка в их средней плоскости. Пред-
ложен эффективный алгоритм расчета тра-
екторий в таких полях, базирующийся на 
специально введенном параметрическом за-
дании потенциалов. Полученные результаты 
могут быть использованы при проектирова-
нии новых энергоанализирующих устройств 
с улучшенными характеристиками. 
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A class of focusing electrostatic fields built as inverse corpuscular optics problem solution has been 
investigated. An effective algorithm to make trajectory analysis of these fields was suggested and tested. The 
algorithm was based on the special parametric form of potentials representation. 

The main complexity of the problem is to treat the result of inverse form of potential representation, 
where coordinates are functions of the potential and the flux, but it is impossible to give the potential by an 
explicit function of coordinates. To solve the equations of motion in a direct form, it is necessary to find 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧНОСТИ МАТЕРИАЛОВ  
С МИКРО- И НАНОСТРУКТУРОй

Предлагается новый подход к моделированию пластичности материалов с 
ультрамелкодисперсной  и наноструктурой, главным преимуществом которо-
го является минимальное количество используемых физических параметров. 
В рамках предлагаемой модели проведен расчет объемной плотности энергии 
поверхностного натяжения зерен, формирующих структуру материала, которая 
составляет значительную часть внутренней энергии при деформации. зависи-
мость температуры плавления наночастиц от их размера сопоставлена с экс-
периментальными данными. На ее основании получена модельная зависимость 
предела текучести от размера частиц материала. она интерпретирована как ре-
зультат изменения энергии поверхностного натяжения структурных зерен при 
деформации. Проведено сопоставление полученной зависимости с законом 
Холла – Петча, которое  дополнительно подтверждает  гипотезу о решающей 
роли сил поверхностного натяжения в начальной фазе пластического деформи-
рования ультрамелкодисперсных материалов.

улЬТрамелкоДиСПерСНая СТрукТура, НаНоСТрукТура, ПреДел ТекуЧеСТи, 
ТемПераТура ПлаВлеНия.

Введение

материалы с ультрамелкодисперсной 
структурой и наноструктурой обладают 
экстремальными механическими характе-
ристиками. Это ставит перед конструкто-
рами сложную задачу выбора необходимого 
материала при проектировании и расчетах 
машин и конструкций. Внутреннюю струк-
туру материала можно изменять в процессе 
изготовления детали. Например, при прес-
совании можно придавать ей требуемые 
свойства в разных частях детали. Эти воз-
можности делают необходимым предсказа-
ние механических характеристик материа-
ла на этапе проектирования машин. Такое 
прогнозирование еще более важно при про-
ектировании  новых материалов. 

Для указанного прогноза необходима 
модель изменения механических характе-
ристик материала в зависимости от размера 
и формы структурных элементов. Важней-
шим механическим параметром конструк-
ционного материала является предел теку-
чести. С одной стороны, линейный характер 
зависимости напряжений от деформаций 
при отсутствии текучести позволяет быстро 
и точно производить расчеты на прочность, 
с другой стороны, пластическое течение 
материала позволяет сгладить сингулярно-
сти поля напряжений. Благодаря явлению 
упрочнения, возникающего в зонах пласти-
ческой деформации, появляется дополни-
тельный запас по прочности. При штампо-
вании и прессовании пластическое течение 
является основным видом деформации.  
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В этом случае знание механических харак-
теристик материала, например таких, как 
предел текучести, необходимо для расчета 
параметров технологического процесса.

Пластическое деформирование сопро-
вождается неупругими потерями энергии. 
Величина предела текучести характеризует 
упругую энергию, необходимую для  на-
чала процесса пластических деформаций 
материала. Несмотря на то, что режим пла-
стического деформирования напоминает 
деформирование материала в жидкой фазе, 
удельные энергии, необходимые для нагре-
вания материала до температуры плавления 
и полного расплавления, имеют значитель-
но более высокие (на порядок) значения, 
чем энергии упругой и максимально воз-
можной пластической деформаций (вплоть 
до разрушения материала).

Ввиду указанного различия считается, 
что механизм пластической деформации 
связан либо со скольжением зерен металла 
[1, 2], либо с развитием и перемещением 
дислокаций, которые приводят к росту ми-
кротрещин [3 – 6]. 

ростом микротрещин Н.Дж. Петч [7] 
объяснил экспериментальную зависимость 
предела текучести от среднего размера зе-
рен материала. Эта зависимость (закон 
Холла – Петча)  нарушается только при 
размерах зерен менее 1 мкм. она является 
своеобразным тестом для различных теорий 
пластичности, учитывающих размер зерна 
[1 – 3]. 

Вместе с тем, образование микротрещин 
при достижении предела текучести проис-
ходит не всегда, особенно в материалах с 
мелкодисперсной структурой. 

Согласно дислокационной теории пла-
стичности [8], все механические характери-
стики сильно зависят от плотности дисло-
каций на поверхности зерен. Эта величина 
не поддается прямому измерению, поэтому 
прогностическая ценность дислокацион-
ного подхода невелика. мезомеханика [9] 
описывает пластичность как коллективные 
дислокационные эффекты, т. е. в модель-
ном смысле содержит в себе дислокацион-
ную теорию со всеми ее достоинствами и 
недостатками.  

Таким образом, известные механизмы 
пластичности не дают возможности постро-
ить прогностическую расчетную модель ма-
териала, которая позволила бы предсказать 
конкретные значения предела текучести.

Помимо изменения предела текучести, 
измельчение структурных элементов сказы-
вается на температурной точке плавления. 
Последняя определяется  эксперименталь-
но для микро- и нанодисперсных материа-
лов, но не столь однозначно, как предел 
текучести.  Например, агрегированные и 
порошковые металлические наноматериа-
лы могут иметь различные значения тем-
пературы плавления, тогда как металличе-
ские нанопорошки чистых металлов в среде 
инертного газа характеризуются снижени-
ем температуры плавления при уменьше-
нии размеров наночастиц от 20 до 1 – 2 нм  
[10]. 

изменение температуры плавления, 
очевидно, связано с уменьшением коэф-
фициента поверхностного натяжения, так 
как вероятность отрыва отдельных атомов 
и молекул от кристаллита в результате те-
плового движения при этом возрастает. 
кроме того, известно, что эксперименталь-
ная зависимость температуры плавления 
от коэффициента поверхностного натяже-
ния является линейной для различных ве-
ществ [11]. Эта экспериментальная зако-
номерность свидетельствует об отсутствии 
сильного влияния  межграничного взаи-
модействия кристаллитов на силы поверх-
ностного натяжения и процесс плавления 
при среднем размере кристаллита порядка 
100 мкм. Следовательно, можно рассматри-
вать поверхностную энергию кристаллитов 
как отдельную составляющую внутренней 
энергии материала.

Влияние сил поверхностного натяже-
ния кристаллитов на предел текучести ма-
териала пока не исследовано. Но сама экс-
периментальная процедура измерения сил 
поверхностного натяжения, основанная на 
механизме «нулевой ползучести» [12], сви-
детельствует  о наличии такого влияния. 
Следовательно, если известна зависимость 
энергии поверхностного натяжения от 
размера кристаллитов, то можно предска-
зывать изменения предела текучести при 
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принимается условие ,R >> δ  что позволяет 

избавиться от слагаемых порядка 
2

.O
R
δ 

 
 

 

интегрирование уравнения (1) в этом слу-
чае приводит к следующей известной фор-
муле [15]:

0= ,
2

1
R

σ
σ

δ
+

где 0σ  – коэффициент поверхностного на-
тяжения для плоской поверхности. 

C учетом условия R >> δ  можно полу-
чить и другое асимптотическое выражение 
для коэффициента поверхностного натяже-
ния [15]:

0

2
= exp .

R
δ σ σ − 

 

решения (2) и (3) чаще всего рассматри-
ваются как наиболее близкие к точному. 
именно их обычно используют для сравне-
ния с экспериментальными данными.

однако существует общее решение 

измельчении структуры металла. Это явля-
ется предпосылкой для построения модели, 
которая бы позволяла предсказывать значе-
ния предела текучести по объемной плот-
ности энергии поверхностного натяжения.

Оценка связи коэффициента поверхностного 
натяжения частиц с их размером 

уравнение гиббса – Толмена – кенин-
га – Бафа [13, 14] для сферической части-
цы имеет следующий вид:

2
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где σ  – коэффициент поверхностного на-
тяжения; R – радиус частицы; δ  – посто-
янная Толмена, равная по порядку величи-
ны толщине поверхностного слоя частицы. 

В общем случае данное уравнение не-
разрешимо в явном виде, так как постоян-
ная δ  зависит от радиуса. Для его решения 

(3)

рис. 1. графики зависимости нормированного на константу σ0 коэффициента поверхностного 
натяжения от радиуса частицы, нормированного постоянной δ. кривая 1 – точное решение (4), 

кривые 2 и 3 – аппроксимации (2) и (3), соответственно 

(1)

(2)
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уравнения (1), в предположении, что δ  не 
зависит от R. оно представимо в аналити-
ческом виде [12]:

2

3
0

2
=1

ln
= exp ,

3 4 2

k k

k k k

R
x x

R
x x

  −  σ δ  σ − ∑
δ + + 

 
 

где 1 2,30,558, 0, 721 0,822x x i= − = − ±  – кор-
ни кубического уравнения

3 23 6 6 2 0.x x x+ + + =

На рис. 1 представлено сопоставление 
точного решения (4) с наиболее часто ис-
пользуемыми аппроксимациями (2) и (3).

С помощью известной линейной зави-
симости температуры плавления материала 
от коэффициента поверхностного натяже-
ния частиц и решений (2) – (4) нами по-
строена модельная зависимость температу-
ры плавления от размера частиц. Получены 
следующие выражения для температур: 
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На рис. 2 представлены такие зависимо-
сти для чистого золота (экспериментальные 
точки и расчетные кривые). Сопоставление 
графиков показывает, что точное решение 
(5) хорошо описывает экспериментальные 
данные  в диапазоне размеров частиц от 3 
до 20 нм. Приближенные зависимости, по-
лученные по формулам (6) и (7), дают су-
щественную ошибку только в диапазоне от 
1 до 5 нм.

Следовательно, точное решение (5) по-

рис. 2. Экспериментальная (точки) и расчетные (линии 1 – 3), зависимости температуры 
плавления золота от среднего диаметра его частиц d. расчетные значения получены  

по приближенным формулам (6), (7) (кривые 2, 3 соответственно) и по точному решению (5)  
уравнения (1) (кривая 1)

(4)

(5)

(6)

(7)
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зволяет адекватно описать изменение тем-
пературы плавления. Этот результат дает 
возможность надежно применять получен-
ную нами зависимость коэффициента по-
верхностного натяжения от размеров ча-
стиц в дальнейших расчетах.

связь предела текучести материала  
с энергией поверхностного натяжения  

его частиц

как следует из рис. 1, коэффициент 
поверхностного натяжения быстро убы-
вает при уменьшении размера частиц R/δ 
материала, для частиц размером менее 20δ 
(около 20 нм). его значения для большин-
ства металлов с более крупными струк-
турными элементами составляют порядка  
σ0 = 1 – 2 Дж/м2. упругая энергия, запасае-
мая в металле при одноосном растяжении 
до предела текучести, составляет для сталей 
порядка 90 кДж/м3. Сравним эту энергию с 
объемной плотностью энергии поверхност-
ного натяжения ρσ. Предположим для про-
стоты оценок сферическую форму частиц, 
тогда она составит ρσ = 3σ0/R. уже при ха-
рактерном размере кристаллитов порядка 
2R = 120 – 200 мкм величина ρσ становится 
равной максимальной энергии упругой де-
формации. Следовательно, необходим учет 
поверхностной энергии при построении 
моделей пластического деформирования 
ультрамелкодисперсных материалов. мож-
но предположить, что именно она опреде-
ляет механизмы пластического деформиро-
вания в этом случае.

Для проверки высказанной гипоте-
зы воспользуемся законом Холла – Петча  
[16, 7], который был открыт как эмпири-
ческий. Для объяснения этого закона Петч 
предложил рассматривать зарождение и 
развитие микротрещины в зерне с харак-
терным размером d (в наших предполо-
жениях это диаметр d = 2R). В настоящее 
время как сам закон, так и отклонения от 
него при нанометровых размерах кристал-
литов трактуются исключительно на основе 
дислокационного механизма пластического 
деформирования.

Согласно закону Холла – Петча, пре-
дел текучести τ зависит от размера зерна  

d = 2R поликристаллического материала и 
выражается как

1
2

0= (2 ) ,K R −τ τ +

где τ0 – некоторое напряжение трения, ко-
торое необходимо для скольжения дислока-
ции; K – материальная константа, именуе-
мая часто коэффициентом Холла – Петча 
(обе величины оцениваются по экспери-
ментальным данным). 

рассмотрим начало процесса пластиче-
ского деформирования. Для большинства 
металлов он характерен тем, что деформа-
ции растут практически без дополнительно-
го увеличения напряжений. В простейшем 
случае одноосного растяжения можно счи-
тать эти напряжения постоянными. Следо-
вательно, энергия пластической деформа-
ции должна быть пропорциональна пределу 
текучести.  Предположим, что пластические 
деформации приводят к росту внутренней 
поверхности кристаллитов, без существен-
ного изменения их объема, тогда при на-
чале пластического течения механические 
напряжения должны компенсировать как 
упругие деформации кристаллитов, так и 
силы поверхностного натяжения. из этого 
следует, что предел текучести линейно свя-
зан с объемной плотностью поверхностной 
энергии. Такой характер связи дает воз-
можность аппроксимировать закон Холла –  
Петча с помощью зависимости удельной 
поверхностной энергии материала от раз-
мера частиц. используя точное решение 
уравнения гиббса – Толмена – кенига − 
Баффа (4), мы можем получить выражение 
для объемной плотности энергии поверх-
ностного натяжения в материале, содер-
жащем сферические частицы. Полученная  
зависимость выражается следующим обра-
зом: 

2

3
0

2
=1

ln
3

= exp .
3 4 2

k k

k k k

R
x x

x xσ

  −  σ δ  ρ − ∑
δ + + 

 
 

Нормированная объемная плотность 
поверхностной энергии 0/σρ δ σ  представ-
лена на рис. 3 в зависимости от величины 

1/2( / ) .R −δ  На графике можно выделить 
несколько квазилинейных участков. По-

(8)
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казаны линейные аппроксимации участ-
ков кривой, соответствующие зависимости 
Холла – Петча. Следует отметить, что при 
размере зерна (2R) от 4δ до 2δ происходит 
сильное изменение параметров аппрокси-
мирующей зависимости. Полученная за-
висимость может быть аппроксимирована  
с помощью закона Холла – Петча, однако 
когда размер зерна становится меньше 2δ, 
объемная плотность поверхностной энергии 
достигает предельного значения (порядка 
0,913 0 /σ δ ). Приведенный на рис. 3 гра-
фик дает основание для того, чтобы интер-
претировать пластичность как изменение 
поверхностной энергии. Другими словами, 
если материал «потек», то это означает, что 
превышено  допустимое значение поверх-
ностной энергии. 

Полученные зависимости свидетель-
ствуют о том, что поверхностная энергия 
играет ключевую роль при переходе от 
упругой деформации к пластической. Пред-
лагаемый анализ подобных зависимостей 
дает возможность предсказывать значения 
предела текучести по известной удельной 
поверхностной энергии, без привлечения 
дислокационных моделей.

Приведенные нами оценки показывают, 
что точные решения уравнения гиббса – 
Толмена – кенинга – Бафа позволяют с 

приемлемой для практики точностью вы-
числять температуру плавления. Совпаде-
ние графика нормализованной зависимости 
объемной плотности энергии поверхност-
ного натяжения от диаметра частиц с зако-
ном Холла – Петча в диапазоне d > 4δ и их 
различие при меньших значениях диаметра 
хорошо согласуются с экспериментальными 
данными. Во втором случае в законе Хол-
ла – Петча изменяется показатель степени 
(который был равен –1/2), стоящий при 
размере частицы (2R). Для многих металлов 
этот размер как раз cоставляет (4 – 8) δ.

Выводы

Таким образом, энергия поверхностного 
натяжения играет ключевую роль при пла-
стическом деформировании ультрамелко-
дисперсных материалов. и этот механизм 
позволяет строить новые расчетные модели 
пластического деформирования без при-
влечения дислокационной теории.

Точное решение уравнения гиббса –  
Толмена – кенига – Баффа позволяет бо-
лее адекватно описать зависимость темпе-
ратуры плавления от размера частиц в диа-
пазоне от 3 до 20 нм, что дополнительно 
подтверждает  гипотезу о решающей роли 
сил поверхностного натяжения в началь-
ной фазе пластического деформирования 

рис. 3. Нормированная объемная плотность поверхностной энергии ρσδ/σ0 в зависимости  
от величины (R/δ)–1/2 и линейные аппроксимации участков кривой зависимостью Холла – Петча. 

использована формула (8)



Физическое материаловедение

97

ультрамелкодисперсных материалов.
имеющиеся экспериментальные дан-

ные о зависимости мезопроцессов пласти-
ческого течения от радиуса кривизны нано-

структурных элементов [17] подтверждают 
эту точку зрения.

исследование выполнено при поддержке 
грантов №12-08-00386 и №14-08-00646 рффи 
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Kudinova N.R., Polyanskiy V.A., Polyanskiy A.M., Yakovlev Yu.А. MODELING OF 
THE PLASTICITY OF MICROSTRUCTURED AND NANOSTRUCTURED MATERIALS.  

A new approach to modeling of the plasticity of materials with nanostructure and ultrafine one has been 
proposed. Its main advantage is the minimum number of physical parameters in use. In the context of the 
proposed model, we calculated the volumetric density of the energy of surface tension of the material grains. 
This energy is a significant part of the internal energy during deformation. The size dependence of the 
melting temperature of nanoparticles was compared with experimental data. We obtained size dependence 
of the yield point on its basis. yield point was interpreted as the result of changes of grains surface energy 
during the deformation. The obtained yield point dependence on the grain size was related to the Hall-Petch 
law, and this resulted in confirmation of the hypothesis on the crucial role of surface tension forces in the 
initial stage of plastic deformation of ultrafine materials.

uLTRAFINE STRuCTuRE, NANOSTRuCTuRE, yIELD POINT, MELTING TEMPERATuRE.
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ELEMENTARY RESuLTS ON ThE DOSIMETRIC PROPERTIES  
OF SrSO4:Eu2+ PhOSPhOR

A polycrystalline sample of SrSO4: Eu2+ phosphor has been successfully synthesized 
using the co-precipitation method and studied for its luminescence properties. The 
phosphor showed rather high optical stimulated luminescence (OSL) sensitivity 
which was about 75% of that for the commercially available α-Al2O3:C phosphor 
(TLD-500). The continuous wave (CW)-OSL curve exhibited three components 
having photoionization cross-sections of 1.78۰10–17, 7.70۰10–17 and 17.69۰10–17 cm2 
respectively. The thermal luminescence (TL) sensitivity was about 100 times higher 
than that for TLD-500. The kinetic parameters for TL curve such as activation energy 
and frequency factor were calculated using peak shape treatment. OSL components 
were determined from CW and linear modulated (LM)-OSL data. The minimum 
detectable dose was found to be 11.6 mGy with 3σ of background. Also reusability 
studies showed that it was possible to reuse the phosphor for 10 cycles without change 
in the OSL output. In the TL mode the dose-response was nearly linear in the range 
of measurement (20 – 400 mGy), and fading was 40% in 72 h. Photoluminescence 
spectra of SrSO4: Eu2+ exhibited emission in the near uV region when excited with an 
uV source at 254, 315, and 323 nm.

 CO-PRECIPITATION, TLD-500, CW-OSL, PHOTOIONIZATION CROSS-SECTION.

1. Introduction

Solid-state luminescent dosimetry is based 
on radiation energy storage in dosimetric 
materials in the form of lattice defects and 
captured charge carriers. The stored energy can 
be released through the light from luminescence 
centers. Energy release is stimulated either by 
heating (thermally stimulated luminescence 
(TSL/TL)) or by irradiating with light 
quanta of proper energy (optically stimulated 
luminescence (OSL)). TL-based dosimeters are 
widely used in radiation dose monitoring but in 
comparison to TL dosimetry technique OSL has 
been becoming popular in radiation dosimetry 
applications [1 – 4]. OSL has been first used 
in archaeological dating and later proposed 
for personnel monitoring and environmental 
monitoring of radiation with the development 
of Al

2O3: C [5]. 
Different stimulation techniques have been 

followed by OSL measurements that offer 
different signal-to-noise ratio. A few of them 
are CW-OSL, P-OSL, LM-OSL, TA-OSL and 
NL-OSL, amongst which CW-OSL is the most 

preferred and popular choice of stimulation 
mode, because in CW-OSL, the luminescence is 
recorded very fast and looks like a decay curve, 
the background count rate or net background 
is nearly constant and signal-to-noise ratio is 
high [6].

Over the last several decades sulfate 
hosts doped with rare earth materials have 
been widely used in radiation dosimetry, and 
also these materials show good luminescent 
properties. Many researchers have reported 
on these materials with different synthesis 
methods and studies for different luminescence 
properties [7–9].

In this paper we are reporting TL and OSL 
properties (under beta irradiation) of Eu-doped 
SrSO4 phosphor synthesised by using co-
precipitation. 

2. Experimental details

SrSO4 phosphor activated with Eu was 
prepared by the co-precipitation method 
described in our earlier works [10]. The 
stoichiometry of the reaction was maintained 
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by the formula Sr1–xSO4 : xEu2+. The nitrate 
precursor of strontium was dissolved in 100 ml of 
double-distilled water with drop-wise addition 
of the stock solution prepared for Eu2O3. The 
solution was prepared in a glass beaker under 
stirring to form a homogeneous aqueous 
solution, and it was confirmed that the precursor 
was dissolved in distilled water. 10 ml of the 
H2SO4 solution were added drop by drop into 
the mixed aqueous solution of Sr1–x(NO3)2 : xEu  

under rigorous stirring at room temperature 
and white precipitation formed. After that, the 
SrSO4 precipitate was centrifuged and rinsed 
several times by distilled water to remove the 
excess residual salts. The precipitate was dried 
at 60°C for 2 h by optical heating. The dried 
sample was annealed at 900 °C for 1 h to get 
a white crystalline powder of SrSO4:Eu2+. The 
complete process involved in the reaction is 
presented as a flow chart in Fig. 1.

3. Results and discussion

The structure of the as-prepared samples 
were analyzed by a Rikagu Miniflex X-ray 

diffractometer, using monochromatic  
CuKα1 (λ = 1.5405 Å) radiation in the 2θ range 
of 10 – 60°. Photoluminescence was studied 
by means of a Hitachi F-7000 fluorescence 
spectrophotometer. Emission and excitation 
spectra were recorded using a spectral slit of 
2.5 nm for each window. For studying the 
TL and the OSL response, all the samples 
were irradiated using a 90Sr / 90y beta source 
with the dose rate of 20 mGy per minute. All 
OSL measurements were carried out using an 
automatic Risø TL/OSL-DA-15 reader system 
which capable of accommodating up to 48 disks. 
Blue-light diodes emitting at 470 nm (LEDs with  
FWHM = 20 nm) were arranged in four 
clusters, each containing seven individual LEDs. 
The total power from 28 LEDs at the sample 
position was 80 mW/ cm2. A green long pass 
filter (GG-420) was incorporated in front of 
each blue LED cluster to minimize the amount 
of directly scattered blue light from reaching the 
detector system. The standard photomultiplier 
used in the Risø TL/OSL luminescence reader 
was a bialkali EMI 9235QA, which has an 

Fig. 1. Flow chart of Sr0.995SO4 : 0.005Eu2+ synthesized by the co-precipitation method
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extended uV response with maximum detection 
efficiency between 300 and 400 nm. To prevent 
scattered stimulation light from reaching the 
photomultiplier, the Risø reader was equipped 
with a 7.5 mm Hoya u-340 detection filter, 
which has a peak transmission around 340 nm 
(FWHM ~80 nm).

X-ray diffraction pattern. The structure 
of SrSO4:Eu2+ phosphor was orthorhombic, 
with the space group Pbnm (62), and with 
the lattice parameters of a = 6.86, b = 8.35, 
c = 5.34 Å and α = β = γ = 90°. In order to 
determine the phase purity, chemical nature 
of the phosphor, X-ray diffraction (XRD) 
analysis was carried out. Fig. 2, a shows the 
XRD pattern of SrSO4:Eu2+ phosphor along 
with the standard XRD pattern (International 
Centre for Diffraction Data (ICDD) Card No. 
01-075-6773). The XRD pattern showed the 
formation of pure SrSO4 phase. The addition 
of the dopant (Eu) did not seem to have any 
effect on the XRD pattern which suggested that 
the dopant was incorporated in the lattice.

Thermally stimulated luminescence. The 
SrSO4:Eu2+ phosphor was studied for its TL/
OSL defects. Fig. 3 shows the typical TL glow 
curve of SrSO4:Eu2+ and its comparison with the 
commercial α-Al2O3 : C (TLD-500) irradiated 
to the same dose. The SrSO4:Eu2+ phosphor 
was found to be 100 times more sensitive than 
that of the commercially available α-Al2O3:C 

(both materials were in powdered form). By 
using a convenient peak-shape method, kinetic 
parameters such as activation energy and 
frequency factor of glow curve were calculated 
[11 – 15]. Fig. 4 presents the TL glow curve 
of the SrSO4: Eu2+ phosphor deconvoluted 
using Origin software. The glow peak does not 
contain any satellites in the temperature range 
from 150 to 320°C. The geometrical factor, 
μg, calculated for the given peak, confirms the 
second-order kinetic nature of the curve. Thus, 
by second-order approximations, the activation 
energy was found to be 1.496 eV while the 
frequency factor was found to be 8.41۰1013 s–1 

for the glow peak at 246 °C. Fig. 5, a shows 
the dose response of the phosphor in the range 
from 20 to 400 mGy, which has been found in 
linear nature. The linear correlation coefficient 
of linear fitting was found to be 0.998. Fig. 5, 
b shows the fading response up to 5 days. It is 
clear from the graph that about 40 % fading 
occurs at the end of 72 h while after this period 
the intensity remains constant.

Optically stimulated luminescence (OSL). 
The sample was studied for its OSL response 
using blue LED stimulation (470 nm). Fig. 
6 shows the optically stimulated (continuous 
wave) luminescence (CW-OSL) curves of 
SrSO4:Eu2+ for 20 mGy beta-dose. The third-
order exponential decay curves of SrSO4:Eu2+ 
phosphor can be seen. The goodness of the 

Fig. 2. X-Ray diffraction (XRD) pattern of SrSO4 prepared by co-precipitation method (a)  
and standard data from ICDD file (b)

а)

b)
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fit was determined by calculating the figure 
of merit (FOM), and the obtained value of 
FOM was 0.415% which also confirmed a 
very good agreement between theoretical and 
experimental fitting. The OSL components 
from the CW-OSL decay curve were evaluated 

using a third-order equation for the CW-OSL 
intensity given by the authors of Ref. [16]. The 
third-order exponential fit to the decay curve 
showed the presence of three components with 
photoionization cross-sections of 1.78۰10–17, 
7.70۰10–17and 17.69۰10–17 cm2, respectively. 

Fig. 3. The comparison of TL intensity for the SrSO4:Eu2+ phosphor (a) with that for TLD-500 (b)

Fig. 4. The deconvolution curve of SrSO4:Eu2+ phosphor

(а)

(b)
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The OSL sensitivities were compared using 
two different methods. By the first method, 
the OSL counts during the first second were 
compared, whereas the second method was 
used to take the total area under the OSL curve 
[17]. Fig. 7 shows the OSL sensitivity of the 

SrSO4:Eu2+ phosphor compared with that of 
the commercially available α-Al2O3 : C. The 
OSL sensitivity of the SrSO4:Eu2+ phosphor 
was found to be 75% of that of the Al2O3 : C 
phosphor by the first method (OSL counts 
during the first second). 

а) b)

Fig. 5. The dose response of SrSO4:Eu2+ sample in the range from 20 to 400 mGy (a)  
and the fading effect on TL intensity (b)

Fig. 6. CW-OSL response of SrSO4:Eu2+ for 20mGy beta dose; the third-order exponential fit to the decay 
curve (a) shows the presence of three components: the first (b), the second (c), the third (d) ones

(а)

(b)

(c)

(d)
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Fig. 7. CW-OSL response of SrSO4:Eu2+ phosphor (b) as compared with that  
of the commercial α-Al2O3 : C one (a) for 20 mGy beta dose

(а)

(b)

Fig. 8. Deconvolution of the LM-OSL curve for SrSO4:Eu2+ : the first component (a),  
the second (b) and the third (c) ones

(а)

(b)

(c)
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Linear modulated optically stimulated 
luminescence (LM-OSL). The CW-OSL 
results only exhibit the multiple components 
but they do not reveal the contribution of traps 
responsible for the total OSL signal. On the 
other hand, the application of LM-OSL is 
expected to separate the different peaks having a 
distinct spread in the values of photoionization 
cross section [7]. Fig. 8 presents the LM-OSL 
response of the SrSO4:Eu2+ phosphor under 
beta irradiation. The LM-OSL curve is shown 
to consist of three OSL components similar to 
those for CW-OSL. The geometrical factor, μg, 
calculated for the given components, confirmed 
the first-order kinetic nature of the curve 
components [1]. The calculated results related 
to the LM-OSL curve are given in Table.

Reusability. This is one of the most 

important properties that any dosimetric 
material should possess. A SrSO4:Eu2+ phosphor 
disk was exposed to beta radiation of 20 mGy, 
and the OSL response was measured. Ten such 
cycles were carried out. The studies showed 
that it was possible to reuse the phosphor for 
10 cycles with no change in the OSL output 
(Fig. 9).

Minimum detectable dose (MDD). This 
parameter of the phosphor depends on the 
standard deviation of the background signal 
which affects the signal-to-noise ratio. MDD 
is a function of phosphor sensitivity and 
instrumentation. The minimum detectable dose 
was found to be 11.6 mGy corresponding to 3σ 
of the background.

Photoluminescence. The combined excitation 
and emission spectra of the SrSO4:Eu2+ phosphor 

Tab l e

Kinetic parameters of LM-OSL for the SrSO4:Eu2+ phosphor

Component μg τ = Tm – T1 δ = T2 – Tm ω = T2 – T1

First 0.498 11.30 11.20 22.50

Second 0.502 16.10 16.20 32.30

Third 0.501 26.80 26.90 53.71

Fig. 9. The result of reusability study of SrSO4:Eu2+
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are shown in Fig. 10. The excitation spectra 
consist of a broad peak around 220 – 360 nm 
and relatively weak peaks at 254, 315 and 323 
nm arising from the transition from 8S7/2 state of 
4f 7 configuration to the states belonging to the 
4f 65d1 one. However, emission was observed at 
254, 315 and 323 nm. A narrow peak around 
377 nm in the emission spectra was observed for 
all the excitations. This wavelength corresponds 
to the transition from the lowest band of the  
4f 65d1 configuration to the 8S7/2 state of the  
4f 7 configuration of the Eu2+ ion [18]. 

4. Conclusions

The co-precipitation method was successfully 
employed for the preparation of potential TLD 
and OSLD SrSO4:Eu2+ phosphor. The XRD 
profile of SrSO4:Eu2+ was in good agreement 
with the ICDD file. The comparison of TL 
and OSL sensitivities showed that the former 
for SrSO4:Eu2+ was 100 times higher than that 
for TLD-500 and the latter for SrSO4:Eu2+ was 
75% of the sensitivity for the commercially 
available α-Al2O3:C phosphor (TLD-500). The 
CW-OSL decay curve was found to consist of 
three OSL components having photoionization 

cross-sections of 1.78۰10–17, 7.70۰10–17 and 
17.69۰10–17 cm2, respectively. OSL components 
were determined from the CW and the  
LM-OSL data. The minimum detectable dose 
(MDD) was found to be 11.6 mGy with 3σ of 
background. Also the reusability studies showed 
that the phosphor could be reused for 10 cycles 
without any change in the OSL output. In the 
TL mode phosphor showed the linear dose 
response. The fading turned out to be up to 
40 % at the end of 72 h, and after that the TL 
intensity became constant. 

Although SrSO4:Eu is not a material 
equivalent to TLD-500 but, due to its high TL 
and OSL sensitivities and linear dose response, 
this phosphor can be proposed as a suitable 
candidate for radiation dosimetry, of course, 
after further progress in the studies.
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ThE AuThORS

Палан ч.Б., Баджадж Н.С., Оманвар Ш.К. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗУЧЕНИЯ 
ДОЗИМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ЛЮМИНОФОРА SrSO

4
:Eu2+.

С помощью метода соосаждения был успешно синтезирован поликристаллический образец лю-
минофора SrSO4: Eu2+, и изучены его люминесцентные свойства. люминофор проявил высокую 
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люминесцентную чувствительность (для оптически стимулированной люминесции (OSL)), состав-
ляющую примерно 75 % от таковой для коммерчески доступного α-Al2O3:C (TLD-500). кривая OSL 
с непрерывной оптической стимуляцией (CW-OSL) состоит из трех участков с сечениями иониза-
ции 1,78۰10–17, 7,70۰10–17 и 17,69۰10–17 см2 соответственно. Чувствительность термостимулированной 
люминесценции (TL) составила в 100 раз большую величину, чем у TLD-500. кинетические пара-
метры для кривой термовысвечивания, такие как энергия активации и частотный фактор процесса, 
были рассчитаны с помощью обработки формы пика. компоненты кривой OSL определяли как 
с помощью данных по непрерывной оптической стимуляции люминесценции, так и по спектру 
линейно-модулированной оптически стимулированной люминесценции. Найдено, что минималь-
ная детектируемая доза люминофора (MDD) равна 11,6 грей, что втрое превышает уровень фона. 
исследования повторного применения люминофора показали, что его можно использовать в те-
чение 10 циклов без изменения выхода OSL. В режиме TL зависимость от мощности дозы погло-
щенного излучения была почти линейной в диапазоне измерений (20 – 400 грей); фединг составил  
40 % через 72 часа. Для спектров испускания фотолюминесценции SrSO4: Eu2+ характерно свечение 
в ближней уф-области на длинах волн 254, 315 и 323 нм при возбуждении уф-источником. 

меТоД СооСаЖДеНия, TLD-500, оПТиЧеСки СТимулироВаННая лЮмиНеСЦеНЦия, СеЧеНие фо-
ТоиоНизаЦии.
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OPTICAL AND ThERMAL PROPERTIES OF PTh-co-PANI-Ti RANDOM 
COPOLYMER COMPOSITE FOR PhOTOVOLTAIC APPLICATION

In thе present work, a polythiophene (PTh)-co-polyaniline (PANI)-titaniun (Ti) 
copolymer has been synthesized as a novel copolymeric composite material for pho-
tovoltaic (PV) application. The focus of the study was to evaluate optical and thermal 
properties of the PTh-co-PANI-Ti copolymer containing different types of monomers. 
The optical conductivity was determined from the uV-VIS spectra that were used to 
calculate the extinction coefficients. The structure and morphology of composite was 
analyzed through field emission-electron microscopy (FESEM). The PTh-co-PANI-
Ti copolymer composite exhibited significant photovoltaic (PV) response to light in-
tensity. J-V analysis showed an increase in conversion efficiency from 0.21 to 1.50 of 
PTh-co-PANI-Ti with illumination light intensity. PV properties demonstrated that 
the PTh-co-PANI-Ti exhibited the highest power conversion efficiency η = 1.5, with 
a short circuit current Isc = 0.72 mA, an open circuit voltage Voc = 0.9 V and a fill 
factor FF = 0.51. Thermo-gravimetric (TG) and differential thermal (DTA) analyses 
were carried out for the thermal stability of the PTh-co-PANI-Ti copolymer compos-
ite. The results obtained from the characterization of PTh-co-PANI-Ti showed that 
many properties of PV action are present in as-synthesized material.

 POLyMER, OPTICAL PROPERTIy, OPTICAL PARAMETER, THERMAL PROPERTy, 
COMPOSITE.

1. Introduction

Over the last decade, the literature on 
photovoltaic (PV)-cell technology has developed 
significantly in the context of design, synthesis, 
and characterization of the copolymer base of 
PV systems, but the challenge still remained 
to achieve efficient charge photogeneration 
in PV device architectures [1]. Conjugated 
polymers and their composites exhibit high 
optoelectronic properties, universally used in 
low-cost electronic and optical devices [2]. 
Most of the organic PV cells have been based 
on the conjugated polymers such as polyaniline 
(PANI) and polythiophene (PTh) due to their 
excellent electrical characteristics, thermal and 
environmental stability and solubility [3, 4]. By 
using the novel effective fabrication technique 
of PV cells, i.e., roll-to-roll, ink-jet and doctor-
blading, processing have achieved the maximum 
power conversion efficiency of organic PV, 
leading to current certified efficiencies up to 
10 % [5]. PV properties are directly related 

to the material’s structure and its band gap 
[6]. Conjugated polymers generally exhibit a 
low band gap in the range of 1.5 – 3.0 eV.  
The amount of absorbed photons from the 
incident light has been governed by I

sc current 
of PV cell, because of the low excitation of 
the donor level [7]. Some attempts to increase 
the charge separation efficiency by increasing 
the TiO2/polymer interfacial area have been 
reported. PTh and PANI have been synthesized 
via oxidative polymerization by using FeCl3 
with the high stability in polymer/titanium 
dioxide (TiO2) composites [8]. PTh and PANI 
have nonlinear optical responses because of 
high sensitive to the oxidation state and doping 
level [9]. The optical properties can easily be 
tuned by a simple organic pathway [10]. PV 
application has been required for fast nonlinear 
refractive index with response time [11]. More 
recently, the efficiency of polymeric PV cell 
has been increased up to about 6.0–7.4% by 
using low band-gap conjugated polymers as 
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an electron donors [12], although individual 
donor or acceptor materials can show good 
PV and optical properties as single-layer PV 
cells [13]. Most PV cells based on P3HT (Poly 
(3-hexylthiophene-2,5-diyl)) have a limited 
absorption range in the uV region which absorbs 
photons only in the visible region [14].

The present work is an attempt to report 
the optical and PV properties of PTh-co-
PANI-Ti composite. An indium-tin-oxide 
(ITO)-coated glass plate was used as a light 
transparent conducting electrode for fabrication 
of the PV cells. The prepared samples were 
characterized through field emission-electron 
microscopy (FESEM), ultraviolet (uV)–visible 
(VIS) optical spectroscopy and the thermo-
gravimetric (TG) and the differential thermal 
analyses (DTA).

2. Experimental

Thiophene, aniline and titanium chloride 
(TiCl4) were purchased from SD fine, India. 
AR grade were used as starting chemicals, 
without further purification. The TiCl4 was used 
as an oxidizing agent to initiate the chemical 
polymerization. The random copolymer of PTh-
co-PANI-Ti was synthesized by taking a 1:1:1 
molar ratio of aniline, thiophene and TiCl4. 
In a typical synthesis process, both monomer 
solutions were added in a beaker under rigorous 
magnetic stirring. As soon as TiCl4 was added 
in that solution, it started the polymerization 
reaction with the change in the colour of 
PTh and PANI solution instantaneously and 
therefore the solution became dark brown.

In the fabrication of a PV cell, ITO-coated 
glass substrate was cleaned ultrasonically in a 
mixture of detergent, deionized water, acetone 
and ethanol for 90 min. The doctor blade 
technique was used for the deposition of the 
active layer of PTh-co-PANI-Ti composite on 
ITO substrates. During the fabrication of PV 
cell, aluminum foil with a thickness of 0.22 μm 
was used for the metallic contact. This foil was 
placed onto the active layer of the composite. 
In this way, the PV cell in the ITO/ PTh-
co-PANI-Ti/Al architecture was fabricated 
to obtain PV response at room temperature 
under an incandescent light bulb with the 
light intensity of 100, 200, 300 mW/cm2. The 
photovoltaic response was taken for three times 

for reproducibility of our PV cell. A side view 
of the as-fabricated PV cell is shown in Fig. 1.

Material characterization. The physical 
and chemical and also thermal properties of 
as-synthesized samples were characterized 
through FESEM, uV-VIS and TG-DTA. The 
uV-VIS analysis was performed using a Perkin 
Elmer uV spectrophotometer in the range 
between 190 and 1000 nm. The structure, the 
morphology and the grain size of the samples 
were obtained by FESEM (JEOL JSM-6360). 

Fig. 2 depicts a FESEM micrograph and 
the result of the energy-dispersive X-ray (EDX) 
analysis of the PTh-co-PANI/Ti composite. 
Fig. 2, a demonstrates that the SEM image of 
the synthesized PTh-co-PANI-Ti belongs to 
composites. The PTh-co-PANI-Ti composite 
exhibits very rough, micro-fibrillar porous 
structure and all particles on the surface are 
inhomogeneous in nature. FESEM images 
clearly indicate the agglomeration of particles 
in the as-synthesized PTh-co-PANI/Ti 
composite. The micrograph clearly shows that 
the as-synthesized copolymer system acquires 
fibril nature, which can be observed in the 
most of the micrograph picture. Similarly, 
some petals were observed in that micrograph 
which were attributed to a higher degree of 
polymerization. It is probable that, due to a 
high degree of polymerization, the fibril nature 
of polymeric system was lapped or reduced to a 
petal shape. The average size of fibril structure 
ranges between 0.1 and 0.3 μm. Fig. 2, b shows 
the EDX spectrum of PTh-co-PANI-Ti. There 
is a sharp peak of Ti, so it is confirmed that 
Ti was doped during the polymerization. The 

Fig. 1. Side view of PV cell  
in the ITO/ PTh-co-PANI-Ti/Al architecture
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rough and inhomogeneous surface morphology 
of the as-synthesized PTh-co-PANI-Ti 
enhancing the optical and PV action in the as-
fabricated PV cell may be due to the presence 
of Ti [15]. The micrograph clearly shows that 
the as-synthesized copolymer system acquires a 
fibril nature, which can be observed in the most 
of the micrograph picture. 

The analysis of the uV–VIS spectra of the 
PTh-co-PANI / Ti composite system shown in 
Fig. 3 was carried out with a view to explore their 
optical properties. Fig. 3 shows the strongest 
optical absorption in the low-wavelength region 
appearing at ~255 nm. This may be due to 
π→π* transition of the polymer backbone, the 
absorption tail being observed towards the higher 
wavelength values. As to the low wavelength 
edge in the absorption spectrum, the as-
synthesized PTh-co-PANI/Ti composite shows 
the photoinduced charge-carrier confinement 
effects in the uV region. The PV action of 
the material was depending upon its optical 
conductivity, absorption coefficient and direct 
(or indirect) band gap [16].

 The relation between the absorption 
coefficient α and the incident photon energy hν 
can be expressed as 

( )
,

n
gA h E

h

ν −
α =

ν

where A is the constant and Eg is the band gap 
of the material. The exponent n depends on the 
type of the transition. 

The optical conductivity can be calculated 
from the following formula:

,
4
ncα

σ =
π

where c is the speed of light, α is the absorption 
coefficient, n is the refractive index. 

The extinction coefficient can be determined 
using the formula

,
4

k
αλ

=
π

 

Fig. 2. FESEM image (a) and EDX spectrum (b) of the PTh-co-PANI / Ti composite

а) b)

Fig. 3. uV-VIS spectrum of the PTh-co-PANI / Ti 
composite

(2)

(3)

(1)

Wavelength,
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where λ is the wavelength of light [17]. 
Fig. 4, a shows the variation of optical 

conductivity calculated from Eq. (2) with the 
incident photon energy of the as-synthesized 
PTh-co-PANI/Ti composite. Fig. 4, a clearly 
indicates that increased optical conductivity at 
high photon energies is due to optical conduc-
tion. up to 2.5 eV, the optical conductivity is 
constant but beyond that it suddenly grows with 
photon energy. This may be assigned to the 
maximum optical absorption taking place in the 
uV region and lower absorption in the visible 
region (as displayed in uV spectrum) [18]. 

Fig. 4, b shows the plots of the extinction 
coefficient values versus photon wavelengths. 
The extinction coefficient continually increases 
with incident photon wavelength, but in the 
region from 350 to 500 nm the presence of a val- 
ley may be due to reflection of light from the sur-
face of the as-synthesized of PTh-co-PANI/Ti  
composite. 

Fig. 5 shows the J-V characteristics of PV 
cell fabricated from the as-synthesized PTh-
co-PANI / Ti composite. These characteristics 
were measured under three illumination 
intensities (mW/cm2): of 100, 200 and 300 
using the incandescent light bulb. The various 
PV parameters such as Isc, Voc, Jmax, Vmax were 

estimated from the J-V characteristics curve. 
The power conversion efficiency η calculated 
from Eq. 4 and the fill factor (FF) calculated 
from Eq. 5 are listed in Table.These are the 
following:

( ) FF
,sc oc

in

J V
P

⋅ ⋅
η =

where Pin is the input power;

maxIm( )
FF .

sc oc

ax V
I V

⋅
=

⋅

At a low light intensity (100 mW/cm2) of 
incident light, the cell efficiency was 0.21% but 
for a high-intensity light bulb (300 mW/cm2) 
the cell efficiency grew up to 1.5 %. Both the 
open-circuit voltage and the fill factor are in 
the ranges from 0.75 to 0.90 V and from 0.51 to 
0.57, respectively. However, at the light inten-
sity of 200 mW/cm2, the efficiency was found 
to be 0.70 %. On the other hand, photocurrent 
density increased up to the value of 0.72 mA/
cm2. The higher performance at lower intensity 
shows that the PV cell system is able to convert 
light energy efficiently as less photons are left 
unutilized. The increase in Jsc and PCE implies 
that a high intensity of incident light may be 
due to a higher carrier mobility [19].

Fig. 4. The plots of photoconductivity versus energy (a) and extinction coefficients versus wavelengths (b)

а) b)

(4)

(5)

Wavelength,Photon energy, eV
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The thermal decomposition of the PTh-co-
PANI-Ti composite shows a three-step weight 
loss for the as-synthesized sample (see curve 1 
in Fig. 6). The first weight loss of 10.09 % from 
40 to 210 °C may be due to the loss of water 
molecules which are present in the composite. 
A second weight loss of 51.32 % ranging from 
240 to 435 °C may be associated with the loss 
of small fragments of molecular weight which 
are present in the composite. A third weight 
loss is observed in the range from 450 °C to 700 
°C, which may correspond to thermal degrada-
tion of the polymer.      

Thermogravimetric analysis indicates the 
increase in thermal stability of the polymer 
composite compared to pure polymer [20]. The 
DTA curve of PTh-co-PANI-Ti shown in Fig. 6  

(see curve 2) exhibits an endothermic peak 
around 172 °C due to the loss of surrounding wa-
ter molecules. An exothermic peak at 347.08 °C  
is due to the decomposition of polymer com-
posite. 

Conclusions

In the present work, we have successfully 
synthesized a random copolymer between PTh 
and PANI. The as-synthezied copolymer was 
successfully employed for PV application. The 
power performance of the as-fabricated PV 
cells was enhanced by using light intensity. 
The short-circuit current increased from  
Jsc = 0.11 mA/cm2 for the reference cell to  
0.72 mA/cm2 for the best PTh-co-PANI-Ti 
PV cell. The current gain gives a rise of the 

Tab l e 

Parameters of the PV cell

Light intensity, mW/cm2 Voc ,V Isc , mA FF η, %

100 0.75 0.11 0.54 0.21

200 0.84 0.32 0.57 0.70

300 0.90 0.72 0.51 1.50

No t a t i on s : Voc is the open circuit voltage, Isc is the short circuit current, FF is the fill 
factor, η is the power conversion efficiency. 

Fig. 5. J-V characteristics of the as-fabricated ITO/PTh-co-PANI-Ti / Al system at different values  
of light intensity, mW/cm2: 100 (1), 200 (2), 300 (3)

3

2

1
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conversion efficiency from η = 0.21 % to  
1.50 %. This enhancement is explained by 
light scattering from the surface of the PTh-co-
PANI-Ti composite active layer. The copolymer 
composite absorbed light in a spectral range 
from the uV region to near 300 nm. In view 
of the characterization we carried out, we can 
conclude that material design strategies provide 

us with efficient pathways for obtaining polymer 
composites with altered optical and thermal 
properties.
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ThE AuThORS

Такпире С.Р., Уагхули С.А. ОПТИЧЕСКИЕ И ТЕПЛОВЫЕ СВОЙСТВА СТАТИСТИ-
ЧЕСКОГО СОПОЛИМЕРНОГО КОМПОЗИТА ПТ-co-ПАНИ-Ti, ПЕРСПЕКТИВНОГО 
ДЛЯ ПРИМЕНЕНИЯ В ФОТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ УСТРОЙСТВАХ.

Впервые синтезирован новый сополимер политиофен(ПТ)-со-полианилин(ПаНи)-титан  
(Ti) – композитный материал, предназначенный для применения в фотоэлектрических устройствах. 
главная цель исследования состояла в оценке оптических и тепловых свойств сополимера в за-
висимости от вида содержащегося в нем мономера. фотопроводимость измерялась по оптическим 
спектрам видимой и уф-области, чтобы рассчитать соответствующие коэффициенты экстинкции. 
Структура и морфология композита изучалась методом сканирующей автоэмиссионной электрон-
ной микроскопии (FESEM). объект продемонстрировал существенную чувствительность к интен-
сивности светового излучения. из анализа вольтамперных характеристик сополимера установлено, 
что эффективность фотопреобразования энергии падающего на объект света в электрический ток 
составляет от 0,21 до 1,50. изучение фотоэлектрических свойств материала показало, что изучаемый 
сополимер проявляет наивысшую эффективность преобразования энергии η = 1,5, при этом ток 
короткого замыкания составлял 0,72 ма, холостое напряжение – 0,9 В, а фактор заполнения – 0,51. 
Для определения термостабильности сополимерного композита были также проведены термогра-
виметрический анализ и дифференциальный термоанализ. результаты, полученные при исследова-
нии вновь синтезированного материала, показали, что он обладает свойствами, характерными для 
фотоэлектрика. 

Полимер, оПТиЧеСкие СВойСТВа, оПТиЧеСкие ПарамеТрЫ, ТеПлоВЫе СВойСТВа. комПозиТ.
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ADVANCES IN hYDROTROPIC SOLuTIONS: AN uPDATED REVIEW

Approximately a century ago, in 1916, the term ‘hydrotropy’ was coined by 
the scientist Carl A. Neuberg to address anionic organic salts which considerably 
augmented the aqueous solubility of poorly soluble solutes. Currently hydrotropic 
solutions possess high industrial demand due to their unique features, such as easy 
availability, good recovery, absence of fire hazards, high separation factors without 
any solutes emulsification problem and eco-friendly nature. The present review 
takes the readers through a concise overview, geometrical features of hydrotropic 
agents, hypothetical mechanisms and their different advances towards drug delivery. 
Moreover, this review would provide an insight into the future perspectives concerned 
with drug delivery and hydrotropism.      

HyDROTROPy, MESOSCALE SOLuBILIZATION, DRuG CARRIER, GREEN CHEMISTRy. 

1. Introduction

The current main problem in the 
pharmaceutical industry is related to strategies 
that augment the aqueous solubility of drugs, 
as almost 70 % of the newly discovered 
drug candidates suffer from poor aqueous 
solubility [1]. Solubility is one of the prime 
substance features to accomplish the desired 
pharmacological response. The therapeutic 
effectiveness of a drug depends upon the 
bioavailability and ultimately is attributed to 
the solubility of drug moiety [2]. Presently, 
numerous formulation technologies are available 
to enhance solubility as well as dissolution 
profile to enhance oral bioavailability [3]. In 
addition to these technologies, ‘hydrotropy’ 
is one of the recognized techniques available 
for resolving solubility issues. This review 
will elaborate various hypothetical and 
investigational mechanisms, geometrical 
features and applications of hydrotropic agents 
in the pharmaceutical field, which will aid the 
researchers in exploring hydrotropy for progress 
in drug delivery. 

2. Hydrotropy and hydrotropic agents

In 1916, the term ‘hydrotropy’ was coined by 
the scientist Carl A. Neuberg [4]. Hydrotropes 
with an amphiphilic molecular structure possess 
the ability to increase the solubility of sparingly 

soluble organic molecules in water [5]. It is 
a molecular phenomenon whereby adding a 
second solute (hydrotrope) helps to increase 
the aqueous solubility of poorly soluble solutes 
[6]. Simply, the presence of a large quantity of 
one solute enhances the solubility of another 
solute [7]. Hydrotropes are stated as ionic 
organic salts which help to increase or decrease 
the solubility of solute in a given solvent via 
‘salt in’ or ‘salt out’ effects, respectively.     

Salts which show a ‘salt in’ of non-
electrolytes are called ‘hydrotropic salts’, and 
the phenomenon is known as ‘hydrotropism’. 
They do not exhibit any colloidal properties 
but they improve solubility by forming weak 
interactions with solute molecules [8]. A 
hydrotropic molecule interacts with a less 
water-soluble molecule via a weak Van der 
Waals interaction, such as a π-π or attractive 
dipole-dipole interaction [9].

Hydrotropes contain both hydrophobic 
and hydrophilic fractions. In comparison 
to surfactant, they contain a very small 
hydrophobic fraction [10]. The efficiency of 
hydrotropic solubilization depends on the 
balance between hydrophobic and hydrophilic 
parts of the hydrotrope [11]. The larger is the 
hydrophobic part of an additive, the better is 
the hydrotropic efficiency; the presence of the 
charge on the hydrophilic part is less important 
[12]. Hydrotropes can be anionic, cationic 
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Fig. 1. The internal effective structure of a hydrotrope  

Tab l e  1

Examples of hydrotropic agents

Type Example

Aromatic
anionic

Sodium benzoate, sodium salicylate, sodium benzene sulphonate, 
sodium benzene di-sulphonate, sodium cinnamate, sodium3-hydroxy-
2-naphthoate, Sodium para- toluene sulphonate, sodium cumene 
sulphonate, nicotinamide, N,N-diethylnicotinamide, N,N-dimethyl 
benzamide (see Fig. 2)

Aromatic cationic
Paraaminobenzoic acid hydrochloride, procaine hydrochloride and 
caffeine (see Fig. 2).

Aliphatic and linear 
compound

Sodium alkanoate,  urea and N,N-dimethyl urea (see Fig. 2).

Fig. 2. Chemical formulae of the commonly used hydrotropic agents 
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or neutral, organic or inorganic, and liquids 
or solids in nature (Fig. 1). These are freely 
soluble organic compounds which enhance 
the aqueous solubility of organic substances 
by forming stack-type aggregation [13, 14]. A 
few examples of hydrotropic agents are given in 
Table 1 and in Fig. 2 [15, 16].

3. Mechanism of hydrotropism

The enhancement of water-solubility by 
the hydrotrope is based on the molecular 
self-association of the hydrotrope and on 
the association of hydrotrope molecules with 
the solute. Although they are widely used in 
various industrial applications, only sporadic 
information on the mechanisms of hydrotropism 
is available. Various hypotheses and research 
efforts are being made to clarify the mechanisms 
of hydrotropism. The available proposed 
mechanisms can be abridged according to three 
designs [17]:

(a) Self-aggregation potential,
(b) Structure-breaker and structure-maker, 
(c) Ability to form micelle-like structures.
These unique geometrical features and 

different association patterns of hydrotrope 
assemblies distinguish them from other 
solubilizers [18, 19].

Self-aggregation potential. Minimum 
hydrotropic concentration (MHC) is a critical 
concentration at which hydrotrope molecules 
start to aggregate, i.e., self-aggregation potential 
[6]. The solubilization power of hydrotropes is 
governed by their self-aggregation potential [11]. 
This potential depends upon their amphiphilic 
features and the nature of a solute molecule 
[18, 20]. They mainly show the volume-
fraction-dependent solubilization potential  
[21]. Hydrotropes strongly interact with the 
solute to generate the complexes, and these 
complexes could then lead to higher aqueous 
solubility. These outcomes have evolved 
from the fluorescence emissions methods [9], 
crystallography analysis, molecular dynamics 
replication and thermodynamic solubility 
experiments [22–24]. Apart from these, they 
may act as bridging agents by reducing the Gibbs 
energy to increase the solubility of a solute [23]. 
Simply, the structure of the hydrotrope-water 
mixture around the drug molecule is the true 
key toward understanding the origin of the self-

aggregation potential [25].
Structure-breaker and structure-maker. 

An electrostatic force of the donor-acceptor 
molecule plays a vital role in the hydrotropic 
solubilization; hence, they are also termed as 
a structure-breaker and  a structure-maker 
[26, 27]. Solutes which are capable both of 
hydrogen donation and acceptance help to 
increase solubility. Solutropic agents, such as 
urea, exert their solubilizing effect by changing 
the nature of the solvent, specifically by altering 
the solvent’s ability to participate in structure 
formation or its ability of engaging in structure 
formation via intermolecular hydrogen bonding 
[28]. Structure-breaker hydrotropes are known 
as chaotropes while structure-maker ones are 
known as kosmotropes [29]. Kosmotropes 
reduce the critical micelle concentration 
(CMC) by increasing the hydrophobic 
interaction which decreases the cloud point. 
Basically, a kosmotrope influences the cloud 
point in two ways, i.e., helps (i) to form bigger 
micelles and (ii) to decrease hydration. In case 
of amphiphilic drugs, promazine hydrochloride 
(PMZ) and promethazine, cyclodextrin act as 
water structure-makers and reduce the cloud 
point [30].

Ability to form micelle-like structures. This 
mechanism is based on the self-association 
of hydrotropes with solutes into a micellar 
arrangement [31]. Basically, they form 
stable mixed micelles with a solute molecule 
decreasing the electrostatic repulsion between 
the head groups [32]. Hydrotropes, such as 
alkyl-benzene sulfonates, lower alkanoates and 
alkyl sulphates, exhibit self-association with 
solutes and form micelles. Aromatic anionic 
hydrotrope agents, i.e. nicotinamide, improve 
the solubility of riboflavin via a self-association 
mechanism [33]. In case of PMZ, anionic 
hydrotropic agents, such as sodium salicylate, 
form stable mixed micelles by decreasing the 
electrostatic repulsion between the head groups 
of PMZ [32]. 

Fluctuation theory of solutions. Moreover, 
some researchers also illustrate fluctuation 
theory of solutions (FTS) to determine the 
mechanism of hydrotropic solubilization. FTS 
has recognized two chief factors of hydrotrope-
induced solubilization:

(i) Hydrotrope-solute interaction; 
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(ii) Water activity depression. 
The former is conquered by hydrotrope-

solute association while the latter is improved 
by ionic dissociation and hindered by the self-
aggregation of the hydrotropes [34].

Apart from above-mentioned mechanism, 
the nature and the concentration are the 
drawing forces for the solubilizing potential of 
hydrotropes. An aromatic hydrotropic agent 
with a planar structure interacts with solute 
molecules via inducing stacking aggregation 
mechanisms [35, 36]. Caffeine exhibits parallel 
stacking in aqueous solutions to solubilize the 
riboflavin [37]. Anionic hydrotropic agents 
at low concentrations increase but, at higher 
concentrations, decrease the cloud point. 
Cationic and non-ionic hydrotropes show a 
steep rise in the cloud point of amphiphilic 
drugs. The extent of the cloud-point variation 
for using different hydrotropes does variously 
depend on their nature and structure [38]. 
Hydrotropes in high concentrations (0.1 – 0.8 
M) form aggregates and decrease the cloud 
point of amphiphilic drugs while in lower 
concentrations they increase the cloud point 
of amphiphilic drugs [39]. The concentration 
of hydrotropes plays an important role in the 
solubilization mechanism of drug molecules. 
Sodium benzoate and sodium salicylate, when 
employed to enhance the aqueous solubility 
of nifedipine, illustrated the complexation 
type of interaction at a low concentration and 
aggregation at a high one [40]. The hydrotropic 
solubilization of nimesulide exhibits weak ionic 
interactions at a lower hydrotrope concentration 
and molecular aggregation at a higher one [41]. 
Dexibuprofen, when combined with hydrotropic 
agents and investigated by the differential scan-
ning calorimetry (DSC) and the infrared (IR) 
spectroscopy, demonstrated intermolecular in-
teractions between the drug and the hydrotro-
pic agents, which increased solubility and dis-
solution rate of the drug [42].

4. Application of hydrotropes

Hydrotropes have many realistic applications 
in both the biomedical and the engineering 
fields. The uses involve the development of 
pharmaceutical formulations, food stuffs, 
detergent solutions, solute separation processes, 
paint industry, coatings, plastic additives, 

selective separation and alterations in reaction 
kinetics. In this connection, various applications 
related to development of pharmaceuticals are 
discussed.

Hydrotropes as drug carriers. These have 
a unique potential to act as carriers for active 
pharmaceutical ingredients. They have the ability 
to generate dynamic, non-covalent assemblies, 
i.e. clusters in aqueous solutions. In the presence 
of hydrophobic compounds, these clusters are 
stabilized by the formation of long-lived, highly 
stable mesoscopic droplets due to a phenomenon 
known as ‘mesoscale solubilization’. Such 
materials can help in processing various products 
ranging from pharmaceuticals, cosmetics and 
agrochemicals [43]. Subtle changes in surfactant 
geometry lead to a marked effect on the 
macroscopic rheological behaviour of the system. 
These micellar solutions act as a template for 
tissue engineering and as a modifier of the drug 
delivery [44]. Additionally, hydrotropes are of 
considerable importance in various applications, 
such as oil/water (o/w) microemulsion 
stabilizers, viscosity modifiers, cleaning agents, 
solubilizers in formulation development  
[45 – 48]. As they act at the molecular level, 
hydrotropes provide better efficacy in the 
‘bottom-up’ techniques than the ‘top-down’ 
ones [49]. Considering these functionalities, 
formulation scientists are fabricating several 
drug delivery systems based on the hydrotropic 
approach in order to enhance the therapeutic 
efficacy of critical drug molecules.

Solid dispersions (SD) are the most popular 
ways of improving the drug release of poorly 
soluble drugs. It is a molecular mixture of poor 
water-soluble drugs in hydrophilic carriers 
wherein the drug release profile is driven by the 
polymer properties. It helps to increase solubility 
and dissolution profile of poor water-soluble 
drugs. Commonly used polymers in preparation 
of SD are povidone, cyclodextrin, starch, 
hydroxy propyl methylcellulose, ethyl cellulose, 
hydroxypropylcellulose, polyethyleneglycols and 
silica [50, 51]. A single hydrotrope or a blend 
of them has been effectively used to formulate 
the SDs. In case of SDs, hydrotropes enhance 
solubility as well as dissolution kinetics due to 
complete amorphization and intermolecular 
hydrogen bonding with drug molecules (see 
Table 2). 
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Transdermal formulations. Transdermal 
administration of drugs provides the benefits of 
achieving a remedial effect without the risks 
of impending side effects that may occur after 
oral administration. The selection of a suitable 
drug carrier in transdermal formulation is very 
important since it can affect percutaneous 
absorption [58]. 

A 5-Fluorouracil transdermal formulation 
was prepared using polyglycerol fatty acid 
monoesters (PGMC) as a hydrotrope. Mean 
particle size of the solution consisting of PGMC 
was approximately 14 nm. The hydrotropic 
transdermal formulation enhanced skin 
permeation of 5-Fu due to the ability of the 
hydrotrope to form aggregates [59]. Specifically, 
in the topical formulation, the value of the 
distribution coefficient (logD) of a compound 
played a vital role in solubilization. It showed 
a crucial impact on the solubility enhancement 
factor (SEF). This factor is a ratio of the 
solubility of a substance in ternary mixture to 
its solubility in pure solvent under identical 
temperature conditions. All compounds with 
logD values between 2.0 and 4.5 showed a SEF 
more than 5 in 40 % aqueous solutions of urea 
while with a logD value below 2 or above 5, 
SEF was less than 5. In some cases such as 
diclofenac and prednicarbate, SEF achieved a 
value that was more than 5 at 5 % urea and 

more than 250 at 20 % urea [60]. Paraben-
containing semisolid topical formulations were 
prepared with nicotinamide which helped to 
reduce the stratum corneum vehicle partition 
coefficient. Nicotinamide potentiated the 
paraben dissolution in aqueous media (solutions, 
gels) and reduced their partitioning in the oily 
phase, thereby also reducing the toxicological 
risk [61]. 

Parenteral formulation can be the 
administration via various routes, such as 
intravenous, intramuscular, intra-arterial, 
subcutaneous and intradermal. Currently, 
parenteral products are the key element for 
therapeutic aliments in hospitalized patients. 
These products provide various advantages, 
such as a lower dosing frequency, and a rapid 
onset of action along with good bioavailability. 
In addition to these conventional parenteral 
products, novel parenteral delivery systems, 
like liposomes, nanoparticles, implants, patches 
are also available for controlled, sustained and 
active targeted drug delivery [62]. 

An aceclofenac aqueous injection was 
prepared using a mixed hydrotropy (20 % 
urea and 10 % sodium citrate) technique via 
lyophilization. It showed better solubility 
performance as compared to the pure 
drug. The enhancement in the solubility of 
aceclofenac was more than 250 folds and 

Tab l e  2

Examples of solid dispersions using hydrotropic agents

Drug Hydrotropic agent Key finding Reference 

Norfloxacin Sodium benzoate
9.56 fold enhancement 
in aqueous solubility

[52]

Aceclofenac urea 20 % and sodium citrate 10 %
1.7 fold improvement in 

vitro dissolution  
[53]

Theophylline urea 5 % and sodium citrate 10 %
142.26 times 

improvement in 
aqueous solubility 

[54]

Diclofenac 
sodium

urea 20 % and sodium citrate 10 %
250 times improvement  
in aqueous solubility

[55]

Lurasidone 
hydrochloride

Nicotinamide, sodium benzoate  
and sodium citrate

Improvement of drug 
release

[56]

Pizotifen malate Povidone (Kollidon 12)
Improvement in 

aqueous solubility
[57]
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additionally it also exhibited better physical 
and chemical stability [13]. Aqueous injectable 
indomethacin formulation was developed using 
sodium p-hydroxy benzoate, sodium benzoate, 
urea and nicotinamide as hydrotropes. The 
hydrotropic solubilization of indomethacin at a 
lower hydrotrope concentration was attributed 
to weak ionic interactions while that at higher 
hydrotrope concentration was due to molecular 
aggregation. Indomethacin exhibited highest 
and lowest solubility in sodium p-hydroxy 
benzoate and urea, respectively. Moreover, the 
prepared formulation showed better physical and 
chemical stability over a period of six months 
[63]. An injectable nifedipine formulation was 
prepared by a mixed hydrotrope technique (30 
% sodium benzoate and 30 % sodium salicylate). 
It showed a better aqueous solubility profile 
and stability over a period of one month [64]. 
A temazepam aqueous injection was prepared 
using sodium salicyate and nicotinamide as 
hydrotropes by the lyophilization method. 
Solubilization was enhanced due to an increase 
in hydrogen bonding between the drug and 
hydrotrope mixtures [65].

Miscellaneous. 2-Hydroxypropyl-beta-cyc- 
lodextrin (2-HP-beta-CD) was used to wrap 
methyltestosterone (MeT) moiety in the 
inclusion complex of MeT-2-HP-beta-CD. 
The intermolecular hydrogen bonding between 
MeT and 2-HP-beta-CD helped to enhance 
the solubility of MeT. The prepared MeT-
2-HP-beta-CD complex also showed 7-fold 
improvement in the oral bioavailability of MeT 
[66]. Paclitaxel-beta-cyclodextrin functionalized 
hyperbranched polyglycerol (HPG) micelles 
were prepared with an objective of solubility 
enhancement. The prepared micelles showed a 
multimolecular spherical nature with the particle 
size of 200 to 300 nm and good dispersity. It 
showed a burst release followed by continuous 
extended release. Furthermore, MTT analysis 
showed good biocompatibility and a promising 
hydrophobic drug delivery system [67]. 
Greseofulvin suspensions were prepared using 
the aqueous phase of sodium benzoate. The 
particles of the prepared suspension ranged in 
size from 10 to 20 μm. It showed a 70 % drug 
release at the end of 45 min [68]. Furosemide 
floating microspheres were prepared with 

Eudragit RSPO and niacinamide by the 
solvent evaporation method. The optimized 
formulation exhibited a 98.2 % encapsulation 
efficiency and 145 nm particle size in the 
average. Surface morphology displayed a 
hollow spherical structure with a smooth outer 
surface. Enhanced drug solubility was due to 
complete amorphization and intermolecular 
hydrogen bonding between the drug and the 
hydrotropes. Moreover, it illustrated sustained 
release in acidic environment and stability 
up to one month [69]. Starch gels were 
prepared without heat treatment or chemical 
modification by using sodium salicylate as 
a gelling agent. Release patterns of the gels 
were studied using riboflavin as a prototype 
drug. Riboflavin showed consistent diffusion-
controlled kinetics. Pattern of the drug release 
depended on the initial loading levels and the 
starch content of the gels. Thus, hydrotrope 
-gelled starch proved to be a better vehicle for 
topical drug delivery [70].

Titrimetric and spectrophotometric 
estimations. The analysis of poorly aqueous 
soluble drugs is commonly carried out by the 
spectrophotometric method. It involved the 
use of various organic solvents, like acetone, 
acetonitrile, benzene, carbon tetrachloride, 
diethylether, ethanol, methanol and toluene. 
The main shortcomings related to these organic 
solvents were their volatile nature, toxicity, 
flammability and cost. To overcome such 
difficulties, hydrotropic solutions were used. 
Hydrotropic agents used in titrimetric and/or 
spectrophotometric estimations are listed in 
Table 3.

Green chemistry. This is a scientific field 
that has arisen in the 1990s. It studies enhance-
ments of chemical processes that can have a 
beneficial impact on the environment. 

Separation of mixture. Hydrotropic solutions 
possess high industrial demand due to their 
easy availability, good recovery, absence of fire 
hazards and high separation factors without 
any solutes emulsification problem [105–107]. 
It helps to enhance the solubility of various or-
ganic solutes such as acids, alcohols, aldehydes, 
esters, fats, hydrocarbons and ketones [108]. 
The concentration and hydrophobic param-
eters (the surface area, the molar volume of the 
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Tab l e  3

Examples of titrimetric and spectrophotometric estimations for which hydrotropic agents are used 

Drug Dosage form Hydrotropic agent
Increase in 
solubility, 

times

Refe-
rence

Titrimetric analysis

Aspirin Tablets 0.5M ibuprofen sodium 05 [71]

Aceclofenac
Bulk drug and  

tablets
0.5M ibuprofen sodium 120 [72]
2.5 M sodium salicylate 400 [73]

Furosemide 2 M sodium benzoate 90 [74]
Famotidine Bulk drug 2M sodium salicylate 25 [75]

Ibuprofen
Bulk drug
and tablets

2 M sodium benzoate 80 [76]

Naproxen Tablets 0.5M ibuprofen sodium 350 [77]

Salicylic acid Bulk drug
0.5 M ibuprofen sodium 12 

[78]
2.0 M sodium salicylate 06 

Salbutamol 
sulphate

Bulk drug 2M nicotinamide 17 [79]

Theophylline Bulk drug 2M sodium 18 [80] 

Spectrophotometric analysis

Amlodipine 
besylate

Bulk drug and 
tablets

urea 07 [81]

Amlodipine 
besylate

Bulk drug and 
tablets

2M sodium acetate 75 [82] 

Atenolol HCl Tablets
1M metformin 
hydrochloride

03 [83]

Aceclofenac
Bulk drug and 

tablets
2.5 M sodium salicylate 400 [84] 

Atorvastatin Tablets 2M urea 07 [85]

Acetazolamide Bulk drug
7.5 M N,N-dimethyl urea 02

[86]
5.5 M sodium acetate 1.8

Cefadroxil 6M urea 10 [87]
Diclofenac sodium Tablets 7.5M N, N dimethyl urea 11 [88]
Metronidazole and 

Furazolidone
Tablets 

Sodium acetate and 8 M 
urea solution (50:50%V/V)

28 [89]

Furazolidone Tablets

2 M sodium acetate, 8 M 
urea, 2 M niacinamide 

and 2 M sodium benzoate 
(25:25:25:25 % V/V)

32 [90] 

Hydro-
chlorothiazide

Tablets 2M Nicotinamide 43 [91]

Indomethacin  Capsule 2 M niacinamide 05 [92] 
Ketoprofen Tablets 2M potassium acetate 210 [93]
Lovastatin Tablets 4M sodium acetate 06 [94]
Losarton Tablets Sodium chloride 63 [95]

to be continued



126

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(230) 2015

hydrophobic parts) of hydrotropes appear to be 
important in solute separations [109]. The in-
fluence of a chain length of a hydrotropic agent 
helps to improve solute recovery (Fig. 3).

The addition of the short chain of cationic 
hydrotropic agents to sodium dodecyl sulfate 
(SDS) phase helped to enhance oil recovery 
[110]. Hydrotropes  separate the close-boiling 

isomeric components from their binary 
mixtures. They are also used to extract various 
bioactive components from the plant material 
(see Table 4). 

In addition to extractive separation, 
hydrotropes are also useful in improving 
enzymatic hydrolysis efficiency. Hydrotropic 
pre-treatment helps to augment enzymatic 

Metronidazole Tablets Sodium benzoate 05 [96]
Naproxen Tablets 2 M sodium benzoate 120 [97]
Naproxen Tablets 0.5 M ibuprofen sodium 350 [98]

Nalidixic acid Tablets Sodium benzoate 98 [96]
Ornidazole Tablets 0.5M ibuprofen sodium 08 [99]
Ornidazole Tablets 10 M urea 10 [100]

Rosiglitazone 
maleate

Bulk drug and 
tablets

6M urea 14 [101]

Simvastatin
Bulk drug and 

tablets
Sodium chloride 90 [102] 

Tinidazole Tablets
1 M lignocaine 
hydrochloride

06 [103] 

Tenfovir disoproxil 
fumerate

Tablets Sodium benzoate 121 [104]

Tinidazole Tablets Sodium benzoate 06 [96]

Fig. 3. Hydrotropic mechanism of separation

The end of Table 3
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hydrolysis efficiency of common reed and sugar 
cane bagasse to produce fermentable sugar 
[117, 118]. In case of enzymatic hydrolysis 
of polysaccharides, it significantly increases 
the glucose yield. [119]. Olefinic compounds, 
like sodium cinnamate (Na-CIN), exhibit 
the photoswitchable recovery of solute under 
exposure to uV irradiation. Various organic 
solutes, such as cinnamic acid, aspartic acid, 
curcumin, thymol, benzocaine and natural 
compounds, like forskolin and curcumin, 
are easily recovered under uV irradiation 
with the help of Na-CIN [120]. Hydrotropic 
solubilization helps to facilitate the aqueous 
solubility of rapamycin, a poorly water-
soluble immunosuppressive drug, up to a 1000 
times [121]. In extractive isolation process, 
hydrotropes reduce the use of harmful organic 

solvents and keep the process environment-
friendly.

Green synthesis. Hydrotropes provide a 
simple, efficient and green platform for various 
industrial organic transformations. Moreover, 
being economic, non-toxic, non-flammable 
and eco-friendly, hydrotropic solutions possess 
surplus physical and chemical features required 
as alternate green solvents for organic reactions. 
Within the outline of green chemistry, the 
aqueous hydrotropic method offers several 
advantages, such as trouble-free handling, 
cleaner reaction profile, high conversion rate 
and short reaction time, making it a useful 
option for rapid synthesis. Another important 
characteristic of the hydrotropic medium is its 
simple recovery from the reaction mixture and 
its recyclability.  Furthermore, easy recovery of 

Tab l e  4

Examples of mixture separations for which hydrotropic agents are used  

Mixture Hydrotrope Isolated compound Reference 

Citrus aurantium L.
Sodium salicylate and sodium 

cumene sulphonate
Limonoids [111]

Turmeric Sodium cumene sulfonate Curcuminoids [112]
Rauwolfia vomitoria Sodium cumene sulfonate Reserpine [113]

Black pepper
Butyl benzene sulfonate and  

sodium dodecyl sulfate
Piperine [114]

Sugarcane bagasse Alky benzene sulfonates

Ligno-cellulosic 
fibers (without 
breaking of the 

cellulosic material)

[115]

6-aminopenicillanic 
acid (6-APA) 

reaction mixture
Sodium butyl monoglycol sulphate 6-APA [116]

Tab l e  5

Examples of synthesis for which hydrotropic agents are used  

Reaction media Hydrotropic solution Substrate Reference

Octahydro-quinazolinone
50% aqueous sodium p-toluene 

sulfonate
Microwave 
irradiation

[122] 

B-amino carbonyl 
compounds

50% aqueous sodium p-toluene 
sulphonate 

ultrasound 
irradiation

[123]

Hautzsch esters
Aqueous sodium butylmono- 

glycolsulphate
Domestic 
microwave

[124]

Aza-Micheal reaction Glycerol  – [125]
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products from hydrotropic solutions makes this 
protocol an attractive green chemistry approach 
(see Table 5). 

5. The perspectives for hydrotropy 

The progress in the studies of hydrotropes 
has boosted their use in various practical 
implementations. Specifically, the utilization of 
hydrotropic compounds has been increasingly 
recognized in formulation development. 
Various experimental studies have confirmed 
their solubility potential along with a non-
toxic, non-flammable and eco-friendly nature. 
However, many challenges remain with respect 

to their structure-based mechanism and 
toxicity profiling since their crucial side effects 
on normal cells during active targeting are yet 
to be assessed. When progress in hydrotropy, 
as well as novel drug delivery approaches 
catch up with the challenge, hydrotropic 
mechanisms, stability in biological solutions, 
biocompatibility and enhanced efficacy along 
with delivery techniques will be one step 
closer to reality. This technology is expected 
to transform the advances towards enhanced 
therapeutic delivery of poorly aqueous soluble 
drugs as well as critical moieties with narrow 
therapeutic index. 
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ThE AuThORS

Дхапте В.В., Мехта П.П. ОБЗОР СОВРЕМЕННЫХ ДОСТИЖЕНИЙ В ИССЛЕДО-
ВАНИИ ГИДРОТРОПНЫХ РАСТВОРОВ.

около столетия тому назад, в 1916 году, термин «гидротропия» был введен ученым карлом 
Нойбергом для наименования солей с органическими анионами, которые значительно повыша-
ют растворимость в воде слаборастворимых веществ. В настоящее время гидротропные растворы 
пользуются большим спросом со стороны  промышленности благодаря их уникальным свойствам, 
таким как доступность, простота утилизации, отсутствие пожароопасности, высокий коэффициент 
разделения без каких-либо веществ с проблемами эмульгирования, а также экологичность. На-
стоящий обзор знакомит читателей с кратким описанием, структурными свойствами гидротропных 
веществ, предположительными механизмами доставки лекарственных средств в организме, а также 
с подтверждениями этих механизмов. Данный обзор должен создать правильное представление о 
перспективах лекарственной доставки и гидротропизма. 

гиДроТроПия, мезомаСШТаБНая СолЮБилизаЦия, НоСиТелЬ лекарСТВеННЫХ СреДСТВ, «зеле-
Ная Химия».
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ВЛИЯНИЕ ВЫБОРА КРИТЕРИЯ МАРКИРОВКИ  
НА РАБОТУ АДАПТИВНОГО АЛГОРИТМА  

С АПОСТЕРИОРНЫМ КОНТРОЛЕМ ТОЧНОСТИ

исследуется влияние выбора критерия маркировки элементов на результат 
работы адаптивных алгоритмов с апостериорным контролем точности на основе 
функциональной мажоранты погрешности для плоских задач линейной теории 
упругости. реализована мажоранта без ограничения симметрии на свободный 
тензор, для вычисления которой применяются аппроксимации равьяра–Тома 
нулевого порядка. рассмотрены четыре наиболее широко используемых кри-
терия отбора элементов для их последующего разбиения. Представлены чис-
ленные результаты для задач плоской деформации, в том числе с различными 
материалами и геометрией. Проведен подробный анализ результатов.

фуНкЦиоНалЬНая аПоСТериорНая оЦеНка ПогреШНоСТи, лиНейНая уПру-
гоСТЬ, аДаПТиВНЫй алгориТм, аППрокСимаЦия раВЬяра–Тома.

Введение

В статье рассматриваются функцио-
нальные апостериорные оценки погреш-
ности для двумерных задач линейной тео-
рии упругости. Впервые такие оценки были 
численно исследованы в работе [1]. В осно-
ве их вывода изначально лежали соотноше-
ния теории двойственности вариационного 
исчисления; такой метод был предложен в 
статье [2]. Позднее в монографии [3] те же 
оценки были получены с помощью преоб-
разования интегральных тождеств. В статье 
[1] также были рассмотрены частные слу-
чаи оценки для ряда двумерных задач: пло-
ской деформации, плоского напряженного 
состояния и осесимметричной.

В литературе имеются два типа функ-
циональных мажорант погрешности для 
указанных задач: с явным и неявным уче-
том симметрии входящего в оценку свобод-
ного тензора. оценка второго типа позво-
ляет использовать специальные конечные 

элементы, разработанные для смешанных 
методов. Такой подход был впервые пред-
ложен и реализован в работе [4].

Численные исследования функциональ-
ного подхода для плоских задач линейной 
теории упругости проводились несколь-
кими авторами. В работе [1], например, 
приводится два примера решения задач 
плоской деформации с адаптацией расчет-
ной сетки в областях сложной формы; при 
этом используется «симметричная» оценка 
и, соответственно, непрерывная кусочно-
линейная аппроксимация метода конечных 
элементов. результаты показали рост ин-
декса эффективности оценки (отношение 
мажоранты погрешности к оцениваемой 
норме, оптимальное значение индекса − 
единица). как было показано в работе [4], 
для четырехугольных конечноэлементных 
сеток переоценка погрешности возрастает: 
для некоторых задач индекс эффективно-
сти примерно на порядок превышает опти-
мальное значение на сетке, содержащей 
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всего несколько тысяч узлов. В работах  
[4, 5] для вычисления функциональных 
мажорант на вложенных четырехугольных 
сетках без адаптации применялись аппрок-
симация равьяра–Тома нулевого порядка и 
аппроксимация арнольда – Боффи – фал-
ка с двумя дополнительными степенями 
свободы на каждом элементе. Помимо это-
го, в работе [6] были исследованы основ-
ные теоретические свойства и аспекты 
практической реализации для обоих типов 
функциональных апостериорных оценок, 
а также приведены численные результаты 
работы адаптивных алгоритмов решения 
задач плоской деформации. Сформулиро-
ваны и доказаны теоремы о вычислитель-
ных свойствах оценок и соответствующих 
индикаторов погрешности.

Целью данного исследования является 
проведение сравнительного анализа различ-
ных методов отбора элементов для разбие-
ния (маркировка элементов) и их влияния 
на результат работы алгоритма адаптации 
расчетной сетки (адаптивного алгоритма). 
Тем самым данное исследование продолжа-
ет работу [6] и берет за основу некоторые 
идеи монографии [7].

Постановка задачи

Плоская задача линейной теории упру-
гости в области Ω ⊂ R2 с границей Г, непре-
рывной по липшицу и состоящей из двух 
непересекающихся частей г1 и г2, имеет 
вид

0 1

2

( )      в  ,

Div 0  в  ,

           на  ,

          на  ,

L u

f

u u

n F

σ = ε Ω
 σ + = Ω
 = Γ
σ = Γ

где Div – тензорная дивергенция. 
Неизвестным является векторное поле 

перемещений u(x1,x2), через которое выра-
жаются тензор деформаций 

1
( ) ( ( ) )

2
Tu u uε = ∇ + ∇

и тензор напряжений σ. 
Вектор объемных сил 

f ∈ L2(Ω,R2) = L2(Ω) × L2(Ω),

нормальные напряжения F ∈ L2(г2,R
2) на 

части границы г2, а также перемещения 
u0 ∈ 1

2W (Ω,R2) на г1 заданы. Пространство 
лебега L2 – это пространство функций, 
суммируемых с квадратом. Пространство 
Соболева 1

2W  – пространство функций из 
L2, первые обобщенные производные кото-
рых также принадлежат L2. Вектор n – еди-
ничная нормаль к г2, L – тензор упругих 
констант. Предполагается, что для коэф-
фициентов тензора L существуют положи-
тельные константы λ1 и λ2, такие что

2 2 2 2
1 2| | : | |Lλ ε ≤ ε ε ≤ λ ε

для любого тензора 2 2M ,sym
×ε ∈  где 2 2Msym

×  – про-
странство симметричных тензоров второго 
ранга размерности два. Также предполага-
ется, что выполнено условие симметрии

Lijkm = Ljikm = Lkmij, Lijkm ∈ L∞(Ω), 

i, j, k, m = 1, 2,

где пространство лебега L∞(Ω) состоит из 
функций, ограниченных почти всюду в Ω.

решение задачи (1) ищется в обобщенном 
смысле: 

Найти функцию u из V = u0 + V0, где 
V0 = { 1

2Ww ∈ (Ω,R2) | w = 0 на г1}, удовлет-
воряющую интегральному соотношению

2

( ) : ( )L u w d f wd F wd
Ω Ω Γ

ε ε Ω = ⋅ Ω + ⋅ Γ∫ ∫ ∫

для любого w∈V0. 
Пусть v∈V – некоторое приближенное 

решение задачи (3). Для контроля точно-
сти решения v необходимо иметь верхнюю 
оценку энергетической нормы

1/2

||| |||: ( ) : ( ) .u v L u v u v d
Ω

 − = ε − ε − Ω∫ 
 

Для задачи (1) в работе [1] была полу-
чена функциональная мажоранта погреш-
ности:

2 2 1/2

2
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u v C f n F

C
L v

Ω Γ

ΩΓ

Ω

− ≤ τ + + τ − +

+ τ − ε + τ
λ

где ...
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 и 

2
...

Γ
 – нормы в L2; τ − произ-

вольный тензор из гильбертова простран-
ства
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(4)

(3)

(2)
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τsm, τsk – симметричная и кососимметрич-
ная части тензора τ, соответственно; 

1
CΩΓ  – 

константа из неравенства корна, которую 
можно оценить численно. 

Вспомогательная норма в мажоранте 
вычисляется по формуле

1/2

1
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константа C должна удовлетворять не-
равенству
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для любого w∈V0.
Применив дважды к мажоранте (4) не-

равенство коши с параметром, можно по-
лучить более удобную для вычислений ква-
дратичную структуру мажоранты:
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где β1 > 0, β2 > 0 – произвольные параме-
тры. 

формулы для оптимальных значений β1 
и β2 при фиксированном τ и константы C 
приведены в работе [6].

Важно отметить, что мажоранта в 
неравенстве (5) является точной, так как при 
подстановке в нее τ = σ и β1 = 0 достигается 
равенство правой и левой части.

В данной работе функциональная 
мажоранта (5) реализована в предположении 
об изотропной линейной упругости: 
тензор упругих констант L зависит от двух 
параметров материала − модуля Юнга E и 

коэффициента Пуассона ν.
Для того чтобы вычислить мажоранту 

M(v,τ,β1,β2), необходимо выбрать тип 
аппроксимации для тензорного поля 
τ. используя положительный опыт 
исследований [4–6], применим аппрокси-
мацию равьяра – Тома нулевого порядка.  
В качестве индикатора погрешности для 
приближенного решения v = uh, получен-
ного на конечноэлементной сетке с харак-
терным размером h, используется первое 
слагаемое мажоранты на каждом элементе 
сетки T:

1/2

1( ( )) : ( ( )) .T h h
T

L u L u dT− 
η = τ − ε τ − ε 

 
∫

Далее индикатор, основанный на мажо-
ранте, будем обозначать как RT,Tη  поскольку 
при его вычислении используется аппрок-
симация равьяра – Тома.

Для оценки качества адаптивных сеток 
используется «эталонный» индикатор

1/2
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T ref h ref h
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η = ε − ε − 
 
∫

где uref – «эталонное» решение (reference so-
lution). В данном качестве выбиралось при-
ближенное решение, полученное на сетке с 
характерным размером h/4; сетка была по-
лучена из исходной равномерным разбие-
нием элементов.

С помощью эталонного решения также 
вычисляется относительная погрешность

||| |||
100%
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h ref
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u u
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и индекс эффективности мажоранты
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||| |||
h

eff
h ref

M u
I

u u
τ β β

=
−

которые используются для контроля каче-
ства оценок, получаемых в ходе исследова-
ния.

способы маркировки элементов

При адаптации расчетной сетки необхо-
димо выбрать критерий отбора элементов 
для разбиения на каждом шаге алгоритма 
(см., например, монографию [8] и книгу 

(5)
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[9]). С математической точки зрения его 
можно представить в виде оператора m(ηT), 
переводящего массив значений индикато-
ра погрешности в массив нулей и единиц 
(0 – элемент не разбивается, 1 – элемент 
разбивается). Будем называть такой опера-
тор маркером. использование различных 
маркеров приводит к различным после-
довательностям сеток, поэтому итоговые 
адаптивные сетки могут существенно отли-
чаться. Для сравнительного анализа было 
выбрано четыре наиболее широко исполь-
зуемых маркера.

1. маркер m1(ηT) по максимальному зна-
чению: разбиваются все элементы, для ко-
торых

1..

max( ),
i

t

T T
i N=

η > α η

где Nt – число элементов сетки; α ∈ (0;1) − 
константа, обычно полагаемая равной 0,5.

2. маркер m2(ηT) по среднему значению: 
разбиваются все элементы, для которых

1

/ .
t

i

N

T T t
i

N
=

 
η > η 

 
∑

3. маркер m3(ηT) дает разбиение задан-
ного количества элементов с наибольшей 
ошибкой, для чего необходима сортировка 
элементов по убыванию значения индика-
тора.

4. маркер m4(ηT), или «массовый кри-
терий» (bulk criterion): разбиваются первые 

k элементов с наибольшей ошибкой, для 
которых

1

1 1 1

,
t

i i i

Nk k

T T T
i i i

−

= = =

η ≥ α η > η∑ ∑ ∑

где α∈(0;1) − некоторая константа. Для это-
го маркера также необходима сортировка 
элементов по убыванию значения индика-
тора.

Для сравнения различных маркеров в 
монографии [7] было предложено вычис-
лять «точность маркера»:

1
( ) ( )

1 100 %,
ref

T T

t

m m

N

 η − η
 µ = − ⋅
 
 

где 
1 i

i

x x= ∑  – первая норма вектора. 

Величина μ позволяет оценить, насколь-
ко близко друг к другу количество и распо-
ложение отобранных с заданным маркером 
элементов при использовании индикатора 
ηT и эталонного индикатора .ref

Tη

Примеры работы адаптивных алгоритмов

рассмотрим несколько примеров, демон-
стрирующих работу адаптивных алгоритмов 
с различными маркерами для решения за-
дач плоской деформации, и проанализи-
руем, насколько функциональный подход 
устойчив к смене критерия маркировки. Во 
всех случаях адаптация начинается с равно-
мерной сетки с относительно небольшим 
количеством узлов и заканчивается при до-

рис. 1. Нагруженная конструкция (расчетная область) с различными параметрами материала (a)  
и соответствующий график значений индикаторов погрешности ηRT (3) и ηref (4) в зависимости  

от номера элемента (b). материалы: бетон (1) и сталь (2).  
иллюстрируется пример 1

а) b)
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стижении заданного уровня относительной 
погрешности e, равного 3 – 4 %.

Пример 1. рассмотрим некоторую кон-
струкцию, расчетная область для которой 
представлена на рис. 1, а; она состоит из 
двух частей с различными параметрами  

материала:

бетон ……..     E = 30 гПа,      ν = 0,2; 
сталь……….     E = 210 гПа,     ν = 0,3.

конструкция закреплена по левому 
краю, на часть верхней границы приложена 

рис. 2. Элементы области (см. рис. 1, a), отобранные для разбиения (обозначены светлым)  
с помощью различных маркеров: 1( )ref

Tm η  (a), RT
1( )Tm η  (b); 

2( )ref
Tm η  (c), RT

2( )Tm η  (d); 3( )ref
Tm η  (e), 

RT
3( )Tm η  (f); 4( )ref

Tm η  (g), RT
4( )Tm η  (h).  

иллюстрируется пример 1

а) b)

с) d)

e) f )

g) h)
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распределенная нагрузка F = 108 Н/м2.
На рис. 1, b представлен график рас-

пределения значений индикаторов по-
грешности ηref и ηRT на равномерной сетке, 
состоящей из 2000 элементов. Номера эле-
ментов по оси абсцисс отсортированы по 
убыванию величины эталонного индикато-
ра. график демонстрирует, что индикатор, 
основанный на мажоранте, воспроизво-
дит основные особенности распределения 
ошибки в области.

На рис. 2 представлена равномерная 
сетка с элементами, отобранными для раз-
биения с помощью четырех описанных ра-
нее маркеров, вычисленных по индикатору 
ηRT. Для оценки правильности отбора эле-
ментов приводятся аналогичные графики, 
построенные для эталонного индикатора. 
Для маркера m3 здесь и далее используется 
разбиение 30 % элементов с максимальной 
ошибкой; для маркера m4 было выбрано 
значение параметра α = 0,3.

Точность маркеров на равномерной 

сетке приведена во втором столбце таблицы. 
На рис. 3 представлены узлы адаптивных 
сеток, получившихся на финальном шаге 
работы алгоритмов (адаптация начиналась 
с равномерной сетки с 282 узлами). Для 
сравнения качества сеток была построена 
«эталонная сетка» с помощью индикатора 
ηref. На каждом шаге алгоритма адаптации 
разбивалось 25 элементов с наибольшей 
ошибкой. Для достижения желаемой 
погрешности 3 %e ≤  на эталонной сетке 
понадобилось 105 шагов адаптации. 
Данная процедура была использована 
исключительно для вычислительного 
эксперимента, поскольку в реальных 
расчетах она слишком трудозатратна.

количество узлов сетки Nn, относительная 
погрешность e и индекс эффективности 
мажоранты Ieff для каждого маркера на 
финальных адаптивных сетках представлены 
в таблице, где за Ns обозначено число 
шагов адаптивного алгоритма, критерий 
остановки 3 %.e ≤

Таблица

Результаты работы адаптивных алгоритмов

маркер µ, % Ns Nn e, % Ieff

Пример 1 (эталонная сетка содержит 10334 узла, e = 3,00 %)

m1 97,85 8 12204 2,83 1,43

m2 97,70 6 30007 1,89 1,43

m3 92,80 6 12277 2,86 1,43

m4 93,40 9 16880 2,47 1,43

Пример 2 (эталонная сетка содержит 6039 узлов, e = 3,00 %)

m1 99,79 9 10670 2,83 1,37

m2 77,50 5 22205 1,02 1,41

m3 88,75 5 12420 2,76 1,37

m4 86,25 8 13701 2,47 1,40

Пример 3 (эталонная сетка содержит 10430 узлов, e = 3,99 %)

m1 99,57 15 14499 3,54 1,65

m2 91,28 6 41566 3,95 1,95

m3 79,65 6 36096 4,00 1,94

m4 79,65 8 15493 3,77 1,76

обозначения : μ – точность маркера; Ns – число шагов адаптивного алгоритма; Nn – количество 
узлов сетки; e – относительная погрешность; Ieff  – индекс эффективности мажоранты
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отметим, что индекс эффективности 
вычисляемой мажоранты практически не 
зависит от способа маркировки элементов, 
т. е. точность глобальной оценки остается 
неизменной. Также из таблицы видно, 
что маркер m2 приводит к избыточному 
разбиению сетки: для него в три раза больше 
узлов, чем в эталонной сетке. Наибольшее 
количество шагов алгоритма для данного 
примера получается при использовании 
маркера m4. 

Пример 2. рассмотрим другую конструк-
цию, расчетная область для которой приве-
дена на рис. 4, а; она состоит из трех ча-
стей, закреплена по левому краю, на правый 
край приложена распределенная нагрузка 
F = 107 Н/м2. На рис. 4,c–f представлены 
узлы адаптивных сеток на финальном шаге 
работы алгоритмов, полученных с различ-
ными маркерами. узлы эталонной сетки 

изображены на рис. 4, b. Точность марке-
ров на равномерной сетке с 1344 элемента-
ми приведена во втором столбце таблицы. 
На рис. 5 представлена равномерная сетка 
с элементами, отобранными для разбиения 
с помощью маркеров, вычисленных по ин-
дикаторам ηRT и ηref.

количество узлов, относительная по-
грешность и индекс эффективности мажо-
ранты для каждого маркера на финальных 
адаптивных сетках представлены в таблице 
в соответствующих графах. критерий оста-
новки адаптивного алгоритма – 3 %.e ≤  
как и в предыдущем примере, маркер m2 
приводит к избыточному разбиению сетки. 
Наибольшее количество шагов алгоритма 
для данного примера возникает при ис-
пользовании маркера m1, но полученная 
сетка по количеству узлов наиболее близка 
к эталонной.

рис. 3. финальные конечноэлементные сетки, полученные при помощи маркеров  
m1 (b), m2 (d), m3 (c), m4 (e), а также эталонная сеткa (a). 

иллюстрируется пример 1

а)

b) с)

d) e)
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рис. 5. Элементы области (см. рис. 4, a), отобранные для разбиения (обозначены светлым) с 
помощью различных маркеров: 

1( )ref
Tm η  (a), RT

1( )Tm η  (b); 2( )ref
Tm η  (c), RT

2( )Tm η  
 (d); 

3( )ref
Tm η  (e), 

RT
3( )Tm η  (f); 

4( )ref
Tm η  (g), RT

4( )Tm η  (h).  
иллюстрируется пример 2

рис. 4. Нагруженная конструкция (расчетная область) с различными параметрами материала (a)  
и финальные конечноэлементные сетки, полученные при помощи маркеров m1 (c), m2 (d), m3 (e), 

m4 (f), а также эталонная сетка (b). материалы: бетон (1) и сталь (2).  
иллюстрируется пример 2

а) b)

c) d)

e) f )

а) b)

c) d)

e) f )

Пример 3. рассмотрим закрепленную 
бетонную конструкцию с отверстиями. 
Соответствующая область представлена 
на рис. 6, а. Тело полностью состоит из 
бетона, имеются два квадратных отверстия, 
по границе которых и в середине нижней 
стороны оно закреплено. Сверху приложена 
распределенная нагрузка F = 108 Н/м2. На 
рис. 6 также приведены узлы эталонной 
сетки и сеток, получившихся в результате 
адаптации с различными маркерами. На 

рис. 7 представлены элементы, отобран-
ные для разбиения на равномерной сетке 
с помощью маркеров, рассчитанных по ин-
дикаторам ηRT и ηref. В таблице приводится 
точность маркеров на равномерной сетке и 
данные для адаптивных сеток, узлы кото-
рых приведены на рис. 6. критерий оста-
новки адаптивного алгоритма 4 %.e ≤

из рис. 6, 7 и таблицы видно, что вто-
рой и третий маркер приводят к сеткам с 
значительно большим количеством узлов 

g) h)
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при том же уровне относительной погреш-
ности, по сравнению с маркерами m1 и m4, 
однако характерные зоны сгущения узлов 
сетки совпадают для всех маркеров. как и 
в предыдущих примерах, с помощью мар-
кера m1 на каждом шаге выбирается не-
большое количество элементов, из-за чего 

количество шагов адаптации увеличивается  
(см. третий столбец таблицы, Пример 3).

Заключение

В ходе исследования было рассмотре-
но четыре наиболее широко используемых 
критерия маркировки элементов, которые 

рис. 6. Нагруженная конструкция (расчетная область) из бетона с отверстиями (a)  
и финальные конечноэлементные сетки, полученные при помощи маркеров  

m1 (c), m2 (d), m3 (e), m4 (f), а также эталонная сетка (b). 
иллюстрируется пример 3

рис. 7. Элементы области (см. рис. 6, a), отобранные для разбиения (обозначены светлым) с 
помощью различных маркеров: 1( )ref

Tm η  (a), RT
1( )Tm η  (b); 2( )ref

Tm η  (c), RT
2( )Tm η  (d); 3( )ref

Tm η  (e), 
RT

3( )Tm η  (f); 4( )ref
Tm η  (g), RT

4( )Tm η  (h).  
иллюстрируется пример 3

а) b)

c) d)

e) f )

g) h)

а) b)

c) d)

e) f )
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применялись в адаптивных алгоритмах ре-
шения задач плоской деформации, в том 
числе с различными материалами и геоме-
трией.

результаты показали, что для выбора 
критерия отбора элементов необходимо ис-
пользовать как графические методы сравне-
ния (итоговые сетки, графики отобранных 
элементов), так и количественные (коли-
чество шагов алгоритма, точность маркера, 
число узлов адаптивной сетки). использо-
вание какого-либо критерия в отдельности 
не позволяет в полной мере получить пред-
ставление о качестве маркера.

из полученных результатов можно сде-
лать вывод, что основные зоны сгущения 
узлов итоговой адаптивной сетки не зави-
сят от выбора маркера. Получаемая с по-
мощью маркера m1 сетка оказывается наи-
более близкой к эталонной по количеству 
узлов, но при этом необходимо больше 
шагов адаптации, чем при использовании 

других критериев маркировки. Во всех рас-
смотренных примерах использование мар-
кера m2 приводило к сеткам с избыточным 
количеством узлов, поэтому использование 
этого критерия нецелесообразно. результа-
ты для маркера m3 и «массового критерия» 
m4 зависят от выбранной задачи. из приве-
денных в данной статье примеров и других, 
рассмотренных в ходе исследования задач, 
не удалось установить постоянного преиму-
щества какого-либо из этих критериев.

Стоит отметить, что для маркеров m1 и 
m4 количество узлов итоговой сетки и чис-
ло шагов алгоритма зависит от параметра 
α, а для маркера m3 − от числа разбивае-
мых за один раз элементов. Подбор этих 
параметров для конкретной задачи может 
улучшить качество получаемых адаптивных 
сеток.

работа выполнена при финансовой под-
держке российского фонда фундаментальных 
исследований (грант номер 14-01-31273mol_a).
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Churilova M.A. THE SENSITIVITY OF THE ADAPTIVE ALGORITHM WITH A 
POSTERIORI ERROR CONTROL TO MARKING CRITERIA.

The aim of this work is to compare different marking strategies, their influence on the work of adaptive 
algorithms with a posteriori error control for plane elasticity problems. The error control was performed using 
functional error majorant. Implemented adaptive algorithms were based on the functional error majorant 
with no symmetry limitation on free tensor, computed using the zero-order Raviart-Thomas approximations 
on triangular meshes. The four most commonly used element marking criteria were used in adaptation. 
Numerical results for several plane strain problems have been presented, including the case of different 
materials and geometry. A comprehensive analysis of obtained results was given.

A POSTERIORI ERROR ESTIMATE, LINEAR ELASTICITy, ADAPTIVE ALGORITHM, RAVIART-THOMAS 
APPROXIMATION.
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СПЕКТРАЛьНО-УГЛОВЫЕ хАРАКТЕРИСТИКИ ИЗЛУЧЕНИЯ  
ЗАРЯжЕННОй ЧАСТИцЫ В ПЛОСКОй МОНОхРОМАТИЧЕСКОй  

эЛЕКТРОМАГНИТНОй ВОЛНЕ

На основе решения релятивистского уравнения движения заряженной ча-
стицы, которое было получено а.а. рухадзе с сотр., рассмотрена классическая 
теория излучения релятивистского заряда, линейно ускоренного сверхмощ-
ным лазерным импульсом, с ультрарелятивистской интенсивностью. решения, 
приведенные указанными авторами,  были использованы для исследования 
спектрально-угловых характеристик излучения заряженной частицы в вакууме 
без учета тормозного излучения. Подробно проанализировано взаимодействие 
заряженной частицы со сверхкоротким лазерным импульсом большой ампли-
туды, когда необходимо релятивистское рассмотрение. Получены формулы для 
средней мощности излучения релятивистской заряженной частицы в зависимо-
сти от начальных данных, амплитуды электромагнитной волны, интенсивности 
волны и ее поляризации. Приведена зависимость средней мощности излучения 
заряда от интенсивности электромагнитной волны. Для случая, когда лазерный 
импульс можно представить плоской монохроматической волной, получены 
аналитические выражения для характеристик излучения и найдены фазово-
угловые распределения релятивистской интенсивности и мощности излучения. 
Получены фурье-образ напряженности электрического поля излучения и спек-
тральная плотность излучения частицы в поле плоской монохроматической 
волны для различных типов поляризации (линейной и круговой). 

ПлоСкая ЭлекТромагНиТНая ВолНа, моЩНоСТЬ излуЧеНия, иНТеНСиВ-
НоСТЬ излуЧеНия, улЬТракороТкий лазерНЫй имПулЬС.

Введение

В настоящей работе рассматривается 
взаимодействие заряженной частицы со 
сверхкоротким лазерным импульсом ин-
тенсивности  I = 107 ТВт۰см–2 в вакууме, 
без учета тормозного излучения. На основе 
уравнения Ньютона, с применением силы 
лоренца в ряде работ [1 – 4] анализируется 
движение заряда в поле короткого лазер-
ного импульса. Волновой фронт считают 
плоским, и в первом приближении он со-
ответствует плоской монохроматической 
электромагнитной волне. 

В работах [2 – 4] приведены вычисле-
ния средних энергетических и кинетиче-
ских характеристик заряженной частицы 
для различных поляризаций. В работе [1] 
было показано, что период колебания ча-
стицы отличен от периода поля плоской 
волны и произведено усреднение по пе-
риоду колебания частицы. На этой основе 
представляет интерес расчет спектрально-
угловых характеристик излучения, а так-
же их усреднение по периоду колебаний 
частицы. речь идет о таких характеристи-
ках, как средняя мощность, полная мощ-
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ность и интенсивность излучения заряда, 
угловое и фазово-угловое распределения 
интенсивности излучения. При этом следу-
ет вычислить фурье-образ напряженности 
электрического поля излучения частицы и 
оценить модуль ее спектральной плотности 
для различных поляризаций (линейной и 
круговой).

Постановка задачи

Будем считать, что на заряженную ча-
стицу q с массой m действует высокочастот-
ная сила лоренца; тогда уравнение движе-
ния заряда имеет вид

[ ],
d q

q
dt c

= + ×
p

E Hv

где p – импульс частицы; E, H – электри-
ческая и магнитная напряженности лазер-
ного поля; q – заряд частицы. 

уравнение (1) дополняется начальными 
условиями для скорости и координаты ча-
стицы:

(0) 0,=V V , 0(0) .=r r

релятивистский фактор γ  связан с ин-
тенсивностью электромагнитного поля I  
следующим соотношением: 

1 / ,relI Iγ = +

где релятивистская интенсивность relI  
(Вт۰см–2) определяется выражением [5]:

2 3 2 2 18 2/ 8 1,37 10 .relI m c q −= ω π = ⋅ λ

здесь ,λ  мкм – длина волны; ,ω  с
–1 – 

частота сверхмощного ультракороткого ла-
зерного излучения (частота несущей вол-
ны). 

Выберем систему координат так, чтобы 
лазерный импульс распространялся вдоль 
оси z. При этом его фазовый фронт будем 
считать плоским, а поверхность постоян-
ной фазы перпендикулярной оси z. В этом 
случае компоненты векторов электрическо-
го (E) и магнитного (H) полей для плоской 
монохроматической электромагнитной вол-
ны определяются выражениями [6]:

    cos ,

sin ,

0,

x y x

y x y

z z

E H b

E H fb

E H

= = Φ
 = − = Φ
 = =

где оси x и y совпадают с направлением по-
луосей эллипса поляризации волны bx и by, 
причем 

0;bx by≥ ≥  Φ = ωξ; ξ  =  t – z/c;

ω – частота несущей волны; f = ± 1 – па-
раметр поляризации: верхний знак для Ey 
соответствует правой поляризации, а ниж-
ний – левой [7, 8].

Интенсивность излучения заряженной  
частицы в поле плоской монохроматической 

электромагнитной волны

умножая уравнение (1) векторно на век-
тор H, получим вектор умова – Пойнтинга 
в следующем виде: 

[ ] [ ]
4 4

1
[[ ] ],

4

c c
q

= × = × −
π π

− × ×
π

S E H F H

V H H

где .
d
dt

=
p

F

В покомпонентной форме вектор (5) 
принимает вид

1
( )

4 4
( ),y x yx y yz xH V H V H

q
c

S t H F=
π π

−− +

1
( )

4 4
( ),x y xx xz yy H

c
S t H V H V H

q
F

π
−= +

π

2 21
( ).( ) ( )

4 4z x x y y z x y

c
S t E F E F V H H

q
+ += +

π π

2 21
( ).( ) ( )

4 4z x x y y z x y

c
S t E F E F V H H

q
+ += +

π π

Сила лоренца, действующая на части-
цу, в покомпонентной форме имеет следу-
ющий вид [1]:

cos ,
(1 )

x
x

qb
F

g
′= Φ

+

sin ,
(1 )

y
y

fqb
F

g
′= Φ

+

2

2
2 2

2 2

( cos
(1 )

 sin ) ( ) sin(2 ) .
2

z x x

y y x y

q
F b

g

q
f b b b

ωγ ′= χ Φ ++ γ ω


′ ′+ χ Φ + − Φ γ ω 
Поскольку из выражения (11) следу-

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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ет, что в поле плоской монохроматиче-
ской волны в начальный момент времени 

0t =  продольная составляющая импульса
constp =



 (т. е. без учета тормозного излу-
чения частица не ускоряется и не замедля-
ется), в данном случае выполняется теоре-
ма лоусона – Вудворда.

Подставляя выражения (9) – (11) и зна-
чения скорости из работы [1] в формулы 
(6) – (8), получаем компоненты вектора 
умова – Пойнтинга в следующем виде:

2 2 2 2

0, 0,

( ) ( cos sin ).
4

x y

z x y

S S

c
S t b b

= =

′ ′= Φ + Φ
π

Для случая циркулярно-поляризованной 
электромагнитной волны / 2x yb b b= =  
получаем модуль вектора в виде 

2 2 2( ) ( ) ( ) .( ) x y z cirS St t S t t I= + + =S

оценим усредненную по периоду коле-
баний частицы интенсивность ее излучения 
в поле плоской монохроматической элек-
тромагнитной волны [1]:

( )

( )

1

1
.

2 (1 )

( )

( )

t T

rad
t

t

cir
t

I dt
T

dt
h

t

g
I

+

Φ

Φ

= =

ω + ′= Φ =
π + ω

∫

∫

S

S




из выражения (14) видно, что для ча-
стицы в поле циркулярно-поляризованной 
электромагнитной волны интенсивность 
ее излучения равна интенсивности волны 
круговой поляризации.

Для случая линейной поляризации 
,xb b=  0yb =  имеем:

2 2 2 2( ) ( ) ( ) c) o .( sx y z linS t S t It S t ′= + + = ΦS

интенсивность излучения в волне ли-
нейной поляризации имеет следующий 
вид:

2
0

2
0

2 sin
2

1 sin ,
2 8

lin
rad

I
I = ×

µ + + µ Φ 
 

µ µ × + Φ + 
 

где

2 2
2

2 5

2
2

2 5

2

.
2

lin

lin cir
cir

rel rel

qb q
I

mc m c

I Iq
I

I Im c

 µ = = λ = ω π 

= λ = =
π

минимальное значение интенсивности 
излучения соответствует фазе 0 0Φ =  или 
π  и определяется формулой

8
.

4 4
lin

rad

I
I

 + µ
=  + µ 

максимальное значение интенсивности 
излучения получается при фазе 0 2

π
Φ =  или 

3
2
π

и имеет вид

8 5
.

4 4 3
lin

rad

I
I

 + µ
=  + µ 

Средняя интенсивность излучения за-
ряженной частицы, усредненная по на-
чальной фазе 0,Φ  в поле плоской монохро-
матической волны линейной поляризации 
имеет вид 

2
2 .

4 3 16 16
lin

rad

I
I

 µ = −
 µ + µ + 

На рис. 1 показана зависимость ин-
тенсивности излучения заряда от интен-
сивности плоской монохроматической 
электромагнитной волны для случаев ли-
нейной и круговой поляризации. из формул  
(18) – (20) видно, что для малых значений 
интенсивности для линейной поляризации 

510I ≤  ТВт۰см–2 интенсивность излучения 
частицы приблизительно равна интенсив-
ности плоской монохроматической элек-
тромагнитной волны ( ).lin radI I≈

При превышении релятивистского зна-
чения (3), т. е. когда интенсивность Ilin 
линейно-поляризованной электромагнит-
ной волны равна или превышает значение 
1,37۰106 ТВт۰см–2, получаем релятивист-
скую интенсивность излучения. Видно, что 
для случая круговой поляризации ее интен-
сивность равна интенсивности излучения 
заряженной частицы ( ).rad cirI I=

Дифференцируя выражение (16) по 0,Φ  
получаем фазовое распределение интенсив-
ности излучения:

(12)

(18)

(19)

(13)

(17)

(14)

(15)

(20)

(16)
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2
0 0

2 2
0 0

sin cos
.

(2 sin 4)
rad

lin

dI
I

d
µ Φ Φ

=
Φ µ Φ + µ +

На рис. 2 приведено изображение фа-
зового распределения интенсивности из-

лучения 0/raddI dΦ  для значения Ilin =  
= 107 ТВт۰см–2 на фазовой плоскости.

из формулы (21) и рис. 2 видно, что 
при бесконечном увеличении интенсив-
ности ( )linI → ∞  фазовое распределение 

рис. 1. зависимости интенсивности излучения заряда от интенсивностей плоских  
монохроматических электромагнитных волн круговой (1) и линейной (2) поляризации  

(формулы  (14) и (20) соответственно)

рис. 2. фазовое распределение интенсивности излучения dIrad/dф0 (107 ТВт۰см–2)  
по начальной фазе волны ф0

(21)
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интенсивности излучения для значений 
sin Φ0 = 0, +1 и –1 соответствует значению 

0/ 0.raddI dΦ =
мгновенное угловое распределение ин-

тенсивности излучения имеет вид 
2

0
2 2

0

sin
.

2 (2 sin 4)
rad lindI I

d
µ Φ

=
Ω π µ Φ + µ +

Дифференцируя распределение (22) по 

0,Φ  получаем фазово-угловое распределе-
ние интенсивности излучения от началь-
ной фазы волны: 

2 2
0

2 2
0 0

3 2
0 0

2 3
0

cos
2 (2 sin 4)

4 sin cos
.

(2 sin 4)

rad lin

lin

d I I
d d

I

µ Φ
= −

Φ Ω π µ Φ + µ +

µ Φ Φ
−

π µ Φ + µ +

Для интенсивности линейно-поляри-
зованной волны linI  = 107 ТВт۰см–2 получа-
ем фазово-угловое распределение интенсив-
ности излучения заряда в единицу телесного 
угла на фазовой плоскости (рис. 3).

из формулы (23) следует, что при 

linI → ∞  фазово-угловое распределение 
интенсивности излучения для значений 

0sin 1Φ = ±  соответствует нулю; для интен-
сивности linI ≤  106 ТВт۰см–2 это распреде-
ление при 0sin 0Φ =  отлично от нуля и со-
ответствует нерелятивистскому излучению 
заряда; и, наконец, для linI ≥ 107 ТВт۰см–2 
оно при 0sin 0Φ =  оказывается нулевым 
(см. рис. 3).

Мощность излучения заряда в поле плоской 
монохроматической электромагнитной волны

мощность dP, переносимая через эле-
мент поверхности dF, равна модулю векто-
ра плотности потока энергии и определяет-
ся формулой [9]: 

) .(
dP
dF

t= S

Введем телесный угол ;Ω  тогда формула 
(19) принимает вид 

( )2 ,
dP

r
d

t=
Ω

S

где 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )r x x y y z z= − + − + −

 
– 

расстояние от частицы в пространстве до 
ее исходной позиции.

как известно, релятивистское уравнение 

рис. 3. фазово-угловое распределение интенсивности излучения заряда d 2Irad/dф0dΩ (107 ТВт۰см–2) 
по начальной фазе волны ф0

(22)

(23) (24)

(25)
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движения, без учета силы радиационного 
трения, для заряженной частицы в поле 
плоской монохроматической электромаг-
нитной волны имеет точное аналитическое 
решение [1]. рассмотрим случаи круговой и 
линейной поляризации волны.

Круговая поляризация. Подставляя коор-
динаты частицы, представленные в работе 
[1], и компоненты вектора умова – Пой-
тинга (13) в формулу (25), для круговой по-
ляризации получаем следующее равенство: 

2 2 2
2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2
2

2 2

(1 )
 2 ( cos sin )

2

 2
2

1
1 ( cos sin )

 2 ( cos sin ) ,
2

x y
cir

x y

x x y y
z

x y x

y z x y

dP
I h

d k

h qb
f

k

C C q b
hC

k k

f C

qb
C C C fC

k

 χ + χ Φ
= + −  Ω γ 

+
− Φ χ Φ + χ Φ +

γ ω

χ + χ  Φ
+ + + × γ γ ω 

 
× + χ Φ + χ Φ + + γ 


+ + − Φ + Φ 

γω 

где 2 /k = π λ  – волновое число; ,xC  ,yC  

zC  – постоянные, которые определяются 

формулами 

0 0

0 0

0 2

0 0

cos ,
2

sin ,
2

2

 ( cos sin ).

x
x

y
y

z

x y

qb
C

k k

qb
C f

k k

h qb
C

k k

f

χ
= − Φ + Φ

γ γω
χ

= − Φ + Φ
γ γω

= − Φ + ×
γ ω

× χ Φ + χ Φ

Дифференцируя равенство (26) по ф, 
получаем фазово-угловое распределение 
для круговой поляризации:

2 22
2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 2 2

2

(1 )
 2 ( cos sin )

2

(1 )
 2 ( cos sin )

2

1
 2

( cos sin )
2

 ( cos sin )

 2 ( cos
2

x y
cir

y x

x y

x x y y
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y x

x y

y

d P
I h

d d k

h qb
f

k

h qb
f

k

C C
hC

k

q b
f

k

f

qb
fC

k

  χ + χ Φ
= + −  Φ Ω γ 

+
− Φ χ Φ + χ Φ −

γ ω
+

− χ Φ + χ Φ +
γ ω

χ + χ 
+ + + γ 

+ χ Φ − χ Φ ×
γ ω
× χ Φ + χ Φ −

− Φ −
γω

sin ) .xC


Φ 


рис. 4. график зависимости фазово-углового распределения мощности излучения заряда  
d 2P/dф0dΩ (0,01 TВт) от начальной фазы волны ф0

(26)

(27)

(28)
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В начальный момент времени фазово-
угловое распределение (28) имеет вид 

2

0 02
1 1 cos(2 ) .

2cir

d P
I

d d k

 µ µ = Φ − + Φ  Φ Ω   
используя соотношение (17), преобра-

зуем формулу (29) к виду 
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из формулы (30) для интенсивности  

cirI = 107 ТВт۰см–2 получаем фазовый пор-
трет распределения мощности излучения 
заряда в единицу телесного угла (рис. 4). 
Видно, что для интенсивности cirI = 107 

ТВт۰см–2 при значениях sin Φ0 = +0,65 и 
–0,65 фазово-угловое распределение мощ-
ности излучения заряда соответствует 
нулю.

интегрируя равенство (26) по телесно-
му углу cos ,d d dΩ = Φ Φ θ  получаем формулу 
для полной мощности излучения: 
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зависимость полной мощности излуче-
ния от начальной фазы волны имеет вид
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Дифференцируя выражение (32) по 0,Φ  
получаем фазовое распределение мощности 
излучения: 
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рис. 5. фазовое распределение мощности излучения заряда  
dP/dф0 (0,01 TВт) в зависимости от начальной фазы волны ф0
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из формулы (34) для интенсивности  

cirI  = 107 ТВт۰см–2 получаем фазовый пор-
трет распределения мощности излучения 
(рис. 5). 

Видно, что при значениях sin ф0 = –0,85 
и + 0,85 фазовое распределение мощности 
излучения заряда соответствует нулю. 

усредняя выражение (32) по начальной 
фазе волны ф0, получаем среднюю мощ-
ность излучения частицы:
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Подставляя выражение (17) в формулу 
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линейная поляризация. аналогично вы-
кладкам, проведенным для случая круговой 
поляризации, для линейно-поляризованной 
волны координаты частицы, взятые  из ра-
боты [1], и компоненты вектора умова – 
Пойнтинга (15) подставляем в формулу 
(25); тогда получаем следующее равенство:
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Дифференцируя равенство (37) по ф, 
получаем фазово-угловой портрет распре-
деления мощности излучения в началь-
ный момент времени при интенсивности  

linI  = 107 ТВт۰см–2 (рис. 6). Видно, что 
фазово-угловое распределение излучения 
заряда соответствует типу «восьмерки», и 
при sinф0 = –1, 0 и + 1 оно равно нулю. 

интегрируя равенство (37) по телесному 
углу, получаем полную мощность излуче-
ния частицы:

2
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Для начального момента времени имеем 
следующее выражение:

рис. 6. фазово-угловое распределение мощности d 2P/dф0dΩ (0,01 ТВт) излучения  
заряда в зависимости от начальной фазы волны ф0
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электромагнитных волн линейной и круго-
вой поляризации (см. соответственно фор-
мулы (42) и (36)).

из формул (36), (42) и рис. 8. следует, 
что мощность излучения частицы при ин-
тенсивности I ≥  1,37۰106 ТВт۰см–2 в поле 
плоской монохроматической электромаг-
нитной волны для случаев линейной и кру-
говой поляризации сравнимы в нереляти-
вистском пределе. При этом их различие 
не превышает 10 %. Для интенсивности  
I = 107 ТВт۰см–2 мощность излучения элек-
трона в поле такой электромагнитной вол-
ны линейной поляризации вчетверо выше, 
чем в круговой.

спектрально-угловые характеристики  
излучения заряда в поле плоской  

монохроматической волны

Спектр излучения заряженной частицы 
в поле плоской монохроматической элек-
тромагнитной волны можно представить в 
виде суммы бесконечного числа монохро-
матических волн:

, ( ) exp( ) ( ).t i
ω=∞

ω=−
ω

∞

= − Φ∑E r E r

фурье-компоненту можно представить 
в виде периодической функции с периодом 
T  [1]:

1
( ) ( , ) exp( ) .

t

t

t i dt
T

ω = Φ∫E r E r




из уравнения (1) выразим ( ), ,tE r  под-
ставим в функцию (44) и перейдем от инте-
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Дифференцируя это выражение по ф0, 
получаем фазовое распределение мощ-
ности излучения для интенсивности  
Ilin =107 ТВт۰см–2 (рис. 7).

При linI → ∞  данное распределение для 
значений 0sin 1Φ = −  и +1 соответствует 
нулю. Для остальных значений sinф0 фазо-
вое распределение 0/dP dΦ → ∞  (тоже при 

linI → ∞).
усредняя выражение (40) по начальной 

фазе волны ф0, получаем среднюю мощ-
ность излучения частицы: 

2
2

23 39
4 .

12 80
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P
k

 = π µ + µ 
 

С учетом соотношений (17) формула 
(41) принимает вид 

2 5
2
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23 39
.

12 802
m c

P
q

π  = µ + µ 
 

На рис. 8 приведены зависимости сред-
них мощностей излучения электрона от ин-
тенсивностей плоских монохроматических 

рис. 7. фазовое распределение мощности излучения заряда P (0,01 TВт)  
в зависимости от начальной фазы волны ф0
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(43)

(44)
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грирования по времени к интегрированию 
по фазе ф. Тогда для действительной части 

( )ωE r  получаем следующее выражение:
( )

( )

1 1 1
Re( ( )) [ ]

(1 )
cos .

t

t

d
q dt cT

g
d

Φ

Φ
ω

 
= − × 

 
+

× Φ Φ
ω

∫
p

E VHr




Подставим выражения (4), (9) – (11) в 
формулу (45) и проинтегрируем по фазе ф. 
Тогда компоненты фурье-образа функции 
(45) в покомпонентной форме принимают 
следующий вид: 

2 2 2

, 2 2

, ,
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Re( ) 1 ,

2(1 ) 16

Re( ) 0, Re( ) 0.

x yx
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y z

q b bb
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E E
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ω ω

 −
= + −  + γ ω 

= =

рассмотрим опять случаи круговой и 
линейной поляризации волны.

Круговая поляризация. из формул (46) 
получаем следующие значения компонент 
фурье-образа функции (45) для круговой 
поляризации: 

Re( ) .
2 2

b
ω =E

Видно, что в этом случае фурье-образ 

сохраняет информацию только об амплиту-
дах спектральных составляющих, тогда как 
информация об их фазе теряется. Поэто-
му все сигналы с одинаковыми спектрами 
амплитуд, но с различными спектрами фаз 
должны иметь одинаковую спектральную 
плотность.

Подставляя значения (47) в сумму (43), 
получаем следующий спектр излучения ча-
стицы для начального момента времени:

0 0Re( , ) cos( ),
2 2

( )
b

t
ω=∞

ω=−∞

= ωξ∑E r

где 0( ), tE r  – напряженность поля излуче-
ния заряженной частицы в поле плоской 
монохроматической электромагнитной 
волны в начальный момент t0; r – положе-
ние частицы в пространстве относительно 
начального положения 0(0, 0, );z  b – ампли-
туда электромагнитной волны; 0 0 / .z cξ = −

модуль спектра излучения (48) имеет 
следующее фазовое распределение:

0
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2 2

d t b
d

ω=∞

ω=−∞

 
= ωξ  Φ 

∑E r

если рассмотреть случай, когда 0 1,ξ →  
то получим спектральное распределение 
излучения заряда по частоте :ω

рис. 8. зависимости средней мощности излучения электрона от интенсивностей плоских  
монохроматических электромагнитных волн линейной (1) и круговой (2) поляризации  

(см. соответственно формулы (42) и (36)

(45)
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(47)
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(49)
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Спектр излучения заряда в единичный 
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При 0 1ξ →  получаем частотно-угловое 
распределение модуля спектра следующего 
вида:
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Введем функцию, характеризующую 
спектральную плотность излучения:
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Тогда спектр (48) принимает следую-
щий вид: 
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пределение спектральной плотности при-
нимает вид 

2 2

0
0

( )
Re cos( ) .

8
d S b
d d

ω=∞

ω=−∞

 ω
= ωξ Φ Ω π 

∑

При условии 0 1ξ →  получаем частотно-
угловое распределение спектральной плот-
ности излучения частицы: 

2 2( )
Re cos( ) .

8
d S b
d d

ω=∞

ω=−∞

 ω
= ω ω Ω π 

∑

линейная поляризация. В этом случае из 

выражений (46) для фурье-образа получа-
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Подставляя выражение (59) в формулу 
(43), получаем спектр излучения частицы в 
начальный момент времени:
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Спектр излучения имеет следующее рас-
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фазово-угловое распределение этого 
спектра излучения имеет вид

(50)

(59)

(51)

(52)

(60)

(53)

(54)

(55)

(61)

(56)
(62)

(57)

(58)

(63)



Радиофизика

161

( )

( )

2
0

2
0

0
02

2
0

( , ) 2
Re 1

2

2
1 sin (2 )

sin 2 2
1 cos(2 )

sec
.

d t b B
d d A

A A A

B B
A AA

B

A

ω=∞

ω=−∞

   = − +    Φ Ω π   
µ µ + − Φ − 

  
µ Φ µ − + − Φ − 

 

Φ
−

∑E r

В равенстве (64) при условии 0 1ξ →  
получаем частотно-угловое распределение 
спектра излучения:
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ω=∞

ω=−∞

ω = ωξ∑

фазовое распределение данной спек-
тральной плотности излучения выражается 
формулой 

0

0

2
2 0
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2

2 cos ( )
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B
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∑

Спектральная плотность излучения в 
единичный телесный угол определяется 
выражением 

0

2
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2 2

2 cos ( )
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BdS b
d A

B
B
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ω=∞

ω=−∞
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= ×

Ω π

 µ ωξ
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∑

Дифференцируя выражение (65) по ф0, 
получаем фазово-угловое распределение 

спектральной плотности излучения заря-
женной частицы:

2

0
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2 2
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2 4 2
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2
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ω=∞
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ω µ
= Φ ×

Φ Ω π

 
× − − + µ Φ +  

 µ + − − − Φ +   
   

∑

из распределения (69) при 0 1ξ →  полу-
чаем частотно-угловое распределение спек-
тральной плотности излучения заряда:
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2
1 1 3 cos ( ) .
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ω=∞

ω=−∞

ω µ
= ω ×

ω Ω π

 
× − − + µ ω +  

 µ + − − − ω +   
   

∑

Заключение

В работе приведены спектрально-
угловые характеристики излучения за-
ряженной частицы в поле плоской моно-
хроматической электромагнитной волны. 
Получены выражения для средней мощ-
ности излучения релятивистского заря-
да. Вычислена интенсивность излучения 
заряженной частицы в поле линейно-
поляризованной электромагнитной волны. 
Для интенсивности указанного излучения  
I = 1019  Вт۰см–2 получены фазовые портре-
ты фазовых и фазово-угловых распределе-
ний интенсивности и мощности излучения 
частицы от начальной фазы. 

Показано, что без учета радиационного 
трения частица в среднем не ускоряется и 
не замедляется, следовательно, выполня-
ется теорема лоусона – Вудворда, соглас-
но которой области ускорения сменяются 
областями замедления, и в среднем энер-
гия электрона не растет. Для круговой по-
ляризации фурье-образ напряженности 
электрического поля излучения частицы 
сохраняет информацию только об амплиту-
дах спектральных составляющих, тогда как 

(64)

(69)

(65)

(70)

(66)

(67)

(68)
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информация о фазе теряется. 
Показано также, что для случая круго-

вой поляризации интенсивность ее волны 
равна интенсивности излучения заряжен-
ной частицы ( ).em cirI I=  Для плоской мо-
нохроматической линейно-поляризованной 
электромагнитной волны при превышении 

релятивистского значения ее интенсивно-
сти, равного 1,37۰1018 Вт۰см–2, интенсив-
ность излучения заряда становится реляти-
вистской и зависит от величины Ilin/Irel [5]. 

работа выполнена при финансовой под-
держке госзадания министерства образования 
и науки рф (проект № 1269).
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CHARACTERISTICS OF A CHARGED PARTICLE IN THE PLANE MONOCHROMATIC 
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Relying upon the solution of the relativistic equation of a charged particle motion that was obtained 
by A.A. Rukhadze et al., the spectral and angular characteristics of ultra-relativistic intensive radiation of a 
relativistic charged particle have been studied, the particle being linearly accelerated by a superpower laser 
pulse. The case where the particle propagates in vacuum without brake light was examined.  The interaction 
of the charged particle with the large-amplitude ultra-short laser pulse was analyzed in details using the 
relativistic consideration.  Formulae for the average radiated power of the relativistic charged particle, 
depending on the initial conditions, the electromagnetic-wave amplitude, intensity and polarization were 
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charged particle and the particle’s spectral density radiation in the field of a plane monochromatic wave for 
different types of polarization (linear and circular ones) were determined. 
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ДВИжЕНИЕ ЗАРЯжЕННОй ЧАСТИцЫ В ПОЛЕ  
ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННОй эЛЕКТРОМАГНИТНОй ВОЛНЫ  

И ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В работе проведен анализ задачи о движении заряженной частицы во внеш-
нем поле частотно-модулированной электромагнитной волны и в постоянном 
магнитном поле и представлены точные решения соответствующих уравнений. 
указанная задача важна при исследовании взаимодействия лазерных импуль-
сов большой интенсивности с твердыми мишенями, а также в связи с практи-
ческой разработкой многочастотных лазеров и развитием техники модуляции 
лазерного излучения. Получены формулы для средней кинетической энергии 
релятивистской частицы в зависимости от начальных условий, амплитуды 
электромагнитной волны, интенсивности волны и ее параметра поляризации. 
исследованы различные случаи начальных условий движения заряженной ча-
стицы и поляризации волны. Полученные результаты могут использоваться в 
исследованиях  высокотемпературной плазмы, образующейся на поверхности 
мишени, и при поисках новых режимов взаимодействия лазер-плазма. 

ПлоСкая ЭлекТромагНиТНая ВолНа, заряЖеННая ЧаСТиЦа, улЬТракороТ-
кий лазерНЫй имПулЬС. 

Введение

метод лазерного индуцированного 
ускорения заряженных частиц вызвал зна-
чительный интерес к пионерской работе 
Т. Таджима и Дж. Даусона [1] среди иссле-
дователей всего мира. В настоящее время 
представляется актуальной задача ускоре-
ния заряженных частиц плазмы ультра-
короткими лазерными импульсами боль-
шой интенсивности [2 – 5]. С развитием 
лазерных технологий стало возможным 
получение тераваттных и петаваттных ла-
зерных импульсов [6 –10], которые можно 
использовать для исследования взаимо-
действия сильных остросфокусированных 
световых импульсов с заряженными ча-
стицами в плазме. развитие таких физико-
технических областей, как физика плаз-
мы, астрофизика, мощная релятивистская 
СВЧ-электроника, ускорительная техника 
создают предпосылки для изучения взаи-
модействия заряженных частиц с частотно-
модулированными электромагнитными 

волнами. особая роль в таких взаимодей-
ствиях принадлежит релятивистским за-
ряженным частицам в сильных электро-
магнитных полях. знание энергетических 
характеристик заряженной частицы в поле 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны необходимо в связи с практиче-
ской разработкой многочастотных лазеров 
и развитием техники модуляции лазерного 
излучения. 

В настоящей работе рассматривается ди-
намика электрона в интенсивном частотно-
модулированном электромагнитном поле 
эллиптической поляризации при наличии 
постоянного однородного магнитного поля. 
изучение особенностей взаимодействия за-
ряженных частиц со сверхкороткими ла-
зерными импульсами фемтосекундной дли-
тельности и с излучениями интенсивностью 
до 1022 Вт/см2 является одним из основных 
направлений лазерной физики в настоящее 
время.

задача о движении заряженной частицы 
в поле плоской частотно-модулированной 
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электромагнитной волны была сформули-
рована и решена для случая линейной и 
круговой поляризации в работе [11]. одна-
ко авторы  не провели усреднения скорости, 
импульса, кинетической энергии части-
цы по периоду колебаний в поле плоской 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны при наличии постоянного одно-
родного магнитного поля, что представляет 
несомненный научный и практический ин-
терес. 

Цель настоящей работы – анализ дви-
жения частицы во внешнем поле про-
извольно поляризованной частотно-
модулированной электромагнитной 
волны большой интенсивности при нали-
чии внешнего постоянного однородного 
магнитного поля. В частности, необходим 
также вывод формул для средней кинети-
ческой энергии частицы, усредненной по 
периоду ее колебаний. 

Постановка задачи

уравнение движения заряженной части-
цы с массой m и зарядом q в высокочастот-
ном лазерном электромагнитном поле при 
наличии постоянного однородного магнит-
ного поля H0 имеет следующий вид [9]:

[ ],
d q

q
dt c Σ= + ×
p

E V H

где p – импульс заряженной частицы; E – 
напряженность электрического лазерного 
поля излучения; 0 Σ = +H H H  – напряжен-
ность суммарного магнитного поля, вклю-
чающего однородное постоянное магнит-
ное поле и магнитную составляющую поля 
лазерного излучения; q – заряд частицы.

уравнение (1) дополняется начальными 
условиями для скорости и координат ча-
стицы:

0(0) ,=V V  0(0) .=r r

импульс частицы и ее скорость связаны 
следующим равенством [9]:

2

2

.

1

m

c
V

=

−

V
p

изменение энергии частицы 

2
2 4 2 2

2

21

mc
m c p c

V
c

ε = = +

−

определяется уравнением

.
d

q
dt

ε
= EV

Энергия, импульс и скорость частицы 
связаны соотношением 

2
.

c
ε

=
V

p

В данной работе полагается, что фаза 
несущей электромагнитной волны модули-
рована по гармоническому закону:

sin( ),′ϕ = µ ω ξ + ψ

где / ′µ = ∆ω ω  – индекс модуляции, рав-
ный отношению девиации частоты ∆ω  к 
частоте модулирующей волны ;′ω  ψ  – по-
стоянная фаза;

/ .t z cξ = −

Будем считать, что плоская частотно-
модулированная электромагнитная волна 
распространяется вдоль оси z, а напряжен-
ность 0 0H=H k  постоянного однородного 
магнитного поля также направлена по оси 
z (k – орт оси z). В этом случае компо-
ненты векторов электрического (E) и маг-
нитного (H) полей для плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
определяются выражениями [11]:

exp( (

 )),

e

sin( )

si

xp( (

 )),n(

0

)

,

x y x

y x y

z z

E H b i

E H fb i

E H

= = − ωξ + α +

+ µ
= − = − ω


 ′ω ξ + ψ



′ω ξ + ψ

ξ + α






+

+ µ
= =

где ω  – частота несущей волны; α  – по-
стоянная фаза; оси x и y совпадают с на-
правлением полуосей эллипса поляри-
зации волны bx и by, причем bx ≥  by ≥  0;  
f = ± 1 – параметр поляризации, причем 
верхний знак для Ey соответствует правой 
поляризации, а нижний – левой [14, 15]. 

если использовать преобразование яко-

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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би – ангера, то реальная часть выражений 
(6) принимает вид 

( ) cos ,

( ) cos ,

0,

x y x n n
n

y x y n n
n

z z

E H b J

E H fb J

E H

+∞

=−∞

+∞

=−∞

= = µ Φ

=



− = µ









= =



Φ

∑

∑

где ( )nJ µ  функция Бесселя n-го порядка; 

( ) .n n n′Φ = ω + ω ξ + α + ψ

как видно из формул (7), спектр 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны симметричен по частоте:

n n ′ω = ω + ω

и при этом не ограничен. однако при n µ  
функции Бесселя становятся пренебрежимо 
малыми, и поэтому ширину спектра можно 
ограничить. Практическая ширина спектра 
определяется из выражения 

2( 1) ,′∆ω = µ + ω

т. е. в разложениях (7) индекс n можно 
менять в пределах от –N до N, где число 

1.N ≈ µ +  Так, при 1,µ   1,N =  шири-
на спектра 2 ′∆ω = ω  совпадает с шириной 
спектра амплитудно-модулированной элек-
тромагнитной волны [11], т. е. частотно-
модулированная электромагнитная волна 
в этом случае переходит в амплитудно-
модулированную. При значении 1,µ   
N = µ  ширина спектра равна удвоенному 
значению девиации частоты:

2 .n∆ω = ∆ω

Решение уравнения движения заряда

решение уравнений (1) и (4) с E и H из 
выражений (7) имеет вид

0

0
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,
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.
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cn
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µ Φ
ω + η

µ Φ
ω + η

= + + χ

= − + χ

∑

∑

где / .′η = ω ω
В уравнениях (8) перейдем к дифферен-

цированию по :ξ

( ) sin
,
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( ) sin
,
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N
x n n

c
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= + ω + χ
γ

=

µ Φ
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µ
− ω

Φ
ω +

+ χ
γ γη

∑

∑





где 0 /с qHω = γ  – циклотронная частота.
Постоянные ,xχ  yχ  и γ  в уравнениях 

(9) с учетом формул (3) и (7) определяются 
начальной фазой волны 

0 0(0) (1 )n n n kz nΦ = Φ = − + η + α + ψ

(k – волновое число) и начальной скоро-
стью частицы 0 0 :=V

0

2
0
2

0 0

0

2
0
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0 0

2
0
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0

0

0( ) sin
,
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− −
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−
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− 

ω + η

µ Φ
ω + η

 γ =

−

∑

∑

Преобразуя систему дифференциальных 
уравнений (9), получаем следующий вид 
уравнений:

2

2

( ) cos

( ) sin
,

(1 )

( ) cos

( ) sin
.
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c n n
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N
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J
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y y
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k
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=−
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µ Φ

µ Φ
+ η

µ Φ

µ

+ ω = +
γ

ω ω
+ + χ

γ γ

+ ω = −
γ

ω ω
− − χ

γ
Φ

+ η γ

∑

∑

∑

∑





решение дифференциальных уравнений 
второго порядка (11) ищем в виде суммы 
решений однородного уравнения и част-
ного решения неоднородного уравнения с 
учетом начальных условий. Для координат 

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)



Радиофизика

167

x и y получаем следующее решения:

( )

cos

sin

sin
1

cos ;

cos

sin cos

n N
yx

c
n N c

n N
y y c

c
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n N
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sin ,
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n

N
x c x

n
n N

n

c

qb
k n k=−

Φ +

ω ωχ
+ Φ −

γ + η ω γ
Ζ

∑

где / ;k c= ω  n – порядок функции Бессе-
ля;

;c ctΦ = ω  2 2 2( ) (/ ( 1 ).)n cn J nη= µ + − ωΖ ω

используя (8) и (12), получаем выраже-
ния для компонент xp  и yp  импульса ча-
стицы:

sin cos

 sin cos

sin cos

 sin c

,

os ,

N
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G fqb Z I qb Z
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=−

= − ω = ω∑

из формул (3) и (4) находим z-компоненту 
импульса частицы:

,zp g= γ

где

2
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при этом
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2 2
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h A D K I B C F G
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где ( ) ;k B Bn n′Φ = ω + ω ξ + α + ψ  Bn  – порядок 
функции Бесселя. 
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(17)
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С помощью формул (3) и (4) найдем вы-
ражение для энергии частицы:

(1 ).с gε = γ +

используя выражения (5), (13) и (15), 
получаем параметрическое представление 
скорости частицы по параметру :ξ

sin
(1 )

cos sin cos ,

sin
(1 )

cos sin cos ,

.
1

N

x n n
n N
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c c n n
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y n n
n N

N

c c n n
n N

z

dx c
A
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B C D
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E
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F G I

dz cg
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V

V
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V
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=−


= = Φ ++ γ 


Φ + Φ + Φ 




= = Φ ++ γ 

Φ Φ + Φ

= =


+

+




∑

∑

∑

∑

из уравнений (11) и выражения (18) 
следует, что движение частицы во внешнем 
поле частотно-модулированной электро-
магнитной волны при наличии постоянно-
го однородного магнитного поля, направ-
ленного вдоль оси z, представляет собой 
суперпозицию движения с некоторой по-
стоянной скоростью Vz и колебательного 
движения с частотой 

(1 ) / (1 ),n hω = ω + η +

отличной от частоты поля ,ω  частоты мо-
дуляции ′ω  и циклотронной частоты .cω  

Тогда, интегрируя равенство (15), полу-
чаем уравнение движения вдоль оси z:

( ) ( ) ( ),zz t z V t t t= + + θ + η



где ,z  zV  – постоянные; 

( ) ( ),
N

n
n N

t t
=−

θ = θ∑  ( ) ( ),
N

n
n N

t t
=−

η = η∑

( ) ( ),nt T tθ + = θ  ( ) ( ),сt T tη + = η

причем θ(t), η(t) – периодические функции 
с периодами 

2 / ,n nT = π ω

  2 / .с cT = π ω

В формуле (20)

.
1z

ch
V

h
=

+


из выражений (19) следует, что g явля-
ется также суммой 2 1N +  периодических 
функций, с периодами nT  и .cT  Период 

nT  осцилляции частицы в поле плоской 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны и период cT  осцилляции части-
цы в магнитном поле определяются фор-
мулами

( ) ( ),n tt TΦ + = Φ  ( ) ( ),c c c tt TΦ + = Φ

из которых, при учете выражений (6), (19) 
и уравнения (20), следует, что 

2 (1 ) (1 )
(1 ) (

;
1 )n

h h
T T

n n
π + +

= =
ω + η + η

  

2
.c

c

T
π

=
ω



Таким образом, движение частицы пред-
ставляет собой суперпозицию нескольких 
гармонических колебаний с разными пе-
риодами: nT  и .cT  когда частота модуляции 

′ω  равна нулю, получаем периоды осцилля-
ции частицы, выражения для которых были 
получены в работе [13].

движение частицы, усредненное  
по периоду колебаний

В этом разделе мы приведем результаты 
усреднения импульса p и энергии ε  части-
цы по периодам ее колебаний (23) в поле 
частотно-модулированной электромагнит-
ной волны и постоянном однородном маг-
нитном поле. 

Далее вместо переменной времени t вве-
дем новые переменные: n′Φ  – полная фаза 
n-го гармонического колебания, c′Φ  – пол-
ная фаза циклотронного колебания; 

;

1
(1 ) 1 /

1
(1

( )

( )
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( .)

)

;  

n n

n
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n

c
c c

c

t

d
dt

n V c

g
d

n

d
t dt

t

′ ′Φ = Φ
′Φ′ = =

ω + η −

+ ′= Φ
ω + η

′Φ′ ′ ′Φ = Φ =
ω

Так как движение частицы представляет 
собой суперпозицию гармонических коле-
баний с частотами nω  и ,cω  усреднение бу-
дет производиться по формуле

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(18)
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где ( )f t ′  – произвольная функция.
усредняя компоненты (18) скорости ча-

стицы, получаем:

0;xV =  0;yV =  .
1z

ch
V

h
=

+
как и следовало ожидать, скорость ча-

стицы zV  в выражениях (26) соответствует 
величине ,zV  даваемой формулой (22).

из формул (26) следует что, средние по-
перечные компоненты импульса частицы 
равны нулю. Для среднего значения про-
дольной составляющей импульса частицы 
получаем выражение
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Средняя энергия ε  частицы определя-

ется формулой
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из этой формулы, с учетом выражения 
(14), видно, что ε  зависит от интенсивно-
сти волны, ее начальной фазы и поляри-
зации, частоты несущей волны ,ω  частоты 
модуляции ,′ω  циклотронной частоты cω  и 
начальной скорости частицы. 

случай произвольной поляризации волны 
при отсутствии у частицы начальной  

скорости

В этом разделе рассмотрим случай, ког-
да частица в начальный момент времени 
покоилась 0( 0)=V  и находилась в точке 

0(0, 0, ).z  
из формулы (13) выразим постоянные 

,xχ  ,yχ  ,γ  учитывая, что 0 0(0) (1 ) ,n n n kz nΦ = Φ = − + η + α + ψ
0 0(0) (1 ) ,n n n kz nΦ = Φ = − + η + α + ψ  0(0) 0 :с cΦ = Φ =

0

0

0

0
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(1 cos ),

sin
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Для волны с произвольной поляризаци-
ей имеем следующее равенство[14]:

2 2 2 2,x yb b b± = ρ

где ρ  – параметр эллиптичности ( 1ρ = ±  
соответствует линейной поляризации, 

1 / 2ρ = ±  – круговой, в остальных случа-
ях (0 1)≤ ρ ≤

 
– эллиптической). 

из выражения (17) получаем значение h 
в начальный момент времени: 

2 2 2
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ρ  
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∑

Пусть

,сω = δω

где δ  – отношение частот сω  и ,ω  причем
   [0;1) (1; ).δ∈ ∪ +∞  

Поскольку в данной задаче рассматри-
вается ускорение заряженной частицы в 
высокочастотном лазерном поле при нали-
чии постоянного однородного магнитного 
поля, но без учета радиационного трения 
частицы, энергия частицы должна стано-
виться бесконечно большой вследствие 
того, что при 1δ =  выполняется условие 
циклотронного авторезонанса. однако 
бесконечно большое значение энергии не-
возможно в реальных условиях, поэтому 
указанный случай исключается из рассмо-
трения. 

Подставляя соотношение (32) в выраже-
ние (31), получаем, что
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при этом 2 2 / 4I c b= ρ π  – интенсивность 
эллиптически поляризованной электро-
магнитной волны, 2 /cλ = π ω  – длина  
волны.

Подставляя выражения (29) – (34) в 
формулу (28), получаем среднюю энергию 
первоначально покоящейся частицы в вол-
не эллиптической поляризации:
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как видно из этого выражения, средняя 
энергия частицы зависит от начальных фаз, 
амплитуды, интенсивности и поляризации 
электромагнитной волны, от частот не-
сущей волны, модуляции и циклотронной 
частоты. 

усредненная дополнительно по на-
чальной фазе 0,nΦ  энергия ε  заряжен-
ной частицы в поле плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
и постоянном однородном магнитном поле 
определяется выражением
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Полученные формулы (28), (29), (33), 
(35) и (36) для средней кинетической 
энергии частицы содержат явную зави-
симость от начальной скорости частицы, 
амплитуды электромагнитной волны, ин-
декса частотной модуляции, частот несу-
щей волны и модуляции, циклотронной 
частоты, интенсивности и ее поляризации. 
Следовательно, они позволяют сделать 
практические вычисления. когда 1,µ    
N = 1, формулы (28), (29), (33), (35) и (36) 
принимают вид, который был получен в  
работе [13].

Заключение

В работе приведено точное аналитиче-
ское решение уравнений движения заря-
женной частицы во внешнем поле частотно-
модулированной электромагнитной волны 
и постоянном однородном магнитном поле. 
Приведена формула зависимости скорости 
заряженной частицы от интенсивности 
плоской частотно-модулированной элек-
тромагнитной волны произвольной поля-
ризации. указанная скорость зависит от 
амплитуды и параметра поляризации элек-
тромагнитной волны, несущей частоты, ча-
стоты модуляции и циклотронной частоты. 

В частотно-модулированной электромаг-
нитной волне (7) поля E и H являются пе-
риодическими и их среднее значение равно 
нулю. можно было бы предположить, что 
частотно-модулированная электромагнит-
ная волна и постоянное однородное магнит-
ное поле оказывают знакопеременное воз-
действие на заряженную частицу и среднее 
отклонение, вызванное этим воздействием 
на частицу, тоже равно нулю. однако это 
предположение оказывается неверным. 
В частности, в поле плоской частотно-
модулированной электромагнитной волны 
частица совершает систематический дрейф 
по направлению распространения электро-

магнитного поля. Это подтверждено ана-
литическим расчетом компонент скорости 
и импульса, а также средней кинетической 
энергии частицы. 

При увеличении интенсивности поля, 
согласно формуле (23), частота колеба-
тельного движения частицы, частота мо-
дуляции и циклотронная частота стремят-
ся к нулю. Показано, что усредненное по 
периодам колебаний nT  и cT  перемещение 
частицы представляет собой суперпозицию 
движения с постоянной скоростью и коле-
бательного движения с несущей частотой, 
циклотронной частотой и n-го колебатель-
ного движения с частотой .nω  При отсут-
ствии частотной модуляции все формулы 
переходят в соответствующие формулы, 
которые представлены в работе [13]. ре-
шения получены в явной зависимости от 
начальных данных, амплитуды электро-
магнитной волны, частоты несущей вол-
ны, частоты модуляции, циклотронной 
частоты, интенсивности волны и ее по-
ляризационного параметра, что позволяет 
применять полученные решения в практи-
ческих расчетах. 

Практическая значимость проведен-
ного исследования заключается в том, что 
полученные результаты можно исполь-
зовать для разработки устройств реляти-
вистской электроники. кроме того, они 
могут представлять интерес для астро-
физических исследований. Приведенные 
результаты также могут использоваться 
для интерпретации экспериментов с плаз-
мой, помещенной во внешнее частотно-
модулированное электромагнитное поле, 
когда имеется однородное магнитное 
поле.

работа выполнена при финансовой под-
держке государственного задания министерства 
образования и науки российской федерации 
(проект № 1269).
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of the corresponding equations have been presented. This problem is of great importance to study the 
interaction of high-intensity laser pulses with solid targets and to develop practically multifrequency lasers 
and the laser-modulation emission technology. The formulae for the mean kinetic energy of a relativistic 
charged particle as a function of initial conditions, electromagnetic wave amplitude, wave intensity and its 
polarization parameter were obtained. The different cases of initial conditions of a charged particle motion 
and of a wave polarization were investigated. The obtained results can be put to use when studying the high-
temperature plasma formed on the surface of the target and when searching for new modes of laser-plasma 
interaction. 
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математические науки» является периодическим печатным научным рецензируемым изданием. Зарегистрирован в Федераль-
ной службе по надзору в сфере информационных технологий и массовых коммуникаций (Свидетельство ПИ №ФС77-52144  
от 11 декабря 2012 г.) и распространяется по подписке агентства «Роспечать» (индекс издания 71823).

С 2008 г. выпускается в составе сериального периодического издания «Научно-технические ведомости СПбГПУ»  
(ISSN 1994-2354). Сохраняя преемственность и продолжая научные и публикационные традиции сериального издания 
«Научно-технические ведомости СПбГПУ», издается под сдвоенными международными стандартными сериальными номерами  
ISSN 1994-2354, (сериальный) ISSN 2304-9782. С 2012 г. начат выпуск журнала в двуязычном оформлении.

Издание входит в Перечень ведущих научных рецензируемых журналов и изданий (перечень ВАК) и принимает для печати 
материалы научных исследований, а также статьи для опубликования основных результатов диссертаций на соискание ученой 
степени доктора наук и кандидата наук по следующим основным научным направлениям: Физика, Математика, Механика, 
Астрономия. Научные направления журнала учитываются ВАК Минобрнауки РФ при защите докторских и кандидатских дис-
сертаций в соответствии с Номенклатурой специальностей научных работников.

Журнал представлен в Реферативном журнале ВИНИТИ РАН и включен в фонд научно-технической литературы (НТЛ)
ВИНИТИ РАН, а также в международной системе по периодическим изданиям «Ulrich’s Periodicals Directory». Индексирован в 
базе данных «Российский индекс научного цитирования» (РИНЦ).

Периодичность выхода журнала – 4 номера в год.
Редакция журнала соблюдает права интеллектуальной собственности и со всеми авторами научных статей заключает из-

дательский лицензионный договор.

2. ТРЕБОВАНИЯ К ПРЕДСТАВЛЯЕМЫМ МАТЕРИАЛАМ

2.1. Оформление материалов
1. Рекомендуемый объем статей – 12-20 страниц формата А-4 c учетом графических вложений. Количество графических 

вложений (диаграмм, графиков, рисунков, фотографий и т.п.) не должно превышать шести.
2. Число авторов статьи, как правило, не должно превышать пяти человек.
3. Авторы должны придерживаться следующей обобщенной структуры статьи: вводная часть (актуальность, существую-

щие проблемы – объем 0,5 – 1 стр.); основная часть (постановка и описание задачи, методика исследования, изложение и 
обсуждение основных результатов); заключительная часть (предложения, выводы – объем 0,5 – 1 стр.); список литературы 
(оформление по ГОСТ 7.0.5-2008).

4. УДК (UDC) оформляется и формируется в соответствии с ГОСТ 7.90-2007.
5. Набор текста осуществляется в редакторе МS Word 2007 – 2010, формул – в редакторе МS Equation или MathType.  

Таблицы набираются в том же формате, что и основной текст.
Шрифт – Times New Roman, размер шрифта основного текста – 14, интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть 

набраны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается без пере-
носов. Абзацный отступ – 1 см.

2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию (http://journals.spbstu.ru).  

После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется персональный профиль автора, позволяющий 
взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом. 

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опубликования мате-
риалов в открытой печати.

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, списка лите-
ратуры, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются отдельно через электронную 
редакцию.

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются для рецензи-

рования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная кол-
легия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция направляет автору 
мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечающих тематике 
журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончиться ДОСРОЧНО.

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции:
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Наталья Александровна
или по e-mail: physics@spbstu.ru


