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Аннотация. В работе рассмотрены нелинейные колебания твердого тела, установлен-
ного на вязкоупругих колеблющихся опорах. Уравнения движения системы выража-
лись через уравнения Лагранжа II рода для системы с упругими опорами путем замены 
жесткостей опор интегральными операторами Больцмана – Вольтерра; это позволило 
получить интегро-дифференциальные обыкновенные нелинейные дифференциальные 
уравнения. Периодическое решение уравнения системы интегро-дифференциальных 
уравнений искалось в виде бесконечных рядов. Численные результаты получены для 
ядра релаксации Ржаницына – Колтунова. Построены амплитудно-частотные характе-
ристики центра масс твердого тела с двумя степенями свободы.
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Abstract. In this paper, the nonlinear vibrations of a rigid body mounted on viscoelastic 
vibrating supports have been studied. The equations of motion of the system were expressed 
through the Lagrange equations of the second kind for a system with elastic supports by re-
placing the support stiffnesses with Boltzmann – Volterra integral operators; this way made 
it possible to obtain a system of nonlinear integro-differential ordinary differential equations. 
A periodic solution of the resulting system of integro-differential equations was sought in the 
form of infinite series. Numerical results for the Rzhanitsyn – Koltunov relaxation kernel were 
obtained. The amplitude-frequency characteristics of the center of mass of the rigid body with 
two degrees of freedom were constructed.
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Введение

В современных условиях существенно возрастают требования к виброустойчивости 
бортовых радиоэлектронных устройств (РЭУ), что связано с усилением внешних механи-
ческих воздействий в процессе их эксплуатации [1, 2]. Для снижения влияния вибраци-
онных нагрузок применяются различные средства виброзащиты: демпфирующие вставки, 
упругие элементы, прокладки и амортизаторы. Наиболее эффективными считаются ак-
тивные амортизаторы, конструкция которых включает не только пассивные демпфиру-
ющие компоненты, но и элементы с собственным источником питания. Наличие таких 
элементов позволяет изменять жесткость подвески и тем самым регулировать уровень ви-
брационных воздействий на РЭУ в широком диапазоне рабочих частот [3, 4]. Применение 
подобных систем виброзащиты обеспечивает снижение амплитуд колебаний не только в 
области резонансных частот, но и по всему рабочему частотному диапазону.

Îднако расширение функциональных возможностей приводит к усложнению кон-
струкции из-за необходимости применения дополнительных датчиков и средств контроля 
вибраций. В связи с этим использование активных амортизаторов целесообразно лишь 
для особо ответственных радиоэлектронных систем. Кроме того, каждый амортизатор 
требует предварительной настройки на определенную рабочую частоту, чаще всего соот-
ветствующую первой собственной частоте защищаемого устройства. Поскольку это зна-
чение может варьироваться от изделия к изделию, возникает необходимость применения 
адаптивных виброзащитных механизмов, способных подстраиваться под реальные дина-
мические свойства объекта [5, 6].

Наибольшее негативное действие вибраций, как известно, приходится на печатные 
платы и функциональные модули РЭУ. В расчетных схемах они, как правило, моделиру-
ются в виде конструкций с двумя плоскостями симметрии, опирающихся на фиксирован-
ные точки крепления [7, 8]. На практике применение виброзащиты становится особенно 
важным в области резонансных частот, поскольку воздействия вне резонансной зоны, как 
показывают исследования, обычно не оказывают существенного влияния на надежность 
и работоспособность радиоэлектронной аппаратуры [9, 10].

При проектировании систем защиты радиоэлектронных устройств от внешних вибра-
ций, в резонансных режимах используются положения механики и методы математиче-
ского моделирования, что позволяет корректно описывать динамическое поведение бло-
ков и оценивать эффективность применяемых защитных элементов.

Постановка задачи 

Рис. 1. Схема к постановке задачи: твердое тело 1
массой m и моментом инерции J опирается 
на неподвижную основу 2 через вязкоупругие 
безмассовые элементы 3; φ – мгновенный угол 

поворота

Рассмотрим динамическое поведение 
механической системы, схема которой 
представлена на рис. 1. Æесткое тело 1
опирается на неподвижную плиту 2
через вязкоупругие элементы 3. Требу-
ется определить амплитудно-частотные 
характеристики точек жесткого тела при 
гармоническом воздействии, задавае-
мом движением опорной плиты.

Для вывода уравнений движения ис-
пользуем формализм Лагранжа II рода. 
При этом влияние упругих опор учи-
тывается путем замены их жесткостей 
соответствующими интегральными опе-
раторами, описывающими наследствен-
ные свойства вязкоупругой среды [11]:
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(1)

где m – масса тела; cx, cφ – жесткости опор в направлении двух обобщенных координат; 
I – момент инерции; Rx, Rφ – ядра релаксации по направлениям x и φ (φ – мгновенный 
угол поворота тела); xc – перемещение центра масс тела; ε – малый параметр нелинейно-
сти; ν – частота вынужденных колебаний; l – расстояние от центра масс до точки опоры; 
τ – переменная интегрирования; t – время.

Порождающая система (1) при ε = 0 выражается характеристическими уравнениями 
колебаний следующего вида:

22 2
2
1,2

1 1 ,
2 4

x x xx xc l c c l c c cc c
I m I m mI

ϕ ϕ ϕ   + +
ω = + ± + −      

    ﻿

                    (2)

где ω1,2 – собственные угловые частоты колебаний системы.

Метод решения поставленной задачи

Проведем для уравнений движения (1) переход к нормальным колебаниям, представив 
решение вложением по нормальным формам f1 и f2:

11 1 12 2 21 1 22 2, .x a f a f a f a f= + ϕ = +                                     (3)

Удовлетворим уравнения колебаний (2) при ε = ε1 = 0 функциями 
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                           (4)

где a11, a12, a21, a22 − искомые амплитудные коэффициенты; 
α1, α2 – начальные фазовые углы, определяемые начальными условиями.

Подставив функции (4) в уравнения (1), получим вспомогательные соотношения вида
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позволяющие определить амплитуды a11, a12, a21, a22 следующим образом:
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Таким образом, система (1) с учетом решения (3) и соотношений (5) приобретает вид
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 (8)

Периодические решения (7) и (8), в соответствии с данным работ [12, 13], выразим 
следующим образом:
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Подставив решения (9) и (10) в уравнения (7) и (8) соответственно, получим систему 
уравнений [14]:
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где D – амплитуда вынуждающей силы.
Пусть функции F1(f1, f2) и F2(f1, f2) представимы в виде равномерно сходящихся рядов 
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где ψk – коэффициенты (амплитуды) рядов Фурье; μk – круговая частота k-й гармоники; 
νk – начальная фаза (фазовый сдвиг) k-й гармоники; k – номер гармоники.

Решение уравнений (9) и (10) при условиях F1(f1, f2) = F2(f1, f2) = 0 будет иметь вид
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при этом skR′  и ckR′  определяются выражениями (15), а константы βk удовлетворяют урав-
нению
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Ряд (12) сходится абсолютно и равномерно при условии 0 < Rc < 1. Функция (14) не со-
держит произвольных постоянных и описывает установившиеся вынужденные колебания 
системы под действием периодического возмущения вида (13). 

Перейдем теперь к анализу нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (11):
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где f1n, f2n – искомые функции; Ω – известная константа; F1n (f1, f2), F2n (f1, f2) – известные 
функции; μ – безразмерный положительный параметр.

Предполагаем, что ядро R удовлетворяет условию
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< τ τ <∫                                              (18)

а функции F1n (f1, f2), F2n (f1, f2) представимы бесконечным рядом.
Периодическое решение уравнения (17) будем искать в виде бесконечных рядов:
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при этом каждое слагаемое данного ряда соответствует частному решению соответствую-
щих линейных уравнений: 
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Таким образом, линейные уравнения (17) представляют собой результат применения 
метода последовательных приближений к исходной нелинейной модели [15]. Поскольку 
правые части уравнений (17) являются периодическими во времени функциями, реше-
ние системы целесообразно искать в виде (19). Для этого правые части выражений (17) 
раскладываются в ряды Фурье. После соответствующих преобразований уравнение (20) 
можно привести к следующей системе последовательных соотношений:
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×исленные результаты и иõ обсуждение

Îценки периодических решений уравнений (20) приведены в работе [16]. При решении 
конкретных задач были приняты следующие механические безразмерные характеристики 
тела: m = 1; l = 0,5; I = 0,1; указанные параметры рассматриваются как нормированные 
величины, полученные делением соответствующих размерных характеристик на их харак-
терные значения. ßдро релаксации принято в виде 

Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики 
центра масс твердого тела с двумя степенями 
свободы при малом (семейство кривых I) и 
большом (II) значениях вязкости, а также для 
линейной (1) и нелинейной (2) задач. Здесь 
|1/P0| – безразмерная обратная величина 

установившейся амплитуды колебаний P0

( )

( )1
( ) .

t sAeR t s
t s

−β −

−α− =
−

Рассмотрены два варианта параметров 
ядра с разными значениями параметра А:

1) α = 0,1, А = 0,078, β = 0,05;
2) α = 0,1, А = 0,048, β = 0,05.
Результаты, найденные при малом и 

большом значениях вязкости, качественно 
совпадают и различаются лишь существен-
но бóльшим значением амплитуды для ма-
лой вязкости. Поэтому анализ полученных 
решений представлен ниже лишь для боль-
шой вязкости.

На рис. 2 показаны результаты расчетов 
для линейных (1) и нелинейных (2) задач. 
Согласно численным результатам, значение 
амплитуды для нелинейной задачи оказа-
лось на (3 – 4) % выше, чем для линейной.

I

II
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Полученные результаты свидетельствуют о том, что нелинейные эффекты вносят за-
метный (но сравнительно небольшой) вклад в амплитудно-частотные характеристики 
системы. Превышение амплитуды в нелинейном случае на (3 – 4) %, по сравнению с 
линейным, указывает на необходимость учета нелинейных членов при прецизионных рас-
четах виброзащитных систем, особенно в окрестности резонансных частот. При этом ка-
чественное совпадение результатов для различных уровней вязкости подтверждает устой-
чивость предложенного метода решения.

Следует отметить, что существенно бо ́льшие значения амплитуд при малой вязкости 
объясняются ослаблением диссипативных свойств материала опор, что снижает эффек-
тивность гашения колебаний. Данный факт согласуется с известными результатами те-
ории вязкоупругости [3, 16] и указывает на практическую важность подбора материалов 
опор с оптимальными диссипативными характеристиками. Учет вязких свойств материала 
позволяет снизить амплитуды колебаний вплоть до 15%, что подтверждает целесообраз-
ность применения вязкоупругих элементов в конструкциях виброзащиты радиоэлектрон-
ных устройств.

Заключение

В настоящей работе исследованы нелинейные колебания твердого тела, установлен-
ного на вязкоупругих колеблющихся опорах. Разработана методика решения задачи и 
алгоритм для пассивной пространственной диссипативной механической системы с ко-
нечным числом степеней свободы. На основе формализма Лагранжа II рода, с заменой 
жесткостей опор интегральными операторами Больцмана – Вольтерра, получены общие 
уравнения движения виброизолируемых диссипативных механических систем в форме 
интегро-дифференциальных уравнений.

Предложена общая методика решения нелинейных уравнений, основанная на методе 
последовательных приближений, с представлением периодических решений в виде бес-
конечных рядов. Численные результаты, полученные для ядра релаксации Ржаницына – 
Колтунова, показали, что значение амплитуды для нелинейной задачи превышает ампли-
туду для линейной на (3 – 4)%, а учет вязких свойств материала опор позволяет снизить 
амплитуды колебаний до 15%. 

Анализ полученных численных результатов подтвердил эффективность подбора 
жесткостных характеристик деформируемых элементов для обеспечения виброзащиты.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение и усовершенство-
вание модели путем учета большего числа степеней свободы, применения других ядер 
релаксации, а также на экспериментальную верификацию полученных теоретических  
результатов.
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