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Аннотация. Представленное исследование ставило целью выполнить качественный 
анализ двух решений краевых задач Неймана для ограниченной области, вычисленных 
с помощью метода разделения переменных. Предложенные авторские решения 
моделируют распределение электрического потенциала в проводящей пластине 
прямоугольной формы, через которую проходит постоянный ток. Рассмотрена 
модификация стандартных граничных условий, которая состоит в учете неравномерной 
плотности тока на поверхности контактов. Выполнено сопоставление результатов 
применения теоретических компьютерных моделей, полученных на основе решений 
задач Неймана и проведенных экспериментальных измерений. Показано, что вблизи 
токовых контактов достигается существенное повышение точности решения при 
использовании модифицированных граничных условий относительно стандартных; при 
этом в средней области образца расхождение результатов, полученных этими двумя 
расчетными методами, оказывается минимальным.
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experimental measurements was carried out. A significant increase in the solution accuracy was 
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Введение

Явления электронного переноса в металлах и полупроводниках стали за последнее вре-
мя одним из основных предметов актуальных исследований в области современной твер-
дотельной электроники и наноэлектроники [1 – 4]. При проектировании компонентной 
базы электроники важно правильно задавать уравнения переноса и граничные условия 
[2, 4]. Оптимизация математических моделей, описывающих макроскопические поля и 
перенос заряда, позволяет совершенствовать методики измерений свойств полупроводни-
ковых кристаллов [5, 6], корректнее определять сопротивление контактов металл-полу-
проводник [7, 8]. При описании макроскопических эффектов электронного переноса в 
полупроводниковых материалах и устройствах применяют кинетическое уравнение Боль-
цмана и уравнения Максвелла [9]. 

На сегодняшний день в литературе [10, 11] описано немалое количество разработок, 
относящихся к методам решений уравнений Лапласа и Пуассона для ограниченных об-
ластей, в том числе применительно к физике полупроводников и полупроводниковой 
электронике [12, 13]. 

Аналитические подходы к решению указанных дифференциальных уравнений в част-
ных производных хорошо известны и, как правило, используют методы разделения пе-
ременных, функций Грина и конформных отображений. Однако для приложений важны 
частные решения при соответствующих граничных условиях, соблюдение которых делает 
зачастую невозможным аналитическое решение поставленных задач. В частности, из-
вестные математические трудности вызывает задача решения уравнения Лапласа в случае 
смешанных условий Дирихле и Неймана на границах геометрической области [14, 15]. 

В данной работе исследуется решение уравнения Лапласа для потенциала в ограничен-
ной прямоугольной проводящей области. Выполнена экспериментальная проверка двух 
решений, представленных в литературе. 

Математическая постановка задачи и ее решение

Рассчитаем распределение электрического потенциала в области однородного 
изотропного полупроводника, имеющей форму правильной четырехугольной призмы  
(a × b × d), на две грани которой нанесены два низкоомных контакта равного размера. 
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Образец такого полупроводника имеет малую толщину d (d << a, b), и через металличе-
ские контакты 1, 2 размерами 2сi × d (i = 1, 2), расположенные по периметру образца, 
проходит постоянный ток I12 через всю его толщину (рис. 1). 

Рис. 1. Схема расположения токовых контактов 
1, 2 на противоположных гранях однородного 
полупроводникового образца, имеющего форму 
правильной четырехугольной призмы: I12 – 

постоянный ток через контакты

При условии протекания постоян-
ного электрического тока, в указанной 
области удобно использовать декартову 
систему координат, в которой основные 
уравнения распределения полей имеют 
следующий вид [16, 17]: 

j = σE, E = − gradφ, divj = 0,     (1)

где j – плотность тока, E – напряжен-
ность электрического поля, φ – потенци-
ал, σ – удельная проводимость полупро-
водникового материала. 

Учитывая условие тонкой пластины  
(d << a, b), мы можем считать распреде-
ление потенциала двумерным (далее об-
разец называется прямоугольным). Тогда 
уравнение для потенциала примет следу-
ющий вид: 

2 2

2 2 0.
x y
∂ ϕ ∂ ϕ

∆ϕ = + =
∂ ∂

                                            (2)

Общее решение уравнения (2) находим на основе метода разделения переменных [10, 
11], постоянные интегрирования определяются нами в соответствии с задаваемыми гра-
ничными условиями. Используя граничные условия для граней у = 0, b, известные из 
литературы [5, 13, 16], имеем: 

0,

0.y
y by
=

∂ϕ
= σ =

∂
j                                               (3)

Отсюда получаем решение в виде ряда: 

( ) ( ) ( )
0

( , ) ch sh cos ,k k k k k
k

x y A x B x y
∞

=

ϕ = β + β β  ∑                         (4)

где Ak, Bk – коэффициенты разложения, βk = π k / b (k  Z). 
С постановкой граничных условий на гранях x = 0 не все так однозначно. Для низко-

омных омических контактов необходимо определять смешанные условия, а именно: 

]1 1 1 1
0

0, 0; ) ( ; ,
x

y b c b c b
x

=

∂ϕ
= ∈ − ∪ +∂

                             (5)

]2 2 2 20, 0; ) ( ; ,
x a

y b c b c b
x

=

∂ϕ
= ∈ − ∪ +∂

                            (6)

[ ]0 1 1 1 1 1, ; ,x y b c b c=ϕ = ϕ ∈ − +                                      (7)

[ ]2 2 2 2 2, ; .x a y b c b c=ϕ = ϕ ∈ − +                                     (8)

Однако на данный момент, для этой задачи в известной нам литературе не представле-
но решения в элементарных функциях. 

В случае малых токовых контактов 1, 2 (2ci < 0,1b) граничные условия можно предста-
вить в таком виде: 
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]
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0, 0; ) ( ; ,

, ; ;
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y b c b c b

Ix y b c b c
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                         (9)
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Ix y b c b c
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                       (10)

Далее, используя известный алгоритм поиска коэффициентов членов ряда Фурье [11, 
13], получаем выражение для потенциала в виде ряда аналитических функций: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 12

1

1 2
1 2

1 2

cos2( , )
2 sh

sin sin
ch cos ch cos .

k

k k

k k
k k k k

k k

yI Iax y x
bd d k a
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x a b x b

c c

∞

=

 β ϕ = − + × σ σπ ⋅ β  
β β × β − ⋅ β − β ⋅ β    β β  

∑
       (11)

В большинстве практических случаев, для достижения расчетной погрешности менее 
1% достаточно не более 100 членов ряда для расчета потенциала вблизи токовых контак-
тов и порядка 10 в средней области образца. 

На практике, как правило, токовые контакты 1 и 2 имеют одинаковый характерный 
размер (c1 = c2 = c) и размещены на оси симметрии образца (b1 = b2 = b / 2). В таком слу-
чае формула для распределения электрического потенциала приводится к более простому 
выражению: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )12 12

1

sin 2 cos 2
( , ) 1 ch 2 ch 2 .

2 2 sh 2
kk k

k k
k k k

c yI Iax y x x a x
bd bd c k a

∞

=

 β β    ϕ = − + − β − − β    σ σ β β    
∑    (12)

Омическое сопротивление полупроводника R12 определяется как разность средних зна-
чений потенциалов φi под контактами, отнесенная к величине тока I12: 
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= ϕ = ϕ∫                           (13)

R12 = R0 + r12,                                              (14)
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=

   β β      = β β + β −     σπ ⋅ β β β      
β β − β β β β 

∑
 (16)

Для практически важного случая b1 = b2 = b / 2, c1 = c2 = c выражение (16) допускает 
существенное упрощение: 

( ) 2

12
1

sin 2 th( )2 .
2

k k

k k

c ar
d c k

∞

=

 β  β =   σπ β   
∑                                  (17)

В выражениях (14) – (16) R0 – объемное сопротивление материала, r12 – сопротивле-
ние растекания, обусловленное неоднородным распределением электрического поля в 
проводящей области [7, 16]. 

Полученные выражения (12) – (17) подвергались неоднократной проверке при малых 
контактах (2c < 0,1b), при измерениях напряжений между контрольными точками [5, 16]. 
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Однако для контактов большей величины (0,1b < 2c < 0,5b) данные решения имеют зна-
чимую погрешность до 8,5 % от разности потенциалов на контактах. 

В работах [18, 19] предложено представить граничное условие для граней x = 0, a в 
виде, близком к смешанным условиям Неймана и Дирихле (3), (5) – (8) за счет специаль-
ного выбора функции для производной потенциала под контактной площадкой. Краевые 
условия (9), (10), соответственно, заменяются следующими условиями: 

) ( ]

( )
( )

1 1 1 1

12
1 1 1 120 2

1 1

*
0, 0; ; ,

, ; ;
x

y b c b c b

I y b c b cx
d c y b=

 ∈ − ∪ +∂ϕ = − ∈ − +∂  πσ − −

             (18)

) ( ]

( )
( )

2 2 2 2

12
2 2 2 222

2 2

*
0, 0; ; ,

, ; .
x a

y b c b c b

I y b c b cx
d c y b=

 ∈ − ∪ +∂ϕ = − ∈ − +∂  πσ − −

            (19)

Краевые условия (18), (19) рассматриваются в рамках модели, согласно которой форма 
проводника практически не влияет на форму линий тока (практически не происходит так 
называемой деформации линий тока, стягивающихся к пятну контакта, так как расстоя-
ние до любых других граней велико относительно размеров контакта). 

Таким образом, фактически для описания электрического потенциала вблизи малого 
эквипотенциального контакта (где φ*(x,y) ≈ v(x,y)) можно использовать следующую крае-
вую задачу в полуплоскости (рис. 2): 

1

0

0, 0,
(0, ) , [ , ],

0, [ , ].
x

v x
v y U y c c

v y c c
x =


∆ = > = ∈ −
∂ = ∉ −
∂

                                         (20)

Рис. 2. Схема, поясняющая краевую 
задачу в полуплоскости (x, y) 

(см. формулы (20))

Данная задача при заданной силе тока I1, прохо-
дящего через контакт слева направо, имеет един-
ственное точное решение [18]:

2 21
1( , ) ln ( ) ,Iv x y U x iy x iy c

d
= − + + + −

πσ
  (21)

поскольку вблизи контакта φ*(x, y) ≈ v(x, y) в ка-
честве эквивалентного условия Неймана можно ис-
пользовать следующие равенства:

( )1
2 2

0 0

* , , .
x x

Iv y c c
x x d c y= =

∂ϕ ∂
≈ = − ∈ −

∂ ∂ πσ −
  (22)

Решение уравнения Лапласа для электрического 
потенциала φ* с краевыми условиями (3), (18), (19) 
можно получить численно, если использовать метод 
разделения переменных, в виде суммы ряда:

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

* 12 12

1

0 1 1 0 2 2

cos2,
2 sh

J ch cos J ch cos ,

k

k k

k k k k k k

yI Iax y x
bd d k a

c x a b c x b

∞

=

 β ϕ = − + × σ σπ ⋅ β  
× β ⋅ β − ⋅ β − β ⋅ β ⋅ β 

∑            (23)

где J0(t) – функция Бесселя первого рода нулевого порядка. 
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В практически важном случае для симметричного положения контактов  
(b1 = b2 = b / 2) равной величины (c1 = c2 = c) получаем существенное упрощение выраже-
ния для потенциала: 

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )}

* 12

012

1

,
2

1 2
ch 2 ch 2 cos 2 .

sh 2

k
k

k k k
k k

I ax y x
bd

J cI x a x y
d k a

∞

=

 ϕ = − + σ  
 − β + ⋅ β − − β ⋅ β σπ ⋅ β

∑
           (24)

Соответственно, если использовать выражение (24), то можно получить формулу, вы-
ражающую сопротивление образца: 

( ) ( ) ( ) ( )* *
* 2
12 0

112

0, 2 , 2 th2 2 .k
k

k

b a b aaR J c
I bd d k

∞

=

ϕ −ϕ β
= = + β ⋅

σ σπ ∑             (25)

Для случаев произвольных размеров и положения контактов, на основании решения 
(23), получаем зависимость сопротивления проводящего образца от параметров σ, a, b, d, 
b1, b2, c1, c2 в виде, аналогичном выражению (14), где сопротивление растекания прини-
мает следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) }

* 2 2 2 2
12 0 1 1 0 2 2
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1 2 0 1 0 2
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sh
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∞

=

= β β β + β β − σπ ⋅ β

− β β β β 

∑
   (26)

Экспериментальная установка

Проверка полученного расчетного распределения потенциала была проведена на 
экспериментальной установке, схема которой представлена на рис. 3. Потенциальные 
контакты 1, 2 на основе медных проводников были размещены на противоположных 
гранях электролитической ванны, наполненной проводящей жидкостью (водный солевой 
раствор) с удельной проводимостью, соответствующей среднему значению диапазона для 
полупроводниковых материалов (в нашем случае для жидкости σ ≈ 10−2 См/м). Напряже-
ние измерялось вольтметром М890С+ (погрешность не превышала 0,01 В). Погрешность 
шага измерительного зонда (контакт 4 на рис. 3) определялась с ошибкой, не превышаю-
щей 0,5 мм. Источником питания служил генератор низкой частоты ГЗ-112. Для создания 
квазистационарного тока использовалась частота 50 Гц. Напряжение между контактами 
1, 2 контролировалось вольтметром и составляло 6 В. Шаг построения эквипотенциалей 
– 0,5 В. При проведении экспериментального тестирования использовалась электролити-
ческая ванна с размерами a = 30 см, b = 25 см, d = 1 см. 

b)a)

Рис. 3. Принципиальная электрическая схема экспериментальной установки (a) и 
геометрические параметры проводящей области (электролит) и контактов (b); LFO – генератор 

низкой частоты; 1, 2 – токовые контакты; 3, 4 – контакты высокоомного вольтметра
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При квазистационарных колебаниях, уравнения для распределений электрических по-
лей повторяют уравнения (1) для постоянного тока [17]. В случае периодических ква-
зистационарных колебаний с известной (малой) частотой, разделяют пространственную и 
временную составляющие токов и напряжений (потенциалов) [11, 17]: 

( , ) ( ) ( ) 0.t tτφ = ϕ ⋅ϕ =r r  

Соответственно, в области однородной проводящей области, для пространственной 
части потенциала φ(r) справедливо уравнение Лапласа. 

Выполним сравнение амплитудных значений токов проводимости j = σE и токов сме-
щения js = ∂D/∂t, где вектор электрического смещения

D = (ε1 + i ∙ ε2)ε0E.                                                     (27)

В формуле (27) ε1, ε2 – соответственно действительная и мнимая диэлектрические про-
ницаемости рассматриваемой среды [20]. 

Принимая для пресной воды значения ε1 = 80 и ε2 = 5 [21], при гармонических колеба-
ниях с частотой f = 50 Гц, получаем следующее соотношение модулей максимального тока 
смещения и максимального тока проводимости: 

2 2 11 2 2
0 1 2 max 1 2 5max

maxmax

2 5,56 10
2,2 10 .sj f E f

j E

−
−π ⋅ε ε + ε ⋅ ⋅ ε + ε

= ≈ ≈ ⋅
σ σ

            (28)

Для оценки критерия малости области протекания тока, по сравнению с длиной элек-
тромагнитной волны, распространяющейся со скоростью *c εµ  

(c* ≈ 3 ∙ 108 м/c, μ ≈ 1, ε1 ≈ ε >> ε2),

выполним расчет величины a/λ (a = 0,3 м): 
*

5

1

1 6,7 10c
f

λ ≈ ≈ ⋅
ε

 (м) 74,5 10 .a −⇒ ≈ ⋅
λ

                             (29)

Таким образом, необходимые условия квазистационарности в рассматриваемом экспе-
рименте выполняются. 

Использование постоянных токов в электролитической ванне приводит к явлениям, 
связанным с выделением составляющих электролита на токовых контактах, что создает 
дополнительное падение напряжения вблизи электродов 1 и 2 [17]. 

Использование однородных полупроводниковых кристаллов для экспериментальной 
проверки сталкивается с рядом технологических затруднений, связанных с изготовлени-
ем омических контактов протяженной длины [22 – 24]. Контакт меди с пресной водой 
известен своей стойкостью к коррозии [25], и в данном случае его можно использовать в 
качестве модели омического контакта металл-полупроводник. 

Результаты компьютерного и экспериментального моделирования
Для экспериментальной проверки приведенных выражений для распределений по-

тенциалов были также построены вычислительные модели в математическом пакете 
MathCAD [26]. Размеры области и шаг построения эквипотенциальных линий выбира-
лись в соответствии с их экспериментальным определением. 

На рис. 4 сопоставлены результаты эксперимента и расчетов при b1 = b2 = b / 2, c1 = c2 = c. 
Экспериментальные точки φexp эквипотенциалей (синего цвета) в разных случаях контактных 
площадок достаточно близки к теоретическим моделям потенциалов φ и φ*, определяемым 
по формулам (11) и (23). Полученные экспериментальные данные показывают адекватность 
применяемых теоретических методов расчета.

При значениях токовых контактов 0,5 < 2c ≤ b экспериментальная проверка не проводи-
лась, поскольку модель плотности тока под контактом, предложенная в работе [18], не пред-
полагает «больших» токовых контактов, соизмеримых с боковыми гранями. В частности, ряд 
(23) не переходит в однородное поле при частном случае контактов по площади боковых 
граней. Однако по мере приближения величины токовых контактов к размеру боковых гра-
ней (2c → b) решение в виде (12) вновь становится более точным, поскольку в таком случае 
это решение приводит к единственно верному однородному распределению потенциала в 
области образца.
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b)a) c)

Рис. 4. Сравнение результатов компьютерного моделирования потенциалов φ и φ* (сплошные 
черные линии и красные пунктиры, соответственно) с данными измерений потенциала φexp 

(синие точки) при разных значениях токовых контактов 2c: 
0,032b = 8 мм (a), 0,20b = 50 мм (b) и 0,48b = 120 мм (c)

Заключение

На основе проведенных экспериментов и расчетов можно сделать следующие выводы. 
В области токовых контактов наблюдается наибольшая концентрация эквипотенциаль-

ных линий и, соответственно, плотности тока. Данная концентрация поля снижается при 
повышении величины токовых контактов. 

Для малых (точечных) контактов наилучшее согласие с экспериментальным распре-
делением достигает решение в виде (12), при нахождении которого плотность тока под 
контактом была принята постоянной.

При постепенном увеличении контакта в области 0,2b < 2c < 0,5b более точным реше-
нием следует считать выражение φ*, определяемое рядом (23). 

Наибольшее расхождение применяемых теоретических схем расчетов наблюдается 
на границах проводника, тогда как на линии, соединяющей центры токовых контактов  
(2c ≈ 0,5b), расхождения минимальны, и более простой ряд (12) в этом случае практиче-
ски не требует корректировки даже для достаточно больших контактов.

В работе показано, что использование в контактной области специальной функции 

вида 
2 2

1/ ( )A c y b− −  (А – некоторая постоянная; с – половина ширины контакта; b1 и 
у – координаты центра контакта) для нормальной составляющей градиента потенциала 
и точки измерения соответственно, позволяет с малой погрешностью, не превысившей в 
проведенных экспериментах 4,2 % от разности потенциалов на контактах, решать задачу о 
распределении электрического поля в прямоугольной области с низкоомными токовыми 
электродами. 
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