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Аннотация. С целью выявления действия нелинейного (кубического) параметрического 
возбуждения (НПВ) на взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний 
при источнике энергии ограниченной мощности использована широко применяемая 
расчетная модель автоколебательной системы, получающая энергию от такого источника. 
Решения нелинейных дифференциальных уравнений модели построены методом 
прямой линеаризации (ПЛ), которому свойственны простота и малые затраты времени. 
Характеристика силы трения, вызывающая автоколебания, линеаризована методом ПЛ. 
Выведены уравнения для амплитуды, фазы колебаний и скорости источника энергии 
в нестационарном и стационарном случаях движения. С использованием критериев 
Рауса – Гурвица рассмотрена устойчивость стационарных движений. Влияние НПВ 
на взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний исследовано и 
расчетным путем; расчеты показали, что НПВ изменяет форму амплитудных кривых, 
присущих линейному воздействию, оказывает существенное влияние на устойчивость 
движения.
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Abstract. In order to reveal the effect of nonlinear (cubic) parametric excitation (NPE) on 
the interaction of forced, parametric, and self-oscillation with a limited-power energy source, 
a widely used computed model of a self-oscillating system receiving energy from such a source 
was used. Solutions of nonlinear differential equations of the model were constructed using the 
direct linearization method (DLM), which is distinguished from the known ones by its simplicity  
and low time costs. The friction force characteristic causing self-oscillations was linearized by 
DLM. Equations for the amplitude, oscillation phase and the velocity of the energy source in 
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nonstationary and stationary motion cases were derived. Using the Routh – Hurwitz criteria, 
the stability of stationary movements was considered. The influence of NPE on the interaction 
of forced, parametric and self-oscillations was investigated by calculations. The latter showed 
NPE to change the shape of the amplitude curves inherent in linear action and to have a sig-
nificant impact on the motion stability.

Keywords: interaction, forced oscillations, parametric oscillations, self-oscillations, nonlin-
earity, direct linearization method
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Введение

Взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний относится к само-
му сложному из четырех классов смешанных колебаний по классификации, введенной 
в монографии [1]; они складываются из комбинации типов колебаний [2 – 4]. Из этих 
четырех классов смешанных колебаний в работе [5] рассмотрено взаимодействие вынуж-
денных и параметрических колебаний при нелинейном параметрическом возбуждении 
кубического вида без учета свойств источника энергии. 

Учет указанных свойств становится в настоящее время достаточно актуальным в связи 
с экологическими проблемами, изменением климата, уменьшением ресурсов энергетики. 
Необходимость учета свойств источника энергии, которая в теории колебаний связана 
с известным эффектом Зоммерфельда, последовательно изложена в основополагающей 
монографии [6]. В этом направлении опубликовано множество работ во всем мире, в том 
числе книги и статьи [1, 7 – 17]. А связь между уровнем потребляемой энергии при работе 
деталей, точностью их обработки и колебаниями показана в публикации [18].

Ниже рассматриваются смешанные вынужденные, параметрические и автоколебания 
при нелинейном параметрическом возбуждении и ограниченной мощности источника 
энергии. Для решения нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих эти ко-
лебания, использован метод прямой линеаризации [19]. 

Рис. 1. Модель рассматриваемой системы: 
m – масса тела; ϕ – скорость вращения ротора 
двигателя; ( )M ϕ − моментная характеристика; 
T – сила трения; r0 – радиус шкива, вращающего 
ленту; c0, k0 – жесткость пружины и коэффициент 

демпфирования, соответственно

Расчетная модель

Под действием силы трения во многих 
технических обúектах [20 – 24] возникают 
автоколебания, для описания которых ши-
роко используется рассматриваемая нами 
модель (рис. 1). Тело с массой m соединено 
с корпусом посредством пружины и демп-
фера. Оно лежит на ленте, приводимой в 
движение двигателем ограниченной мощ-
ности с моментной характеристикой ( )M ϕ
и суммарным моментом инерции враща-
ющихся частей I. Между телом и лентой 
возникает сила трения T(U), зависящая от 
относительной скорости U:

0, ,U V x V r= − = ϕ

где r0 – радиус шкива, вращающего ленту, 
r0 = const; ϕ – скорость вращения ротора 
двигателя.
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Уравнения движения системы с учетом действия на тело внешней вынуждающей силы 
λsin(ν1t) и нелинейного параметрического возбуждения bx3cos(νt) имеют следующий вид: 

0

3
0 0 1( ) sin cos ,

( ) ( ),
mx k x c x T U t bx t

I M r T U
+ + = + λ ν − ν

ϕ = ϕ −

 

 

                          (1)

где k0, c0, λ, b, ν1, ν – константы. 
Силу трения примем в виде функциональной зависимости, широко распространенной 

в реальных (в том числе космических) [25] условиях: 

T(U) = T0(sgnU – α1U + α3U
3),                                     (2)

где T0 – сила нормальной реакции, T0 = const; α1, α3 – константы; sgnU = 1 при U > 0 и 
sgnU = –1 при U < 0. В случае U = 0, т.е. относительного покоя, имеют место неравенства 
–T0 ≤ T(0) ≤ T0. 

Методом прямой линеаризации [19] заменим нелинейные составляющие силы трения 
T(U) линейной:

0( ) (sgn ),T TT U T U B k x= + +                                         (3)

где BT = –α1u + α3u3 + 3N2α3ua2p2, 
2 2

3 3
( ),Tk N a p h= −α −  

2 2
0 33( ) / ,h u u N= −  

2
0 1 33 ,u = α α   

N2 = (2r + 1)/(2r + 3), 3
(2 3) (2 5).N r r= + +  

Величина r, входящая в выражения для числовых коэффициентов N2 и 3,N  представ-
ляет собой параметр точности линеаризации, значение которой не ограничено, но ее до-
статочно выбрать в интервале (0, 2). В работе [26] приведено сравнение коэффициентов 

nN  и Nn с коэффициентами, полученными методом усреднения [27 – 30] для различных 
значений степени нелинейности n, и показано допустимое согласие результатов приме-
нения обоих методов.

С учетом замены (3) уравнения (1) принимают вид

1

0

0 0

0

3(sgn ) sin cos ,
( ) (sgn ),

T

T T

mx k x c x T U B t bx t
I M r T U B k x

+ + = + + λ ν − ν
ϕ = ϕ − + +

 

  

                    (4)

где k = k0 – T0kT. 

Решение уравнений

Как показано в монографии [1], решения уравнений с функцией (2) при U > 0 и U < 0 
принципиально различны, поэтому следует рассмотреть их отдельно. 

Представим эти случаи выражениями 

u ≥ ap, u < ap,
где u = r0Ω (Ω ‒ усредненная скорость ϕ ).

Рассмотрим решения (4) при основных резонансах с частотами ω ≈ ν1 и ω ≈ ν/2, так как 
они представляют главный практический интерес. 

Если использовать метод замены переменных с усреднением [19], то получаем выра-
жения

x = acosψ, sin ,x ap= − ψ  ψ = pt + ξ, p = ν/2, .ϕ = Ω                           (5)

Далее рассматриваем два случая.
i) u ≥ ap, тогда

( )

( )

( ) ( )

2

0
0

3

2 3
0

0 0

1 2 2 cos 0,5 sin 2
4

1 2 2 sin cos 2 ,
4

/ 1 ;

,

T

da aA ba
dt pm

d am p ba
dt pma

rdu M u r r T B
dt I

= − + λ ξ − ξ

ξ  = ω − + λ ξ + ξ 

= − +  

                     (6a)



23

Математическое моделирование физических процессов

ii) u < ap, тогда

( )

( ) ( )

2

0 0
0

3 0

2 3
0

0
0 0

2 2 281 2 2 cos 0,5 sin 2 ,
4

1 2 2 sin cos 2 ,
4

/ (1 ) 3 2 ,T

Tda aA ba a p u
dt pm ap

d am p ba
dt pma

r r Tdu M u r r T B
dt I ∗

 
= − + λ ξ − ξ − − π 

ξ  = ω − + λ ξ + ξ 

 = − + − π− ψ π 

            (6b)

где 2
0 0 .c mω =  

Условия 0, 0a = ξ = , в случае u ≥ ap доставляют следующие соотношения для опреде-
ления стационарных значений а и ξ:

(λ2b2a6 + b2a6L – λ4 + 2λ2L – L2 – 4b2a8A2)2 – 4λ2b4a12L = 0,                   
(7)

tgξ = D(Dba3 – 4λ)/8aA,

где 22 4 2 2
02 ( ) ,L ba ba m p = λ + + ω −   A = p(k0 – T0kT), 

32( ) .D L ba= λ ±  
Для определения стационарных значений скорости u из третьего уравнения (6a) имеем 

при условии 0u =  выражение вида
M(u/r0) – S(u) = 0,                                              (8)

где S(u) – нагрузка на источник энергии со стороны колебательной системы.
В случае u < ap, для определения амплитуды стационарных колебаний имеем прибли-

женную зависимость ap ≈ u, а стационарные значения скорости u определяется уравнени-
ем (8) с учетом выражения для нагрузки

S(u) = r0T0[(1 + BT) + π–1(3π – 2ψ*)], 
которое следует из третьего уравнения (6b) при 0.u =  

Устойчивость стационарных движений

Для определения устойчивости стационарных колебаний системы составляем уравне-
ния в вариациях для уравнений (6), для чего пользуемся критериями Рауса – Гурвица. В 
результате получаем следующие условия: 

D1 > 0, D3 > 0, D1D2 – D3 > 0,

где D1 = –(b11 + b22 + b33), D2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 – b23b32 – b12b21 – b13b31, D3 = b11b23b32 + 
+ b12b21b33 + b22b13b31 – b11b22b33 – b12b23b31 – b13b21b32.

В случае скоростей u ≥ ap имеем выражения вида 

{ }

( )

2
0 0

0
0

0

2 2 20
0 0

3

2

3

3 3

13

1

11 12

21 22 3 3

23

32 33

, ,

1, 4 (3 ) 3 sin 2 ,
2 8

1 2 sin cos 2 ,
4

1 1sin cos 2 , cos sin

 0,

 0,

2 .
2 2

T T

T

r r TB Bb Q r T b
I u I a

T kb a b p k T N a p h b

b

b

a
m u pm

b ba
pm

b ba b ba
pma pma

∂ ∂ = − = − ∂ ∂ 
∂  = = − + α − − ξ ∂

 = λ ξ

=

=+ ξ 

 = − λ ξ − ξ = λ ξ − ξ 

 

В случае u < ap изменяются лишь коэффициенты, и выражения имеют вид
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{ }

2
0 0 0

0
0 0

0

0
0 2

2 2 2 0
0 0

11 122 2 2 2 2 2

21 2 2 2 2

2

22 3 3 2 2 2 2 2

2 2, ,

4 ,
2

21 4 (3 ) 3 sin 2 ,
8

T T

T

r r T r TB B ub Q r T b
I u I aa p u a a p u

uTkab T
m u a p a p u

T ub p k T N a p h ba
pm ma p a p u

   ∂ ∂
= − − = − +   

∂ ∂ π −   π −    
 ∂

= + 
∂ π −  

 = − + α − − ξ −  π −

где 2 2 2
1 3 3 2( 3 3 ),TB u N a p

u
∂

= − α − α − α
∂

2
32

6 ,TB N uap
a

∂
= α

∂ 36 ,Tk u
u

∂
= − α

∂
Q = dM(u/r0)/du.

Расчеты

Для получения информации о влиянии нелинейного параметрического воздействия 
кубического вида на динамику смешанных вынужденных, параметрических и автоколеба-
ний были проведены расчеты с использованием следующих значений параметров: 

ω0 = 1 c–1, b = 0,686 Н·см–1, λ = 0,196 Н, k0 = 0,196 Н·с·см–1, T0 = 4,9 Н,

α1 = 0,84 с·см–1, α3 = 0,18 с3·см–3, r0 = 1 см, I = 9,8 Н·с·см2.

При расчетах амплитуды для коэффициента линеаризации kT было использовано число 
3 3 4,N =  которое получается при значении параметра точности линеаризации r = 1,50. 

Для коэффициента линеаризации BT было использовано число N2 = 3/5 (r = 0,65). Вели-
чины на приведенных далее рисунках и связанных с ним текстах нормализованы.

На рис. 2 представлены амплитудно-частотные кривые a(ν), полученные при расчетах 
на основе уравнения (7). Горизонтальные линии с обозначением aa указывают уровень 
величин амплитуд автоколебаний, которые имеют место при скоростях u = 1,14 и 1,20.

Горизонтальный участок на кривой синего цвета (см. рис. 2, а) соответствует при-
ближенной зависимости ap » u = 1,14. Колебания устойчивы при характеристиках 
источника энергии, крутизна Q которых находится в пределах заштрихованного сектора 
(Q = dM(u/r0)/du).

Рис. 2. Амплитудно-частотные зависимости при скоростях u = 1,14 (a) и 1,20 (b). 
Кривые синего цвета приведены для сравнения и представляют линейное параметрическое воздействие 
вида xcos(νt). Горизонтальные линии с обозначением aa указывают уровень величин амплитуд 

автоколебаний. Заштрихованные секторы отражают крутизну Q характеристики источника энергии 
(Q = dM(u/r0)/du) и соответствуют устойчивым амплитудам (в точке А и других позициях)

a) b)
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Кривые синего цвета представляют линейное параметрическое воздействие xcos(νt) и 
приведены с целью сравнения с нелинейным воздействием x3cos(νt). Это сравнение пока-
зывает разницу влияния линейного и нелинейного параметрических возбуждений на ди-
намику системы. При этих возбуждениях различаются уровни амплитуд и формы кривых 
возбуждения, а также значения ширины областей резонанса. Возможно также различие 
в количестве амплитуд на одной и той же частоте. Например, на рис. 2, а видно, что у 
частот около точки А при линейном возбуждении имеется три амплитуды, а при нели-
нейном – 4. В то же время рис. 2, b показывает, что при нелинейном параметрическом 
возбуждении отсутствуют частоты, при которых имеется более одной амплитуды, а при 
линейном они присутствуют. 

Решение дифференциальных уравнений (1) было получено также численно. Характе-
ристика источника энергии для решения была принята в виде

0( ) .M M Qϕ = − ϕ 

Крутизна варьировалась в пределах 0 < Q ≤ 20, где значение Q = 20 соответствует 
углу, равному приблизительно 87°. Для примера на рис. 3 представлен один из графиков, 
который отражает одно из решений, полученных при разных значениях параметров M0, 
Q, p. Числа в рамочках (шрифт голубого цвета) выданы программой вычисления. В слу-
чае решения, представленного на рис. 3, были взяты значения параметров M0 = 5,9889, 

Рис. 3. Зависимости х(t) и ( )tϕ  при значениях 
параметров двигателя M0 = 5,9889, Q = 5. 

Данные получены при p = 1

Q = 5, которые позволили выйти на режим 
со средним значением скорости вращения 
ротора двигателя 1,1401ϕ =  (в рамочке на 
графике использовано обозначение Y); этот 
режим достаточно хорошо соответствует 
скорости u = 1,14. Для амплитуды (Y в ра-
мочках на графике) было получено значе-
ние а ≈ 0,991, близкое к значению 1,07, по-
лученному в результате решения уравнения 
(7).

Было также изучено влияние параметров 
M0, Q, характеризующих источник энергии, 
на протекание динамических процессов. 
Как было отмечено выше, решения урав-
нений для случаев u ≥ ap, u < ap принци-
пиально различны и существует некоторое 
граничное значение скорости uΓ, разделяю-
щее эти случаи. При граничном значении 
скорости uΓ в системе возможен переход из 
одного состояния в другое. Это зависит от 
крутизны характеристики источника энер-
гии, ее расположения относительно кривой 
нагрузки на источник. Переход имеет место 
при пологих характеристиках ( )M ϕ  и свя-
зан с нагрузкой S(u) на источник энергии 
со стороны колебательной системы, зави-
сящей от функции (2), выраженный урав-
нением (8).

В качестве примера на рис. 4 представ-
лен график указанного перехода при опре-
деленных значениях параметров двигате-
ля и характеристики источника энергии. 
При одном и том же значении крутизны 
Q = 0,4986 (угол наклона составляет около 
26º), весьма малая (1·10–10) разница значе-
ний M0, равных 0,8780994694 и 0,8780994695, 
приводит к кардинальному изменению 

Рис. 4. Временная динамика координаты х и 
скорости вращения ротора двигателя ϕ  при 

его характеристике M0 = 0,8780994695.
Данные получены при p = 1



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (3) 2025

26

Рис. 5. Зависимости нагрузки S и моментной 
характеристики M от скорости u в ее узком 

диапазоне изменения; 
uΓ – граничное значение скорости

динамики системы. При первом из значе-
ний M0 переход не совершается, а при вто-
ром происходит скачкообразный переход из 
одного динамического состояния в другое с 
изменением значений скорости источника 
и амплитуды колебаний. 

Как уже было отмечено выше, амплитуда 
стационарных колебаний при u < ap опре-
деляется приближенной зависимостью ap ≈ 
u. Поскольку нагрузка на источник энергии 
зависит от амплитуды колебаний, ее графи-
ки при условиях u ≥ ap и u < ap различа-
ются. На рис. 5 схематически представлены 
лишь фрагменты кривых, отражающих за-
висимости нагрузки S и моментной харак-

теристики M от скорости u, на узком диапазоне изменения u, в котором имеет место пе-
реход из точки A в точку B (соответствует данным на рис. 4) при фиксированной позиции 
характеристики источника энергии на граничной скорости uΓ, соответствующей точке А. 
Разные переходы с описанием полного графика нагрузки для различных классов колеба-
ний обстоятельно изложены в монографии [1], поэтому здесь не представлены.

Помимо представленных в настоящей статье результатов, были также численно реше-
ны дифференциальные уравнения (6). Результаты здесь не приведены ввиду ограничен-
ного обúема статьи. Отметим лишь то, что получено хорошее согласие результатов этих 
решений с таковыми для уравнений (7). 

Çаключение

Как следует из результатов, полученных в настоящем исследовании, нелинейное па-
раметрическое возбуждение обладает специфическими особенностями, по сравнению с 
линейным параметрическим. Эти особенности следующие:

оно значительно изменяет форму амплитудных кривых;
оказывает существенное влияние на устойчивость колебаний. 
Сравнение результатов по этим возбуждениям показывает, что при взаимодействии 

колебательной системы с нелинейным параметрическим возбуждением (в случае источ-
ника энергии ограниченной мощности) возникает ряд эффектов такого же характера, как 
при линейном параметрическом возбуждении. Представляется нецелесообразным изла-
гать здесь характер этих эффектов, поскольку их основательное и подробное описание 
представлено в монографии [1].
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