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Аннотация. Функциональные апостериорные оценки погрешности известны для 
многих задач теории упругости. Однако, как следует из работы С. И. Репина и А. В. 
Музалевского, применение классических аппроксимаций метода конечных элементов 
при их реализации может вести к растущей переоценке абсолютного значения 
ошибки. Позднее, в работе М. Е. Фролова показано, что применение аппроксимаций, 
характерных для смешанных методов конечных элементов, позволяет избежать 
возрастания переоценки абсолютной величины ошибки с измельчением сеток. 
Дальнейшие исследования в этом направлении проводились М. Е. Фроловым и М. А. 
Чуриловой с использованием простейших аппроксимаций Равьяра – Тома и Арнольда – 
Боффи – Фалка. В данной работе проведен сравнительный анализ конечных элементов  
Равьяра – Тома нулевого и первого порядков. На примере плоских задач линейной 
теории упругости показано, что применение аппроксимации Равьяра – Тома первого 
порядка существенно снижает переоценку абсолютной величины ошибки.
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Abstract. Functional-type a posteriori error estimates are known for many problems of the 
elasticity theory. However, as followed from the work of S. I. Repin and A. V. Muzalevsky, 
the use of classical Finite Element Method (FEM) approximations for their implementation 
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may lead to a growing overestimation of the absolute value of an error. Later, in the work of 
M. E. Frolov, it was shown that the use of approximations for mixed FEMs avoids a growing 
overestimation of the absolute error with mesh refinements. Further research in this direction 
was carried out by M. E. Frolov and M. A. Churilova using the simplest Raviart – Thomas and 
Arnold – Boffi – Falk approximations. In this paper, a comparative analysis is performed for 
zero-order and first-order Raviart – Thomas finite elements. It is shown for plane problems 
of linear elasticity that the use of the first-order Raviart – Thomas approximation significantly 
reduces an overestimation of the absolute error value.
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Введение

Решение подавляющего большинства прикладных инженерных задач не может быть 
получено аналитическим путем, ввиду наличия геометрической и физической нелинейно-
сти, а также нетривиальности расчетных областей, что приводит даже в линейном случае 
к отсутствию классического решения краевой задачи. Тогда решения строятся в обоб-
щенном смысле, в связи с чем целесообразно использовать численные методы решения в 
рамках строгого математического или имитационного моделирования. В процессе моде-
лирования возникает несколько источников ошибок:

ошибка модели, которая включает разницу между реальным объектом или процессом 
и точным решением соответствующей краевой задачи; 

ошибка дискретизации, которая включает разницу между непрерывным решением и 
его дискретным аналогом; 

вычислительная ошибка, которая может накапливаться в ходе решения, ввиду особен-
ностей приближенных вычислений.

В итоге все три компоненты оказывают влияние на конечный результат расчетов. При 
этом важно отделять погрешность модели от остальных, которые для этого необходимо 
оценивать. В связи с этим актуальны исследования методов оценки и контроля ошибки, 
содержащейся в приближенном решении. 

Как правило, для оценки погрешности полученного решения используют апостериор-
ные оценки точности. В отличие от априорных оценок, они позволяют получать локаль-
ное распределение погрешности, а также количественно оценивать полученное численное 
решение. 

Принципиальный вид апостериорной оценки следующий:

( ), ,h hM D− ≤u u u                                           (1)

где u – точное решение в рамках рассматриваемой математической постановки, uh – при-
ближенное решение, D – исходные данные задачи (коэффициенты уравнений, геометрия 
области, правая часть, граничные условия и т. п.), M(uh, D) – мажоранта. 

В левой части выражения (1) для оценки отклонения численного решения от точного 
часто используется энергетическая норма. Важно отметить, что правая часть (1), в отли-
чие от априорных оценок, содержит известное приближенное решение и данные задачи, 
т. е. может быть вычислена явно. 

Исследования в данной области получили активное развитие, начиная с 1980-х гг. На 
данный момент существует ряд устоявшихся подходов к построению апостериорных оце-
нок. Часть из них основана на явном или неявном методе невязок. Первыми работами 
данной группы методов считаются статьи [1, 2]. Существенную роль в их обосновании 
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играет оператор интерполирования Клемана, описанный в работе [3], и подобные ему 
операторы. Дальнейшее развитие данные методы получили в стохастическом методе Га-
лёркина [4], в погруженном методе конечных элементов (англ. immersed finite element 
method) [5], в методе виртуальных элементов (англ. virtual element method) [6] и других.

Широкое распространение получили методы, теоретическое обоснование которых свя-
занно с эффектом суперсходимости (см., например, монографию [7] и цитируемую там 
литературу). Впервые этот эффект исследовали отечественные ученые Л. А. Оганесян и 
Л. А. Руховец [8]. Указанные методы также используются не только для метода конеч-
ных элементов, но и для SUPG-метода (метод Петрова – Галёркина) [9]. Также метод 
сглаживания градиента рассмотрен в изогеометрическом анализе (IGA) [10] и для задач 
нелинейной теории упругости [11]. Также применяются иерархические методы контроля 
точности решения (см., например, статью [12]).

Важно отметить, что апостериорные оценки, построенные методом невязок или сгла-
живанием градиента, справедливы только для галёркинских аппроксимаций, т. е. точного 
решения соответствующей конечномерной задачи. Свойство галёркинской ортогональ-
ности широко используется при их теоретическом обосновании. Кроме того, в апостери-
орных оценках, построенных на основе явного метода невязок, присутствуют константы, 
вычисление которых весьма нетривиально, поскольку они зависят от локальной структу-
ры сетки. 

В данном контексте актуально использовать апостериорные оценки, основанные на 
функциональном подходе, так как они применимы к широкому спектру аппроксимаций 
и при их вычислении не возникает констант, зависящих от сетки.

Основной вклад в развитие данного подхода внесен в работах С. И. Репина, его коллег 
и учеников (см., например, работы [20 – 34, 13 – 17] и цитируемую там литературу).

Одним из важных индикаторов работы апостериорной оценки служит индекс эффек-
тивности, который определяет, как сильно мажоранта переоценивает истинную величину 
ошибки и возможна ли недооценка. 

Индекс эффективности определяется следующим образом:

( ),
.h

eff
h

M D
I =

−
u

u u
 

Из этого определения следует, что оптимальное значение индекса равно единице, а 
значение, меньшее единицы, говорит о ненадежности метода.

Одной из серьезных проблем при вычислении апостериорных оценок является рост 
индекса эффективности (см., например, статьи [13, 14]). Исследования показывают, что 
для функциональных оценок в определенных случаях целесообразно применять смешан-
ные аппроксимации метода конечных элементов (см., например, работы [14 – 17]). 

Далее рассматриваются задачи линейной теории упругости. Применение апостериор-
ных оценок функционального типа для них рассмотрено, в частности, в работах [13, 17, 
14] и цитируемой там литературе. В статье [14] в качестве смешанных аппроксимаций ис-
пользовались аппроксимации Арнольда – Боффи – Фалка [18] и Равьяра – Тома нулевого 
порядка [19] на четырехугольных элементах. 

Настоящая работа продолжает эти исследования; проведено сравнение аппроксимаций 
Равьяра – Тома нулевого и первого порядков на триангуляциях.

Постановка задачи

В рамках данной работы рассмотрена задача плоской деформации:

Divσ + f = 0, 

σ = Lε,                                                                (2)

( ) ( )1  ,
2

Tε = ∇ +∇u u u  

где ( )2
2 , R∈ Ω −f   плотность объемных сил, причем Ω – расчетная область в R2, 2 −  

единое обозначение для пространств скалярных и векторных функций, суммируемых с 
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квадратом на указанном множестве в смысле интеграла Лебега; L – тензор упругих моду-
лей; σ – тензор напряжений; ε – тензор малых деформаций. 

Система (2) дополняется следующими граничными условиями:

u = ud на Γd,                                                 (3)

σn = F на Γs,

где Γd, Γs – две непересекающиеся части границы области Ω, далее обозначаемой Γ, 
причем ;d sΓ ∪Γ = Γ  ud – заданные перемещения (например, нулевые при жестком за-
креплении); ( )2

2 ,s R∈ Γ −F   заданные поверхностные силы, действующие на границе 
(например, нулевые при свободной границе); n – внешняя нормаль к границе.

Предполагается, что существуют две положительные константы l1 и l2 такие, что почти 
всюду в области Ω справедливо двустороннее неравенство вида

2 22 2
1 2: ,  ,syml L l Mε ≤ ε ε ≤ ε ∀ε∈                                      (4)

где Msym – пространство симметричных тензоров второго ранга размерности 2.
В рамках данного исследования тензор упругих свойств предполагается симметрич-

ным, т. е.
( ),      , , , 1: 2,ijkm jikm kmij ijkmL L L L i j k m∞= = ∈ Ω =                          (5)

где ( )∞ Ω − пространство измеримых функций, ограниченных почти всюду в Ω. 
Для простоты реализации (хотя это и не принципиально) материал предполагается 

однородным и изотропным. 
Обобщенная формулировка задачи (2), (3) выглядит следующим образом:
Найти функцию u ∈ V = ud + V0, которая удовлетворяет тождеству 

( ) ( ) 0:  ,  ,
s

L d d ds V
Ω Ω Γ

ε ε Ω = ⋅ Ω+ ⋅ ∀ ∈∫ ∫ ∫u w f w F w w                      (6)

где ( ){ }1 2
0 2 , | 0  ,dV R w= ∈ Ω = Γw 

(здесь 1 2
2 ,( )RΩ −  стандартное обозначение для соответствующего пространства Соболе-

ва).
Функционал энергии для данной задачи имеет следующий вид:

( ) ( ) ( )1 : .
2

s

L d d ds
Ω Ω Γ

= ε ε Ω− ⋅ Ω− ⋅∫ ∫ ∫u u u f u F u
                                

 (7)

В случае произвольного решения v ∈ V, для энергетической нормы справедлива оценка 
снизу:

( ) ( )( )2||| |||  2 ,ref− ≥ −u v v u                                      (8)

где uref – приближенное решение, полученное на мелкой сетке (англ. reference solution). 
При этом энергетическая норма определяется формулой

( ) ( )
1
2

||| ||| : .L d
Ω

 
= ε ε Ω 
 
∫v v v  

Мажоранта для задачи (2), (3) впервые была получена в работе [13] по аналогии с ра-
ботой [20] и имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
*

1 ||| ||| , , : 1 ||| ||| 1   ,LEM L C Div 
− ≤ τ β = +β τ− ε + + τ+ + − τ β 

u v v v f F n       (9)

где 2 ( , )symMΩτ∈ −  симметричный тензор; β – произвольный положительный параметр; 
норма ||…|| здесь и далее – стандартная норма в пространствах ( )2 .  

на
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Норма *||| ( ) |||Lτ − ε v  в мажоранте (9) определяется следующим образом:
1
2

1
*|| :| | | .| L d−

Ω

 
τ = τ τ Ω 

 
∫                                          (10)

Условие симметричности автоматически выполняется при применении стандартных 
аппроксимаций метода конечных элементов, однако, как следует из статей [13, 14], ин-
декс эффективности при этом может возрастать. 

В работах [14 – 17, 22, 23] и ряде других было показано, что использование нестандарт-
ных конечных элементов, например элементов Равьяра – Тома или Арнольда – Боффи 
– Фалка, приводит к тому, что индекс эффективности перестает возрастать с увеличением 
количества элементов.

Для использования таких конечных элементов необходимо преобразовать мажоранту 
(9) так, чтобы снять условие симметричности тензора τ. 

Тогда, согласно монографии [21], мажоранта примет вид

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
1 2 1 *

2
2 22 2

2
1 1 2 1

||| , , , 1 ||| |||

1 1 11 1 Div  1

|

1

ˆ||

,d

LE sym

sk

M L

C
C

l
ΩΓ

− ≤ τ β β +β τ − ε +

     
+ + +β τ+ + − τ + + + τ     β β β     

u v v v

f F n

:=
        (11)

где τsym, τsk – симметричная и кососимметричная части тензора τ, соответственно; 
d

CΩΓ −
константа из неравенства Корна (при Γd = Γ 2

d
CΩΓ = ); β1, β2 – положительные параме-

тры.
Оптимальные значения параметров β1 и β2 при заданном τ определяются по следующим 

формулам: 

( )

2 2
1 1

1 2 2 2*

Div  / /
, .

||| ||| Div  
d dsk sk

sym

C C l C l
L C

ΩΓ ΩΓτ + + − τ + τ τ
β = β =

τ − ε τ + + − τ

f F n
v f F n

     (12)

Отметим, что выражения для мажорант (9) и (11) справедливы не только для плоского 
случая, но и для пространственного.

Элементы Равьяра – Тома

Как было описано ранее, выбор конечных элементов для аппроксимации свободного 
тензора τ оказывает существенное влияние на поведение индекса эффективности функ-
циональной апостериорной оценки.

Чтобы использовать упомянутые выше аппроксимации специального вида, свободный 
тензор τ рассматривается как совокупность двух векторных полей:

,xx xy
x y

yx yy

τ τ 
 τ = =   τ τ 
τ τ                                      (13)

где τx = (τxx τyx )
T, τy = (τxy, τyy)

T.
В данном исследовании применялись элементы Равьяра – Тома, которые как раз  

аппроксимируют векторное поле. При этом элементы нулевого порядка имеют три 
степени свободы – нормальные составляющие потока в серединах сторон. Элементы  
Равьяра – Тома первого порядка содержат уже восемь степеней свободы: 6 нормальных 
составляющих на трех гранях и значение векторного поля в центре элемента. Элементы 
Равьяра –Тома нулевого (RT0) и первого (RT1) порядков схематично представлены на 
рис. 1.

На каждом элементе векторные поля τx и τy для RT1 представляют собой линейную 
комбинацию следующего вида (для RT0 – аналогично, но с тремя функциями):

8 8

1 1

, ,  x xi i y yi i
i i= =

= τ = τ∑ ∑τ Ψ τ Ψ                                       (14)
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Рис. 1. Элементы Равьяра – Тома нулевого (RT0) (a) и первого (RT1) (b) порядков;
ni – нормали к граням треугольника в точках, к которым привязаны степени свободы; 

локальная нумерация точек; С – центр треугольника

a) b)

где векторные функции формы Ψi для элемента RT1 определяются как

( )
2

0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 1 2 2

0 1 2 0 1 2 0 1 2
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i i i i
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+ +  + + + + +   

= + + + =     + + + + + + +    
Ψ   (15)

После приведения подобных членов, на каждом элементе необходимо определить не-
известные коэффициенты

0 1 0 2 0 1 2 0 1 2, , , , , , ,i i i i i i i i i ia a c a b b b c c c+ +  

из следующих 64 соотношений:

7 8
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где 1:6  j= −n нормали к ребрам (см. рис. 1); C – барицентр элемента; δij – дельта Кронекера.
Коэффициенты τxi и τyi находятся из решения системы уравнений вида
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                                   (17)

где Nd – общее число степеней свободы на гранях и в центре элементов. 
В результате получается система линейных алгебраических уравнений с 2Nd неизвест-

ными. Система (17) решается при фиксированных значениях β1 и β2, которые впослед-
ствии пересчитываются итерационно. 

Примеры сравнения смешанных аппроксимаций Равьяра – Тома нулевого и первого 
порядков для плоских задач линейной теории упругости представлены в следующем раз-
деле. Они развивают работы [14, 16, 17, 22, 23].

Численные результаты

Пример 1. Проведем сравнение элементов RT0 и RT1 на примере области, пред-
ставленной в работе [14]. На всей границе задано условие закрепления, т. е. Γd = Γ;  
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модуль Юнга E = 200 ГПа; коэффициент 
Пуассона ν = 0,3; плотность материала  
ρ = 7850 кг/м3; объемная сила f задается 
через ускорение (−5 3)T м/с2. Геометрия и 
начальная сетка метода конечных элемен-
тов представлены на рис. 2.

В табл. 1 приведены результаты расчетов 
для Примера 1, полученные с помощью 
программного кода, реализованного в среде 
Matlab. Из анализа результатов, представ-
ленных в табл. 1, следует, что индекс эф-
фективности не возрастает с увеличением 
размерности задачи. Также для элементов 
Равьяра – Тома первого порядка он убыва-
ет от 1,20 до 1,13, что существенно лучше, 
чем для элементов нулевого порядка, для 
которого индекс эффективности убывает от 

Рис. 2. Геометрия и начальная сетка метода 
конечных элементов для Примера 1

1,89 до 1,50. Финальные сетки, полученные после адаптации, приведены на рис. 3. Про-
цесс адаптации сетки заканчивается при достижении величины относительной ошибки 
менее 5 %.

Т аблица  1

Сравнение расчетных результатов для элементов Равьяра – Тома 
нулевого (RT0) и первого (RT1) порядков (Пример 1)

RT0 RT1
Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

23 30 37,97 1,89 23 30 37,97 1,20
67 104 22,58 1,59 70 108 22,38 1,17
130 219 16,12 1,58 134 224 15,98 1,15
238 416 12,44 1,55 259 457 12,13 1,14
445 808 8,80 1,55 461 840 9,05 1,14
810 1502 6,75 1,54 870 1635 6,69 1,14
1507 2859 4,93 1,51 1522 2887 5,06 1,13
2760 5304 3,71 1,50 2707 5218 3,76 1,13

a) b)

 Рис. 3. Результат адаптации для элементов RT0 (a) и RT1 (b) в Примере 1
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Пример 2. В этом примере область 
представляет собой многогранник с вы-
резом внутри. Область жестко закрепле-
на по всей границе т. е. ;dΓ ≡ Γ  модуль  
Юнга E = 190 ГПа; коэффициент Пуассона  
ν = 0,23; плотность материала ρ = 7850 кг/м3; 
объемная сила f задается через ускорение 
(6 17)T м/с2. Геометрия и начальная сетка 
метода конечных элементов представлены 
на рис. 4. Процесс адаптации сетки закан-
чивается при достижении величины отно-
сительной ошибки менее 7%.

В табл. 2 приведены результаты расчетов 
для Примера 2. Из них следует, что индекс 
эффективности не возрастает с увеличени-
ем размерности задачи, при этом индекс 
эффективности для элементов Равьяра – 

Рис. 4. Геометрия и начальная сетка метода 
конечных элементов для Примера 2

Тома первого порядка убывает от 1,15 до 1,08, что существенно лучше, чем для элементов 
Равьяра – Тома нулевого порядка (от 2,12 до 1,30, соответственно). Финальные сетки, 
полученные после адаптации, приведены на рис. 5.

Таблица  2

Сравнение расчетных результатов для элементов Равьяра – Тома
 нулевого (RT0) и первого (RT1) порядков (Пример 2)

RT0 RT1
Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

36 43 77,87 2,12 36 43 77,87 1,15
70 105 56,14 1,88 56 77 57,34 1,15
131 210 40,56 1,59 97 147 43,52 1.15
240 410 29,35 1,40 165 289 33,64 1,13
459 815 21,57 1,34 285 485 25,21 1,12
893 1627 15,46 1,32 527 932 19,46 1,10
1701 3180 11,52 1,30 908 1652 14,75 1,10
3188 6053 8,44 1,30 1614 3001 11,24 1,09
5854 11275 6,27 1,30 2864 5425 8,48 1,09

– – – – 5071 9719 6,44 1,08

Рис. 5. Результат адаптации для элементов RT0 (a) и RT1 (b) в Примере 2

a) b)



169

Прикладная и вычислительная математика

Пример 3. В этом примере область пред-
ставляет собой прямоугольник 5,0 × 2,5 м 
с крестообразным вырезом внутри. Область 
жестко закреплена по правой границе и 
внутри крестообразного выреза; осталь-
ная часть границы свободна; модуль Юнга  
E = 200 ГПа; коэффициент Пуассона  
ν = 0,3; плотность материала ρ = 7850 кг/м3; 
на верхнюю границу действует давление в 
1 МПа, определяющее поверхностные силы 
F, действующие на границе. Геометрия и 
сетка конечных элементов представлены на 
рис. 6. Процесс адаптации сетки заканчи-
вается при достижении величины ошибки 
менее 5 %.

Отметим, что близкая задача, но с двумя 
материалами, была рассмотрена для RT0 в 
работе [16].

Рис. 6. Геометрия и начальная сетка метода 
конечных элементов для Примера 3

Таблица  3

Сравнение расчетных результатов для элементов Равьяра – Тома 
нулевого (RT0) и первого (RT1) порядков (Пример 3)

RT0 RT1
Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

Кол-во 
узлов

Кол-во 
элементов Ошибка, % Ieff

57 82 38,97 1,85 57 82 38,97 1,29
90 138 30,70 1,57 80 121 30,91 1,26
169 280 22,73 1,50 135 216 24,56 1,24
313 549 16,97 1,46 253 429 18,49 1,21
604 1097 12,68 1,41 461 814 14,36 1,18
1131 2103 9,46 1,39 815 1485 10,73 1,16
2081 3939 6,95 1,38 1463 2725 8,18 1,15
3925 7530 5,07 1,38 2590 4905 6,16 1,14
7510 14571 3,71 1,38 4590 8810 4,66 1,14

a) b)

 Рис. 7. Результат адаптации для элементов RT0 (a) и RT1 (b) в Примере 3
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В табл. 3 приведены результаты расчетов для Примера 3. Согласно полученным дан-
ным, индекс эффективности для RT0 убывает от 1,85 до 1,38. При этом индекс эффектив-
ности для элементов RT1 меняется от 1,29 до 1,14, т. е. оказывается значительно ближе 
к оптимальному значению. Финальные сетки, полученные после адаптации, приведены 
на рис. 7.

Заключение

В данной работе представлен сравнительный анализ реализации мажоранты для задач 
линейной теории упругости в рамках плоского деформированного состояния. При этом 
использованы элементы Равьяра –Тома нулевого и первого порядков. 

Из анализа результатов расчетов следует, что использование элементов первого поряд-
ка приводит к значительному снижению переоценки истинной величины погрешности, 
которая надежно (без недооценки) контролируется с помощью функциональных апосте-
риорных методов.
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