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Аннотация. Рассмотрено взаимодействие автоколебаний и параметрических колебаний 
при нелинейном параметрическом возбуждении и запаздывании в упругости. Для 
решения дифференциальных уравнений движения системы использован метод прямой 
линеаризации и выведены уравнения для нестационарных и стационарных режимов 
колебаний. С помощью критериев Рауса – Гурвица получены условия устойчивости 
стационарных режимов. Чтобы выяснить влияние нелинейного параметрического 
возбуждения на динамику смешанных параметрических и автоколебаний, выполнены 
соответствующие расчеты и проведено сравнение результатов, полученных при наличии 
и в отсутствие запаздывания. Согласно расчетным данным, при наличии запаздывания 
происходит изменение величин амплитуд, которое сопровождается смещением позиций 
амплитудных кривых в амплитудно-частотной области, а также их сужение либо 
уширение, по сравнению с отсутствием запаздывания. Наличие запаздывания влияет 
также на устойчивость колебаний.
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Abstract. The interaction of parametric oscillations and self-oscillations under nonlinear 
parametric excitation and delay in elasticity is considered. To solve the differential equations of 
the system motion, the direct linearization method was used and equations for non-stationary 
and stationary modes of oscillations were derived. Using the Routh–Hurwitz criteria, stability 
conditions for stationary regimes were obtained. To find out the effect of nonlinear parametric 
excitation on the dynamics of mixed autoparametric oscillations, relevant calculations were 
carried out and a comparison was made of the results obtained in the presence and absence of 
delay. According to calculated data, in the presence of a delay, a change in amplitude values 
occurs, accompanied by a shift in the amplitude curves in the amplitude-frequency area, as 
well as their narrowing or broadening, compared to no lag. The presence of lag also affects the 
stability of oscillations.
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Введение

Колебательные процессы широко распространены в природе и возникают на всех 
уровнях материи (микромир − мегамир), наблюдаемых человеком. Они происходят в ме-
ханических, аэрогидродинамических, электромагнитных системах, в огромном множестве 
технических систем, химических реакций и др. Колебаниям подвержены экономические, 
социальные, исторические и прочие процессы, в том числе развитие науки. Примеры 
множества колебательных процессов, наблюдаемых в естественных условиях и опытах, 
приведены в нашей книге [1].

Согласно известной классификации колебательных процессов (см., например, рабо-
ты [2, 3]) по механизму возбуждения, существует 4 типа колебаний: свободные, вынуж-
денные, параметрические и автоколебания. Последние три типа образуют 4 класса сме-
шанных колебаний (динамическое взаимодействие двух и более типов в одной системе).  
Различные типы и классы смешанных типов колебаний изучены во многих работах. Ши-
рокому изучению параметрических колебаний, которые могут возникать при функциони-
ровании, например, оболочек, пластин, стержней и т. п., посвящена монография [4]. В 
ней эти колебания рассмотрены при линейном и нелинейном (квадратичном) параметри-
ческом возбуждениях; математически они выражаются периодическими коэффициентами 
в дифференциальных уравнениях движения системы. 

Данное исследование посвящено смешанным параметрическим и автоколебаниям при 
нелинейном параметрическом возбуждении кубического вида и наличии запаздывания в 
силе упругости. Системы с запаздыванием широко распространены в природе и устрой-
ствах различного рода (см., например, работы [5 – 13]). Нелинейные дифференциальные 
уравнения рассматриваемых колебаний решены с применением метода прямой линеари-
зации [14 – 17]. 

Модель и ее математическое описание
Автопараметрические колебания при нелинейном параметрическом возбуждении и  

запаздывания в упругости рассмотрим на основе широко используемой [3, 18 – 21] 

Рис. 1. Модель фрикционной 
автоколебательной системы:

T – нелинейная сила трения, вызывающая 
автоколебания; r0 – радиус точки приложения 
силы трения T; ( ),M ϕ ϕ   – соответственно 
моментная характеристика двигателя и скорость 
вращения его ротора, V – линейная скорость

модели (рис. 1).
Дифференциальные уравнения движения 

системы при наличии нелинейного параме-
трического возбуждения вида x3cosνt и запаз-
дывания τ в силе упругости cτxτ (cτ = const,  
xτ = x(t – τ)) имеют следующий вид:

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0

3 cos ,

,

bx t c x

I M r T U

mx k x c x T U F x τ τ− ν −

ϕ = ϕ −

+ + = −
 

 

 (1)

где m – масса тела на движущейся лен-
те; k0, c0 − соответственно коэффициен-
ты демпфирования и жесткости, причем  
k0 = const, c0 = const; F(x) − нелинейная 
часть силы упругости; b, ν − соответственно 
коэффициент и частота нелинейного параме-
трического возбуждения, причем b = const, 
ν = const; I − суммарный момент инерции  
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вращающихся частей; ( ),M ϕ ϕ   − соответственно моментная характеристика двигателя и 
скорость вращения его ротора; T(U) – нелинейная сила трения, вызывающая автоколеба-
ния; ,U V x= −   при этом 0 ,V r ϕ=   r0 = const − радиус точки приложения силы трения T(U).

Нелинейные части силы упругости F(x) и силы трения T(U) представим в виде зави-
симостей

[ ] 3
0 1 3

( ) ,

( ) s

2,  3,

gn ( ) ,

,

( ) ,

s
s

s
F x x

T U T U f x x U

s

f U

= γ

= + = −α + α

= …∑
 

                             (2)

где T0 – нормальная сила реакции; α1, α3, γs − константы; sgnU = 1 при U > 0, sgnU = –1 
при U < 0, а в случае покоя U = 0 имеют место неравенства

– T0 ≤ T(0) ≤ T0.
Представленная форма силы трения достаточно распространена на практике, она на-

блюдалась даже при космических опытах [22]. 
Заменим нелинейные функции ( )f x  и F(x) методом прямой линеаризации [14] линей-

ными функциями

* *( ) , ( ) ,F F f fx B c x f x B k xF = + = + 
                                    (3)

где BF, cF, Bf, kf – коэффициенты линеаризации, зависящие от параметра точности лине-
аризации.

Эти коэффициенты определяются следующими выражениями:

,
s

s
F s sB N aγ=∑  s  2, 4, 6,… (s  четное),

1,
s

s
F s sc aN −γ=∑  s  3, 5, 7,… (s  нечетное),
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Как показано в работах [14 – 17], выбор параметра точности линеаризации r достато-

чен в пределах значений от 0 до 2, но интервал в принципе не ограничен.
Уравнения (1) с учетом (3) принимают вид 

( )
( ) ( )

3
0 0 0

0 0

sgn cos ,

sgn ,

f f

f f

x cx T B T U k x bx t c x

I M r T U B k x

mx k τ τ+ = + + − ν −

ϕ = ϕ − + +

+  

  



                        (4)

где c = c0 + cF.

Решение линеаризованных уравнений

Для решения системы (4) воспользуемся методом и процедурой, описанными в работах 
[14, 16]. Они позволяют изучать нестационарные и стационарные режимы колебаний. На 
их основе, учитывая 

0cos( ), ,x a p u rτ = ψ − τ = Ω  

имеем следующие выражения:

cos , sin , , 2.x a x ap pt p= ψ = − ψ ψ = + ξ = ν                          (5)
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Уравнениями нестационарных режимов являются:
а) u ≥ ap

( )31 2 0,5
4

sin 2 ,ba
pm

da aA
dt

= − − ξ  

( )31 2
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где
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( )
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*

/ , sin , cos ,

2 arcsin .
f Fc m A p k T k c p E m p k c p

u ap
τ τω = = − − τ = ω − + + τ

ψ = π −
 

При выводе уравнений (6б) использован прием, описанный в монографии [3]. Заме-
тим, что с учетом равенства u = r0Ω выражения для Bf и kf в уравнениях (6) имеют вид

23 2 2 2
1 3 3 1 32 3 3, .3 3f fa pB u u N u k u Nα α α = α α α= − + + − − υ  

Для определения стационарных значений амплитуды, фазы колебаний и скорости 
источника принимаем 0, 0, 0a u= ξ = =

   и в случае u ≥ ap получаем следующие соотноше-
ния:

( ) ( )

2 2 2 44  0,25 tg2,

, ,

2 ,

0

–
u
r

A E b a A E

M S u a

+ = ξ

− =

=
                                  (7)

где S(u, a)  нагрузка на источник энергии со стороны колебательной системы,  
S(u, a) = r0T0(1 + Bf).

В случае скоростей u < ap амплитуда определяется приближенным выражением ap ≈ u. 

Условия устойчивости стационарных колебаний

Чтобы вывести условия устойчивости стационарных колебаний, составляем для урав-
нений (6) уравнения в вариациях. С этой целью воспользуемся критериями Рауса –  
Гурвица; при этом получаем следующие условия устойчивости:

D1 > 0, D3 > 0, D1D2 – D3 > 0,

где D1 = – (b11 +b22 + b33), D2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 – b23b32 – b12b21 – b13b31, 

D3 = b11b23b32 + b12b21b33 + b22b13b31 – b11b22b33 – b12b23b31 – b13b21b32.
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В случае u ≥ ap имеем следующие выражения:
2
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0

.u
r

dQ M
du

=

Численные расчеты

Для проведения расчетов использованы следующие значения параметров: 

масса тела m = 1 кгс·c2·см–1,
коэффициент демпфирования k0 = 0,02 кгс·c·см–1,
коэффициент жесткости c0 = 1 кгс·см–1,
коэффициент нелинейного параметрического возбуждения b = 0,07 кгс·см–1,
нормальная сила реакции T0 = 0,5 кгс,
константы cτ = 0,05 кгс·см–1, α1 = 0,84 с·см–1, α3 = 0,18 c3·см–3.

Для запаздывания использованы величины pτ = π/2, π, 3π/2, а для нелинейной ча-
сти силы упругости – вид γ3y

3, γ3 = const с коэффициентом линеаризации 2
3 3Fc N a= γ   

( 3 ,3 4N =  параметр точности линеаризации r = 1,5). Заметим, что результаты по асимпто-
тическому методу усреднения [23] и метода прямой линеаризации совпадают, ибо число 
3/4 имеет место в обоих случаях. 

На рис. 2 показаны некоторые результаты расчетов (величины на графиках нормали-
зованы). Следует отметить, что в случае pτ = 3π/2 в соотношениях (7) отсутствуют корни 
уравнения амплитуды как при γ3 = 0, так и при γ3 ≠ 0. 

Были также численно решены дифференциальные уравнения (6). Характеристика 
источника энергии была принята в виде 

M = M0 – Qu,

где 0 < Q < ∞.

Рис. 2. Амплитудно-частотные кривые при скорости u =1,14 и значениях γ = 0 (a), +0,2 (b), −0,2 (c). 
Нелинейное параметрическое возбуждение выражено синими (cτ = 0, запаздывание отсутствует) и черными 
кривыми; черные – для двух случаев запаздывания: pτ = π/2 (пунктир) и pτ = π (штрих). Кривая красного 
цвета на рис. 2,а приведена для сравнения и имеет место для линейного параметрического возбуждения 
(xcosνt) в отсутствие запаздывания. Заштрихованные секторы отражают крутизну Q = dM(u/ r0)/du 

характеристики источника энергии и соответствуют устойчивым амплитудам

а) b) c)
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а) b) c)

Рис. 3. Зависимости амплитуды а и скорости u от времени при разных 
значениях исходной моментной характеристики двигателя M0 и ее крутизны Q: 

a – M0 = 6,039, Q = 5; b – M0 = 2,580, Q = 2; c – M0 = 2,584, Q = 2. 
Получены при γ3 = 0, pτ = π, p = 0,981. 

Числа в рамочках (голубой шрифт) указывают стационарные значения величин, 
выданные программой вычисления

С повышением значения Q характеристика источника энергии становится круче. Ве-
личина М определяется на основе третьего соотношения (7), которое позволяет найти и 
задать значения величин M0 и Q.

Один из результатов численного решения дифференциальных уравнений (6) представ-
лен на рис. 3. Нами была поставлена цель – выйти на режим u = 1,14 и а =1. Решение 
получено при значениях параметров γ3 = 0, pτ = π, p = 0,981. На рис. 3,а видна стабиль-
ность амплитуды а колебаний и скорости u источника энергии при довольно крутой 
характеристике источника (крутизна Q = 4 соответствует углу приблизительно 76°). Это 
означает, что получено очень хорошее соответствие результатам расчетов по уравнению 
амплитуды в соотношениях (7). Однако для значений M0 = 2,580, Q = 2 (см. рис.3,b), 
расчетный результат, полученный на основе третьего соотношения (7), для выхода на ре-
жим при скорости u = 1,14, составляет u ≈ 0,96, а ≈1,76, а значит, характеристика источ-
ника с такой крутизной не позволяет реализовать амплитуду а ≈ 1, которая представлена 
на рис.3,а. Графики решений, полученных при Q = 2 и значении M0 = 2,584, почти 
не отличающемся от M0 = 2,580 (см. рис. 3,с), отражают очень высокую чувствитель-
ность системы к значениям параметров. Видно, что устанавливается режим со скоростью  
u ≈ 1,2 и амплитудой, колеблющейся в интервале примерно от 0,35 до 0,44, т. е. в среднем 
амплитуда а ≈ 0,4.

Заключение

При нелинейном (кубическом) параметрическом возбуждении запаздывание в силе 
упругости приводит к ряду явлений, которые зависят от величины этого запаздывания. 
Можно отметить следующие:

происходит смещение амплитудных кривых в амплитудно-частотной области и изме-
нение величин амплитуд;

изменяется ширина резонансной области либо в сторону расширения, либо сужения;
изменяется устойчивость колебаний.
При наличии запаздывания, в системе возникают явления такого же характера, что и 

при его отсутствии (см., например, работы [3, 18, 20]).
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