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Аннотация. Работа посвящена расчетам и анализу электронной зонной структуры для 
гексагональных (2H, 4H, 6H) и ромбоэдрических (9R, 15R, 21R) политипов кремния с 
использованием метода эмпирического псевдопотенциала (МЭП).  Расчетные результаты 
для структур 3C, 2H и 4H хорошо согласуются с экспериментальными данными. 
Расчетные данные для структур 6H, 15R и 21R были получены и проанализированы 
впервые. Зонная структура для политипа 9R, рассчитанная МЭП, почти идентична 
полученной методом теории функционала плотности. Такой результат указывает на 
возможность применения МЭП для построения зонных схем различных политипов. 
Отмечены преимущества МЭП перед другими методами. Исследованы зависимости 
ширин прямой и непрямой энергетических щелей от степени гексагональности 
кристаллов. Установлено частичное «выпрямление» зонной структуры при повышении 
этой степени у объектов. 
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Abstract. This work is devoted to calculations and an analysis of the electronic band struc-
ture (BS) for hexagonal (2H, 4H, 6H) and rhombohedral (9R, 15R, 21R) silicon polytypes 
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using the empirical pseudopotential method (EPM). The calculation results for 3C, 2H and 
4H have been in good agreement with experimental data. The data for 6H, 15R and 21R were 
obtained and analyzed for the first time. The BS for the 9R polytype calculated by EPM was 
almost identical to that obtained by the density functional theory method. This result indicates 
the possibility of using EPM for constructing BSs of various polytypes. The advantages of EPM 
over others were noted.  The dependences of the widths of the direct and indirect energy gaps 
on the of crystal hexagonality degree were also studied. A partial “straightening” of the BS was 
established with increasing this degree of the objects.
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Введение

Различные модификации хорошо известных полупроводников, таких как кремний, 
привлекают внимание ученых в связи с поисками путей улучшения их излучательных 
свойств. В настоящее время уже получено большое количество различных политипов 
полупроводников IV группы [1], в частности ромбоэдрическая фаза кремния 9R [2]. На 
основании теоретических [3, 4] и экспериментальных [5] данных можно считать, что 
некоторые модификации способны обеспечивать более эффективное возбуждение люми-
несценции, по сравнению с алмазоподобной кубической фазой. Есть основания полагать, 
что в гексагональных политипах полупроводников IV группы происходит эффективное 
«выпрямление» зонной структуры [6]: ширина запрещенной зоны уменьшается, сокра-
щается разница в энергии между минимумом в зоне проводимости и точкой Γ зоны 
Бриллюэна, вплоть до того, что полупроводник может стать прямозонным. В частности, 
германий в структуре лонсдейлита (2H) становится прямозонным материалом [6 – 10].

В данной работе акцент сделан на исследовании электронных свойств кремния, по-
скольку это основной материал микроэлектроники. Однако его применение в современ-
ных оптоэлектронных интегральных схемах затруднено в силу его непрямозонности: ал-
мазоподобный кремний (с кубической структурой 3C) обладает низкой излучательной 
способностью, в связи с чем можно либо применять известные прямозонные материалы 
и при этом неизбежно сталкиваться с проблемами совместимости и быстродействия, либо 
искать способы модификации кремния. На данный момент опубликован ряд работ, в ко-
торых изложены методики получения и использования кремния в гексагональных фазах 
[5, 11 – 18].

Цель данного расчетного исследования – установить взаимосвязь кристаллической 
структуры с электронным зонным спектром для нескольких политипов кремния. 

Расчеты проводились методом эмпирического псевдопотенциала, который достаточно 
точно описывает зонные структуры 3C- и 2H-политипов полупроводников IV группы [6] 
и ряда бинарных соединений [19]. При этом указанный метод впервые был использован 
для ромбоэдрических политипов. 

Метод эмпирического псевдопотенциала (МЭП)

Суть метода псевдопотенциала состоит в замене истинного потенциала валентных 
электронов более слабым эффективным потенциалом, называемым псевдопотенциалом 
[1].
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Согласно методу, одноэлектронное уравнение Шрёдингера может быть записано в сле-
дующем виде:

( ) ( ) ( )
2

0

,
2 p k n kV E

m
 

+ ϕ = ϕ 
 

p r k r


                                     (1)

где φk – псевдоволновая функция, Vp – плавноизменяющийся кристаллический псев-
допотенциал, En – собственные значения энергии электрона, p  – оператор импульса,  
m0 – масса свободного электрона. 

В общем случае Vp представляет собой линейную комбинацию атомных потенциалов 
Va, и его можно выразить как сумму по векторам трансляции R и атомных базисных век-
торов τj в элементарной ячейке:

( )1
( ) ,r r RN

p a jR j
V V τ

=
= − −∑ ∑                                       (2)

где N – количество атомов в элементарной ячейке. 
Ввиду периодичности потенциал (2) может быть разложен в ряд Фурье:

( ) ( )0( ) exp ,pV V i=∑G
r G Gr                                            (3)

где G – векторы обратной решетки, V0 – коэффициенты Фурье.
Коэффициенты V0 можно определить как

( ) ( ) ( )0
1 exp ,pV d V i

Ω

= −
Ω ∫G r r Gr

                                     
  (4)

где Ω – объем элементарной ячейки кристалла. 
Сумма по j-атомам в элементарной ячейке, фигурирующая в выражении (2), учтена в 

ряду (3) неявным образом.
Традиционно метод эмпирического псевдопотенциала применялся для тетраэдриче-

ских полупроводников [20]. В структуре алмаза С или цинковой обманки ZnS, на элемен-
тарную ячейку приходится два атома. При выборе начала отсчета между ними, базисные 
векторы можно записать как

1 2 ,= − ≡τ τ τ  

где 
1 1 1, ,
8 8 8ñaτ  =  

 
 (в единицах параметра решетки, ac = 5,431 Å кубического кристалла). 

В получившемся выражении Фурье-коэффициенты (4) можно переписать через симме-
тричный VS(G) и антисимметричный VA(G) форм-факторы:

V0(G) = cos(Gτ)VS(G) + sin(Gτ)VA(G),                               (5)

где cos(Gτ), sin(Gτ) – симметричный и антисимметричный структурные факторы, соот-
ветственно.

Форм-факторы рассматриваются как регулируемые параметры, которые подбираются 
так, чтобы рассчитанная зонная структура соответствовала доступным эксперименталь-
ным данным. Для материалов со структурой алмаза, в элементарной ячейке которых со-
держатся два одинаковых атома и присутствует центр симметрии, VA(G) = 0 и структур-
ный фактор остается единственным: cos(Gτ).

Для описания политипов кремния с гексагональной и ромбоэдрической кристалличе-
ской структурой был использован псевдопотенциал следующего вида [6]:

( ) ( ) ( )1

1 exp ,N
p f jj

V V i
N

τ
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 = − ∑ ∑G
r G G r                              (6)

где форм-факторы псевдопотенциала определяются модельным выражением
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в котором 
2

,
2

ña
ζ = ⋅

π
G  а набор параметров xi (i = 1 ÷ 4) подбирается так, чтобы в случае 

структуры алмаза совпадать с симметричными форм-факторами VS(G) для кубического 
кремния. 

Их значения, определенные в статье [6], приведены в табл. 1 (Ry – энергия Ридберга).

Таблица  1

Значения форм-факторов 
псевдопотенциала для кремния [6]

Параметр Единица 
измерения

Значение 
параметра

x1 Ry

8,2808 
x2 –54,1842
x3 –

0,0116
x4 4,7922

Примечание . Ry – ридберг (внесистемная еди-
ница энергии, соответствующая энергии иониза-
ции атома водорода).

С помощью метода эмпирического псев-
допотенциала мы построили зонные диа-
граммы для ряда политипов кремния. Рас-
четы выполнялись для кристаллических 
структур тригональной и гексагональной 
сингоний с осями симметрии 3-го и 6-го 
порядков соответственно. Такие политипы 
отличаются от политипа алмаза (кубиче-
ская структура) только способом соедине-
ния атомарных бислоев вдоль направления 
высокой симметрии.

В кубическом кремнии химические свя-
зи, не параллельные направлению [111], 
не изменяют своей ориентации, и перио-
дичность вдоль этого направления дости-
гается после трех бислоев (структура 3C).  

В структуре лонсдейлита (полиморфная модификация углерода типа вюрцита) ориента-
ция связей, не параллельных направлению [0001], изменяется на каждом бислое, а перио-
дичность возникает уже после двух бислоев (структура 2H). В первом случае бислои мож-
но условно назвать кубическими, во втором – гексагональными. В других гексагональных 
(H) или ромбоэдрических (R) политипах вдоль осей симметрии 3-го или 6-го порядков 
чередуются кубические и гексагональные бислои. 

Далее полиморфные модификации будем классифицировать, в частности, степенью 
гексагональности, т. е. долей гексагональных бислоев в элементарной ячейке кристалла.

Полиморфные модификации были подобраны таким образом, чтобы можно было про-
следить изменения их зонной структуры в зависимости от степени гексагональности, 
начиная от кубической структуры 3С (0 %) и заканчивая структурой лонсдейлита 2H  
(100 %). 

В табл. 2 представлены следующие исходные расчетные параметры: степень гексаго-
нальности структуры, параметры элементарной ячейки а0 и с0 в гексагональной установ-
ке, а также количество плоских волн (является своим для каждого политипа), использо-
ванных при расчете методом псевдопотенциала.

Разное число плоских волн для каждой структуры обусловлено изменением размеров 
зоны Бриллюэна. Отметим, что все структуры, для которых выполнялся расчет, являются 
центросимметричными.

Полученные расчетные результаты для 3C- и 2H- структур сопоставлялись с экспери-
ментальными данными. В частности, полученные значения ширины запрещенной зоны 
Eg и величины прямой энергетической щели Ed (в точке Γ зоны Бриллюэна) для 3C-крем-
ния составили 1,106 и 3,475 эВ соответственно, что неплохо согласуется с известными 
из эксперимента значениями 1,11 эВ [21] и 3,31 эВ [22], полученными при комнатной 
температуре.

Для фазы кремния 2H нам не удалось найти литературных источников, содержащих си-
стематически надежные результаты измерения параметров энергетической зонной струк-
туры; вероятно, это связано с их метастабильностью. Однако мы сравнили результаты 
наших вычислений для 2H-Si с имеющимися в литературе расчетными данными. В част-
ности, наши расчетные значения Eg = 0,812 эВ и Ed = 1,501 эВ находятся в превосходном 
согласии с полученными ранее в работе [6] методом эмпирического псевдопотенциала, 
где Eg = 0,795 эВ и Ed = 1,481 эВ.
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                                                                       Таблица  2

Параметры для расчета электронных зонных структур 
различных политипов кремния и их значения

Параметр
Значение параметра для политипа

3С 2Н 4Н 6Н 9R 15R 21R
Пространственная 
группа симметрии Fd-3m P63/mmc R-3m

Степень 
гексагональности,% 0 100,00 50,00 33,33 66,66 40,00 28,57

Параметры 
элементарной ячейки, 
Å:

a0  5,431 3,836 3,806 3,810 3,819 3,819 3,819

c0 5,431 6,264 12,508 18,732 28,071 46,784 65,499

Количество плоских 
волн 259 273 343 525 1191 1327 1275

На рис. 1 показаны зонные диаграммы, рассчитанные нами для гексагональных фаз 
кремния 4H и 6H. Зонную структуру 4H-кремния можно сравнить с зонной структурой, 
рассчитанной в работе [23] методом функционала плотности. Эти диаграммы, рассчитан-
ные разными методами, имеют аналогичное строение: электронная структура 4H также 
является непрямозонной и минимум зоны проводимости находится возле M-точки. Зна-
чения Eg и Ed, полученные нами, хорошо согласуются с представленными в статье [23]: 
Eg = 1,24 эВ и Ed = 1,85 эВ. Различие результатов можно объяснить разницей методов, 
использованных для расчета, а также небольшим расхождением в исходных значениях 
параметров элементарной ячейки. Стоит отметить, что в статье [23] значения прямой и 
непрямой энергетических щелей представлены в сравнении с кубическим политипом 3C, 
причем различия в энергиях для данных фаз аналогичны полученным нами.

a) b)

Рис. 1. Зонные структуры 4H-Si (a) и 6H-Si (b), минимумы зон проводимости 
лежат вблизи точек M.

Eg = 0,812 эВ, Ed = 1,760 эВ (a) и Eg = 0,814 эВ, Ed = 1,814 эВ (b)
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Рис. 2. Зонная структура объемного 
политипа 9R-Si, рассчитанная по методу 

псевдопотенциала; минимум зоны 
проводимости лежит вблизи точки M. 

Eg = 0,796 эВ, Ed = 1,682 эВ

На рис. 2 показана зонная диаграмма 
9R-Si, рассчитанная нами с помощью ме-
тода псевдопотенциала, которую можно 
сравнить с таковой, полученной расчет-
ным путем по методу теории функциона-
ла плотности (ТФП) [24]. Зонные схемы 
имеют подобное строение. 

В табл. 3 представлены результаты 
расчетов энергии потолка валентной зо-
ны Ev и дна зоны проводимости Ec для 
политипа 9R-Si с использованием метода 
эмпирического псевдопотенциала.

Значения ширины запрещенной зо-
ны, полученные расчетом по методу  
эмпирического псевдопотенциала, обыч-
но оказываются несколько меньше, 
чем по методам теории функционала  

Таблица  3

Значения краев энергетической зоны 
в точках высокой симметрии политипа 9R-Si, 

рассчитанные методом псевдопотенциала

Точка высокой симметрии 
в зоне Бриллюэна

Энергия, эВ
Ev Ec

Γ 0 1,682
A –0,075 1,644
H –2,247 1,762
K –2,216 1,671
L –1,435 0,836
M –1,529 0,796

плотности, в частности, наши результаты для 9R-Si, которые составляют Eg = 0,796 эВ 
и Ed = 1,682 эВ, оказались меньше, по сравнению с Eg = 1,06 эВ и Ed = 1,70 эВ, рассчи-
танными из первых принципов. Такая разница может быть связана, во-первых, с тем, что 
использованный метод псевдопотенциала был параметризован по ширине запрещенной 
зоны 3C-Si при комнатной температуре, которая несколько ниже, чем при нулевой (1,11 
против 1,17 эВ), во-вторых, связан с погрешностью использованного нами алгоритма пе-
реноса псевдопотенциалов с кубической фазы на гексагональные. В частности, метод 
ТФП более строго учитывает перераспределение электронной плотности и взаимодей-
ствие в системе валентных электронов, в то время как в МЭП моделируется суммарный 
псевдопотенциал электронов остова и валентных электронов. Тем не менее, метод псев-
допотенциала позволяет получить довольно точную картину зонной структуры за значи-
тельно меньшее время и использование вычислительных ресурсов. 

Важно отметить, что зонные диаграммы для некоторых политипов с гексагональной 
(6H-Si) и ромбоэдрической (15R-Si, 21R-Si) решетками (см. рис. 1,b и 3, соответственно) 
были рассчитаны впервые.

Если объединить данные, представленные на рис. 1 – 3, то можно построить график 
зависимости ширины запрещенной зоны энергий для кристаллов гексагональных полити-
пов кремния от степени гексагональности кристалла, которая простирается от кубической 
3C-фазы, обладающей нулевой «долей», до фазы лонсдейлита 2H со 100%-ой «долей»  
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a) b)

Рис. 3. Зонные структуры 15R-Si (a) и 21R-Si (b), минимумы зон 
проводимости лежат вблизи точек M.

Eg = 0,839 эВ, Ed = 1,770 эВ (a) и Eg = 0,880 эВ, Ed = 1,850 эВ (b)

гексагональности (рис. 4). Видно, что повышение степени гексагональности элементар-
ной ячейки приводит к уменьшению разницы между прямой и непрямой энергетически-
ми щелями.

Рис. 4. Графики зависимости ширины запрещенной зоны и прямой 
энергетической щели в различных политипах кремния от степени их 

гексагональности (рассчитаны методом эмпирического псевдопотенциала)

Заключение

В работе проведен расчет зонной структуры для различных политипов кремния с ис-
пользованием метода эмпирического псевдопотенциала, который, как показывает опыт, 
проще в реализации и занимает существенно меньше машинного времени, чем, например, 
аналогичный расчет по методу теории функционала плотности. Для политипов 2H, 4H, 
3C и 9R результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными и подобными 
расчетами, выполненными в работах [6, 23, 24].

Выполненные расчеты для структур 4H, 6H, 9R, 15R и 21R позволили сделать несколь-
ко выводов. 

Во-первых, все рассмотренные фазы кремния являются непрямозонными. 
Во-вторых, повышение степени гексагональности элементарной ячейки приводит к 

уменьшению ширины запрещенной зоны (непрямой). 
В-третьих, разница между прямой и непрямой энергетическими щелями оказывается 

меньше в случае большей степени гексагональности материала. Другими словами, увели-
чение степени гексагональности приводит к «выпрямлению» зонной структуры материа-
ла, что, однако, не позволяет полностью решить проблему непрямозонности кремниевой 
электронной структуры. 
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Для возможного решения данной проблемы следует рассмотреть твердый раствор гер-
маний-кремний, так как для германия наблюдается полное выпрямление зонной структу-
ры уже для политипа 9R [24].
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