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Аннотация. Исследована проблема применения топологической оптимизации к 
упругим деформируемым телам, находящимся в условиях воздействия связанных 
электрических и механических полей. Основная задача состояла в оптимизации 
распределения электрических и механических свойств материала в заданной области 
с учетом ограничения на итоговый объем конструкции. Сформулирован и реализован 
алгоритм топологической оптимизации (в виде программного кода на языке Python) 
для тел, находящихся под действием связанных электрических и механических полей. 
Алгоритм включал в себя решение связанной задачи электроупругости с помощью 
метода конечных элементов, анализ производных целевой функции и оптимизацию 
двойственным методом в рамках метода скользящих асимптот. Алгоритм был опробован 
в численных экспериментах на задаче оптимизации пьезоэлектрического актуатора, 
помещенного в однородное либо в линейно-распределенное электрические поля. В 
итоге получены распределения механических и электрических свойств для различных 
значений коэффициента жесткости. 
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Abstract. A problem of applying topology optimization to elastic deformable bodies exposed 

to coupled electric and mechanical fields has been studied. The main goal was to find the 
optimal distribution of electric and mechanical properties in the given area, taking into ac-
count restrictions on the final volume of the structure. A topology optimization algorithm was 
formulated and implemented (as program code in Python) for bodies under the action of the 
coupled electric and mechanical fields. The algorithm included solving the coupled electroelas-
ticity problem using the finite element method, analyzing derivatives of the objective function, 
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and optimizing by the dual procedure within the method of moving asymptotes. The algorithm 
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Введение

Области структурной и топологической оптимизации (ТО) имеют глубокие корни 
исторического развития. Так, еще Ж. Л. Лагранжем была решена задача оптимизации 
веса колонны, к свободному концу которой была приложена сжимающая сила [1]. Одна 
из первых работ по структурной оптимизации была написана Э. Мичеллом в 1904 г. 
[2]. С развитием численных методов, в частности метода конечных элементов (МКЭ) в  
1960-х гг., началось активное развитие структурной, в том числе топологической, опти-
мизации [3]. В 1980-е гг. на их основе были разработаны законченные теории, широко 
представленные в работах М. Бендсоу [4, 5].

В научных публикациях можно найти множество методов для анализа и улучшения 
производительности пьезоэлектрических структур по критериям размера и геометрии  
[6 – 9], по критериям структуры и количества слоев [10], оптимизация по субпараметрам 
[11 – 13]. В ходе развития методов ТО они применялись для различных областей физи-
ки [14, 15], включая пьезоэлектричество. При введении корректных целевых функций 
и новых параметров удалось создать алгоритмы для задач оптимизации пьезоактуаторов 
[16, 17], датчиков [18] и накопителей энергии [19 – 21]. Также существуют различные 
модификации этих методов, например, с учетом ограничения по механическим напря-
жениям [22].

В ранних работах для решения задачи ТО использовался метод гомогенизации [23, 
24]. В последующие годы были представлены другие подходы: метод пенализации для 
твердого изотропного тела (англ. Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP)) [25], 
метод двунаправленной эволюционной оптимизации конструкций (англ. Bi-directional 
Evolutionary Structural Optimization (BESO)) [26] и метод фиксации уровня (англ. Level-Set 
Method (LSM)) [27]. 

В ходе анализа публикаций выявлено, что существующие алгоритмы топологической 
оптимизации можно разделить на три класса: 

основанные на критерии оптимальности (эвристические); 
основанные на анализе производных (методы математического программирования); 
генетические алгоритмы топологической оптимизации. 
Одним из наиболее универсальных и стабильных методов, используемых авторами при 

оптимизации конструкций, является метод скользящих асимптот (англ. Method of Moving 
Asymptotes (MMA)) [28], поэтому именно он был выбран нами в качестве основного ал-
горитма оптимизации.

В настоящей работе на основе анализа публикаций сформулирован и представлен ал-
горитм решения задачи топологической оптимизации для связанной задачи электроупру-
гости. 
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Алгоритм основан на методе скользящих асимптот, конечно-элементном решении свя-
занной задачи электроупругости и параметризации свойства материала с помощью моди-
фицированного SIMP-метода. Алгоритм реализован на языке Python и опробован на за-
даче оптимизации пьезоэлектрического актуатора для случая постоянного электрического 
поля. 

Топологическая оптимизация

Топологическая оптимизация – это математический метод, который позволяет полу-
чать оптимальное распределение материала в пределах заданного пространства при за-
данных конфигурации внешних нагрузок, граничных условий и ограничениях с целью 
достижения максимальной производительности системы. 

Наиболее типичной задачей топологической оптимизации является минимизация по-
датливости конструкции. В математическом отношении она эквивалентна минимизации 
работы внешних сил [5], т. е.

min ( )exA
∈u U

u                                                   (1)

при заданных ограничениях:

0

( ) ( ( ( ))), ,
,0 1,

u u u Uex
bA

V V
δ = δ ρ ψ ε ∀δ ∈

≤ α < α <
                                 (2)

где Aex (δu) – работа внешних сил на достигнутых перемещениях; ψ(ε(u)) – плотность 
свободной энергии; δu – возможные перемещения; U – допустимые перемещения; ρb – 
плотность тела; V, V0 – конечный и начальный объемы конструкции; α – доля конечного 
материала.

Первое ограничение в формулах (2) – условие равновесия в вариационной форме. 
Данную задачу обычно решают с помощью дискретизации области и использования 

МКЭ. Поэтому необходимо переформулировать задачу для соответствующей конечно- 
элементной постановки, а именно –

min T

∈u U
f u                                                      (3)

при следующих ограничениях:
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где f – столбец сил; u – столбец перемещений; K – матрица жесткости системы; ve – 
объем конечного элемента с номером e; ρe, Ee – плотность и модуль Юнга конечного 
элемента с номером e; Eper – допустимые значения модуля Юнга. 

В качестве инструмента для решения данной задачи используется метод скользящих 
асимптот (MMA).

Алгоритм решения связанной задачи электроупругости (СЗЭУ)

Определяющие уравнения для СЗЭУ. Указанные соотношения для линейной СЗЭУ 
для пьезоэлектрического материала, без учета температурного эффекта, можно записать в 
следующей форме [29]:

,
,

E T

S

S= −

= +

T c e E
D eS Eε

                                                 (5)

где T – вектор механических напряжений; S – вектор механических деформаций; E – 
вектор напряженности электрического поля; D – вектор электрического смещения; cE – 
матрица жесткости при постоянной напряженности электрического поля E; εS – матрица 
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диэлектрической проницаемости при постоянных деформациях S; e – матрица пьезоэ-
лектрических коэффициентов связи; верхний индекс T означает транспонирование.

Напряженность электрического поля E определяется соотношением

E = − gradφ                                                  (6)

где φ – электрический потенциал.
Для представленной в данной работе модели рассматривается пьезоэлектрический ма-

териал класса тетрагональных кристаллов [30], обладающий ортотропной анизотропией. 
Этот класс включает большую часть пьезоэлектрических материалов, в частности хорошо 
известные материалы, например цирконат-титанат свинца PbZr1−xTixO3 (PZT). 

С учетом указанного выше, тензор механической жесткости cE, пьезоэлектрическая 
матрица eT и диэлектрическая проницаемость εS для полного трехмерного случая имеют 
следующий вид:
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Далее рассмотрим пластину, состоящую из пьезоэлектрического материала, распреде-
ленного между двумя электродами (рис. 1).

εS

b)

a)

Рис. 1. Изображения пластины из пьзоэлектрического материала (Piezoelectric) с верхним 
(Top) и нижним (Bottom) электродами (electrode) в изометрическом виде (a) и виде сбоку (b)

Исходя из конфигурации рассматриваемой системы, целесообразно сделать следующие 
предположения [31]:

отношение длины или ширины пластины к ее толщине должно быть менее 0,1;
перемещения и нагрузки в системе могут возникать только в плоскости пластины;
толщина электродов пренебрежимо мала, по сравнению с толщиной пластины;
механическая часть рассматриваемой задачи – линейная;
электроды идеально проводят ток;
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вектор пьезоэлектрической поляризации направлен перпендикулярно плоскости пла-
стины (вдоль оси OZ);

значение потенциала φ на нижнем электроде пластины полагается равным нулю;
электрическое поле E вдоль толщины пластины (в направлении оси OZ) является од-

нородным;
электрический потенциал φ вдоль толщины пластины (в направлении оси OZ) следует 

линейному закону.
Первые два предположения позволяют использовать постановку для плоской на-

пряженной задачи теории упругости. Предположение о малости толщины электродов 
позволяет пренебречь их влиянием на жесткость системы. Кроме того, при ориентации 
оси поляризации пьезоэлектрического материла вдоль направления OZ, его поведение в 
плоскости оказывается изотропным. Более того, в таком случае единственное воздействие 
на материал будет оказывать электрическое поле в направлении OZ. 

Таким образом, сокращенная (2D) форма пьезоэлектрического определяющего уравне-
ния может быть записана в следующем виде [7]:
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где компоненты матрицы можно выразить через представленные ранее:
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Определяющее соотношение (8) используется для последующего конечно-элементного 
моделирования системы.

Конечно-элементная модель системы. Для конечно-элементного моделирования пье-
зоэлектрической пластины использовалось разбиение области на плоские прямоугольные 
линейные элементы с двумя гауссовыми точками интегрирования.

Вектор деформаций элемента может быть представлен как

S = BuU,                                                   (10)

где Bu − матрица частных производных для вычисления вектора деформаций.
Напряженность электрического поля в общем случае является векторной величиной, 

вычисляемой как градиент электрического потенциала по формуле (6). Однако последние 
два предположения о характере электрического поля и ориентация пьезоэлектрического 
материала (см. выше) дают возможность свести рассмотрение напряженности поля к ска-
лярной величине – ее проекции на ось OZ. Тогда величина напряженности электрическо-
го поля вычисляется как

1, ,E B B
hϕ ϕ= − ϕ =                                            (11)

где h − толщина пластины.
Далее используем вариационный принцип Гамильтона без учета диссипативных сил 

в системе; при этом можем записать линейное дифференциальное уравнение для одного 
элемента в матричной форме [29]:
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uu u

u

ϕ

ϕ ϕϕ

       
+ =       −       

k km u u f
k kö ö q



                                 
 (12)

φ φ¨



139

Механика

где m – матрица инерционных коэффициентов; kuu – локальная матрица жесткости;  
f – вектор внешнего механического воздействия; q – электрический заряд; kuφ – матрица 
пьезоэлектрической связи.

Матрица kuφ вычисляется по формуле

| | ,k B e BT T
u uh J d dϕϕ

Ω

= ξ η∫                                     (13)

где ξ, η – локальные координаты элемента; J – Якобиан элемента. 
В соответствии с алгоритмом МКЭ, локальные матрицы и векторы нагрузок должны 

быть собраны в глобальные, после чего можем записать уравнение для всей рассматрива-
емой области:
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                            (14)

Будем рассматривать квазистатическую задачу о нажимном механизме под действием 
внешнего электрического поля. Такая постановка дает нулевые производные величин по 
времени. Кроме того, предполагается, что внешний электрический заряд в системе отсут-
ствует (Q = 0). Такая постановка задачи приводит нас к следующей системе уравнений 
для МКЭ:

Kuu U + KuφΦ = F.                                             (15)

Эта система используется для вычисления поля перемещений под действием внешнего 
электрического поля. Теперь, после вывода уравнения связанной задачи для МКЭ, мы 
можем его использовать, чтобы перейти к параметризации этой задачи для топологиче-
ской оптимизации.

Схема интерполяции пьезоэлектрического материала. В данной работе для интерполя-
ции указанного материала используется расширение схемы SIMP, для которой необходи-
мы следующие зависимости локальных матриц от фиктивной плотности и поляризации 
[31]: 0

min 0 min
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где E0, e0 – числа, используемые для определения исходных характеристик материала эле-
мента, E0 = e0 = 1; ρ – фиктивная плотность материала элемента (может принимать зна-
чения от 0 до 1); P – переменная поляризации,  определяющая направление поляризации 
пьезоэлектрического материала (принимает значения от 0 до 1); puu, puφ, pP – штрафные 
факторы для жесткости, пьезоэлектрической связи и поляризации, соответственно; Emin, 
emin – малые числа для определения минимально возможных значений для жесткости и 
коэффициента пьезоэлектрической связи.

Наличие малых чисел Emin и emin необходимо для устранения численных неопределен-
ностей, возникающих при итеративном процессе оптимизации.

Представленная в формуле (16) схема интерполяции известна как PEMAP-P (piezoelectric 
material with penalization and polarization) и была представлена в работе М. Кёгля и Е. 
Сильвы в 2005 году [25], посвященной оптимизации адаптивных материалов и, в частно-
сти, пьезоэлектрических пластин.

Переменные поляризации P отражают поведение материала при наличии электроста-
тического поля: при P от 0 до 0,5 материал под действием поля сжимается, а при P от 0,5 
до 1,0 – расширяется.

Постановка задачи для пьезоактуатора. Рассмотрим задачу топологической оптими-
зации электроактуатора (рис.2). Исходная конструкция представляет собой квадратную 
пьезоэлектрическую пластину (PE.-C. Plate) (рис. 2, см. также подраздел «Конечно- 
элементная модель системы»), левый конец которой закреплен по всем степеням свобо-
ды. Под действием электрического поля материал расширяется либо сжимается, в зави-
симости от его поляризации. 

Цель проводимой оптимизации – обеспечить максимальное перемещение или нажим-
ное усилие, создаваемое средней точкой правой грани пластины при ограничении объема: 

Φ Φ
0

0 0
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V = 0,4 V0. Серая область (см. рис. 2 слева) показывает исходную область для последую-
щей оптимизации.

Рис. 2. Схема нажимного механизма к постановке задачи: 
S.-S. Support – консольные закрепления; PE.-C. Plate – пьезоэлектрическая пластина; 

Мovable Object – передвигаемый объект; Symmetry Axis – ось симметрии; 
ks – жесткость пружины

Для моделирования взаимодействия нажимного механизма с перемещаемым объектом 
(Movable Object) к средней точке правой стороны присоединяется дополнительная пру-
жина с жесткостью ks:

ks = Ksk0,                                                  (17)

где Ks – параметр, характеризующий силу взаимодействия с перемещаемым объектом;  
k0 – наибольшее значение в матрице жесткости системы, т. е. k0 = max Kij.

По изменению параметра Ks можно делать выбор: либо необходимо большее переме-
щение интересующей точки, либо приоритетным является создаваемое нажимное усилие. 
Например, при Ks = 1,0 ks = k0 (см. формулу (17)), и таким образом на оптимизированной 
топологии будет достигаться максимальное нажимное усилие. И наоборот, определяя ма-
лые значения для данного параметра, например Ks = 0,01, пластина будет оптимизирована 
соответствующим образом для обеспечения максимально возможного перемещения.

Следуя классическому подходу к решению задач оптимизации для податливых меха-
низмов, изложенному в монографии [5], можем записать формулировку для данной зада-
чи как минимизацию следующей целевой функции:

J = − LTU,                                                (18)
при ограничениях вида

0
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0 1;
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                                    (19)

где L – вектор (равен 1 у компоненты, которая соответствует степени свободы перемеще-
ний, нас интересующей, и равен 0 у всех других компонент); U – вектор перемещений; 
ρe, ve, Pe – плотность, объем и поляризация элемента с номером e.

Вычисление производных целевой функции. При использовании методов, основанных 
на градиентном спуске, к которым относится и метод скользящих асимптот (он применя-
ется в данной работе), необходимо на каждой итерации процесса вычислять производные 
целевой функции по переменным оптимизации:
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Чтобы избежать вычисления производных целевой функции по перемещениям, приме-
няют метод сопряженных векторов (adjoint method), при котором для нахождения значе-
ний производных необходимо решить дополнительную сопряженную задачу:

−LT + ΛTKuu = 0,                                             (21)

где ΛT – глобальный сопряженный вектор, ΛT = [λ1, λ2, …, λndorf]
T .

С помощью ΛT находят производные целевой функции:

,
T T uuu
e e e e

e e e

J ϕ∂∂∂
= + ϕ

∂ρ ∂ρ ∂ρ

kk
ë u ë

                                (22)

где λe
T – элементный сопряженный вектор (состоит из компонент λi сопряженного векто-

ра ΛT, принадлежащих элементу с номером e); ue – вектор перемещений, который состо-
ит из перемещений узлов элемента с номером e.

Используем аналогичную процедуру и записываем производные целевой функции по 
поляризациям Pe:

.uT
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J
P P
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k
ë                                             (23)

Производные элементных матриц жесткости и пьезоэлектрической связи вычисляются 
путем непосредственного дифференцирования выражений (16):
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После нахождения выражений для вычисления производных, их можно использовать в 
ходе решения оптимизационной задачи методом скользящих асимптот.

Программная реализация алгоритма. Построенный алгоритм топологической оптими-
зации для связанной задачи электроупругости, учитывающий распределение плотности 
пьезоэлектрического материала, а также его поляризации состоит из следующих шагов.

Шаг 1. Изменение всех проектных переменных (фиктивных плотностей), для удовлет-
ворения ограничения на объемную долю.

Шаг 2. Конечно-элементный расчет напряженно-деформированного состояния пла-
стины под действием электрического поля.

Шаг 3. Решение сопряженной задачи.
Шаг 4. Вычисление производных целевой функции по переменным проектирования 

(плотностям и поляризации).
Шаг 5. Построение выпуклой аппроксимации функции, нахождение минимума через 

двойственную функцию (внутренний цикл метода скользящих асимптот).
Шаг 6. Обновление вектора проектных переменных (найденное решение – следующий 

шаг точки аппроксимации). 
Шаг 7. Проверка на сходимость. При отсутствии сходимости необходим возврат к Ша-

гу 2.
Представленный алгоритм был реализован на языке Python. Был написан конечно-эле-

ментный решатель для решения связанной задачи электроупругости, а также модуль вы-
числения производных. Разработанные модули были интегрированы с алгоритмом метода 
скользящих асимптот, находящимся в открытом доступе. 

λ λ

λ
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Тестирование разработанного алгоритма

Для тестирования алгоритма были рассмотрены два случая с различными распределе-
ниями напряженности электрических полей: однородное и линейное вдоль оси OX.

Случай однородного электрического поля. В результате задания на правой и левой гра-
ницах пластины одинаковых значений потенциала получено однородное распределение 
поля.

На рис. 3 представлены полученные результаты распределения плотности материала и 
его поляризации для различных значений параметра KS как в случае однородного электри-
ческого поля, так и в случае поля, линейного вдоль оси OX (см. следующий подраздел).

a)

b) c) d) e)

f) g) h) i)

Рис. 3. Оптимизированные распределения плотности материала 
и его поляризации при различных значениях параметра KS. 

Материал помещен в однородное электрическое поле (homogenuis field) (b – e) либо в поле, 
линейное (linear field) вдоль оси OX (f – i); a – исходная топология (initial topology); 

значения KS: 1,0000 (b, f), 0,1000 (c, g), 0,0125 (d), 0,0150 (h), 0,0050 (e, i). 
Расширение материала показано коричневым цветом, сжатие – синим

Кроме того, в таблице пред-
ставлены коэффициенты усиления 
перемещения η, по сравнению с 
исходной системой. Видно, что с 
уменьшением жесткости пружины 
коэффициент усиления η растет, 
однако не стоит забывать, что на-
жимное усилие при этом снижает-
ся. При больших значениях пара-
метра KS оптимальное распределе-
ние материала обладает довольно 
простой односвязной структурой 
одной поляризации (рис. 3, b, c). 
При уменьшении этого параметра 
оптимальными становятся более 
сложные распределения материала 
с различными областями расши-
рения и сжатия (рис. 3, d, e), что 
позволяет сделать конструкцию  
более гибкой и податливой.

Таблица

Результаты оптимизации нажимного механизма
для пьезоэлектрической пластины, помещенной
в электрические поля двух видов (см. рис. 3)

Параметр 
KS

Коэффициент усиления перемещений η
Однородное 

поле
Поле, линейное вдоль 

оси OX
1,0000 0,84 0,78
0,1000 1,04 0,93
0,0125 1,51 –
0,0150 – 1,84
0,0050 2,70 3,08

Примечание . KS – параметр, характеризующий силу 
взаимодействия с перемещаемым объектом.

Полученные результаты хорошо согласуются с результатами, представленными в статье 
[31]; это позволяет сделать вывод о корректности разработанного алгоритма.

Случай электрического поля с линейным распределением по оси OX. С целью решения 
задачи для условия неоднородного электрического поля, на левой границе пластины было 
задано нулевое значение потенциала, на правой – ненулевое. В результате расчета было 
обеспечено электрическое поле, линейно распределенное вдоль оси OX.
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На рис. 3, f – i представлены полученные результаты распределения плотности и поля-
ризации для различных значений параметра KS для случая поля, линейного вдоль оси OX.

Кроме того, в сводной таблице представлены для сравнения коэффициенты усиления 
перемещения η (также по сравнению с исходной системой). 

Приведенное сравнение позволяет утверждать, что для данной постановки задачи 
результаты оптимизации оказываются весьма схожими с соответствующими результатами 
для однородного электрического поля. При больших KS наблюдаются более однородные 
структуры (рис. 3, f, g), что обеспечивается увеличением силы нажатия. Малые значения 
параметра KS приводят к более сложным распределениям материала с областями растя-
жения и сжатия (рис. 3, h, i), что обеспечивает увеличение коэффициента усиления пе-
ремещений η.

Заключение

Проведено исследование возможностей применения топологической оптимизации к 
телам, находящимся под действием связанных полей. На основе анализа научных публи-
каций сформулирован и реализован алгоритм в виде программного кода на языке Python 
для нахождения оптимального распределения механических и электрических свойств ма-
териала в постановке максимизации податливости конструкции или нажимного усилия 
в заданном направлении с ограничением на объем. Разработанный алгоритм включает 
решение связанной задачи электроупругости с помощью метода конечных элементов, 
параметризацию электрических и механических свойств материала с помощью модифи-
цированного SIMP-метода, нахождение производных целевой функции по параметрам 
проектирования, построение выпуклой аппроксимации и решение двойственной задачи 
оптимизации в рамках метода скользящих асимптот. Алгоритм апробирован на решении 
задачи оптимизации пьезоэлектрической пластины с однородным электрическим полем. 
Получены также результаты для случая линейно-распределенного электрического поля. 
Показано, что при больших значениях коэффициента жесткости пружины наблюдаются 
более однородные структуры, чем обеспечивается увеличение силы нажатия.

Представленные результаты хорошо согласуются с приведенными в литературе. 
Результаты для линейно-распределенного электрического поля получены впервые. 

Результаты работы могут быть использованы при проектировании различных микро-
электромеханических систем элементов, однако для этого необходимо доработать алго-
ритм с точки зрения учета технологических ограничений. Одним из возможных вариантов 
в этом случае является добавление в алгоритм фильтра производных, а также фильтра 
проектных переменных. 

Дальнейшую работу планируется направить на внедрение методов машинного обу-
чения для ускорения процесса схождения при решении с помощью метода скользящих 
асимптот (ММА), а также для безытерационного решения задачи.
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