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Аннотация. В работе анализируются связанные упругие и диффузионные процессы, 
возникающие в результате нестационарных изгибных колебаний ортотропной пластины, 
имеющей консольное закрепление с одной стороны и шарнирное опирание по сторонам, 
примыкающим к консоли. Для математического описания физико-механических 
процессов используется модель пластины Тимошенко, дополненная уравнениями 
массопереноса с учетом конечной скорости распространения диффузионных потоков. 
Алгоритм решения основан на использовании метода эквивалентных граничных 
условий, позволяющего выразить решение поставленной задачи через известное 
решение некоторой вспомогательной задачи данного класса. На примере изгибаемой 
трехкомпонентной пластины промоделирован характер взаимодействия в ней 
механического и диффузионного полей.
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Abstract. In the paper, the coupled elastic-diffusion processes arising as a result of unsteady 

bending vibrations of an orthotropic plate that has a cantilever fastening on one side and 
hinged support on the sides adjacent to the cantilever have been analyzed. For a mathematical  
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description of physical and mechanical processes, the Timoshenko plate model supplemented 
with mass transfer equations taking into account the finite speed of propagation of diffusion 
flows was used. The solution algorithm was based on the use of the equivalent boundary condi-
tions method allowing to express the solution to the problem posed through a known solution 
to some auxiliary problem of a given class. The nature of the interaction between mechanical 
and diffusion fields was simulated using the example of a bendable three-component plate.
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Введение

В работе рассматривается вопрос о взаимодействии механического и диффузионного 
полей, возникающий при расчетах тонкостенных элементов конструкций (балок, пластин 
или оболочек), которые эксплуатируются в условиях нестационарных внешних воздей-
ствий, при наличии агрессивных сред и высокой температуры (нефте- и газопроводы, 
системы отопления и пр.).

Известно, что механодиффузионные процессы проявляются особенно ярко в высоко-
эластичных полимерах. Однако взаимодействие механических и диффузионных полей в 
таких материалах носит существенно нелинейный характер, и для их описания требуют-
ся модели, основанные на соотношениях, позволяющих рассматривать процессы массо-
переноса для произвольных упругих деформаций с учетом геометрической и физической 
нелинейности свойств материала [1].

Экспериментальные исследования в области механодиффузии широко проводятся с 
середины XX века. Из работ, наиболее близких к рассматриваемой теме, следует отметить 
статью [2], где анализируется влияние деформаций на массоперенос в пластине из поли-
кристаллического никеля, покрытой медью, к краям которой приложена растягивающая 
нагрузка. В результате экспериментов было выявлено значительное различие (до 53 %) 
средних концентраций по толщине пластины при наличии и в отсутствие нагрузок.

Несмотря на стойкий интерес к задачам упругости с учетом диффузии (а также с уче-
том температурных и прочих полей), отмеченный со второй половины XX века, мате-
матическому моделированию механодиффузионных процессов в стержнях, пластинах и 
оболочках посвящено сравнительно небольшое число работ.

Следует выделить публикации [3 – 6], в которых изучается влияние температурных 
и диффузионных факторов на напряженно-деформированное пологой трансверсально- 
изотропной оболочки. При этом в работе [6] дается вариационная постановка термо-
диффузионной задачи для контактирующих гладких слоистых оболочек. Исследование 
в квазистатическом приближении осесимметричного напряженного состояния нагретой 
трансверсально-изотропной сферической оболочки с круговым отверстием при диффузи-
онном насыщении предложено в статьях [7, 8]. Публикации [9 – 16] посвящены решению 
краевых задач, описывающих термомеханодиффузионные явления в балках Бернулли – 
Эйлера и пластинах Кирхгофа.

Из приведенного краткого обзора можно сделать вывод, что основное внимание уделя-
лось преимущественно анализу квазистатических термомеханодиффузионных процессов. 
Нестационарные модели, рассмотренные в работах [11, 14], посвящены лишь решениям 
задач для пластин Кирхгофа [11] и балок Бернулли – Эйлера [14].



59

Математическое моделирование физических процессов

В данной работе предложена модель нестационарных упругодиффузионных колебаний 
пластины, основанная на гипотезах Тимошенко [17 – 20]. 

Учитывая известные сложности с решением задач для консольно-закрепленных балок 
и пластин, предлагается использовать метод эквивалентных граничных условий, осно-
ванный на замене рассматриваемой сложной задачи некоторой вспомогательной, которая 
отличается от исходной только граничными условиями. Эти условия подбираются так, 
чтобы имелась возможность получить аналитическое решение вспомогательной задачи, 
которое, в данном случае, находится с помощью рядов Фурье и преобразования Лапласа. 
Затем строятся соотношения, связывающие между собой правые части граничных условий 
обеих задач. Решение же исходной задачи выражается через решение вспомогательной.

Предложенный подход ранее применялся при решении задач о нестационарных упру-
годиффузионных колебаниях консольно-закрепленных балок Бернулли – Эйлера [21, 22] 
и Тимошенко [23], а также при моделировании механодиффузионных процессов в цилин-
дрических телах.

В качестве еще одного практического применения следует отметить, что датчики на 
основе микроконсолей в виде балок и пластинок малого размера (микрокантилеверы) 
широко используются для физических, химических и биологических измерений [24 – 26]. 
Принцип их действия основан на том, что форма колебаний этих балок изменяется, когда 
определенная масса вещества адсорбируется на их поверхности. Такие устройства широко 
применяются в медицине, в частности для анализа заболеваний, обнаружения точечных 
мутаций, мониторинга уровня глюкозы в крови и пр.

Постановка основной задачи

Рассматривается задача о нестационарных колебаниях прямоугольной ортотропной 
многокомпонентной пластины Тимошенко, консольно-закрепленной с одной стороны. 
Примыкающие к консоли стороны являются шарнирно опертыми. Пластина имеет раз-
меры * *

1 2l l×  и толщину h*. Схема нагружения и закрепления краев пластины показана на 
рис. 1.

Рис. 1. Иллюстрация к постановке основной задачи: 
h – толщина консольно-закрепленной пластины; Q – поперечная сила, 

распределенная по свободному краю

Уравнение поперечных колебаний пластины с учетом диффузии имеет следующий вид 
[17, 18]:
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Точки означают производную по времени. Все величины в уравнениях (1) и на рис. 1 
являются безразмерными. Для них используются следующие обозначения:
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где t – время; ix∗

 – прямоугольные декартовы координаты; w* – прогиб пластины;  
χi – углы поворота волокна, нормального к срединной поверхности; l – характерный 
линейный масштаб задачи; Hq – плотность приращения концентрации q-й компонен-
ты вещества в составе (N + 1)- компонентной среды; ( )

0
qn  – начальная концентра-

ции q-го вещества; Cijkl – упругие постоянные; ρ – плотность вещества пластины; 
( )q
ijα  – коэффициенты, характеризующие связь механического и диффузионного по-

лей; ( )q
ijD  – коэффициенты диффузии; R – универсальная газовая постоянная; T0 – 

начальная температура среды; Q – поперечная сила, распределенная по свободному 
краю x1 = l1; τ

(q)– время релаксации диффузионных потоков [27]; 5 / 6Tk =  – коэф-
фициент, учитывающий неравномерность распределения касательных напряжений по 
толщине пластины [19, 28].

Уравнения (1) дополняются нулевыми начальными условиями и краевыми условия-
ми, которые для случая консольного закрепления вдоль края x1 = 0 имеют вид
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Формулировка и решение вспомогательной задачи

Для решения сформулированной задачи используется метод эквивалентных гранич-
ных условий [21 – 23], в соответствии с которым вместо задачи (1), (2) вначале рассма-
тривается вспомогательная задача, описываемая теми же уравнениями (1), но с другими 
граничными условиями (геометрия рассматриваемой области при этом сохраняется). Эти 
граничные условия имеют следующий вид:
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Здесь f1(x2, τ), f2(x2, τ) – неизвестные функции, в дальнейшем подлежащие определе-
нию. Начальные условия остаются нулевыми.

Решение задачи (1), (2) ищется в интегральной форме (i = 1,2):
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               (6)

С помощью преобразования Лапласа и разложения в ряды Фурье задача (5), (6) приво-
дится к системе линейных алгебраических уравнений:
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=
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             (7)

где использованы следующие обозначения:
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В результате решения системы (7) получаем:

( ) ( ) ( ) ( )
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Здесь Piknm(s), Pnm(s), и Qpnm(s) – многочлены от s, имеющие вид
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Переход в пространство оригиналов по Лапласу для рациональных функций ( ) ,Ls
pknmG s  

определенных равенствами (9), осуществляется с помощью вычетов и таблиц операци-
онного исчисления [29]. Численный анализ показывает, что эти функции имеют только 
простые полюсы. Таким образом, их оригиналы запишутся следующим образом:
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где sjnm, 1,j = Σ– нули полинома Pnm(s); ( )q
jnmγ – нули многочлена kq+3,nm(s); ,i nmsΣ+  – нули 

многочлена k3nm(s), определяемые по формулам

2 2 2 2
1, 55 44 2, 55 44, .nm T n m nm T n ms ik C C s ik C CΣ+ Σ+= − λ + µ = λ + µ  

Таким образом, с учетом решения (8) и (9) функции Грина вспомогательной задачи (1), 
(2) имеют вид
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            (13)

где функции ( )s
lknmG τ  находятся по формулам (11) и (12).

Полагая в формулах (10) ( ) 0,q
iα =  получаем функции Грина для упругой пластины  

Тимошенко.

Решение основной задачи

Далее, решение задачи (1), (3) подставляем в граничные условия (2). В результате 
приходим к системе интегральных уравнений относительно функций f1(x2, τ) и f2(x2, τ),  
введенных в граничные условия (3):
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Исходя из вида функций Грина (13), внешнюю нагрузку f3(x2, τ) представляем в виде 
ряда
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В аналогичной форме будем искать функции fk(x2, τ) (k = 1, 2):
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Если подставить ряд (15) и функции (16) в систему (14), то приходим к системе инте-
гральных уравнений Вольтерры 1-го рода:
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Путем интегрирования по частям система (17) приводится к виду

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*2

1 0 0

,jm
ijm im ijm ijm

j

f t
A t dt A a t dt

t

τ τ

=

∂
τ − = ϕ τ τ =

∂∑∫ ∫                       (19)

и далее решается численно. Для аппроксимации интегралов в системе (19) используется 
формула средних прямоугольников [21 – 23]:
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где ht = τ / Nt – шаг разбиения, Nt – количество точек разбиения отрезка [0, τ]. Остальные 
величины определяются как
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Таким образом, система интегральных уравнений (19) сводится к последовательности 
систем линейных алгебраических уравнений
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решения которых находятся по правилу Крамера:
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Теперь, если представить свертки (4) в виде
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и подставить туда равенства (21), то получаем решение исходной задачи (1), (2) об изгибе 
консольно-закрепленной пластины Тимошенко.

Предельный переход к статической задаче

Если положить в граничных условиях (3), что

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31, 2 , ,k kf f H k f f Hτ = τ = τ = τ   

(H(τ) – функция Хевисайда), и перейти к пределу при τ → ∞, то получим решение зада-
чи об изгибе пластины под действием статической нагрузки, приложенной к свободному 
краю. 

Функции Грина статической задачи ( )
1 2( , , )st

mkG x x ξ  выражаются через функции Грина 
Gmk(x1, x2, ξ, τ) динамической задачи с помощью соотношений, приведенных в работах 
[22, 30]:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 20 0

, , , lim , , ,

1lim , , , lim , , , ,

st
mk mk

L L
mk mks s

G x x G x x H

sG x x s G x x s
s

τ→∞

→ →

ξ =  ξ τ ∗ τ  = 

 = ξ = ξ  

                            (23)

где звездочкой обозначена свертка по времени.
Выполняя этот предельный переход в свертках (4), получаем решение статической за-

дачи в виде
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где 
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Здесь учтены соотношение (8) и решение (9).
Статический аналог системы уравнений (17) запишется как
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В формуле (26), по аналогии с обозначениями (18), введены следующие обозначения:
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Решение системы (26) находится по формулам (21). При этом используются следую-
щие соответствия:

( ) ( ) ( )1 2 1/2 1/2, , .k k
im jm ijm ijm im imy f A a b− −↔ ↔ ↔ϕ

  

Расчетный пример

Для моделирования физико-механических процессов возьмем трехкомпонентную пла-
стину (N = 2), состоящую из сплава алюминия, цинка и меди (предполагается, что цинк 
и медь диффундируют в дюралюминии). Характеристики пластины и требуемые внешние 
условия представлены в таблице.

Полагаем, что пластина имеет размеры: 1l
∗  = 0,01 м, 2l

∗  = 0,01 м, h* = 0,0005 м. Нагрузку 
на свободный край x1 = l1 задаем в следующем виде:

f3(x2, τ) = − εH(τ)sinx2, ε = 10−3.                                    (27)

Подставив данные (27) в равенство (22), с учетом найденных функций Грина (13) и 
функций ∂fkm(τ)/∂τ из решений (21), получаем прогибы пластины, повороты нормальных 
волокон и плотности приращений концентраций цинка и меди. Результаты вычислений 
представлены на рис. 2–4.

Для расчета нестационарных механических полей используется 40 членов ряда Фу-
рье и 40 точек разбиения для решения интегрального уравнения (19). Численные 
расчеты показывают, что увеличение указанных параметров не приводит к видимым 
изменениям полученных результатов. Так например, для прогибов пластины разница 
между 20-м и 40-м членами ряда составляет менее 1 %, для поворотов нормальных 
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Таблица

Расчетные параметры и их значения [30]

Рис. 2. Расчетные распределения прогиба пластины w на плоскости (a) и в пространстве (b): 
a – от закрепленного конца (x1 = 0) к свободному (x1 = l1 – место приложения нагрузки) в 

разные моменты времени; b – в момент τ = 3,3 ∙ 102 (2,66 ∙ 10−5 c)

a) b)

Параметр Обозначение Единица 
измерения Значение

Упругие постоянные
C1122 Н/м2

6,93·1010

C1313= C2323 = C1212 2,56·1010

Плотность материала ρ кг/м3 2700
Линейный масштаб задачи l = h* м 5,0·104

Начальная концентрация
–цинка n0

(1) 0,0084
меди n0

(2) 0,0450
Начальная температура 

среды T0 K 700

Коэффициенты диффузии
D11

*(1) = D22
*(1)

м2/с
2,62·10–12

D11
*(2) = D22

*(2) 2,89·10–15

Молярная масса
кг/мольцинка m(1) 0,027

меди m(2) 0,064

Коэффициенты связанности 
полей

α11
* (1) = α 22

* (1)

Дж/кг
1,55·107

α11
* (2) = α 22

* (2) 6,14·107
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Рис. 3. Расчетные распределения поворотов χ1 нормального волокна на плоскости (a) и в 
пространстве (b): a – от закрепленного конца (x1 = 0) к свободному (x1 = l1) в разные моменты 

времени; b – в момент τ = 3,3 ∙ 102 (2,66 ∙ 10−5 c)

Рис. 4. Расчетные статические диффузионные поля, отражающие 
пространственные распределения плотности приращения концентраций 

цинка (а) и меди (b)

волокон – около 3 %. При расчете статических диффузионных полей использовалось 100 
членов ряда Фурье.

Сравнение результатов для упругодиффузионной модели и упругой (при ( ) 0q
ij
∗α = ) для 

расчетов изгиба консольно-закрепленной пластины Тимошенко показывает, что влияние 
массопереноса на механическое поле пластины на рассматриваемом промежутке времени 
пренебрежимо мало. Таким образом, графики на рис. 2 и 3 одинаково применимы как для 
упругой, так и упругодиффузионной задач. С другой стороны, можно видеть, что прогибы 
и повороты нормальных волокон при нестационарных нагрузках примерно вдвое больше, 
чем при статических (выделены жирными линиями на рис. 2 и 3).

Исследованные предельные переходы к упругой и статической моделям, помимо про-
чего, служат для верификации предложенного в работе алгоритма решения нестационар-
ной задачи для консольно-закрепленной пластины Тимошенко. При этом решение стати-
ческой задачи является аналитическим, что тоже очень важно при оценке корректности 
выполненного расчета.

На рис. 4 показаны статические диффузионные поля цинка и меди в составе рассма-
триваемого сплава, инициированные изгибными деформациями пластины. При заданной 
нестационарной нагрузке (27) эти значения являются предельными для плотностей при-
ращения концентраций диффузантов при τ → ∞.

Найденные приращения концентраций имеют весьма небольшие значения, что под-
тверждается экспериментальными исследованиями [31], согласно которым влияние  

a) b)

a) b)
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механических нагрузок на диффузионное поле начинает существенно проявляться в ос-
новном при пластических деформациях. Таким образом, упругие деформации слабо вли-
яют на кинетику массопереноса.

Ранее проводившиеся численные исследования на примере шарнирно-опертых балок 
[32] показали, что влияние диффузии на поле перемещений начинает сказываться по ис-
течении определенного промежутка времени и проявляется, в основном, в виде фазовых 
сдвигов упругих и упругодиффузионных колебаний друг относительно друга. Однако эти 
различия наблюдаются на временном интервале, существенно превышающем указанный 
на рис. 2 и 3. В этом случае для расчетов требуется многократное увеличение количества 
точек разбиения при решении интегрального уравнения (19), что существенно увеличива-
ет вычислительную емкость алгоритма и реально осуществимо только в тех случаях, когда 
задача может быть решена аналитически, как, например, в работе [32].

Заключение

Предложена модель нестационарных механодиффузионных колебаний консольно- 
закрепленной пластины Тимошенко с шарнирным опиранием по бокам, примыкающим 
к консоли. Разработан комплексный алгоритм, сочетающий метод разделения перемен-
ных и метод эквивалентных граничных условий, позволяющий найти решение соответ-
ствующей начально-краевой задачи. Верификация предложенного алгоритма основана на 
исследовании предельного перехода к упругой задаче для изгибаемой пластины Тимошен-
ко, а также на сравнении с решением статической упругодиффузионной задачи.

Выполненный на примере трехкомпонентной пластины расчет позволяет промодели-
ровать характер взаимодействия механического и диффузионного полей в изгибаемой 
пластине. Отмечено, что нестационарный изгиб консоли инициирует диффузионные по-
токи каждого из компонентов. При этом интенсивность возникающего массопереноса 
крайне невелика и фактически не оказывает обратного влияния на механические поля в 
изгибаемой пластине, что проверено путем сравнения полученного решения с решением 
упругой задачи для пластины Тимошенко.
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