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Аннотация. В статье рассматриваются аналитические выражения для потенциалов 

электрических полей, которые соответствуют радиочастотным воронкам с квадратич-
ным, кубическим и биквадратным профилями. Электроды воронок представляют собой 
последовательность диафрагм с круговой или мультипольной структурой и апертурами 
переменного размера, который изменяется вдоль канала транспортировки по заданному 
закону. Полученные выражения могут быть полезны для быстрого качественного моде-
лирования радиочастотных устройств, предназначенных для транспортировки и фоку-
сировки ионов.
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Abstract. The article considers analytical expressions for electric field potentials that cor-
respond to radiofrequency funnels with quadratic, cubic and biquadratic profiles. The funnel 
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electrodes are a sequence of diaphragms with a circular or multipole structure and apertures of 
variable size. The latter varies along the transport channel according to the desired law. The 
resulting expressions can be useful for fast, high-quality simulation of radiofrequency devices 
designed to convey ion beams with simultaneous focusing.
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Введение

Настоящее исследование является прямым продолжением материалов статьи [1], где 
рассматриваются аналитические выражения для потенциалов электрических полей в ци-
линдрических транспортирующих каналах [2, 3] (фактически – в цилиндрических ра-
диочастотных ловушках типа SRIG, впервые предложенных в работах [4, 5] и подробно 
исследованных в [2, 6 – 9]) и конических ионных воронках [10 – 16]. Однако при проек-
тировании ионно-оптических устройств бывает удобно использовать радиочастотные фо-
кусирующие воронки, профиль которых не является коническим (это показано, например, 
в статье [13]), а также квадрупольно-сегментированные либо мультипольно-сегментиро-
ванные электроды (см., например, статью [33]). 

В данной работе рассматриваются аналитические электрические потенциалы, предна-
значенные для моделирования ионных воронок с квадратичным, кубическим и биква-
дратичным профилями; а в более общем случае – для моделирования транспортирующих 
систем типа SRIG с круговыми, некруговыми и мультипольными диафрагмами, а также с 
профилем, который описывается полиномом соответствующей степени. 

Эти аналитические решения трехмерного уравнения Лапласа представляют самостоя-
тельный интерес, так как могут применяться для решения соответствующих задач мате-
матической физики.

Радиочастотные ловушки с цилиндрическим каналом транспортировки
Ловушки с круговыми электродами. Радиочастотные ловушки и транспортирующие 

каналы типа SRIG (англ. Stacked Ring Ion Guides) в простейшем случае представляют 
собой последовательность круговых диафрагм с приложенными к ним радиочастотны-
ми напряжениями (в частности, представляют собой последовательности импульсов) со 
сдвигом фазы π между соседними диафрагмами [2 – 10]. В предположении, что выпол-
нено условие квазистатичности электрического поля, можно выразить высокочастотный 
потенциал этого поля в виде функции времени, задающей закон изменения напряжений 
на электродах, которая умножается на потенциал электростатического поля, соответству-
ющий постоянным напряжениям на электродах.

Предположение о квазистатичности высокочастотного электрического поля справед-
ливо, когда время характерного изменения электрических напряжений на электродах 
существенно превышает время распространения электромагнитного возмущения в пре-
делах устройства. Типичные размеры электродных конфигураций, используемых в кон-
струкциях ионно-оптических систем, составляют не более нескольких десятков сантиме-
тров (как правило, значительно меньше). С учетом равенства скорости света и скорости  
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распространения электромагнитного возмущения, указанное предположение заведомо 
выполняется для частот электрических напряжений, обычно используемых в ионно-оп-
тических устройствах (от сотен килогерц до нескольких мегагерц, редко – несколько 
гигагерц). 

При таких условиях электромагнитное возмущение распространяется практически 
мгновенно, а высокочастотный электрический потенциал, изменяющийся во времени и 
пространстве, действительно можно представить как произведение функции времени и 
электростатического потенциала, зависящего от пространственных координат. Зависящий 
от времени множитель описывает временнóе изменение электрических напряжений, а за-
висящий от координат потенциал соответствует постоянным напряжениям на электродах, 
которые изменяются во времени синхронно и пропорционально друг другу. 

Тем самым в рамках рассматриваемой модели создается электрическое поле, которое 
синхронно и пропорционально изменяется в каждой точке пространства. Хотя такой шаг 
есть, по сути, пренебрежение электродинамическими эффектами, т. е. сопутствующей 
электромагнитной волной – но он вполне допустим, если частота напряжений, прикла-
дываемых к электродам, не слишком велика (в указанном выше смысле).

В типичном случае знаки и амплитуды напряжений, приложенных к отдельным ди-
афрагмам цилиндрической ловушки или цилиндрического транспортирующего канала, 
чередуются по правилу

+UR, −UR, +UR, −UR, +UR, −UR, ...                                (1)

В силу симметрии геометрической формы электродов и антисимметрии напряжений, 
приложенных к электродам, плоскость, вдоль которой электрический потенциал тож-
дественно равен нулю, располагается посередине между соседними электродами. Это 
позволяет добавить фиктивные диафрагмы с нулевыми напряжениями без искаже-
ния электрического поля и тем самым рассмотреть периодические последовательности 
напряжений, которые чередуются в соответствии с другим правилом:

+UR, 0, −UR, 0, +UR, 0, −UR, 0, +UR, 0, −UR, 0, ... .                    (2)

Если сдвинуть на один шаг вдоль оси z конфигурацию электродов и аналитическое 
выражение для электрического потенциала с напряжениями (2), приложенных к диафраг-
мам, то получим решение для напряжений на диафрагмах, организованных по правилу

0, +UR, 0, −UR, 0, +UR, 0, −UR, 0, +UR, 0, −UR, ... .                    (3)

На рис. 1 показана цилиндрическая радиочастотная ловушка типа SRIG с круговыми 
диафрагмами.

Известно [2], что вдали от краев электродов, в окрестности оси транспортирующего 
канала, электростатический потенциал такой системы электродов с приложенными к ним 
периодическими напряжениями, соответствующими последовательности напряжений (1), 
описывается с хорошей точностью выражением

Рис. 1. Структура периодических кольцевых электродов цилиндрической радиочастотной 
ловушки либо цилиндрического транспортирующего тракта типа SRIG
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( ) ( ) ( ) ( )0
0

, cos ,RUU z r z I r
I R

= λ +ϕ λ
λ

                                  (4)

где z, r – аксиальная и радиальная координаты 2 2( );r x y= +  UR – статические потен-
циалы, приложенные к диафрагмам; I0 – модифицированная функция Бесселя нулевого 
порядка [17 – 19]; λ – параметр геометрического масштаба, λ = π/L (L –расстояние между 
соседними диафрагмами); R – радиус круговых диафрагм; φ – параметр, определяющий 
сдвиг последовательности диафрагм относительно начала координат.

Эквипотенциальные линии и трехмерный график электрического потенциала, задан-
ного формулой (4), в нормированных координатах (z, r) показан на рис. 2.

а) b)

Рис. 2. Статический электрический потенциал (5) в плоскости (r, z) 
в нормированных координатах для радиочастотной ловушки типа SRIG: 

a – эквипотенциальные линии на плоскости, b – трехмерный график

Потенциал (4) включает сумму двух линейно-независимых потенциалов с постоянны-
ми коэффициентами:

( ) ( ) ( ) ( )0
0

, cos ,R
C

UU z r z I r
I R

= λ λ
λ

                                  (5)

( ) ( ) ( ) ( )0
0

, sin .R
S

UU z r z I r
I R

= λ λ
λ

                                  (6)

На оси симметрии r = 0 потенциал (5) ведет себя как U0cos(λz), а потенциал (6) – как 
U0sin(λz), где U0 – амплитуда пространственных колебаний соответствующего электро-
статического потенциала на оси системы, U0 = UR/I0(λR). Электростатические потенциалы 
(5), (6) оказываются полезными вспомогательными инструментами при конструировании 
аналитических моделей электрического поля для более сложных конфигураций электро-
дов.

Функции (5) могут использоваться для описания электростатического поля периодиче-
ской последовательности кольцевых диафрагм с напряжениями, соответствующими пери-
одической последовательности напряжений (2), а функции (6) – диафрагм с напряжени-
ями, соответствующими периодической последовательности напряжений (3). Для этого, 
однако, необходимо использовать геометрический масштаб λ = π/(2L).

Действительно, цепочки напряжений (2) и (3) получаются из цепочки напряжений (1) с 
помощью вставки дополнительных диафрагм с нулевыми напряжениями между исходны-
ми диафрагмами (как было отмечено ранее, такая операция не искажает электрического 
поля для последовательности геометрически одинаковых электродов с антисимметричны-
ми периодическими напряжениями вида (1)). Расстояние между соседними диафрагмами 
становится равным L/2, если считать в исходном масштабе расстояний, поэтому геоме-
трический масштаб λ следует пересчитать. 
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Практическим примером использования потенциалов (5), (6) в сочетании со схемами 
подачи электрических напряжений (2) и (3) могут служить аналитические электрические 
поля, используемые для моделирования ионно-оптических устройств [8, 9, 21 – 32].

Ловушки с квадрупольным сегментированием электродов. Вместо круговых диафрагм 
можно использовать квадрупольно-сегментированные диафрагмы (рис. 3). А именно, кру-
говые диафрагмы разрезаются на четыре сегмента, а затем на получившиеся электроды 
подаются электрические напряжения таким образом, чтобы на соседних электродах ока-
зались электрические напряжения противоположной полярности. Подобное устройство – 
это первая ступень двухкаскадного транспортирующего канала; оно рассматривалось, в 
частности, в статье [33] с помощью численного моделирования, а не аналитических моде-
лей электрического потенциала.

Рис. 3. Структура периодических квадрупольно-сегментированных 
электродов цилиндрической радиочастотной ловушки

Для конфигурации электродов, показанной на рис. 3, хорошей аппроксимацией в при-
осевой области при достаточном удалении от краев кольцевых электродов будут электро-
статические потенциалы вида

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
2 2

22
2

, , cos ,
q

q R
C

U x yU x y z z I r
I R r

−
= λ λ

λ
                          (7)

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
2 2

22
2

, , sin ,
q

q R
S

U x yU x y z z I r
I R r

−
= λ λ

λ
                          (8)

где 2 2r x y= +  (по-прежнему); ( )q
RU± −  электрические напряжения с чередующимися 

знаками, которые приложены к отдельным мультипольным сегментам тонкой квадру-
польно-сегментированной диафрагмы; I2 – модифицированная функция Бесселя второго 
порядка [17 – 19].

Для функции I2 при r ≈ 0 справедлива оценка I2(r) ~ r2/8. В силу того, что предел вы-
ражения I2(r)/r2 при r  0 конечен, вблизи оси симметрии r = 0 потенциал (7) ведет себя 
как 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0~ cos ,q q

CU U x y z− λ  

а потенциал (8) – как
( ) ( ) ( ) ( )2 2

0~ sin ,q q
SU U x y z− λ  

где U0
(q) – амплитуда пространственных колебаний соответствующей квадрупольной ком-

поненты поля вблизи оси системы, 

 ( ) ( ) ( )( )2
0 28 .q q

RU U I R= λ λ

Для конфигурации электродов, которая повернута относительно оси симметрии на 
45º, хорошими приближениями для электрического поля в приосевой области являются 
аналитические функции вида
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( ) ( )
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, , cos ,
r

r R
C

U xyU x y z z I r
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= λ λ
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )22
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, , sin .
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r R
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U xyU x y z z I r
I R r

= λ λ
λ

                            (10)

Вблизи оси симметрии r = 0 потенциал (9) ведет себя как ( ) ( )0~ cos ,rU xy zλ  а потенциал 
(10) – как ( ) ( )0~ sin .rU xy zλ  

Аналитические решения (7) – (10) можно комбинировать, чтобы получить аналитиче-
ское решение для квадрупольно-сегментированной ловушки с чередующимися ориента-
циями соседних электродов (рис. 4). 

Рис. 4. Структура периодических квадрупольно-сегментированных 
электродов цилиндрической радиочастотной ловушки с квазиоктупольной 

симметрией размещения четных и нечетных электродов

Используем последовательность напряжений (2) для кольцевых диафрагм с традицион-
ным квадрупольным сегментированием (см. рис. 3). Электростатический потенциал такой 
системы с хорошей точностью описывается аналитическим выражением (7), в котором 
используется геометрический масштаб λ = π/(2L). Для последовательности напряжений 
(3) и кольцевых диафрагм с развернутым квадрупольным сегментированием электроста-
тический потенциал описывается с хорошей точностью аналитическим выражением (8) с 
геометрическим масштабом λ = π/(2L). Теперь объединим эти два решения, чтобы полу-
чить аналитическое выражение электрического потенциала для конфигурации кольцевых 
диафрагм на рис. 4.

Для нулевых потенциалов в первом приближении не имеет особого значения, какую 
именно форму имеют кольцевые электроды в соответствующем сечении. Для четных по-
зиций напряжений (2) квадрупольно-сегментированные кольцевые электроды, создаю-
щие электростатический потенциал (7) в объеме ловушки, можно заменить развернуты-
ми квадрупольно-сегментированными электродами. Точно так же для нечетных позиций 
напряжений (3) развернутые квадрупольно-сегментированные кольцевые электроды, соз-
дающие электростатический потенциал (7) в объеме ловушки, можно заменить обычными 
квадрупольно-сегментированными электродами. В соответствии с принципом суперпози-
ции электрических полей, при суммировании напряжений для фиксированной геометри-
ческой структуры электродов происходит суммирование соответствующих электрических 
полей. Это дает нам дополнительные аналитические решения, описывающие электроста-
тическое поле для ловушки с развернутыми квадрупольно-сегментированными электро-
дами (см. рис. 4):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,a q r
C SU x y z U x y z U x y z= ± ±                          (11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,b r q
C SU x y z U x y z U x y z= ± ±                          (12)
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в которых функции ( ) ( ) ( ) ( ), , ,q q r r
C S C SU U U U  определяются выражениями (7) – (10), а параметр 

геометрического масштаба выбирается в соответствии с равенством λ = π/(2L).
Примечание. Указанную схему комбинирования двух аналитических решений можно 

использовать с разными электрическими напряжениями, разными радиусами кольцевых 
диафрагм, разными схемами сегментирования электродов (см. следующий раздел) и даже 
с разной формой некруговых диафрагм для четных и нечетных позиций. Однако такие 
экзотические решения представляют скорее теоретический, чем практический интерес.

Ловушки с мультипольным сегментированием электродов. В общем случае вместо ква-
друпольного сегментирования круговых электродов можно использовать мультипольное, 
произвольного порядка n. Для этого круговые диафрагмы разрезаются на 2n одинаковых 
сегментов, а затем на получившиеся электроды подаются электрические напряжения та-
ким образом, чтобы на соседних электродах оказались электрические напряжения про-
тивоположной полярности. В приосевой области, при достаточном удалении от краев 
кольцевых электродов, хорошей аппроксимацией (в зависимости от поворота мульти-
польно-сегментированных электродов относительно оси симметрии) будут электростати-
ческие потенциалы вида

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , cos Arg , cos ,q n n nR
C n

n

UU x y z r n x y z I r r
I R

= λ λ
λ

             (13)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , cos Arg , sin ,q n n nR
S n

n

UU x y z r n x y z I r r
I R

= λ λ
λ

              (14)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , sin Arg , cos ,r n n nR
C n

n

UU x y z r n x y z I r r
I R

= λ λ
λ

              (15)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , sin Arg , sin ,r n n nR
S n

n

UU x y z r n x y z I r r
I R

= λ λ
λ

              (16)

где Arg(x,y) – аргумент комплексного числа x + iy; λ = π/L – параметр геометрического 
масштаба; In – модифицированная функция Бесселя n-ого порядка [17 – 19], n – порядок 
мультипольного сегментирования круговых диафрагм цилиндрической ловушки. 

Функция In(r) при r ≈ 0 ведет себя как

( ) ~ 2 !,n n
nI r r n−  

а при r   – как 
( ) ( )~ exp 2 .nI r r rπ  

В силу этого потенциалы (13) – (16) ведут себя при r ≈ 0 (т. е. вблизи от оси симме-
трии) как

( ) ( )( ) ( ),
0~ cos Arg , cos ,q n n

CU U r n x y zλ                                 (17)

( ) ( )( ) ( ),
0~ cos Arg , sin ,q n n

SU U r n x y zλ                                 (18)

( ) ( )( ) ( ),
0~ sin Arg , cos ,r n n

CU U r n x y zλ                                 (19)

( ) ( )( ) ( ),
0~ sin Arg , sin ,r n n

SU U r n x y zλ                                 (20)

где U0 – амплитуда пространственных колебаний соответствующей мультипольной ком-
поненты электрического потенциала вблизи оси системы,

( ) ( )0 2 ! .n n
R nU U n I R−= λ  λ    

Тот факт, что функции (13) – (16) действительно удовлетворяют уравнению Лапласа 
(равно как и асимптотическое поведение функций при r  0 и r  ), легко проверяется 
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прямой подстановкой с помощью программы [38]. Формулы (5), (6) и (7) – (10) являют-
ся частными случаями аналитических выражений (13) – (16). Линейные комбинации с 
постоянными коэффициентами, составленные из осесимметричных потенциалов (5), (6) 
и мультипольных потенциалов (7) – (10) и (13) – (16) с соответствующими весами, могут 
использоваться для аналитического описания электрических полей радиочастотных лову-
шек и транспортирующих устройств типа SRIG с некруговыми диафрагмами.

Как и в случае квадрупольно-сегментированных круговых диафрагм, рассмотренном в 
предыдущем разделе, мультипольно-сегментированные решения можно комбинировать и 
получать аналитические решения для мультипольно-сегментированных диафрагм с чере-
дующимися углами поворота:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, , , , , , ,a n q n r n
C SU x y z U x y z U x y z= ± ±                            (21)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, , , , , , .b n r n q n
C SU x y z U x y z U x y z= ± ±                            (22)

В этих выражениях функции ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, , ,q n q n r n r n
C S C SU U U U  определяются выражениями (13) – 

(16), а λ = π/(2L).
Двумерные мультипольные множители. В формулах (13) – (20) выражения 

( ) ( )( ), cos Arg , ,n
nQ x y r n x y=                                    (23)

( ) ( )( ), sin Arg , ,n
nR x y r n x y=                                       (24)

являются гармоническими однородными полиномами, удовлетворяющими двумерному 
уравнению Лапласа. Свойство однородности по Эйлеру степени n для функций Qn(x, y) и 
Rn(x, y) следует непосредственно из формул (23), (24):

при ( ) ( ) ( ) ( )0, , : , , , , , ,n n
n n n nx y Q x y Q x y R x y R x y∀λ > ∀ λ λ = λ λ λ = λ

а гармоничность проверяется прямой подстановкой выражений (23), (24) в уравнение 
Лапласа. 

Последовательность двумерных гармонических однородных полиномов Qn(x, y) и  
Rn(x, y), вычисляемых в соответствии с формулами (23), (24) и упорядоченных по возрас-
танию степени однородности (порядка мультипольности), имеет вид:

1,  x,  y,  x2 – y2,  2xy,  x3 – 3xy2,  3x2y – y3, … .

Множители Qn(x, y) и Rn(x, y) обеспечивают мультипольную симметрию относительно 
оси симметрии OZ для рассматриваемых потенциалов. Выражения (23), (24), подчиняют-
ся следующим рекуррентным соотношениям:

( ) ( )0 0, 1, , 0,Q x y R x y= =                                          (25)

( ) ( ) ( )1 , , , ,n n nQ x y xQ x y yR x y+ = −                                    (26)

( ) ( ) ( )1 , , , .n n nR x y yQ x y xR x y+ = +                                    (27)

Общими выражениями для функций, заданных с помощью рекуррентных соотноше-
ний (25) – (27), являются формулы (23), (24). Это либо следует из единственности функ-
ций, которые должны вычисляться в соответствии с рекуррентными соотношениями (25) 
– (27), либо легко доказывается по индукции, либо становится очевидным после записи 
рекуррентных соотношений (25) – (27) в комплексной форме:

( ) ( )0 0, , 1,Q x y iR x y+ =  



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 17 (2) 2024

102

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , ,n n n nQ x y iR x y x iy Q x y iR x y− −+ = +  +    

( ) ( ) ( ), , .n
n nQ x y iR x y x iy+ = +  

Последнее равенство означает, что 

( ) ( )Re , Im ,n n
n nQ x iy R x iy= + = +  

откуда при использовании тригонометрической формы записи комплексных чисел полу-
чаются формулы (23), (24).

Полиномиальная природа функций (23), (24), равно как и однородность этих поли-
номов (каждый из них является суммой однородных мономов степени n, которые имеют 
вид ckx

kyn-k, где k = 0, 1, …, n), автоматически следуют из рекуррентных соотношений 
(25) – (27). То, что эти полиномы удовлетворяют двумерному уравнению Лапласа, можно 
получить и без привлечения общих формул (23), (24): для функций Qn(x, y) и Rn(x, y), 
подчиняющихся рекуррентным соотношениям (25) – (27), выполняются соотношения 
Коши – Римана:

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
, .n n n nQ x y R x y Q x y R x y

x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

                         (28)

Свойство (28) доказывается по индукции с помощью вспомогательных равенств, кото-
рые следуют из рекуррентных соотношений (25) – (27):

1 1

1 1

,

.

n n n n n n n n n n
n n

n n n n n n n n n n
n n

Q R Q R Q R Q R Q RQ x y Q y x x y
x y x x y y x y y x

Q R Q R Q R Q R Q Rx R y y R x x y
y x y y x x y x x y

+ +

+ +

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = + − − − − = − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − − + + + = + + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

Радиочастотные воронки с коническим каналом транспортировки

Воронки с круговыми электродами. Радиочастотные ионные воронки в классическом 
варианте представляют собой последовательность круговых диафрагм с уменьшающимися 
радиусами, которые подчиняются закону изменения радиусов сечения кругового конуса 
плоскостями, расположенными в плоскости диафрагмы и перпендикулярными к оси ко-
нуса (рис. 5). Для такой геометрической конфигурации электродов следует ожидать по-
ведения осесимметричного электрического потенциала V(z, r) на оси системы как сумму 
потенциалов

( )0~ cosCV U z zλ  и ( )0~ sin ,SV U z zλ

где U0 – масштабирующий множитель для линейно-растущей амплитуды пространствен-
ных колебаний соответствующего электрического потенциала на оси системы.

Рис. 5. Структура периодических кольцевых электродов конической радиочастотной воронки
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В статье [1] для конических радиочастотных воронок с круговыми диафрагмами пред-
ложены следующие аналитические формулы:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1, cos sin ,CV z r U z z I r r z I r=  λ λ + λ λ                            (29)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1, sin cos ,SV z r U z z I r r z I r=  λ λ − λ λ                           (30)

где λ = π/L – геометрический масштаб, I1 – модифицированная функция Бесселя первого 
порядка [17 – 19].

Для функции I1 при r ≈ 0 справедлива оценка I1 (r) ≈ r/2. На оси z системы эти анали-
тические решения ведут себя как 

( ) ( )0 0~ cos , ~ sin .C SV U z z V U z zλ λ  

Эквипотенциальные линии и трехмерный график электрического потенциала, задан-
ного формулой (29), в нормированных координатах (z, r) показан на рис. 6. Функция (29) 
превращается в функцию (30) при замене z → z + π/2λ, поэтому их графики переходят 
друг в друга при сдвиге вдоль оси OZ.

Решения (29), (30) получаются в результате дифференцирования решений (5), (6) по 
параметру λ после подстановки 

( )0 0 ,RU U I R= λ  

где U0 – амплитуда пространственных колебаний электростатического потенциала на оси 
радиочастотной ловушки типа SRIG.

a) b)

Рис. 6. Статический электрический потенциал (29) в плоскости (z, r) 
в нормированных координатах для радиочастотной воронки типа SRIG: 
a – эквипотенциальные линии на плоскости, b – трехмерный график

Воронки с квадрупольно-сегментированными электродами. Точно так же, с помощью 
дифференцирования по параметру λ, из формул (7) – (10) получаются аналитические ре-
шения для конических квадрупольно-сегментированных воронок (по аналогии с рис. 3):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

22 2
0 2 2

1 3 22
3 2

8
, , cos

4
4 sin ,

q q
C

I r
V x y z U x y z z

r

r I r I r I r
r z

r

 λ
= − λ +

λ
λ  λ + λ  − λ  + λ 

λ 

                          (31)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

22 2
0 2 2

1 3 22
3 2

8
, , sin

4
4 cos ,

q q
S

I r
V x y z U x y z z

r

r I r I r I r
r z

r

 λ
= − λ −

λ
λ  λ + λ  − λ  − λ 

λ 

                            (32)

где I3 – модифицированная функция Бесселя третьего порядка [17 – 19]. 
Для функции I3 при r ≈ 0 справедлива оценка ( ) 3

3 ~ 48.I r r  
Подобное устройство как вторая ступень двухкаскадного транспортирующего канала 

рассматривалось, в частности, в статье [33], но с помощью численного моделирования, а 
не аналитических моделей электрического потенциала. 

Вблизи оси симметрии, когда r = 0, потенциал (31) ведет себя как

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0~ cos ,q q

CV U x y z z− λ  

а потенциал (32) – как
( ) ( ) ( ) ( )2 2

0~ sin .q q
SV U x y z z− λ  

Аналогичным образом для конфигурации квадрупольно-сегментированных круговых 
электродов, которая повернута на 45º относительно оси симметрии, аналитическими ре-
шениями для соответствующих статических электрических потенциалов являются функ-
ции вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 3 22

0 2 2 3 3

48
, , cos 4 sin ,r r

C

r I r I r I rI r
V x y z U xy z z r z

r r

 λ  λ + λ  − λλ  = λ + λ 
λ λ  

      (33)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 3 22

0 2 2 3 3

48
, , sin 4 cos ,r r

S

r I r I r I rI r
V x y z U xy z z r z

r r

 λ  λ + λ  − λλ  = λ − λ 
λ λ  

     (34)

Вблизи оси симметрии (r = 0) потенциал (33) ведет себя как

( ) ( ) ( )0~ cos ,r r
CV U xyz zλ  

а потенциал (34) – как
( ) ( ) ( )0~ sin .r r

SV U xyz zλ  

Как и в случае квадрупольно-сегментированных радиочастотных ловушек типа SRIG, 
по аналогии с рис. 4, при комбинировании квадрупольных потенциалов с разным разво-
ротом электродов относительно оси симметрии, можно получить аналитические модели 
электрических потенциалов для конических воронок с разным поворотом составных элек-
тродов относительно оси воронки у четных и нечетных диафрагм:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,a q r
C SV x y z V x y z V x y z= ± ±                                (35)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , .b r q
C SV x y z V x y z V x y z= ± ±                                  (36)

Воронки с мультипольно-сегментированными электродами. В общем случае аналитиче-
ские решения для конической радиочастотной ловушки с мультипольно-сегментирован-
ными электродами получаются при дифференцировании по параметру λ формул (13) – 
(16) после подстановки

( )0 0 ,RU U I R= λ  

где U0 – амплитуда пространственных колебаний соответствующей мультипольной ком-
поненты электростатического потенциала на оси радиочастотной ловушки:
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 0 1, , cos Arg , cos sin ,q n q n

CV x y z U r n x y z z f r r z f r=  λ λ + λ λ            (37)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 0 1, , cos Arg , sin cos ,q n q n

SV x y z U r n x y z z f r r z f r=  λ λ − λ λ            (38)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 0 1, , sin Arg , cos sin ,r n r n

CV x y z U r n x y z z f r r z f r=  λ λ + λ λ            (39)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 0 1, , sin Arg , sin cos ,r n r n

SV x y z U r n x y z z f r r z f r=  λ λ − λ λ            (40)

где

( ) ( )
0

2 !
,

n
n

n

n I
f

ρ
ρ =

ρ
                                             (41)

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

1 1 11

2 ! 2 .
n

n n nn

nf I I nI
−

− ++ρ = ρ ρ + ρ  − ρ ρ
                          (42)

Выражения (41), (42) не имеют особенностей в нуле, а при ρ  0 выполняются равен-
ства

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2
0

3
1

11 ,
4 1

1 1 .
2 1 8 1 2

f
n

f
n n n

ρ ≈ + ρ
+

ρ ≈ ρ + ρ
+ + +

 

По аналогии с мультипольно-сегментированными радиочастотными ловушками типа 
SRIG с развернутым положением электродов для четных и нечетных диафрагм (см. рис. 
4), возможно комбинирование мультипольных потенциалов с разным разворотом муль-
типольных конфигураций, что позволяет получить аналитические модели электрических 
потенциалов для соответствующих конических воронок:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, , , , , , ,a n q n r n
C SV x y z V x y z V x y z= ± ±                             (43)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, , , , , , .b n r n q n
C SV x y z V x y z V x y z= ± ±                             (44)

Радиочастотные воронки с полиномиальным профилем канала

Круговые электроды. В работе [13] показано, что радиочастотные воронки с круго-
выми диафрагмами и квадратичным профилем канала транспортировки (рис. 7) могут 
обеспечивать дополнительные преимущества, по сравнению с обычными коническими 
воронками. Чтобы получить аналитические выражения для осесимметричных электриче-
ских потенциалов, которые на оси z следуют зависимостям

( )2
0~ cosCW U z zλ  и ( )2

0~ sin ,SW U z zλ

потребуется продифференцировать выражения (29), (30) по параметру λ. 
Это дает следующие формулы:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 0 1 0 2, cos 2 sin cos ,

2C
rW z r U z z I r rz z I r z I r I r

 
= λ λ + λ λ − λ  λ + λ   

 
     (45)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 0 1 0 2, sin 2 cos sin .

2S
rW z r U z z I r rz z I r z I r I r

 
= λ λ − λ λ − λ  λ + λ   

 
      (46)

Эквипотенциальные линии и трехмерный график электрического потенциала, задан-
ного формулой (45), в нормированных координатах (z, r) показан на рис. 8. Как и в случае 
воронок с коническим профилем, функция (45) превращается в функцию (46) при замене 
z → z + π/(2λ), поэтому их графики переходят друг в друга при сдвиге вдоль оси OZ.
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Рис. 7. Структура периодических кольцевых электродов радиочастотной 
воронки с квадратичным профилем

Аналогичным образом получаются аналитические выражения для осесимметричных 
электрических потенциалов, которые на оси z подчиняются зависимостям

( ) ( ) ( ) ( )3 3 4 4
0 0 0 0~ cos , ~ sin , ~ cos , ~ sin ,C S C SG U z z G U z z H U z z H U z zλ λ λ λ  

а именно:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
0 0 1

2 3

0 2 1 3

, cos 3 sin

3 cos sin 3 ,
2 4

CG z r U z z I r rz z I r

r z rz I r I r z I r I r

= λ λ + λ λ −


− λ  λ + λ  − λ  λ + λ    



             (47)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
0 0 1

2 3

0 2 1 3

, sin 3 cos

3 sin sin 3 ,
2 4

SG z r U z z I r rz z I r

r z rz I r I r z I r I r

= λ λ − λ λ −


− λ  λ + λ  + λ  λ + λ    



             (48)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2
0 0 1

2 2 3
0 2 1 3

4

0 2 4

, cos 4 sin

3 cos sin 3

cos 3 4 ,
8

CH z r U z z I r rz z I r

r z z I r I r r z z I r I r

r z I r I r I r

= λ λ + λ λ −

− λ  λ + λ  − λ  λ + λ  +   


+ λ  λ + λ + λ  


            (49)

a) b)

Рис. 8. Статический электрический потенциал (45) в плоскости (z, r) 
в нормированных координатах для радиочастотной воронки типа SRIG: 
a – эквипотенциальные линии на плоскости, b – трехмерный график



107

Физическая электроника

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2
0 0 1

2 2 3
0 2 1 3

4

0 2 4

, sin 4 cos

3 sin cos 3

sin 3 4 .
8

SH z r U z z I r rz z I r

r z z I r I r r z z I r I r

r z I r I r I r

= λ λ − λ λ −

− λ  λ + λ  + λ  λ + λ  +   


+ λ  λ + λ + λ  


                (50)

Квадрупольно- и мультипольно-сегментированные электроды. При дифференцирова-
нии по параметру λ выражений (37) – (40) получаются аналитические выражения для 
электрических потенциалов радиочастотных воронок с мультипольным (при n = 2 – с 
квадрупольным) сегментированием круговых диафрагм и нелинейным (квадратичным, 
кубическим и биквадратичным) профилем канала транспортировки и соответствующим 
разворотом мультипольных сегментов относительно оси симметрии:

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

2 2
0 1 2

, cos Arg ,

cos 2 sin cos ,

q n n
CW z r U r n x y

z z f r rz z f r r z f r

= ×

 × λ λ + λ λ − λ λ 
                 (51)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

2 2
0 1 2

, cos Arg ,

sin 2 cos sin ,

q n n
SW z r U r n x y

z z f r rz z f r r z f r

= ×

 × λ λ − λ λ − λ λ 
                  (52)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

2 2
0 1 2

, sin Arg ,

cos 2 sin cos ,

r n n
CW z r U r n x y

z z f r rz z f r r z f r

= ×

 × λ λ + λ λ − λ λ 
                 (53)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

2 2
0 1 2

, sin Arg ,

sin 2 cos sin ,

r n n
SW z r U r n x y

z z f r rz z f r r z f r

= ×

 × λ λ − λ λ − λ λ 
                  (54)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

3 2 2 3
0 1 2 3

, cos Arg ,

cos 3 sin 3 cos sin ,

q n n
CG z r U r n x y

z z f r z r z f r zr z f r r f r z

= ×

 × λ λ + λ λ − λ λ − λ λ       
 (55)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

3 2 2 3
0 1 2 3

, cos Arg ,

sin 3 cos 3 sin cos ,

q n n
SG z r U r n x y

z z f r z r z f r zr z f r r f r z

= ×

 × λ λ − λ λ − λ λ + λ λ 
      (56)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

3 2 2 3
0 1 2 3

, sin Arg ,

cos 3 sin 3 cos sin ,

r n n
CG z r U r n x y

z z f r z r z f r zr z f r r f r z

= ×

 × λ λ + λ λ − λ λ − λ λ        (57)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

3 2 2 3
0 1 2 3

, sin Arg ,

sin 3 cos 3 sin cos ,

r n n
SG z r U r n x y

z z f r z r z f r zr z f r r f r z

= ×

 × λ λ − λ λ − λ λ + λ λ 

      (58)

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
0

4 3
0 1

2 2 3 4
2 3 4

, cos Arg ,

cos 4 sin

6 cos 4 sin cos ,

q n n
CH z r U r n x y

z z f r z r z f r

z r z f r zr f r z r f r z

= ×

× λ λ + λ λ −
− λ λ − λ λ + λ λ 

                 (59)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 4 3
0 0 1

2 2 3 4
2 3 4

, cos Arg , sin 4 cos

6 sin 4 cos sin ,

q n n
SH z r U r n x y z z f r z r z f r

z r z f r zr f r z r f r z

= × λ λ − λ λ −
− λ λ + λ λ + λ λ 

         (60)
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 4 3
0 0 1

2 2 3 4
2 3 4

, sin Arg , cos 4 sin

6 cos 4 sin cos ,

r n n
CH z r U r n x y z z f r z r z f r

z r z f r zr f r z r f r z

= × λ λ + λ λ −
− λ λ − λ λ + λ λ 

         (61)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 4 3
0 0 1

2 2 3 4
2 3 4

, sin Arg , sin 4 cos

6 sin 4 cos sin ,

r n n
SH z r U r n x y z z f r z r z f r

z r z f r zr f r z r f r z

= × λ λ − λ λ −
− λ λ + λ λ + λ λ 

          (62)

где

( ) ( )
0

2 !
,

n
n

n

n I
f

ρ
ρ =

ρ
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

1 1 11

2 ! 2 ,
n

n n nn

nf I I nI
−

− ++ρ = ρ ρ + ρ  − ρ ρ
 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )}

2
2

2 2 22

1 1

2 ! 2

4 1 ,

n

n n nn

n n n

nf I I I

I I n n I

−

− ++

− +

ρ = ρ  ρ + ρ + ρ  − ρ

− ρ ρ + ρ  + + ρ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )}

3
3

3 3 1 1 33

2
2 2 1 1

2 ! 3 3

6 2 12 1

8 1 2 ,

n

n n n nn

n n n n n

n

nf I I I I

n I I I n n I I

n n n I

−

− − + ++

− + − +

ρ = ρ  ρ + ρ + ρ + ρ  − ρ

− ρ  ρ + ρ + ρ  + + ρ ρ + ρ  −   

− + + ρ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )}

4
4

4 4 2 2 44

3
3 1 1 3

2
2 2

1 1

2 ! 4 6 4

8 3 3

24 1 2

32 1 2

16 1 2 3 .

n

n n n n nn

n n n n

n n n

n n

n

nf I I I I I

n I I I I

n n I I I

n n n I I

n n n n I

−

− − + ++

− − + +

− +

− +

ρ = ρ  ρ + ρ + ρ + ρ + ρ  − ρ

− ρ  ρ + ρ + ρ + ρ  + 
+ + ρ  ρ + ρ + ρ  − 
− + + ρ ρ + ρ  + 

+ + + + ρ

 

Функции f0(ρ), f1(ρ), f2(ρ), f3(ρ), f4(ρ) не имеют особенностей в нуле; при ρ  0 выпол-
няются следующие приближенные равенства:

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

2
0

3
1

2
2

3
3

2
4

11 ,
4 1

1 1 ,
2 1 8 1 2

1 1 ,
2 1 8 1 2

3 5 ,
4 1 2 16 1 2 3

3 15 .
4 1 2 16 1 2 3

f
n

f
n n n

f
n n n

f
n n n n n

f
n n n n n

ρ ≈ + ρ
+

ρ ≈ ρ + ρ
+ + +

ρ ≈ + ρ
+ + +

ρ ≈ ρ + ρ
+ + + + +

ρ ≈ + ρ
+ + + + +

 

Также возможно комбинирование мультипольных потенциалов с разным разворотом 
мультипольных конфигураций, что позволяет получить аналитические модели электриче-
ских потенциалов для соответствующих воронок с нелинейным профилем:
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , .

a n q n r n
C S

b n r n q n
C S

a n q n r n
C S

b n r n q n
C S

a n q n r n
C S

b n r n q n
C S

W x y z W x y z W x y z

W x y z W x y z W x y z

G x y z G x y z G x y z

G x y z G x y z G x y z

H x y z H x y z H x y z

H x y z H x y z H x y z

= ± ±

= ± ±

= ± ±

= ± ±

= ± ±

= ± ±

 

Оценка точности приближения
Как уже отмечено выше, приведенные аналитические выражения не совсем точно 

описывают требуемые электрические поля вблизи краев электродов. Требуется получить 
оценку, на какую величину нужно отступить от краев электродов, чтобы можно было га-
рантированно пользоваться полученными аналитическими выражениями.

Рассмотрим, например, осесимметричный электрический потенциал, заданный фор-
мулой (6). В случае, когда расстояние между соседними диафрагмами равно L, радиус 
диафрагмы равен R, а напряжения на диафрагмах задаются в соответствии с шаблоном 
(1), это приводит к аналитическому выражению 

( ) ( ) 0
0

, sin .R
S

U z rU z r I
I R L L L

π π   =    π    
                                  (63)

Для потенциала (63) краевое условие, заданное вдоль линии r = R, представляет собой 
синусоидальную функцию с амплитудой UR (рис. 9,а). Однако для реальной геометрии 
с бесконечно тонкими круговыми диафрагмами потенциал вдоль горизонтальной линии  
r = R должен быть в точности равен +UR в точках

( )2 2 2 ,kz L Lk= +  

должен быть в точности равен UR в точках 

( )2 1 3 2 2 ,kz L Lk+ = +  

а в промежуточных точках z2k  z  z2k+1 должен представлять собой гладкую монотонную 
функцию, антисимметричную относительно центральной точки, расположенной между 
реперными точками z2k и z2k+1. В частности, в качестве модельного распределения для кра-
евого распределения потенциала допустимо использовать кусочно-линейную функцию 
(рис. 9,b). 

Краевое условие для электрического потенциала, заданное вдоль горизонтальной ли-
нии r = R, очевидным образом представляет собой периодическую функцию от координа-
ты z с периодом 2L и поэтому может быть разложено в ряд Фурье. В силу симметричности 
геометрической конфигурации электродов и антисимметричности потенциалов, прило-
женных к электродам, в разложении в ряд Фурье будут присутствовать только нечетные 
синусоидальные гармоники, тогда как косинусоидальные гармоники строго равны нулю. 

Например, для кусочно-линейного распределения потенциала, показанного на  
рис. 9,b, рассматриваемый ряд Фурье будет иметь вид

( ) 2 2 2 2

8 8 8 83 5 7sin sin sin sin .
9 25 49

R R R RU U U Uz z z zU z
L L L Lρ

π π π π       ≈ − + − +       π π π π       
            (64)

Точное аналитическое решение для краевого условия (64) имеет вид:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*
0 02 2

0 0

0 02 2
0 0

8 8 3 3, sin sin
9 3

8 85 5 7 7sin sin .
25 5 49 7

R R
S

R R

U Uz r z rU z r I I
I R L L L I R L L L

U Uz r z rI I
I R L L L I R L L L

π π π π       = − +       π π π π       

π π π π       + − +       π π π π       


          (65)
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a) b)

c) d)

Рис. 9. Краевые условия (в нормированных координатах) вдоль линии r = R 
на интервале между двумя соседними диафрагмами при определении 

электрического поля ловушки типа SRIG для различных модельных случаев:
а – аналитического решения (9); b – бесконечно тонких диафрагм; c –диафрагм конечной 
толщины; d – замены линейной аппроксимации граничного значения потенциала точным 

аналитическим решением (см. пример 5 в п. 49, § 2, гл. III в книге [34])

Для отношения амплитуды третьей (паразитной) пространственной гармоники к ам-
плитуде первой (основной) пространственной гармоники, на расстоянии r от оси симме-
трии, в соответствии с выражением (65), справедлива формула

( ) ( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

31 .
39

I r L I r L
r

I R L I R L
π π

Λ =
π π

                                   (66)

На рис. 10 показаны графики зависимости величины Λ от безразмерной величины r/L 
для разных значений безразмерного геометрического параметра R/L. Из этих графиков 
следует, например, что при R/L  2 амплитуда третьей гармоники не превышает 5 % от 
амплитуды первой, если r/L  1,75 (тонкая горизонтальная линия на рис. 10 соответствует 
уровню 5 % для величины Λ). Амплитуды остальных паразитных пространственных гар-
моник будут существенно меньше, и их влиянием можно пренебречь.

Рис. 10. Графики зависимости величины Λ (см. формулу (66)) 
от безразмерной величины r/L при разных значениях геометрического параметра R/L:

R/L =1,5 (кривая 1), R/L =2,0 (2), R/L =2,5 (3), R/L =3,0 (4).
Горизонтальной прямой показан уровень 0,05 (5 %)

1 2 3 4
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Следует обратить внимание, что для «идеального» решения (63) связь между амплиту-
дой колебаний U0 статического электрического потенциала на оси системы и напряжени-
ями UR, приложенными к кольцевым диафрагмам, устанавливается соотношением

( )0 0 .RU U I R L= π  

В то же время для модельного ряда Фурье (64) эта связь устанавливается соотношением

( ) ( )2
0 08 .RU U I R L= π π  

Примечание. Использование кусочно-линейной функции в промежутках между репер-
ными точками не полностью отвечает требуемой точности, однако вполне приемлемо при 
решении задачи о получении приближенной оценки допустимого расстояния до краев 
электродов. При необходимости учитывать более реалистичное модельное распределе-
ние потенциала вдоль горизонтальной линии r = R можно использовать аналитическое 
решение для краевого поля плоского конденсатора, которое приводится в книге [34] (см. 
пример 5 в п. 49, § 2, гл. III указанной монографии). Это аналитически точное распре-
деление потенциала вдоль сечения y = 0 у края плоского конденсатора приводится на  
рис. 9,d; отсюда следует, что кусочно-линейная функция вполне пригодна в качестве 
модели при оценке вклада начальных корректирующих членов ряда Фурье вдоль гори-
зонтальной линии r = R. В частности, если кольцевые диафрагмы «толстые» (рис. 9,c), 
то в рамках рассматриваемой кусочно-линейной модели графики на рис. 9,b становятся 
кусочно-трапецеидальными, а ряд Фурье (64) приобретает следующий вид:

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

8cos 2 8cos 3 2 3sin sin
1 9 1

8cos 5 2 8cos 7 25 7sin sin ,
25 1 49 1

R R

R R

U Uz zU z
L L

U Uz z
L L

ρ

πγ πγπ π   ≈ − +   π − γ π − γ   

πγ πγπ π   + − +   π − γ π − γ   


                   (67)

где γ – безразмерный параметр, который вычисляется по формуле 0, 1h L  γ = ∈   (h – 
толщина диафрагмы, L – расстояние между центрами соседних диафрагм (см. выше)). 

Интересно, что в рамках этой модели, при значении γ  1/4 амплитуда первой про-
странственной гармоники совпадает с амплитудой «идеального» варианта (63). Однако 
оптимальным выбором в данном случае является вариант γ = 1/3, когда третья паразитная 
пространственная гармоника обращается в нуль. 

Точно так же строгая форма тонких диафрагм, соответствующих аналитическим ре-
шениям (13) – (16), (37) – (40) и (51) – (62) для мультипольно-сегментированных транс-
портирующих каналов, отличается от одинаковых круговых дуг с изолирующими проме-
жутками между ними, которые изображены на рис. 3, 4. Используя аналогичный подход, 
можно оценить, насколько быстро при удалении от краев мультипольно-сегментирован-
ных круговых диафрагм затухают паразитные гармоники старшего порядка, так что для 
описания электрического потенциала соответствующего электрического поля с высокой 
точностью будет достаточно аналитических формул (13) – (16), (37) – (40) и (51) – (62). 

В качестве примера рассмотрим квадрупольно-сегментированную круговую ловушку, 
для электрического поля которой ранее было предложено использовать аналитические 
выражения (7) – (10), эквивалентные друг другу с точностью до поворота относительно 
оси и смещения вдоль оси. 

На рис. 11,а показана форма электродов тонких диафрагм, соответствующих аналити-
ческому выражению (9), на рис. 11,b – соответствующих квадрупольно-сегментирован-
ным тонким круговым диафрагмам.

Рассмотрим окружности x = Rcosφ и y = Rsinφ с радиусами r = R в сечениях z = zk с 
тонкими диафрагмами, к которым приложены электрические напряжения, чередующиеся 
по знаку (z2k = 2kL и z2k+1 = (2k + 1)L). 

Вдоль этих окружностей потенциал (9) выражается синусоидальной функцией угло-
вой координаты (рис. 12,а). На рис. 12,b показано модельное распределение потенциала 
для квадрупольно-сегментированной круговой диафрагмы радиуса R, где для участков  
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a) b)

Рис. 11. Форма отдельных элементов тонкой диафрагмы при квадрупольном 
сегментировании круговых электродов: а – для аналитического решения (9), 

b – для сегментированной круговой диафрагмы

a)
b)

Рис. 12. Графики модельных угловых распределений потенциала диафрагм 
при двух краевых условиях: для аналитического решения (9) (а) 
и для квадрупольно-сегментированных круговых диафрагм (b). 

Краевые условия заданы вдоль окружности r = R в плоскости тонкой круговой диафрагмы 
радиочастотной ловушки типа SRIG с квадрупольным сегментированием электродов

окружности, соответствующих изолирующим промежуткам, вместо истинного синусои-
дального потенциала используется приближенная линейная функция. Разложение этого 
краевого условия в ряд Фурье по угловой координате

( ) [ ]Arg , ,x yϕ = ∈ −π +π  
приводит к выражению

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

8cos 2 8cos 3 2
sin 2 sin 6

1 9 1

8cos 5 2 8cos 7 2
sin 10 sin 14 ,

25 1 49 1

R R
f

R R

U U
U

U U

πδ πδ
ϕ ≈ ϕ − ϕ +

π − δ π − δ

πδ πδ
+ ϕ − ϕ +

π − δ π − δ


                   (68)

где δ – относительный угловой размер одиночного мультипольного сегмента, который 
вычисляется по формуле δ = 2β/π  [0, 1] (β  (π/2) – (Δ/R) – абсолютный угловой размер 
указанного сегмента, Δ – величина зазора между сегментами, R – радиус кольцевой ди-
афрагмы, π/2 – угловое расстояние между центрами мультипольных круговых сегментов 
при квадрупольном сегментировании). 

Коэффициенты ряда Фурье (68) совпадают с коэффициентами ряда Фурье (67). В силу 
этого факта, несмотря на разный физический смысл величин δ и γ, при δ  1/4 ампли-
туда первой угловой пространственной гармоники совпадает с амплитудой «идеального» 
варианта (9). Однако, как и в предыдущем случае, оптимальным выбором будет значение 
δ = 1/3, когда третья паразитная угловая гармоника обращается в нуль. 
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Точное аналитическое решение, соответствующее краевому условию (68), имеет вид:

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

2 2
,* 2

22 2
2

2 2 2 2
6 10

6 106 10
6 10

2 2
14

1414
14

cos 2 ,8, ,
1

cos 3 2 , cos 5 2 ,
9 25

cos 7 2 ,
cos

49

q R
C

Q x y x yUU z x y I
I R L r L

Q x y Q x yx y x y
I I

I R L r L I R L r L

Q x y x y zI
I R L r L L

  πδ π +  = −
 π − δ π  

   πδ πδπ + π +
   − + −
   π π   

 πδ π + π  − +  π    
 ,



         (69)

где мультипольные множители Qk(x, y), в соответствии с рекуррентными соотношениями 
(25) – (27), задаются формулами

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

2 2 2 2
6

4 2 2 4 4 2 2 4
10

6 4 2 2 4 6 6 4 2 2 4 6
14

, 2 ,

, 2 3 3 ,

, 2 10 5 5 10 ,

, 2 21 35 7 7 35 21 .

Q x y xy

Q x y xy x y x y

Q x y xy x x y y x x y y

Q x y xy x x y x y y x x y x y y

=

= − −

= − + − +

= − + − − + −

 

Отношение амплитуды шестой (паразитной) пространственно-угловой гармоники к 
амплитуде второй (основной) пространственно-угловой гармоники на расстоянии r от 
оси симметрии, в соответствии с выражением (69), выражается как 

( ) ( )
( )

( )
( )6 2

6 2

cos 3 2 cos 21 .
9

r rr I I
I R L L I R L L

πδ πδπ π   Ω =    π π   
                         (70) 

На рис. 13 показаны графики зависимости величины Ω от безразмерного отношения 
r/L при разных значениях геометрического параметра R/L; при этом в данном примере 1 
используется значение δ = 1/5. Из графиков следует, например, что при R/L  2 ампли-
туда шестой пространственно-угловой гармоники не превышает 5 % от амплитуды вто-
рой такой гармоники, если r/L  1,75 (тонкая горизонтальная линия на рис. 13, как и на  
рис. 10, соответствует уровню 5 % величины Ω). Амплитуды остальных паразитных про-
странственно-угловых гармоник будут существенно меньше и, как и в предыдущем слу-
чае, их влиянием можно пренебречь.

1 Варьирование параметра δ  [0, 1] позволяет менять множитель при величине Ω от 0 при δ = 1/3 до 3 
при δ = 1. При δ = 1/5 указанный множитель равен 0,618. Естественно, при δ = 1/3, когда шестая гармо-
ника обращается в нуль, надо оценивать отношение десятой гармоники ко второй.

Рис. 13. Графики зависимости величины Ω (см. формулу (70)) 
от безразмерного отношения r/L при разных значениях геометрического параметра R/L:

R/L =1,5 (кривая 1), R/L =2,0 (2), R/L =2,5 (3), R/L =3,0 (4).
Горизонтальной прямой показан уровень 0,05 (5 %)

1 2 3

4
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Следует обратить внимание, что для «идеального» решения (9) связь между амплитудой 
колебаний U0 статического электрического потенциала на оси системы и квадрупольны-
ми напряжениями ( ) ,r

RU±  приложенными к квадрупольным сегментам тонких кольцевых 
диафрагм, устанавливается равенством

( ) ( )0 2 .r
RU U I R L= π  

В то же время для модельного ряда Фурье (68) эта связь устанавливается соотношением

( ) ( ) ( ) ( )2
0 28cos 2 1 .r

RU U I R L = πγ π − γ π   

Для конических радиочастотных воронок и радиочастотных воронок с криволинейным 
профилем оценка величины отступа от краев электродов, когда допустимо использовать 
аналитические выражения, приведенные в данной работе, осуществляется по аналогич-
ной процедуре. 

Важно отметить, что при анализе конических радиочастотных воронок и радиочастот-
ных воронок с криволинейным профилем, для задания краевого условия следует исполь-
зовать не прямую линию r = R, а огибающую внутреннего края воронки. Эта огибающая 
определяется из условия, что в точках (zk, rk) аналитическое выражение равно значению 
электрического напряжения, прикладываемого к диафрагме и одинакового (с точностью 
до знака) для всех диафрагм.

Заключение
В работе получены аналитические выражения для электрических потенциалов, кото-

рые можно использовать для исследования движения ионов в радиочастотных ловушках и 
радиочастотных воронках с круговыми диафрагмами с полиномиальным профилем, в том 
числе для мультипольно-сегментированных круговых диафрагм. В частности, с помощью 
аналитических выражений можно быстро качественно исследовать и оптимизировать по-
ведение ионов в указанных устройствах с помощью псевдопотенциальной модели движе-
ния ионов в высокочастотных электрических полях [35 – 37]. 

Если рассматривать взвешенные суммы аналитических выражений, которые соответ-
ствуют круговым диафрагмам и мультипольно-сегментированным диафрагмам с одинако-
вым периодом размещения диафрагм вдоль оси, то появляется возможность моделировать 
поведение ионов в ловушках и воронках с несегментированными сечениями, отличными 
от круговой формы. Если же эти суммы соответствуют случаям кратных периодов раз-
мещения диафрагм вдоль оси и/или кратному мультипольному сегментированию элект-
родов, то можно исследовать влияние на движение ионов паразитных пространственно- 
угловых гармоник электрического поля, обусловленных неидеальностью геометрической 
формы электродов. 

Полученные аналитические выражения для трехмерных гармонических функций с по-
линомиально-осциллирующим поведением на оси могут быть также полезными при ре-
шении определенных задач математической физики.
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