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Аннотация. В статье представлены алгоритм и теоретическое обоснование методики 
нахождения коэффициентов демпфирования по данным вибрационных обследований 
при использовании метода декомпозиции в частотной области (FDD). Этот метод 
применяется при динамическом тестировании сооружений (здания, мосты, плотины) 
для экспериментального определения их динамических характеристик в условиях 
нормальной эксплуатации без применения вибровозбудительного оборудования.
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Введение

Проблема натурных динамических исследований строительных конструкций была и 
остается весьма актуальной, особенно для уникальных сооружений, например таких, как 
плотины. Экспериментальная оценка динамических характеристик (собственные часто-
ты, формы собственных колебаний, коэффициенты относительного демпфирования) и 
мониторинг этих характеристик позволяет контролировать безопасность, прочность, це-
лостность сооружения, а также выявлять значимые изменения в конструкциях без ин-
струментального воздействия и визуального осмотра каждой конструкции.

В данной работе применяется операционный модальный анализ (англ. Operational 
Modal Analysis (OMA)); под этим названием объединена целая группа методов, позволя-
ющих экспериментально определять динамические характеристики сооружений при нор-
мальных условиях эксплуатации. Прогресс в развитии измерительного и регистрирую-
щего оборудования позволил широко использовать эти методы при выполнении диагно-
стики динамических характеристик различных сооружений. Среди методов группы ОМА 
популярен метод, получивший международное название Frequency Domain Decomposition 
(FDD) (его дословный перевод – «декомпозиции в частотной области») [2 – 4]. В России 
метод FDD и его программное обеспечение (ПО) ARTeMIS Modal применяют с 2019 года 
сотрудники Всероссийского научно-исследовательского института гидротехники (ВНИ-
ИГ) им. Б. Е. Веденеева (г. Санкт-Петербург, Россия) [10]. 

В методе EFDD, расширяющем возможности FDD, помимо определения собственных 
частот и форм собственных колебаний, также предлагается алгоритм для определения 
коэффициентов демпфирования [4 – 6], однако он сложен в применении и во многих 
случаях дает большую погрешность.

В данной работе предлагается более простой и в то же время более точный алгоритм 
для идентификации параметров демпфирования. 

Таким образом, целью настоящей работы является представление и теоретическое обо-
снование нового метода нахождения коэффициентов демпфирования по данным вибра-
ционных обследований.

Метод FDD подробно изложен в работах [2, 3, 7], а его теоретическое обоснование 
предложено в статье [1]. Алгоритм этого метода включает следующие обязательные дей-
ствия.

Шаг 1. Для каждой частоты ω заданного диапазона вычисляется матрица Gy(ω) взаим-
ных спектральных плотностей (МВСП) одновременно измеренных вибрационных сигна-
лов.

Шаг 2. На каждой частоте ω производится сингулярное разложение матриц (англ. 
Singular Value Decomposition (SVD)) Gy(ω), определяется их первое сингулярное значение 
σ1(ω) и строится функция первого сингулярного значения от частоты, усредненная по 
всем измерениям.

Отметим, что основная идея алгоритма FDD (см., например, работы [2, 3, 7]), заклю-
чается в том, что первое сингулярное число σ1(ω) матрицы Gy(ω) имеет локальные мак-
симумы вблизи модальных частот. Математическое обоснование этого факта было дано в 
статье [1]. Мы же будем использовать функцию σ1(ω) для определения логарифмических 
декрементов затухания, соответствующих каждой собственной частоте.

Теоретическое обоснование методики определения декрементов затухания

Отклик y(t) системы раскладывается в их линейную комбинацию единственным обра-
зом (ввиду линейной независимости собственных форм колебаний):

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ).t q t q t t= ⋅ + ⋅ + =y qϕ ϕ Φ                                     (1)

Как показано в работе [7], если внешнее воздействие считать белым шумом, а дис-
сипацию – малой, то для матрицы взаимных спектральных плотностей (МВСП) Gy(ω) 
справедливо следующее выражение: 
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где λm – полюс, λm = −γm + iωdm                                                                              (3)

( )0 ;m m mγ = ω ς                                                 (4)

φm– форма собственных колебаний; Φ – матрица, в столбцах которой стоят векторы соб-
ственных форм, Φ = [φ1, φ2, …, φM]; M – количество учтенных форм в разложении (1); 
cm– положительный коэффициент; i –мнимая единица; H – оператор эрмитова сопряже-
ния.

В выражении (3) ωdm – собственная частота с учетом демпфирования. В выражении 
(4) ω0m – собственная частота без учета демпфирования; mς – коэффициент диссипации. 

Далее, введем обозначение

2 2( ) 2Re
( )

m m m
m

m dm m

c c
i

  γ
α ω = = ω−λ ω−ω + γ 

                               (5)

Отметим здесь, что в выражении (2) модальные векторы φm считаем нормированными, 
так как коэффициент αm, согласно выражению (5), содержит константу cm, в которую 
можно ввести нормировочный коэффициент.

Тогда выражение (2) можно записать следующим образом:

( ) H( ) diag ( ) ,y mω = ⋅ α ω ⋅G Φ Φ                                      (6)

или 

H

1
( ) .

M

y m m m
m=

ω = α∑G ϕ ϕ                                            (7)

По результатам проведенных динамических испытаний объекта можно построить 
МВСП измеренных сигналов на некотором диапазоне частот, а затем, используя SVD-раз-
ложение этих матриц, получить функцию первого сингулярного числа от частоты [11 – 
12]. 

В нашей статье [1] было доказано, что собственные частоты исследуемого объекта рас-
положены вблизи локальных максимумов этой функции. В данной статье предлагается 
и обосновывается метод определения коэффициентов диссипации по экспериментально 
построенной функции первого сингулярного числа. 

Очевидной идеей является сопоставление аналитического выражения первого сингу-
лярного числа и экспериментально построенной функции [14]. Хотя в общем случае ана-
литического выражения для первого сингулярного числа МВСП не существует, но, при 
определенных условиях, можно получить достаточно хорошее аналитическое приближе-
ние.

Рассмотрим два основных случая, когда возможно получить такое приближение. 
Случай «одиночной» собственной частоты. Здесь в окрестности некоторой собствен-

ной частоты (назовем ее ωds) отклик y(t) системы (см. формулу (1)) определяется преиму-
щественно собственной формой с тем же номером. Тогда справедливо соотношение вида

( ) ( ),s st q t≈ ⋅y ϕ                                                  (8)

и выражение МВСП, задаваемое формулой (4), можно переписать так: 

H( ) .y s s sω ≈ αG ϕ ϕ                                                 (9)

Очевидно, формула (9) справедлива, когда в окрестности частоты ωds значения функ-
ций αs(ω) существенно превосходят остальные значения αm(ω). Найдем теперь условия, 
при которых это требование выполняется.
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Рассмотрим свойства функций αm(ω). Из выражения (5) видно, что эти функции зави-
сят от соответствующих собственных частот и коэффициентов демпфирования. Они име-
ют по одному максимуму, который достигается на соответствующей собственной частоте.

Действительно (см. нашу работу [1]), в результате определения экстремальных значе-
ний функций αm(ω) получим, что при ω = ωdm

( ) .m dm m mcα ω = γ                                             (10)

Введем обозначение минимального расстояния ds на частотной шкале между частотой 
ωds и остальными собственными частотами ωdm, а именно:

.mins ds dmm s
d

≠
= ω −ω                                           (11)

Тогда для частоты ωdm, при всех m ≠ s, выполняется следующее соотношение:

2 2 2

/( ) .
( / ) 1

m m m m
m d s

s m s m

c c
d d

γ γ
α ω ≤ =

+ γ γ +
                                (12)

Теперь введем обозначение

0

/ .s
sm s m

m m

dr d= γ =
ω ⋅ς                                        (13)

Сравнивая соотношения (12) и (10), видим, что условие

( ) ( )s d s m d sα ω >> α ω                                            (14)

выполняется в том случае, если 

rsm >> 1, для всех s ≠ m.                                        (15)

Таким образом, выполнение условия (15) дает право учитывать только одно слагаемое 
в выражении (7), т. е. использовать для вычисления МВСП формулу (9).

Для МВСП Gy(ω), описываемой выражением (9), можно построить аналитическое вы-
ражение ее первого сингулярного значения. Матрица Gy(ω), очевидно, является квадрат-
ной и симметричной (если формы колебаний комплексные, то эрмитовой). Ранг матрицы 
Gy(ω) равен единице (так как ранг произведения матриц не превосходит рангов сомно-
жителей), поэтому эта матрица имеет не более одного собственного значения, отличного 
от нуля.

Найдем его по определению собственных чисел. Пусть u – собственный вектор, а 
λ – собственное значение матрицы Gy(ω); тогда по определению собственного вектора и 
собственного значения получаем следующее равенство:

Gy(ω)u = λu,                                                (16)
откуда

( ) ( )H H H .s s s s s s s s su u u uα = α = α = λϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ                                (17)

Непосредственным следствием равенства (17) является заключение, что единственный, 
отличный от нуля собственный вектор u = φs, а собственное значение 2.s sλ = α ϕ  Видим, 
что λ ≥ 0, так как коэффициент cm ≥ 0. Следовательно, матрица Gy(ω) является положи-
тельно-полуопределенной, а тогда (раз она еще и эрмитова), ее сингулярные значения 
совпадают с собственными. Если учесть, что 

2 1,s =ϕ  то можно видеть, что σ1 совпадает 
с αs. Поэтому в окрестности собственных частот максимальное сингулярное значение 
МВСП можно записать следующим образом:

1 2 2 2 2 2
0

.
( ) ( )

s s s s
s

d s s d s ss

c cγ γ
σ = α = =

ω−ω + γ ω−ω +ω ⋅ς                          (18)
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Отметим также, что при небольшом демпфировании собственные частоты с учетом 
демпфирования (ωdk) и без его учета (ω0k) практически совпадают.

Если сопоставить функцию первого сингулярного числа, полученную в результате об-
работки экспериментальных данных, с аналитической зависимостью (18), то можно оце-
нить значения декрементов затухания. Представим формулу (18) в следующем виде:

1 2 2 2 .
( )ds ds

A
B

σ =
ω−ω +ω

                                        (19)

Тогда использование метода наименьших квадратов (например), дает возможность  
определить коэффициенты A и B, максимально приближающие аналитическую функ-
цию σ1 (см. формулу (19)) к экспериментально полученной зависимости в окрестности 
некоторой собственной частоты. Значение параметра В, очевидно, будет соответствовать 
декременту затухания.

Случай двух «сближенных» собственных частот. Рассмотрим теперь второй случай, 
когда значения двух собственных частот с номерами k и k + 1 (ωdk и ωdk+1) расположены 
близко друг к другу (в литературе такие частоты обычно называют «сближенными»), т. е. 
для частот с этими номерами не выполняется условие (15). 

Однако, если для всех остальных собственных частот, кроме частот с номерами k и  
k + 1, условие (15) выполняется, то для вычисления МВСП по формуле (7) можно огра-
ничиться двумя слагаемыми:

1
H( ) ,

k

y m m m
m k

+

=

ω = α∑G ϕ ϕ                                           (20)

или в координатной форме матрица имеет вид

1 1 1
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∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

G .
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                       (21)

Эта матрица имеет размерность N × N, и найти ее сингулярные (или собственные) зна-
чения в аналитическом виде затруднительно.

Для облегчения задачи составим матрицу Грама (назовем ее Κ) на базе векторов k kα ϕ  
и 1 1.k k+ +α ϕ

В координатной форме матрица Κ будет выглядеть следующим образом:

1 1

1 1 1

( , )
.

( , )
k k k k k

k k k k k

+ +

+ + +

 α α α
=  

α α α  
K

ϕ ϕ

ϕ ϕ
                        (22)

Эта матрица, как и матрица Gy, является эрмитовой и положительно-полуопределен-
ной (свойство матрицы Грама). В статье [1] было приведено доказательство того, что 
отличные от нуля собственные значения матрицы Gy совпадают с собственными значе-
ниями матрицы K (матрица Грама, построенная на соответствующих векторах), причем 
собственные значения матриц K и Gy совпадают с их сингулярными числами. Таким об-
разом, первое сингулярное число матрицы Gy равно спектральному радиусу матрицы K. 

В данном случае матрица K имеет размерность 2 × 2, и мы легко можем построить 
аналитическое выражение для значения ее спектрального радиуса [16]:

2tr( ) tr ( ) 4det( )
.

2
+ −

ρ =
K K K

                                    (23)
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Поскольку из выражения для матрицы (22) следует, что 

2
1 1 1det( ) ( , ) ,k k k k k k+ + += α α −α αK ϕ ϕ                                (24)

1tr( ) ,k k+= α +αK                                             (25)

мы получаем для спектрального радиуса матрицы K (следовательно, и для первого сингу-
лярного числа матрицы Gy) следующее выражение:

22
1 1 1 1

1

( ) 4 ( , )
.

2
k k k k k k k k+ + + +α +α + α −α + α α

σ =
ϕ ϕ

                     (26)

Из формулы (26) непосредственно следует, что если φk ортогонален φk+1, то 1 , 1
max ,ii k k= +

σ = α  
независимо от выполнения условия (15).

На рис. 1 приведены графики функций σ1 и αi, вычисленных для системы с тремя 
степенями свободы. Видно, что в окрестности первой собственной частоты ω1 функция 
первого сингулярного значения σ1 хорошо совпадает с функцией α1 в достаточно широ-
ком частотном диапазоне (в этом примере значение r12 = 12,7). А вот для второй и третьей 
собственных частот (r23 = 0,85, r32 = 1,70, соответственно) характер поведения функции 
σ1 меняется, причем наибольшее отличие графика этой функции от соответствующих 
графиков функций αi наблюдается в диапазоне частот, соответствующих интервалу между 
максимумами кривых, относящихся к функциям α2 и α3. 

Отметим, что в точке пересечения кривых для αk и αk+1 (в примере это α2 и α3) выраже-
ние (26) упрощается:

( )( )1 11 , .k k k+σ = α + ϕ ϕ                                         (27)

В остальных случаях выражение (26) как функция декрементов затухания представляет 
собой достаточно сложное выражение, поэтому его использование для нахождения необ-
ходимых параметров оказывается трудной задачей. 

Предлагаем для случая «сближенных» частот решить эту проблему иначе. Из линейной 
алгебры известно, что сумма собственных значений квадратной матрицы равна ее следу 
[15 – 17], а поскольку, как уже отмечалось выше, в данном случае собственные и сингу-
лярные значения матрицы K совпадают, то справедлива следующая формула:

1 2 1.k k+σ + σ = α +α                                            (28)

Введем обозначение

1 2( ) ( ) ( ).s ω = σ ω + σ ω                                         (29)

Рис. 1. Сопоставление поведения первого сингулярного числа σ1с графиками 
функций αi (ω) на примере системы с тремя степенями свободы (ω1 – ω3)
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Тогда выражение (28) можно переписать в следующем виде: 

1k ks += α +α                                                 (30)

(для краткости здесь опущен аргумент).
Если подставить выражения для αk и αk+1 в формулу (30), то справедлива следующая 

запись:

1 1
2 2 2 2

0 1 0 1 1

.
( ) ( )

k k k k

dk k k dk k k

c cs + +

+ + +

γ γ
= +

ω−ω +ω ς ω−ω +ω ς                        (31)

На рис. 2 представлено сопоставление суммы первых двух сингулярных чисел s и сум-
мы αk + αk+1 для ранее рассмотренного случая (см. рис. 1) – системы с тремя степенями 
свободы (в примере α2 + α3).

Рис. 2. Сопоставление графика суммы первых двух сингулярных чисел s(ω)
с графиками функций αi(ω) и суммы αk + αk+1 на примере системы с тремя

степенями свободы (см. рис. 1)

В ходе обработки экспериментальных данных, полученных при динамических измере-
ниях, на каждой частоте ω заданного диапазона производится сингулярное разложение 
матрицы Gy(ω) и определяется не только первое сингулярное значение σ1(ω), но и осталь-
ные сингулярные значения функции. Таким образом, сумма первых двух сингулярных 
значений нам известна.

Так же, как и в случае «одиночной» собственной частоты, при небольшом демпфирова-
нии собственные частоты с учетом демпфирования (ωdk) и без его учета (ω0k) практически 
совпадают. Поэтому аналитическое выражение для суммы s первых двух сингулярных 
значений имеет вид 

2 2 2 2 2 2
1 1

,
( ) ( )dk dkdk dk

A Cs
B D+ +

= +
ω−ω + ω−ω +ω ω                         (32)

где A, B, C, D – неизвестные параметры. 
Для определения этих неизвестных параметров можно использовать метод наименьших 

квадратов. Очевидно, коэффициент B является оценкой коэффициента демпфирования 
,kς  а коэффициент D соответствует коэффициенту 1.k+ς

Пример расчета коэффициентов демпфирования
Для тестирования метода определения декрементов затухания использовалась матема-

тическая модель системы с 8-ю степенями свободы (рис. 3). 
В принятой модели были заданы инерционные и жесткостные параметры. Коэффи-

циенты демпфирования были приняты одинаковыми и равными 0,01. Затем на каждой 
собственной частоте была вычислена матрица пропорционального демпфирования по 
заданным показателям затухания. К массам М1 – М8 были приложены воздействия со 
спектром «белого шума». Значения амплитуды воздействия и других параметров системы 
приведены в табл. 1. Моделировалось нагружение, неравномерное по степеням свободы: 
амплитуда воздействия на степенях свободы 7 и 8 была увеличена в 10 раз.



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 17 (2) 2024

28

Рис. 3. Модель динамической системы с 8-ю степенями свободы

Таблица  1

Заданные параметры для модели динамической системы 
с 8-ю степенями свободы и их значения (см. рис. 3)

Масса, кг Жесткость, Н/м Амплитуда воздействия, Н 
(приложено к массе)

M1 =…= M8 = 25,9
C1 = 770, C2 =1000,

C3 = 950 

F1 =…= F6 = 1,

F7 = F8 = 10

Примечание . При расчетах коэффициенты демпфирования (декременты  
затухания) были заданы одинаковыми и равными 0,01.

Далее по точному решению динамической задачи были определены вибрационные от-
клики на всех степенях свободы как временные ряды с заданной частотой.

Данные «измерений», полученные таким способом, применялись для тестирования ме-
тода FDD, а затем для идентификации параметров затухания с помощью предложенного 
метода. Результаты идентификации сравнивались с заданными в модели параметрами. 
Функция первого сингулярного значения от частоты представлена на рис. 4. Видно, что 
шесть пиков, относящихся к собственным частотам (1 – 5 и 8), можно считать «одиноч-
ными», т. е. задача определения коэффициентов демпфирования соответствует случаю 
«одиночной» собственной частоты. Для коэффициентов демпфирования, соответствую-
щих частотам 1 – 5 и 8, были получены результаты с использованием формулы (19), по 
описанному выше алгоритму (табл. 2, верхние строки).

Для случая «сближенных» частот (в примере это частоты 6 и 7) на графике рис. 5 
представлены точки, соответствующие сумме первого и второго сингулярных чисел (их 
значения получены по имитационной модели), а также функция, аппроксимирующая их 
по формуле (32). 

Рис. 4. Частотный спектр функции первого сингулярного значения 
МВСП для системы с 8-ю степенями свободы (см. рис. 3)
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Рис. 5. Результаты вычисления суммы двух первых сингулярных значений 
(точки) и аппроксимация полученной зависимости по формуле (32) (сплошная линия)

Таблица  2

Расчетные значения коэффициентов демпфирования 
и соответствующих коэффициентов детерминации

Номер 
пика

Собственная 
частота

Коэффициент 
демпфирования

Коэффициент 
детерминации

Случай «одиночной» собственной частоты
1 0,64 0,0107 0,9985
2 1,03 0,0109 0,9995
3 1,54 0,0104 0,9957
4 1,73 0,0104 0,9975
5 1,93 0,0140 0,9357
8 2,39 0,0106 0,9983

Случай двух «сближенных» собственных частот
6 2,06 0,01014 0,9977
7 2,10 0,01070 0,9981

Примечание . Для нахождения значений коэффициента детерминации 
использовался метод наименьших квадратов.

Значения идентифицированных коэффициентов демпфирования и соответствующие 
коэффициенты детерминации, определенные по изложенной выше методике, также при-
ведены в табл. 2.

Заключение

В работе предложен простой метод определения показателей затухания после иденти-
фикации частот собственных колебаний сооружения по экспериментальным данным с ис-
пользованием метода FDD. В окрестностях собственных частот получены аналитические 
выражения для первого сингулярного числа, а также для суммы первых двух сингуляр-
ных значений как функций частоты. Метод определения коэффициентов демпфирования 
основан на аппроксимации значений, полученных в результате обработки эксперимен-
тальных данных, аналитическими выражениями с неизвестными параметрами. Использо-
вание метода наименьших квадратов позволяет определять коэффициенты демпфирова-
ния. В случае «одиночной» собственной частоты аппроксимируется первое сингулярное 
значение, в случае «сближенных» собственных частот – сумма первых двух сингулярных 
значений. 
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Проведена идентификация показателей затухания на модельной задаче. Предложен-
ный метод обладает преимуществом перед известным методом EFDD, представленным 
в работе [4], благодаря своей меньшей сложности; и, кроме того, в отличие от метода 
EFDD, позволяет определять характеристики затухания в случае близких по значению 
собственных частот.
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