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Аннотация. В работе рассмотрен общий модельный подход к проблеме описания 

конкуренции и сосуществования различных фаз конденсированного состояния на основе 
теории фазовых переходов второго рода Ландау. Показано, что многокомпонентный 
параметр порядка приводит к более сложной (по сравнению с однокомпонентным) 
картине фазовых переходов и возникновению областей на фазовой диаграмме, в 
которых различные пространственно-упорядоченные состояния могут конкурировать 
или сосуществовать. Рассмотренная модель применима для анализа фазовых переходов 
в твердых телах с различными электрическими свойствами и магнитными состояниями. 
Предлагаемый подход позволяет численно моделировать свободную энергию твердого 
тела вблизи точек фазового перехода. Указаны необходимые условия и границы 
применимости анализируемой расчетной модели.
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Abstract. A general model approach to the problem of describing the competition and co-
existence of different phases of a condensed state is considered on the basis of Landau's theory 
of second-order phase transitions. We show that the multicomponent order parameter leads 
to a more complex pattern of phase transitions and the appearance of regions in the phase 
diagram in which different spatially ordered states can compete or coexist. The solution of the 
necessary equations of the Ginzburg−Landau theory was carried out by the variational method. 
The model considered in this paper is applicable to the analysis of phase transitions in solids 
with different electrical properties (transitions to the superconducting state, metal−dielectric 
and metal−semiconductor transformations) and magnetic states (para-magnet−ferromagnet,  
para-magnet−antiferromagnet). The proposed approach makes it possible to numerically sim-
ulate the free energy of a solid near the phase transition points. The necessary conditions and 
limits of applicability of the analyzed computational model are shown.
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Введение

В современной теории конденсированных сред [1, 2] нередко требуется рассматри-
вать раздельное или одновременное сосуществование различных состояний (или фаз)  
[3, 4]. Отдельные фазовые переходы в твердых телах, связанные с резким изменением их  
электрических и магнитных свойств, не находят объяснения в рамках существующих 
моделей фазовых переходов первого или второго рода. Детальное рассмотрение данной 
проблемы на микроскопическом уровне требует применения достаточно сложных вы-
числительных схем [5, 6] в силу отсутствия универсальных методов решения и анализа 
возникающих нелинейных уравнений. При экспериментальном подходе к проблеме при-
ходится иметь дело с величинами, лишь косвенно связанными с конкретным микроско-
пическим механизмом и характеризующими поведение макроскопическими величинами 
[7, 8]. Поэтому чрезвычайно плодотворным оказывается феноменологический подход, 
развитый В. Л. Гинзбургом и Л. Д. Ландау, основанный на общей термодинамической 
теории Ландау фазовых переходов второго рода [9] и являющийся универсальным приме-
нительно к металлам, полупроводникам и диэлектрикам.

В данной статье рассмотрен феноменологический подход к проблеме описания фазо-
вых переходов второго рода с сосуществованием и конкуренцией различных упорядочен-
ных состояний. 

В настоящем исследовании построена методика расчета свободной энергии вблизи 
точек фазового перехода с применением вариационного метода к уравнению Гинзбурга 
– Ландау. Выполнено компьютерное моделирование термодинамических параметров и 
проведено сопоставление полученных результатов с экспериментальными данными.

Постановка физико-математической задачи

Рассмотрим основы теории фазовых переходов второго рода Ландау, которая постро-
ена на разложении свободной энергии по степеням параметра порядка вблизи точки фа-
зового перехода, где параметр порядка мал. Область применимости теории ограничена 
близостью к критической температуре фазового перехода: TC – T ˂˂ TC.

Разложение плотности свободной энергии по степеням параметра порядка Ψ, в соот-
ветствии с теорией фазовых переходов второго рода, можно записать в следующем виде 
[9, 10]:
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2 4
1 0 ,

2
F F β
= +α Ψ + Ψ                                          (1)

где F1, F0 – величины свободной энергии тела при низких температурах в отсутствие 
внешнего магнитного поля и в нормальном состоянии при T > TC, соответственно; α, β – 
некоторые феноменологические коэффициенты разложения, характеризующие материал.

Эти феноменологические параметры выражаются через наблюдаемые макроскопиче-
ские величины. 

Определим такое значение параметра порядка, при котором свободная энергия дости-
гает минимума:

 
20

02 0 .sdF
d

α
= ⇒ Ψ = −

βΨ
Поскольку при T = TC параметр порядка должен обращаться в нуль, а при T ˂ TC отли-

чен от нуля, то и коэффициент α = 0 при T = TC и α ˂ 0 при T ˂ TC. В первом порядке по 
(TC ‒ T) можно записать ( )CT Tα = α − , где α  не зависит от близости к TC. Коэффициент 
β можно считать положительным и от температуры не зависящим [11]. Это приведет к 
минимуму функционала при T ˂ TC и отличному от нуля параметру порядка Ψ. С другой 
стороны, при T > TC минимум будет достигнут при нулевом значении параметра порядка, 
что соответствует нормальному состоянию образца.

В общем случае неоднородного тела во внешнем магнитном поле необходимо исследо-
вать разложение свободной энергии Гиббса по степеням Ψ [11]:

( )22
2 4

H

rot 1 2 rot ,
2 4 8 4s n

eG G i dV
m c

 β ⋅
= + α Ψ + Ψ + − ∇Ψ − Ψ + − 

π π  
∫

A A HA

 

где m – масса свободного электрона; H – напряженность внешнего магнитного поля; 
предпоследнее слагаемое определяет плотность магнитной энергии (здесь rot A(r) задает 
напряженность магнитного поля в данной точке тела); слагаемое с градиентным членом 
представляет собой плотность кинетической энергии электронов; интегрирование ведется 
по всему объему.

Найдем такие уравнения относительно Ψ(r) и A(r), которые давали бы минимальное 
значение свободной энергии. Для этого необходимо решить вариационные задачи:

H H H0, 0, 0.s s A sG G G∗ ΨΨ
δ = δ = δ =

Первая из указанных вариаций приводит к хорошо известному из теории сверхпрово-
димости первому уравнению Гинзбурга – Ландау и соответствующему граничному усло-
вию [10]:

2
2 1 2 0,

4
ei

m c
 αΨ +β Ψ Ψ + − ∇− Ψ = 
 

A                             (2)

2 0,ei
c

 ∇ + Ψ = 
 

A n

где n – единичный вектор нормали к поверхности сверхпроводника.
Вариация по Ψ приводит к комплексно-сопряженному уравнению. Получим уравне-

ние относительно векторного потенциала A; для этого необходимо решить последнюю из 
указанных вариационных задач:

( )
2

22 ,
2s
i e e

m mc
∗ ∗= − Ψ ∇Ψ −Ψ∇Ψ − Ψj A

                              (3)

что представляет собой второе уравнение теории Гинзбурга – Ландау [10].

Основные результаты расчетов
Приведенные в предыдущем разделе выкладки хорошо описывают переход между двумя 

фазами. В случае конкуренции или сосуществования большего количества фаз структура 
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функционала (1), являющегося основой феноменологического описания, должна отли-
чаться от рассмотренной ранее. Должен отличаться и вид самого параметра порядка. 

Стоит отметить, что структура параметра порядка может быть получена при исследовании 
микроскопической теории явления, как это сделано для функционала Гинзбурга – Ландау 
в схеме среднего поля Бардина, Купера и Шриффера при спаривающем притяжении (че-
му соответствует однокомпонентный комплексный параметр порядка) [12].

В общем случае параметр порядка может быть задан в виде

( , ) ( ) ( , ),s s
s

Ψ = Ψ ϕ∑R k R R k

где Ψs(R) – коэффициенты разложения параметра порядка по полной ортонормирован-
ной системе функций φs(R, k), получаемой из микроскопического описания состояния 
тела. 

Зависимость коэффициентов разложения от радиуса-вектора R позволяет описывать 
неоднородности строения материала.

Пусть состояние твердого вещества описывается двухкомпонентным параметром по-
рядка, как например, это получено в статье [13]. Разложение плотности свободной энер-
гии по степеням параметра порядка в таком случае представляется в виде f = f0 + fg + fm [14], 
где

* * *
0 ' ' ' ' ' '

' ' '

1
2ss s s ss tt s s t t

ss ss tt
f A B= Ψ Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ∑ ∑

представляет собой разложение плотности свободной энергии по второй и четвертой сте-
пеням параметра порядка. 

Здесь матрицы Ass' и Bss'tt' определяются либо из микроскопического описания, ли-
бо выражаются через величины, наблюдаемые макроскопически. Элементы матрицы Ass', 
как и в случае исследования функционала (1), должны зависеть от температуры образца, 
определяя тем самым температуру установления упорядоченного состояния. 

Градиентный вклад следует выражению
2

' '
'

ˆ ˆ ,
4g s ss s

ss
f D M D

m
+

   = Ψ Ψ   ∑

где элементы матрицы Mss' также определяются микроскопической теорией или выража-

ются на основе макроскопических наблюдаемых величин; оператор 
2ˆ .eD i
c

= − ∇ − A


Данный вклад учитывает не только внешнее магнитное поле, но и внутреннее. И, на-
конец, плотность энергии магнитного поля выражается как

20 (rot ) .
8m
zf =
π

A

Производя вариацию функционала, получим систему из двух уравнений (для случая 
двухкомпонентного параметра порядка) вида 

2
*

' ' ' '
' '

2 0ss' s ss'tt' s t t ss' s
s s'tt' s

eA B M i
c

 Ψ + Ψ Ψ Ψ + − ∇− Ψ = 
 

∑ ∑ ∑ A


и граничные условия
2

' '
'

2 0.ss s
s

eM i
c

 ∇ + Ψ = 
 

∑ A n


Полученная система уравнений может приводить к нескольким нетривиальным реше-
ниям, которые могут отличаться, например, относительной фазой компонент параметра 
порядка. Эти минимумы полностью определяются соотношением между элементами ма-
триц Ass', Bss'tt' и Mss', как, например, рассмотрено в работах [14, 15].

С другой стороны, возникновение одного из упорядоченных состояний можно опи-
сать обычным разложением свободной энергии по четным степеням данного параметра 
порядка:
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2 4
1 1

1 .
2

f a b= ψ + ψ

Другое упорядоченное состояние может быть описано аналогично:

2 4
2 2

1 .
2

f a b= α + α

Здесь коэффициенты ai определяют температуру перехода из основного состояния в 
упорядоченное, аналогично коэффициенту α в разложении (1). Конкуренция двух упоря-
доченных состояний приводит к ненулевому значению градиентного вклада, что приво-
дит к появлению дополнительного слагаемого b12ψ2α2.

Таким образом, функционал, описывающий сосуществование и конкуренцию двух 
упорядоченных состояний, можно описать в виде

2 2 4 4 2 2
1 2 1 2 12

1 1 .
2 2

f a a b b b= ψ + α + ψ + α + ψ α                               (4)

Коэффициенты a1 и a2 можно записать в следующем виде [11]:

' ' '' '' ' ''1 2
1 2

1 2

, , , ,T T T Ta a a a
T T
− −

= − τ = − τ τ = τ =

где T1, T2 – температуры переходов в соответствующие упорядоченные состояния, ниже 
которых могут быть отличны от нуля параметры порядка ψ и α.

Приведенное выше разложение имеет смысл лишь в окрестности малой области фа-
зовой диаграммы, где линии графиков T1 и T2 либо пересекаются, либо проходят близко 
друг к другу. 

В более общем случае многокомпонентного параметра порядка можно говорить о фор-
мулах, аналогичных (4), которые задают появление различных видов упорядоченного со-
стояния и их сосуществование и конкуренцию [16 – 20].

Рассмотренная выше модель применима исключительно для микро- и макротел, по-
скольку не учитывает вклада поверхностного натяжения, значимого для наночастиц  
[21, 22]. Величина и форма поверхности вносят весьма существенный вклад в общую 
энергию в наноматериалах [23, 24] и значительно влияют на термодинамические параме-
тры фазовых переходов [23, 25, 26]. Как показано в работах [27 – 29], вкладом поверх-
ностной энергии для однородных твердых частиц можно пренебречь при размерах более 
200 нм по каждому из пространственных направлений, поскольку вклад поверхности в 
общую энергетику системы в этом случае не превышает 2 %. 

Анализ модели и результатов расчетов
Рассмотрим, к чему может приводить функционал с двухкомпонентным параметром 

порядка, аналогичный уравнению (4). Для этого исследуем его на наличие минимумов и 
проследим изменение топологии изолиний свободной энергии. На рис. 1 показаны изо-
линии свободной энергии (4) f(ψ, α) = const, а на рис. 2 – фрагмент фазовой диаграммы.

В нормальной фазе при T > T1 и T > T2 свободная энергия имеет минимум при ψ = 0,  
α = 0 (см. рис. 1, a и рис. 2, область N правее ломаной линии 2-C-1'), который при пе-

реходе в область с T ˂ T2 и T > T1 в α-фазу смещается по оси α в точку ψ = 0, 2

2

a
b

α = −  

(см. рис. 1, b и рис. 2, область α в секторе 2'-C-1'). Этот минимум, однако, является един-
ственной особой точкой свободной энергии не во всей области существования α-фазы, а 
лишь в ее верхней части. При переходе через линию T ˂ T1 к минимуму, определяющему 

термодинамически устойчивое α-состояние, добавляется седловая точка при 1

1

,a
b

ψ = −   

α = 0, в которой свободная энергия имеет минимум по переменной ψ при α = 0 (рис. 1, c 
и рис. 2, заштрихованный треугольник 2'C4).
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Рис. 1. Топология изолиний свободной энергии в координатах ψ и α 
(горизонтальная и вертикальная оси, соответственно), показывающая 
возможные состояния на фазовой диаграмме: нормальная фаза (a);

α-фаза без ψ-фазы (b) и с ее флуктуациями (c); сосуществование
α- и ψ-фаз (d); ψ-фаза с флуктуациями α-фазы (e) и ψ-фаза (f).

Максимумы M, минимумы m и седла свободной энергии S показаны жирными точками

T 21

2

3

4

1’

2’

С

T 1

N

α

ψ

ψ α+

Рис. 2. Фрагмент фазовой диаграммы состояния твердого тела в окрестности линий перехода:
границы возможного возникновения упорядоченного состояния показаны прямыми 1 – 1' и 2 – 2'  
(N – нормальное состояние без упорядочения); буквами ψ, α, ψ + α отмечены соответствующие фазы 
и их сосуществование (заштрихованные области соответствуют развитым флуктуациям одной фазы при 

наличии другой). Линии фазовых переходов выделены жирными линиями

С другой стороны, при переходе из нормального состояния в область с T > T2 и T ˂ T1 

в ψ-фазу, минимум смещается по оси ψ в точку α = 0, 1

1

a
b

ψ = −  (см. рис. 1, f и область 

ψ в секторе 2-C-1 на рис. 2). Этот минимум также дополняется седловой точкой с ко-

ординатами 2

2

α = −
a
b

 и ψ = 0 при переходе через линию T ˂ T2 (см. рис. 1, е и рис. 2, 

заштрихованный треугольник 1C3). Наконец, на фазовой диаграмме можно обнаружить 
область, в которой будут сосуществовать α- и ψ- фазы (рис. 1, d и область ψ + α ниже 
ломаной линии 3-C-4 на рис. 2).
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При этом оказывается, что фазовый переход происходит не при температурах T1 и T2. 
Указанные температуры показывают границы возможного возникновения упорядоченно-
го состояния, и в областях конкуренции фаз (см. рис. 1, с и e) определяют области раз-
витых флуктуаций конкуренции имевшегося упорядоченного состояния с появляющимся 
порядком. Фазовый переход в область сосуществования происходит при более низкой 
температуре (линии 3-C и 4-C на рис. 2) и характеризуется топологией изолиний свобод-
ной энергии, как на рис. 1, d. Стоит отметить, что в точке C на рис. 2 сходятся области 
четырех различных фаз состояния вещества. 

Заключение

Таким образом, использование теории фазовых переходов второго рода в качестве ос-
новы феноменологического рассмотрения конкурирующих и сосуществующих фаз при 
выборе соответствующего параметра порядка, который может быть получен из микроско-
пического описания состояния вещества, позволяет на качественном уровне описывать 
экспериментально наблюдаемые состояния конденсированных сред. 

Феноменологический подход оказывается более простым при вычислениях, чем ми-
кроскопическое описание, однако не позволяет определить те механизмы, которые при-
водят к возникновению упорядочения в системе. Границы применимости рассмотренного 
подхода – близость к границе фазового перехода, область, в которой достаточно первых 
двух слагаемых в разложении свободной энергии по степеням параметра порядка. 
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