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Аннотация. Статья посвящена вычислению коэффициентов интенсивности 

напряжений для прямолинейной трещины смешанной моды разрушения в ортотропном 
материале и его частном случае – материале с кубической симметрией. Использован 
метод экстраполяции перемещений и напряжений на основе формализма Лехницкого. 
Для рассмотренных классов материалов получены в явном виде выражения для элементов 
матрицы влияния через упругие константы материала в случаях его плосконапряженного 
состояния и наличия ненулевого угла между осями анизотропии материала и трещины.   
Систематически проанализированы свойства матрицы влияния.  Полученные результаты 
верификации рассмотренных вариантов метода перемещений и напряжений показали 
хорошее согласие между численными и аналитическими решениями (отличие не 
превосходит 0,8 %).
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Abstract. In the article, stress intensity factors for a straight crack of a mixed-fracture mode 
in the orthotropic material and in its particular case, namely, in the material with cubic sym-
metry, have been calculated. The displacement and stress extrapolation method based on the 
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Lekhnitskii formalism was used. For considered classes of materials, the explicit expressions for 
influence matrix elements were obtained through the elastic constants of the material in the 
cases of its planar-stressed state and given a non-zero angle between the material’s anisotropy 
and the crack's axes. Influence matrix properties were analyzed systematically. The obtained 
results of verification of considered variants of the displacement and stress extrapolation method 
exhibited a good agreement between the numerical and analytical solutions (the difference did 
not exceed 0.8 %).
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Введение

Монокристаллические жаропрочные сплавы на никелевой основе [1 – 3] находят ши-
рокое применение в качестве конструкционного материала для ответственных деталей (в 
первую очередь, лопаток) газотурбинных двигателей (ГТД) [4 – 7], работающих при тем-
пературах свыше 1000 °С [8, 9]. Жаропрочные никелевые сплавы на микроструктурном 
уровне состоят из γ-фазы (твердый раствор на основе никеля) и упрочняющей γ'-фазы 
[1, 4, 7]. Монокристаллические никелевые сплавы обладают кубической симметрией тер-
моупругих свойств и могут рассматриваться как частный случай ортотропного материала 
с равными свойствами вдоль кристаллографических осей [100], [010] и [001].

Охлаждаемые рабочие лопатки ГТД, изготовленные из жаропрочных никелевых спла-
вов, оказываются наиболее нагруженными элементами ГТД [10 – 15], на которые дей-
ствуют центробежные силы и давление газа, а также нестационарные и неоднородные 
температурные поля. Вследствие действия различных комбинированных переменных на-
грузок, в рабочих лопатках ГТД образуются трещины усталости, ползучести и термоуста-
лости [4, 16, 17].

Явления термоусталости, зарождения и распространения трещин в монокристалли-
ческих никелевых сплавах часто исследуются экспериментальным путем, например, на 
корсетных образцах [4]. Процесс зарождения термоусталостной трещины в корсетном 
образце с помощью метода конечных элементов (МКЭ) моделировали в работах [18, 19]. 
Оценка трещиностойкости никелевых сплавов и разработка методов вычисления параме-
тров разрушения, в случае кубической симметрии и ортотропных материалов, представ-
ляет собой актуальную задачу, не получившую пока окончательного решения.

В качестве основных параметров разрушения в данной работе рассматриваются коэф-
фициенты интенсивности напряжений (КИН). При вычислении КИН в анизотропных 
материалах в общем случае возникает необходимость анализа смешанных мод разруше-
ния.

Цель настоящей работы – получение в явном виде формул для вычисления КИН через 
перемещения берегов в окрестности вершины трещины.

Для этого используется численный метод экстраполяции перемещений в вершину тре-
щины в материале с кубической симметрией и в ортотропном материале. Для сравнения 
также рассматривается метод экстраполяции напряжений. 

Весьма эффективным способом при этом является использование формализма Лех-
ницкого [20]. Верификация предложенных соотношений, а также валидация метода экс-
траполяции напряжений проводится для изо- и ортотропного материалов, а также для 
материала с кубической симметрией.
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Определяющие уравнения

Определяющие уравнения для линейного упругого материала имеют следующий вид 
[21, 22]:

ε = 4S··σ,                                                    (1)

где ε – тензор деформаций, σ – тензор напряжений, 4S – тензор упругой податливости 
материала.

Систему линейных уравнений (1) удобно переписать в матричном виде:

{ε} = [S]{σ},                                                          (2)

где введены обозначения для вектор-столбцов, составленных из компонент тензоров
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Порядок перечисления компонент соответствует нотации Фойгта. 
Матрица упругой податливости [S] 6×6, соответствующая тензору податливости 4S, 

имеет различный вид для материалов разной структуры.
Случай ортотропного материала:

(3)

где E1, E2, E3 – модули Юнга; G23, G13, G12 – модули сдвига; ν23, ν13, ν12– коэффициенты 
Пуассона.
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Случай кубической симметрии:

(4)

Случай изотропного материала:

(5)

где E ‒ модуль Юнга, G ‒ модуль сдвига, ν – коэффициент Пуассона.

Численные методы определения КИН и формализм Лехницкого
Рассматривается задача об одноосном растяжении ортотропной плоскости (пластины) 

с одиночной наклонной прямолинейной трещиной в предположении плоского напря-
женного состояния. Оси введенной системы координат совпадают с осями анизотропии 
материала и направлением нагружения. Ориентация трещины не совпадает с осями ани-
зотропии материала и направлением нагрузки (рис. 1).
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Рис. 1. Схема одноосного растяжения ортотропной плоскости с одиночной наклонной 
прямолинейной трещиной (выделена красной линией):

x, y – оси глобальной системы координат; x’, y’ – оси системы координат трещины; x'', y'' – оси 
анизотропии материала; φ – угол расположения трещины, α – угол между направлением на точку и осью 

трещины; стрелки указывают направления нагружения (σ – одноосное растягивающее напряжение)
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(6)

где ux(r, α), uy(r, α), uz(r, α) – осевые перемещения в системе координат трещины; KI, KII, 
KIII – КИН для I, II, III моды разрушения; r – расстояние до рассматриваемой точки 
вершины трещины; α – угол между направлением на точку и осью трещины; ijC′  – 
константы матрицы жесткости материала в системе координат трещины, [C] = [S]‒1; 

2 22
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′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= µ + − µ = µ + −
′µ

 ( ijS ′ −  константы матрицы податливости 

материала в системе координат трещины); 1 2,′ ′µ µ −  корни уравнения 4-ой степени, 
имеющего вид 

4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0,S S S S S S′ ′ ′ ′ ′ ′µ − µ + + µ − µ + =                            (7)

с положительной мнимой частью; 3′µ −  корень уравнения 

2
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также с положительной мнимой частью.
Перемещения на свободных берегах трещины определяются с помощью выражений, 

представленных в книге [22], при этом угол между направлением на точку и осью трещи-
ны α принимается равным π. С помощью полученных выражений можно найти значения 
КИН через перемещения берегов трещины; для изотропного материала они принимают 
вид
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Асимптотические выражения для перемещений в окрестности вершины трещины в 
общем трехмерном случае, при наличии трех мод разрушения (ненулевые значения коэф-
фициентов KI, KII, KIII), для изотропного материала представляются соотношениями, при-
веденными в книге [22]. Аналогичные выражения для анизотропного материала получаем 
на основе использования формализма Лехницкого; они имеют следующий вид [23 – 25]:
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В случае анизотропного материала, в результате подстановки α = π в выражения (6) 
получаем формулу вида

(9)

где { }
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B  – матрица 3 × 3 взаимного влияния 

трех компонент вектора относительного смещения берегов трещины на три КИН.
Результат обращения (9) позволяет вычислить КИН через перемещения берегов тре-

щины в случае анизотропного материала [26, 27]:
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Стоит отметить, что если система координат трещины не совпадает с осями анизотро-
пии материала (а в случае смешанной моды разрушения так и происходит), то константы 
матрицы податливости и жесткости должны быть преобразованы в систему координат 
трещины и корни 1 2,′ ′µ µ  должны находиться из уравнения 4-ой степени с константами 
податливости в системе координат трещины.
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В случае поворота системы координат, матрица перехода от одной системы координат 
к другой при повороте в плоскости на угол φ имеет вид

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

Q
ϕ ϕ 

 = − ϕ ϕ 
 
 

и формула преобразования элементов тензора упругих податливостей и упругих модулей 
4-го ранга из старой в новую систему координат имеет следующий вид:

,
,

ijkl im jn ko lp mnop

ijkl im jn ko lp mnop

S Q Q Q Q S
C Q Q Q Q C

′ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                                         
(12)

где ,mnop jklS S ′ −  элементы тензора податливости в исходной и повернутой (связана с тре-
щиной)  системах координат, соответственно; ,mnop ijklC C′ −  элементы тензора жесткости в 
исходной и повернутой (связана с трещиной) системах координат, соответственно.

При использовании формул (8) и (10), перемещения также нужно преобразовать из 
глобальной системы координат в систему координат, связанную с трещиной.

Если осуществить поворот в плоскости на угол φ для случая ортотропного материала 
и преобразовать тензоры упругих модулей, упругих податливостей и поворота в матрицы 
6 × 6 (учитываем, что для ортотропного материала S16 = S26 = S45 = 0), то формулы (12) 
превратятся в указанные С. Г. Лехницким [20, 28].

Таким образом, зная перемещения берегов трещины и упругие свойства материала, 
можно вычислить КИН с помощью метода перемещений.

Асимптотические выражения для напряжений около вершины трещины в трехмер-
ном случае, когда наблюдаются I, II и III моды разрушения, коэффициенты KI, KII, KIII 
определяются для изотропного материала соотношениями [22, 29]. Если рассматривать 
напряжения на продолжении линии роста трещины, в окрестности вершины трещины, т. 
е. при α = 0, и выразить коэффициенты интенсивности напряжений через напряжения, 
то мы получаем для изотропного материала такие выражения:

(13)

Асимптотические выражения для напряжений около вершины трещины в трехмерном 
случае, для анизотропного материала, в результате применения формализма Лехницкого, 
принимают следующий вид [23 – 25, 30, 31]:

(14)
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(14)

где σij (r, α) – компоненты тензора напряжений в системе координат трещины.
Рассматривая выражения (14) при α = 0 и выражая КИН через напряжения, мы полу-

чаем для анизотропного материала формулы, совпадающие с изотропным случаем:

(15)

Таким образом, мы можем по напряжениям в окрестности вершины трещины находить 
КИН как для изотропного, так и анизотропного материалов, при этом полученные вы-
ражения будут одинаковыми. Стоит заметить, что, в случае использования формул (13) – 
(15), напряжения нужно преобразовать в систему координат, связанную с трещиной.

Вычисление матрицы [B]‒1 через упругие модули
В предыдущем разделе было показано, как находить КИН по перемещениям с исполь-

зованием формулы (10) для анизотропного материала. Получим теперь явные выражения 
для корней уравнения 4-ой степени и матрицы [B]‒1 через упругие модули ортотропного 
материала в случае плоского напряженного состояния, когда трещина находится в пло-
скости xy. Рассмотрим сначала уравнение 4-ой степени (7), когда система координат тре-
щины совпадает с системой координат материала:

4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0.µ − µ + + µ − µ + =S S S S S S                                        (16)

Подставляем коэффициенты Sij для случая плоского напряженного состояния, умножа-
ем на E1, и тогда, в силу справедливости уравнения (7), приходим к уравнению:

(17)

Корни уравнения (17) зависят от упругих констант материала. Таким образом, суще-
ствует два варианта корней уравнения (17).
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где 

1 1 1 1
12 12

2 12 2 12

2 2 2 2
, .

2 2

E E E E
E G E G

A B

   
− − ν + − ν   
   = =

Вариант 2. Если 
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 то корни выражаются как

μ1 = i(b* + a*),

μ2 = i(b* ‒ a*),                                               
(19)
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Чтобы найти корни уравнения, когда система координат трещины не совпадает с си-
стемой координат материала, нужно преобразовать найденные корни. При повороте си-
стемы координат на угол φ корни уравнения в исходной и повернутой системах коорди-
нат связаны соотношениями [20]:

(20)

Вариант 1. Если 

2

1 1
12

12 2

2 4 0,E E
G E

 
− ν − < 

 
 то в результате подстановки выражения (18) 

в формулу (20) после преобразований получим:
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Матрица [B]‒1 определяется выражением (11). Упрощая выражения, с помощью которых 
вычисляются элементы матрицы [B]‒1, получаем:

(23)

Подставляя выражения (21) в (23) для комплексных корней уравнения и учитывая, что 

2
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получаем матрицу влияния [B]‒1 в явном виде:

(24)
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координат трещины.
Подставляя равенства (22) в (23) для комплексных корней уравнения (16) и учитывая, 

что
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получаем выражения для матрицы [B]‒1, которые совпадают с формулами (24).
Таким образом, вид матрицы [B]‒1 для варианта 1 корней (21) уравнения (16) совпадает 

с видом (24) матрицы [B]‒1 для варианта 2 корней (22) уравнения (16).
КИН при плоском напряженном состоянии для ортотропного материала вычисляется 

по перемещениям на основе следующих соотношений:

(25)
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Таким образом, матрица [B]‒1 ‒ одна и та же для любых значений упругих свойств ор-
тотропного материала. Стоит заметить, что в формуле (25) каждый КИН (KI и KII) зависит 
от обеих компонент перемещений ux и uy.

Важным для практики случаем является вычисление КИН для монокристаллических 
лопаток газовых турбин, у которых наблюдается кубическая симметрия упругих свойств. 
В этом случае формулы (25) упрощаются следующим образом (E1 = E2 = E, G12 = G13 = 
= G23 = G):

(26)

Каждый КИН зависит только от одной компоненты перемещения, в отличие от случая 
ортотропного материала.

Рассмотрим свойства матрицы [B]‒1.
Свойство 1. Из вида матрицы [B]‒1 следует, что при E1=E2 (например, в случае куби-

ческой симметрии) наблюдается разделение мод, т. е. KI зависит только от uy, KII зависит 
только от ux, как в случае изотропного материала, однако выражения в случае кубической 
симметрии – другие, по сравнению с изотропным материалом.

Свойство 2. Так же в случае E1 = E2 (например, для кубической симметрии), коэффи-
циенты матрицы [B]‒1 одинаковы для любого угла φ, т. е. не зависят от него, как в случае 
изотропного материала.

Свойство 3. Элемент матрицы (B‒1)33 – постоянный и не зависит от угла φ.
Свойство 4. В случаях кубической симметрии материала и изотропного материала, KI 

линейно зависит от uy с таким же коэффициентом пропорциональности, с каким KI за-
висит от ux.

Свойство 5. С целью анализа степени влияния ux или uy на KI и KII для ортотропного 
материала рассмотрим предельные переходы:

Представленные выше результаты доказывают, что степень влияния ux или uy на KI и 
KII зависит от отношения модулей Юнга E1 / E2 и угла поворота φ.

Свойство 6. Из выражений (25) видно, что чем ближе корень 1 2/E E  к единице, тем 
меньше элементы (B–1)11, (B

–1)22 по сравнению с элементами (B–1)12, (B
–1)21. И тогда значе-

ние KI в большей степени определяется значением uy, а значение KII в большей степени 
определяется значением ux.
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Анализ приведенных выше соотношений показывает, что степень влияния uy или ux 
зависит от значения угла φ.

Свойство 7. Рассмотрим определитель матрицы [B]‒1:

Из вида определителя матрицы [B]‒1 следует, что нельзя однозначно вычислить КИН 
по перемещениям, если

Отсюда следует, что

Это соответствует варианту значений корней уравнения 4-ой степени, когда они яв-
ляются вещественными, что делает все элементы матрицы [B]‒1 равными нулю, однако 
доказано, что уравнение (16) не может иметь вещественных корней [15]. Но если соотно-
шение упругих констант таково, что

или E1 достаточно мало, то могут возникнуть проблемы при численном вычислении ма-
трицы [B]‒1 и вычислении КИН.

Для демонстрации других свойств элементов матрицы [B]‒1 примем упругие свойства 
ортотропного материала равными приведенным в табл. 1 и построим график изменения 
элементов матрицы в зависимости от угла поворота трещины φ (рис. 2).
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Модуль, МПа
Коэффициент Пуассона

Юнга сдвига

E1 = 20000
E2 = 15000
E3 = 10000

G12 = 13000
G23 = 11000
G31 = 8000

ν12 = 0,30
ν23 = 0,25
ν31 = 0,20

Таблица  1

Упругие свойства ортотропного материала, 
использованные в расчетах
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Рис. 2. Зависимости значений элементов матрицы [B]–1 ортотропного материала от угла 
поворота трещины относительно его осей

Свойство 8. На рис. 2 видно, что все элементы матрицы [B]‒1, за исключением посто-
янного элемента (B–1)33, изменяются периодически с периодом T = π.

Периодически элементы матрицы (B–1)11, (B
–1)22 обращаются в нуль, и коэффициент 

KI зависит только от uy, а KII зависит только от ux при значениях угла 0, , , ...
2
π

ϕ = π  для 

ортотропного материала (так же, как для случаев кубической симметрии и изотропного 
материала).

Графики элементов матрицы (B–1)12, (B
–1)21 сдвинуты друг относительно друга на угол 

φ = π / 2.
Свойство 9. Для анализа знакоопределенности матрицы вычислим главные миноры 

матрицы:

minor 1 2 1
1

2

1 sin 2
4
E E E

B E
 

∆ = − ϕ  
 

может быть как больше, так и меньше нуля;

minor 1 1 2 1 1 2
2 3 13 232 20, 0.

4 4
E E E E E E

G G
B B

∆ = − < ∆ = − <

Отсюда видно, что матрица [B]‒1 не является ни положительно, ни отрицательно опре-
деленной.

Свойство 10. Собственные числа матрицы [B]‒1 определяются как корни уравнения

В результате вычисления определителя получаем кубическое уравнение относительно 
λ:

1 2 1 2 2 21 1

2 2

1 2 1 22 21 1

2 2

13 23

1 sin 2 sin cos 0
4 2

cos sin 1 sin 2 0 0.
2 4

0 0

E E E EE E
B E B E

E E E EE E
B E B E

G G

   
− ϕ − λ ϕ+ ϕ      

   
   

ϕ + ϕ − ϕ− λ =      
   

− λ
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(27)

Разделяя множители и вычисляя дискриминант, находим корни уравнения:

(28)

Таким образом, одно собственное число матрицы [B]‒1 вообще не зависит от угла φ, а 
другие два являются периодическими функциями от угла φ с периодом π.

Верификация методов вычисления КИН для трещин 
в анизотропных материалах 

с помощью метода конечных элементов

Тестирование метода перемещений и полученных выражений для матрицы [B]‒1 прово-
дилось на основе результатов КЭ-решения краевой задачи и вычисления КИН для случая 
одиночной наклонной трещины в бесконечной плоскости для смешанной моды разруше-
ния (при наличии мод KI и KII). Рассматривалась одиночная трещина в бесконечной пло-
скости под углом φ к оси анизотропии материала, ортогональной направлению действия 
нагрузки (рис. 3). Задача решалась в двумерной постановке, в предположении плоского 
напряженного состояния.

( ) 1 2 1 1 22 1
13 23 2

2

1 sin cos 0.
4

E E E E EEG G
B E B

  
− λ ⋅ λ −λ − ϕ ϕ− =      

( )

( )

1 2 2 2 4 41 1 1
1

2 2 2

1 2 2 2 4 41 1 1
2

2 2 2

3 13 23

1 sin cos 1 sin cos sin cos ,
2

1 sin cos 1 sin cos sin cos ,
2

.

E E E E E
B E E E

E E E E E
B E E E

G G

    
 λ = − ϕ ϕ+ + ϕ ϕ+ ϕ+ ϕ        
    
 λ = − ϕ ϕ− + ϕ ϕ+ ϕ+ ϕ        

λ =

Рис. 3. Схема, отражающая постановку задачи об одноосном растяжении плоскости 
с наклонной трещиной (выделена красным цветом).

Обозначения те же, что на рис. 1 

Для данной задачи известно аналитическое решение для КИН [23]:

2
I

II

cos ,

sin cos .

K a

K a

= σ π ⋅ ϕ

= σ π ⋅ ϕ⋅ ϕ
                                         (29)

Аналитическое решение для бесконечной плоскости не зависит от вида анизотропии и 
значений упругих модулей материала. Задача решалась в КЭ-комплексе PANTOCRATOR 
[32], в котором было запрограммировано вычисление КИН для изотропного и анизотроп-
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ного материалов с помощью метода перемещений (см. формулы (8), (10)) и напряжений 
(см. формулы (13) и (15)). В расчетах использовались квадратичные 8-узловые конечные 
элементы.

Были построены КЭ-модели для сравнения численных решений с аналитическим при 
разных значениях угла φ (угол ориентации трещины по отношению к осям ортотропии 
материала). На рис. 4 представлена в качестве примера КЭ-модель со 126 тыс. степенями 
свободы и 80 элементами на берегу трещины для случая квадратной пластины конечных 
размеров и угла наклона трещины φ = 45°.

а) b)

Рис. 4. Конечно-элементная модель пластины с наклонной трещиной (a) 
и ее центральный фрагмент (b)

Длина расчетной области была выбрана равной 22 см, ширина расчетной области – 
также 22 см; длина трещины – 1 см, что является приближением для моделирования 
поведения трещины в бесконечной области. Пластина была нагружена на верхней грани 
напряжением σyy = 100 МПа и закреплена на нижней грани (для исключения твердотель-
ных перемещений). Использованные в расчетах упругие свойства материалов представле-
ны в табл. 2.

Таблица  2

Упругие свойства материалов для трех вариантов их симметрии, 
использованные в КЭ-расчетах

Материал
Модуль, МПа Коэффициент 

ПуассонаЮнга сдвига 

Изотропный E = 20000 7692,3
2(1 )

EG = =
+ ν ν = 0,30

С кубической 
симметрией свойств E = 20000 G = 11000 ν = 0,30

Ортотропный 

E1 = 20000

E2 = 15000

E3 = 10000

G12 = 13000

G23 = 11000

G31 = 8000

ν12 = 0,30

ν23 = 0,25

ν31 = 0,20
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На рис. 5 представлено сравнение численных результатов для КИН, полученных мето-
дами перемещений и напряжений, с аналитическим решением для трех вариантов мате-
риала: изотропного, ортотропного и с кубической симметрией.

В табл. 3 представлены значения KI и KII, соответствующие рис. 5. Следует отметить, 
что максимальная погрешность δmax для метода перемещений (0,79 %) превосходит та-
ковую для метода напряжений (0,42 %); погрешность для изотропного материала мини-
мальна, для ортотропного максимальна. Однако во всех рассмотренных случаях погреш-
ность не превосходит 0,8 %, что указывает на высокую точность рассмотренных методов.

а)

b)

Рис. 5. Сравнение численных решений (символы) для КИН KI (a) и KII (b),
полученных методами перемещений и напряжений, с аналитическими решениями (пунктиры). 

Приведены данные для изотропного (▲), ортотропного (◄) материалов
 и материала с кубической симметрией (♦)

Рис. 6 показывает различия в раскрытии трещины для разных вариантов анизотропии 
материала для случая угла наклона трещины φ = 60°.

Результаты КЭ-расчетов показывают, что из трех рассмотренных случаев симметрии 
упругих свойств материала, в изотропном случае трещина раскрывается шире всех, в ор-
тотропном – меньше всех, при прочих равных условиях, заданных конкретными значе-
ниями упругих параметров.
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Таблица  3 

Сравнение аналитического решения с численными
 для трех типов материалов

φ, град

Аналитическое 
решение

Численное решение методом
перемещений напряжений

KI KII KI KII δmax KI KII δmax

МПа·м1/2 % МПа·м1/2 %
Для изотропного материала

0 125,33 0 124,96 0,0005 0,29 125,05 0,0003 0,22
30 93,99 54,27 93,70 53,93 0,62 93,93 54,26 0,07
60 31,33 54,27 31,22 53,92 0,64 31,30 54,25 0,10
90 0  0 < 0,0001 0,0002 0,02 < 0,0001 < 0,0001 < 0,01
120 31,33 –54,27 31,22 –53,91 0,65 31,28 –54,23 0,15
150 93,99 –54,27 93,70 –53,93 0,62 93,93 –54,26 0,07
180 125,33 0 124,96 0,0005 0,29 125,05 0,0003 0,22

Для материала с кубической симметрией
0 125,33 0 124,77 0,004 0,45 125,07 0,003 0,20
30 93,99 54,27 93,68 53,89 0,70 93,90 54,22 0,10
60 31,33 54,27 31,26 53,94 0,60 31,34 54,29 0,04
90 0 0 < 0,0001 0,0002 0,02 < 0,0001 < 0,0001 < 0,01
120 31,33 –54,27 31,25 –53,94 0,60 31,31 –54,29 0,07
150 93,99 –54,27 93,68 –53,89 0,70 93,90 –54,22 0,10
180 125,33 0 124,77 0,004 0,45 125,07 0,003 0,20

Для ортотропного материала
0 125,33 0 124,50 0,006 0,66 124,80 0,007 0,42
30 93,99 54,27 93,61 53,84 0,79 93,83 54,23 0,18
60 31,33 54,27 31,31 53,95 0,58 31,40 54,30 0,20
90 0 0 < 0,0001 0,0002 0,02 < 0,0001 < 0,0001 < 0,01
120 31,33 –54,27 31,29 –53,95 0,58 31,35 –54,30 0,08
150 93,99 –54,27 93,61 –53,84 0,79 93,83 –54,23 0,18
180 125,33 0 124,50 0,006 0,66 124,80 0,0068 0,42

Обозначения : φ – угол наклона трещины к оси x; δmax – максимальная относительная погрешность 
одного из пары KI и KII (коэффициенты интенсивности напряжений для I и II моды разрушения); она 
берется относительно результата аналитического решения.
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а) b) c)

Рис. 6. Сравнение результатов КЭ-расчетов раскрытия трещины (угол 
начального наклона φ = 60°) для материалов с различной симметрией 

упругих свойств: изотропного (a), с кубической симметрией (b) и ортотропного (c).
Масштаб перемещений увеличен в 60 раз

Выводы

Для случая плоского напряженного состояния в работе были получены в явной форме 
выражения для корней уравнения 4-ой степени, определяющие элементы матрицы вза-
имного влияния трех компонент вектора относительного смещения берегов трещины на 
три коэффициента интенсивности напряжений [B]‒1 через упругие константы материалов, 
обладающих ортотропией либо кубической симметрией. Произведено систематическое 
исследование свойств матрицы взаимного влияния [B]‒1. Установлено отсутствие смешан-
ности мод для материала с кубической симметрией.

Помимо этого, были выполнены расчеты значений КИН для одиночной наклонной 
трещины в плоском напряженном состоянии с помощью двух численных методов: экс-
траполяций перемещений и напряжений в вершину трещины для разных ориентаций 
трещины в плоскости относительно осей анизотропии материала. Результаты численных 
решений хорошо согласуются с аналитическим решением для изотропного материала, 
материала с кубической симметрией и ортотропного (погрешность во всех случаях не 
превышала 0,8 %). При этом установлено, что метод вычисления КИН через экстрапо-
ляцию напряжений в вершину трещины обладает более высокой точностью, чем метод, 
основанный на экстраполяции перемещений.

Конечно-элементное моделирование пластины с наклонной трещиной показало, что 
при равенстве максимальных значений модуля Юнга трещина демонстрирует максималь-
ное раскрытие берегов в изотропном материале, а минимальное раскрытие наблюдается в 
случае ортотропного материала.

Рассмотренные методы экстраполяции перемещений и напряжений могут быть реко-
мендованы для оценки КИН при моделировании роста трещин и расчета трещиностой-
кости монокристаллических рабочих лопаток газовых турбин.
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