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В работе показано, что существуют дифференциальные операторы, которые 
преобразуют трехмерные однородные гармонические функции в новые трехмерные 
однородные гармонические функции. Характерной чертой этих операторов, названных 
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Донкина первого порядка, которые выступают в качестве линейного базиса для 
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Постановка задачи

Полезным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем 
специального вида служат электрические 
и магнитные поля, однородные по Эйлеру 
[1 – 6]. Для полей, однородных по Эйлеру, 
напряженность электрического поля E и/
или индукция магнитного поля B должны 
удовлетворять не только уравнениям Мак-
свелла для электромагнитного поля, но и 
тождеству однородности:

(1)

где k – степень однородности поля (не обя-
зательно целочисленная).

Траектории движения заряженных ча-
стиц в электростатических и магнитостати-
ческих полях, однородных по Эйлеру, под-
чиняются принципу подобия траекторий 
Голикова [7, 8]. Отсюда следуют уникаль-
ные оптические свойства устройств, управ-
ляющих движением заряженных частиц, 
если эти устройства используют однород-
ные по Эйлеру электрические и магнитные 
поля [1 – 5, 9 – 16].

При ненулевой степени однородности 
электрические или магнитные поля, од-
нородные по Эйлеру и подчиняющиеся 
тождеству (1), характеризуются скалярным 
электрическим или магнитным потенциа-
лом в виде скалярной гармонической функ-
ции U(x, y, z), которая будет однородной 
(точнее, положительно однородной, т. е. 
при λ > 0) по Эйлеру, в смысле, который 
придается этому термину в классическом 
математическом анализе [17, 18]:

(2)

где k  – степень однородности функции, 
совпадающая со степенью однородности 
электрического или магнитного поля, как 
она определена с помощью тождеств (1).

Для полей с нулевой степенью однород-
ности скалярный потенциал U в самом об-
щем случае имеет вид:

(3)

где 2 2 2r x y z= + + (здесь и далее), U0 – од-
нородная гармоническая функция нулевой 
степени, C –произвольная константа.

При C ≠ 0 выражение (3) больше не яв-
ляется однородной по Эйлеру функцией, 
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хотя градиент функции (3) и подчиняется 
условиям однородности (1) для электри-
ческого либо магнитного поля. Вопрос об 
однородности скалярных и/или векторных 
потенциалов для полей, однородных по Эй-
леру, подробно исследуется в работе [19].

Исследования Ю.К. Голикова [3, 20, 21] 
наглядно демонстрируют, каким удобным 
и эффективным инструментом при синте-
зе новых электронно- и ионно-оптических 
систем являются аналитические методы 
и, в частности, аналитические выражения 
для потенциалов электрических и магнит-
ных полей. В случае однородных электри-
ческих и магнитных полей, при получении 
аналитических выражений для их скаляр-
ных потенциалов требуется предпринимать 
дополнительные и целенаправленные уси-
лия, поскольку таких функций в некотором 
смысле «много меньше», чем обычных гар-
монических функций (см. Примечание 1 в 
конце статьи). Некоторые полезные ана-
литические выражения для гармонических 
функций, однородных по Эйлеру, которые 
можно использовать в качестве скалярных 
потенциалов, приводятся в статьях [22 – 
29]. Но если ограничиваться лишь этими 
аналитическими выражениями при опти-
мизации новых электронно- и ионно-опти-
ческих систем, есть большой риск пропу-
стить действительно оптимальное решение.

Задача вычисления однородных гармо-
нических функций с целочисленными сте-
пенями однородности полностью решена. 
Точнее, с помощью дифференцирования 
по одной из пространственных переменных 
x, y или z, из любой трехмерной однород-
ной гармонической функции U(x,y,z) сте-
пени k можно получить новую трехмерную 
однородную гармоническую функцию сте-
пени k – 1. Тогда мы получаем для цело-
численных степеней цепочку однородных 
гармонических функций с последовательно 
уменьшающимися степенями однородно-
сти. С помощью формулы Томсона (преоб-
разование Кельвина) [30–41], которая име-
ет вид

(4)

из однородных гармонических функций U 
с отрицательными целочисленными степе-
нями k получаются однородные гармониче-
ские функции V с положительными цело-
численными степенями (–k – 1). Наконец, 
для однородных гармонических функций 

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
 
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нулевой степени и степени –1 имеются яв-
ные формулы Донкина [1, 2, 11, 24, 42–45]:

(5)

(6)

они устанавливают взаимно-однозначное 
соответствие между решениями H(p,q) дву-
мерного уравнения Лапласа

Hpp + Hqq = 0

и трехмерными однородными гармониче-
скими функциями со степенями однород-
ности 0 и  –1.

Поскольку для однородных функций об-
щий множитель 1/r2 может быть вынесен 
из-под знака функции, формулу (4) можно 
записать в более удобном виде:

(7)

Формула (7) получила название форму-
лы Томсона для однородных функций. Оче-
видно, что выражение (7) будет однородной 
по Эйлеру функцией степени (–k – 1), если 
U будет однородной по Эйлеру функци-
ей степени k. Однако прямолинейное (не 
использующее отсылку к общей формуле 
Томсона (4)) доказательство гармоничности 
выражения (7) при условии гармоничности 
функции U потребует некоторых дополни-
тельных усилий. В частности, такое доказа-
тельство можно найти в трактате [32] (см. 
там приложение Б к главе 1). 

Для полноты картины приведем исто-
рическую справку. Уи́льям То́мсон, лорд 
Ке́львин (англ. William Thomson, 1st Baron 
Kelvin) – британский физик и механик, из-
вестный своими выдающимися заслугами 
в чистой и прикладной науке. В литерату-
ре формула (2) называется либо формулой 
Томсона, либо преобразованием Кельвина, 
в зависимости от традиции, которой при-
держивается исследователь. Для формулы 
(3), насколько можно судить, в общеприня-
той математической литературе использует-
ся исключительно термин «формула Томсо-
на», как правило, с уточняющим указанием 
«для однородных функций». Комбиниро-
ванный же термин «преобразование Томсо-
на» для линейных дифференциально-алге-
браических операторов общего вида, преоб-
разующих гармонические функции в новые 
гармонические функции, предложен авто-

( )0 , , , ,x yV x y z H
z r z r

 =  + + 

( )1
1, , , ;x yV x y z H
r z r z r−

 =  + + 

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=

рами данной статьи.
Описанный выше процесс получения 

формул общего вида для гармонических 
однородных функций (состоящий из диф-
ференцирования формул Донкина (5) или 
(6) по переменным x, y или z и последу-
ющего применения формулы Томсона (4) 
или (7)) позволяет генерировать в широком 
ассортименте новые однородные гармони-
ческие функции с целочисленными степе-
нями однородности. Его несомненным до-
стоинством является то, что таким образом 
можно получить любую однородную гармо-
ническую функцию целочисленной степе-
ни. Обоснование полноты данного процес-
са генерирования трехмерных однородных 
гармонических функций с целочисленными 
степенями однородности хотя и достаточно 
просто, но тем не менее не вполне очевид-
но.

Действительно, теорема о дифферен-
цировании однородных гармонических 
функций [44, 46] гарантирует, что для лю-
бой однородной гармонической функции 
существует однородный гармонический 
прототип на единицу большей степени, из 
которого ее можно получить путем диф-
ференцирования по любой из простран-
ственных переменных x, y или z. Формула 
Томсона обладает аналогичным свойством 
обратимости: для любой однородной гар-
монической функции для нее существует 
однородный и гармонический прототип, 
из которого ее можно получить, приме-
нив преобразование (4) либо (7). Данное 
утверждение почти очевидно, посколь-
ку преобразование Томсона, повторенное 
дважды, приводит к исходной однородной 
гармонической функции.

Наконец, формулы Донкина (5), (6) обе-
спечивают исчерпывающее описание трех-
мерных однородных гармонических функ-
ций со степенями однородности 0 и –1, 
причем в качестве источника двумерных 
гармонических функций для формул Дон-
кина можно использовать вещественные 
и мнимые части аналитических функций 
комплексного переменного [47 – 50]. В ре-
зультате у любой трехмерной однородной 
гармонической функции целочисленной 
степени найдется прототип вида (5) либо 
(6), как правило, не единственный.

С практической точки зрения очень важ-
но, что имеется конструктивный процесс, 
с помощью которого (в принципе) имеется 
возможность перебрать все однородные 
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гармонические функции с целочисленными 
степенями однородности, используя дву-
мерные гармонические функции в качестве 
исходного материала (см. Примечание 2 в 
конце статьи). Более подробно описанный 
алгоритм получения однородных гармони-
ческих функций с целочисленными степе-
нями однородности описывается в работах 
[24, 44]. К сожалению, для однородных гар-
монических функций с нецелочисленными 
степенями однородности вопрос получения 
и полного перечисления остается в настоя-
щее время открытым.

Дифференцирование по переменным x, 
y и z является не единственным преобра-
зованием, обладающим нужными свойства-
ми. Будем называть линейный дифферен-
циальный оператор оператором Донкина 
(по имени первооткрывателя этого класса 
преобразований [42 – 45]) при следующих 
условиях:

а) оператор преобразует произвольную 
однородную гармоническую функцию в 
новую однородную гармоническую функ-
цию, возможно, с другой степенью одно-
родности;

б) для любой однородной гармониче-
ской функции существует функция-прото-
тип (также однородная и гармоническая, 
но, возможно, не единственная), из кото-
рой посредством рассматриваемого опера-
тора можно получить данную однородную 
гармоническую функцию.

Тривиальным и не слишком интересным 
примером служит тождественное преобра-
зование L[U] = U (возможно, с участием 
произвольного ненулевого множителя). Те-
орема о дифференцировании однородных 
гармонических функций [44, 46] показыва-
ет, что операторы дифференцирования

L[U] = Ux, L[U] = Uy, L[U] = Uz,

или, в общем случае, оператор

L[U] = aUx + bUy + cUz

(a, b, c – константы, не все равны нулю), 
несомненно, являются операторами Дон-
кина.

Задачей настоящей работы является на-
хождение исчерпывающего списка опера-
торов Донкина первого порядка для трех-
мерных однородных гармонических функ-
ций. Данная статья прямо продолжает и 
описывает исследования, начало которых 

представлено в работах [40, 41].

Пример нетривиального 
оператора Донкина

Публикации [42, 43] являются, по всей 
видимости, первыми, в которых исчерпы-
вающим образом решен вопрос о перечис-
лении всех трехмерных однородных гармо-
нических функций с целочисленными не-
отрицательными порядками однородности. 
Для этой цели автором был использован 
линейный дифференциальный оператор 
специального вида, исследованию которого 
посвящен этот раздел.

Пусть дана однородная гармоническая 
функция U(x,y,z) со степенью однородно-
сти, равной m. Процедура конструирования 
новой однородной гармонической функции 
V(x,y,z) со степенью однородности, равной 
m + 1, выглядит, согласно данным работ 
[42, 43], следующим образом.

1. С помощью взаимно-однозначного 
перехода от декартовых переменных x, y, z к 
сферическим r, θ, φ, т. е.

(8)

однородная по Эйлеру функция U записы-
вается в каноническом виде:

(9)

2. Сферическая функция u(θ,φ), заданная 
на единичной сфере, однозначным обра-
зом определяется по заданной однородной 
функции U. Поскольку функция U гармо-
ническая (удовлетворяет трехмерному урав-
нению Лапласа), функция u(θ,φ) должна 
удовлетворять уравнению

(10)

Отсюда, в частности, следует, что 

( )
( )

2 2 2

2 2
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функция

также будет гармонической (см. Примеча-
ние 3 в конце статьи).

3. От сферической функции u(θ,φ) осу-
ществляется переход к новой сферической 
функции v(θ,φ) с помощью преобразования

(11)

Можно проверить, что получившаяся 
функция v(θ,φ) должна будет удовлетворять 
дифференциальному уравнению

(12)

поскольку функция u(θ,φ) удовлетворяет 
уравнению (10).

4. Новая функция V определяется в соот-
ветствии с формулой

(13)

Такая функция V не только будет одно-
родной по Эйлеру со степенью однородно-
сти m + 1, но и должна будет удовлетворять 
трехмерному уравнению Лапласа, так как 
функция v(θ,φ) удовлетворяет уравнению 
(12).

Если просуммировать теперь приведен-
ную здесь процедуру конструирования, то 
окажется, что новая функция V выража-
ется через старую функцию U с помощью 
линейного дифференциального оператора 
первого порядка, явно зависящего от степе-
ни однородности гармонической функции:

(14)

Так как функция U удовлетворяет диф-
ференциальному соотношению Эйлера для 
однородных функций степени m [17, 18], 
т. е.

(15)

( ) ( )* 1, , ,mU x y z r u− −= θ ϕ

( ) ( )

( ) ( )

,
, sin

1 cos , .

u
v

m u

∂ θ ϕ
θ ϕ = θ +

∂θ
+ + θ⋅ θ ϕ

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

2

2

2

2 2

, ,cos
sin

,1
sin
1 2 , 0,

v v

v

m m v

∂ θ ϕ ∂ θ ϕθ
+ +

∂θ θ ∂θ
∂ θ ϕ

+ +
θ ∂ϕ

+ + + θ ϕ =

( ) ( )1, , , .mV x y z r v+= θ ϕ

[ ]

( ) ( )2 2 1 .

U UV L U xz yz
x y

Ux y m zU
z

∂ ∂
= = + −

∂ ∂
∂

− + + +
∂

0,U U Ux y z mU
x y z

∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂

оператор (14) можно преобразовать к виду

(16)

Формула (16) преобразует однородные 
функции в новые однородные функции со 
степенью однородности, большей на едини-
цу, так как частные производные функций, 
однородных по Эйлеру, будут однородными 
[17, 18].

При гармоничности функции U гармо-
ничность функции V, заданной с помощью 
преобразования (16), гарантируется тожде-
ством

(17)

Поскольку функция U должна удовлет-
ворять как уравнению Лапласа, так и со-
отношению Эйлера (15), а также удовлет-
ворять дополнительным уравнениям более 
высокого порядка (они получаются при 
дифференцировании уравнения Лапласа 
и соотношения Эйлера по переменной z), 
правая часть равенства (17) обращается в 
нуль.

Теорема 1. Оператор (16) является обра-
тимым, т. е. для любой однородной гармо-
нической функции V степени (m + 1) суще-
ствует прототип в виде такой однородной 
гармонической функции U степени m, что 
функции V и U будут связаны между собой 
условием (16).

Доказ а т ельс тво . Преобразование 
Томсона (7) позволяет найти для однород-
ной гармонической функции U степени m 
такую однородную гармоническую функ-
цию Û  степени (–m – 1), которая обеспе-
чивает выполнение равенства

(18)

Точно так же для однородной гармони-
ческой функции V степени (m + 1) имеется 
однородная гармоническая функции V̂  
степени (–m – 2), которая обеспечивает 
выполнение равенства

(19)

Если подставить равенства (18) и (19) 
в выражение (16) и упростить полученное 
выражение, то получим следующее условие:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 , ,
, ,

2 1 , , .

U x y z
V x y z x y z

z
m zU x y z

∂
= − + + +

∂
+ +

( ) ( )
( )

( )( )

2

2 1

4 1 .

xx yy zz xx yy zz

xxz yyz zzz

xz yz zz z

V V V m z U U U

r U U U

xU yU zU m U

+ + ≡ + + + −

− + + −

− + + − −

( ) ( )2 1 ˆ, , , , .mU x y z r U x y z+=

( ) ( )2 3 ˆ, , , , .mV x y z r V x y z+=
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(20)

В соответствии с теоремой о диффе-
ренцировании трехмерных однородных 
гармонических функций [44, 46], для за-
данной произвольной однородной гармо-
нической функции V̂  можно найти такую 
трехмерную однородную гармоническую 
функцию-прототип Û , которая обеспечит 
выполнение соотношения (20). Но тогда 
однородная гармоническая функция U, ко-
торая получается из функции Û  с помощью 
преобразования Томсона (7), обеспечит вы-
полнение равенства (16).

Следовательно, линейный дифференци-
альный оператор (16) является обратимым 
на подмножестве однородных гармониче-
ских функций степени m, то есть является 
оператором Донкина.

Теорема 1 доказана.
Оператор Донкина (16) есть полный 

аналог операции дифференцирования с 
точки зрения генерирования полного набо-
ра однородных гармонических функций с 
целочисленными степенями однородности. 
Действительно, поскольку известно, что все 
однородные гармонические функции нуле-
вой степени можно получать с помощью 
формулы Донкина (5), то при последова-
тельном применении операторов вида (16) 
к выражениям (5) можно получать все од-
нородные гармонические функции со сте-
пенями однородности 1, 2, … .

Обратимость дифференциального опе-
ратора (16) гарантирует, что ни одна од-
нородная гармоническая функция не будет 
пропущена. Правда, поскольку прототип U 
определяется по функции V не единствен-
ным образом, большинство однородных 
гармонических функций будут возникать 
не один раз в процессе генерирования (а 
именно, одна и та же однородная гармо-
ническая функция может получаться из до-
вольно разных функций-прототипов).

С помощью преобразований Томсона (4) 
либо (7), из полного набора однородных 
гармонических функций с целочисленными 
степенями 0, 1, 2, … можно получать пар-
ный полный набор однородных гармониче-
ских функций с отрицательными целочис-
ленными степенями –1, –2, … . Тем самым 
оператор (16), подобно дифференцирова-
нию однородных гармонических функций 
по x, y или z [44, 46], позволяет решить 
вопрос об исчерпывающем представлении 

( ) ( )ˆ , ,ˆ , , .
U x y z

V x y z
z

∂
= −

∂

однородных гармонических функций с це-
лочисленными степенями однородности.

Однако, как уже отмечалось, вопрос об 
исчерпывающем представлении полного 
набора однородных гармонических функ-
ций с нецелочисленными степенями одно-
родности по-прежнему остается актуаль-
ным, но нерешенным.

Дифференциальные формулы 
Томсона первого порядка

В публикации [40] приводятся диф-
ференциальные аналоги первого порядка 
формулы Томсона (4) для трехмерных гар-
монических функций. Эти формулы преоб-
разуют трехмерные гармонические функ-
ции в новые трехмерные гармонические 
функции, причем форма трансформирую-
щих выражений сознательно выбрана та-
ким образом, чтобы при подстановке в них 
функций, однородных по Эйлеру, на выхо-
де получались новые однородные по Эйле-
ру функции, возможно, с другой степенью 
однородности. Указанный список формул 
выглядит следующим образом:

(21)
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(24)

(25)
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(27)

(28)

( ) ( ), , , , ,V x y z U x y z=
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(29)

(30)

(31)

В этом списке нет формул, представлен-
ных в статье [40], которые получаются при 
использовании преобразования Томсона в 
форме (4) для формул (21) – (31), посколь-
ку такое преобразование меняет аргументы 
функции и дифференциальный оператор 
перестает иметь канонический вид. Одна-
ко после применения к операторам (21) – 
(31) преобразования Томсона в форме (7), 
к списку формул (21) – (31) добавляются 
операторы

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

( ) ( ) ( ), , , , , , ,x yV x y z yU x y z xU x y z= −
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( ) ( ) ( ), , , , , , .y zV x y z zU x y z yU x y z= −
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(39)

(40)

(41)

(42)

В отличие от тех дифференциальных 
операторов, которые получаются из (21) – 
(31) после преобразования Томсона в фор-
ме (4), эти формулы сохраняют аргументы 
функции U неизменными. Однако теперь 
операторы (32) – (42) зависят от степени 
однородности функции в явном виде и, 
кроме того, генерируют новые гармониче-
ские функции только из других однородных 
гармонических функций. Формулы же (21) 
– (31) не зависят в явном виде от степени 
однородности преобразуемой функции, а 
также создают гармонические функции из 
произвольных трехмерных гармонических 
функций, не обязательно однородных по 
Эйлеру.

Теорема 2. Линейные дифференциальные 
операторы первого порядка (21) – (27), (29) 
– (38), (40) – (42), преобразующие однород-
ные гармонические функции в новые однород-
ные гармонические функции, являются обра-
тимыми на множестве однородных гармони-
ческих функций степени m.

Доказ а т ельс тво . Формулы (32) – (42) 
наследуют свою обратимость и/или необра-
тимость от формул (21) – (31), поскольку 
преобразование Томсона (7), безусловно, 
является обратимым. Поэтому для доказа-
тельства теоремы требуется доказать либо 
опровергнуть обратимость лишь для формул 
(21) – (31).

Обратимость оператора (21) тривиальна, 
так что в соответствии с данным ранее опре-
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делением, тождественное преобразование

V(x, y, z) = U(x, y, z)

представляет собой частный, хотя и вполне 
бесполезный, случай оператора Донкина. 
Обратимость операторов (22) – (24) следует 
из теоремы о дифференцировании одно-
родных гармонических функций, строгое 
доказательство которой приведено в работе 
[46].

Операторы (25) – (27) получаются пу-
тем дифференцирования формулы Томсона 
(4) по переменным x, y и z с последующим 
применением еще одного преобразования 
Томсона, чтобы вернуть аргументы функ-
ции к прежнему виду. Проделаем теперь 
эти преобразования в обратном порядке.

1. У заданной однородной гармониче-
ской функции V(x, y, z) имеется однород-
ный и гармонический прототип V*(x, y, z), 
из которого ее можно получить посред-
ством преобразования (4).

2. У однородной гармонической функ-
ции V*(x,y,z) имеется однородный и гармо-
нический прототип U*(x,y,z), из которого 
ее можно получить посредством дифферен-
цирования: * *

xV U= , либо * *
yV U= , либо 

* *
zV U=  [44, 46].

3. У однородной гармонической функ-
ции U*(x, y, z) имеется однородный и гар-
монический прототип U(x, y, z), из которого 
ее можно получить посредством преобразо-
вания (4).

В таком случае однородная гармониче-
ская функция U(x, y, z) оказывается прото-
типом, из которого посредством преобра-
зования (25), либо (26), либо (27) получа-
ется заданная однородная гармоническая 
функция V(x,y,z) (преобразования (25) 
– (27) представляют собой суперпозицию 
преобразований 1 – 3, выполненную имен-
но в этом порядке, в чем легко убедиться 
с помощью прямого вычисления указанной 
суперпозиции).

Поэтому преобразования (25) – (27) об-
ратимы и, следовательно, являются опера-
торами Донкина в соответствии с данным 
ранее определением.

Остается разобраться с преобразования-
ми (28) – (31). Например, рассмотрим пре-
образование (29):

(43)

С помощью замены координат Донкина 

( ) ( ) ( ), , , , , , .x yV x y z yU x y z xU x y z= −

[1, 2, 11, 24], а именно

(44)

функции U и V, которые однородны по Эй-
леру со степенью однородности m, можно 
записать в виде

(45)

(46)

Для того чтобы функции U(x, y, z) и 
V(x, y, z) были гармоническими (удовлет-
воряли уравнению Лапласа), необходимо 
и достаточно, чтобы функции F(p, q) и 
G(p, q) удовлетворяли дифференциаль-
ным уравнениям

(47)

(48)

При такой подстановке уравнение (43) 
приобретает вид

(49)

В полярных координатах p = s cosφ, 
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q = s sinφ функции F и G принимают вид

(50)

(51)

а уравнения (47), (48), (49) записываются 
как

(52)

(53)

(54)

Из уравнения (54) следует, что общее 
решение поставленной задачи будет иметь 
вид

(55)

где свободная функция H(s) должна быть 
подобрана так, чтобы было выполнено 
уравнение (52).

После подстановки (55) уравнение (52) 
приобретает вид

(56)

(57)

Чтобы у уравнения (56) было решение, 
функция H0(φ, s), стоящая в правой части, 
не должна зависеть от переменной φ.
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Это действительно так:

(58)

поскольку в соответствии с исходным усло-
вием, функция G0(φ, s) обязана удовлетво-
рять уравнению (53).

Теперь из обыкновенного дифференци-
ального уравнения (56), где в качестве пра-
вой части можно использовать функцию

не зависящую от переменной φ, находится 
подходящее решение H(s).

Затем из соотношения (55) находится 
функция F0(φ, s), а из равенства (50) на-
ходится функция F(p, q). Поскольку для 
полученной функции F(p, q) выполнено 
как уравнение (47), так и уравнение (49), 
то однородная функция U(x, y, z), заданная 
с помощью формулы (47), будет гармони-
ческой и будет удовлетворять соотноше-
нию (43). Следовательно, преобразование 
однородных гармонических функций (29) 
обратимо, а линейный дифференциальный 
оператор (29) есть оператор Донкина. Оче-
видно, операторами Донкина будут также 
и преобразования (30) и (31) (перестанов-
ка местами пространственных координат – 
это обратимое преобразование).

Таким образом, дифференциальные опе-
раторы (21) – (27), (29) – (31) и, соответ-
ственно, дифференциальные операторы 
(32) – (38), (40) – (42) являются обрати-
мыми для подмножества однородных гар-
монических функций степени m.

Теорема 2 доказана.
Оператор (28) и, соответственно, опе-

ратор (39) рассматриваются отдельно. Из 
соотношения Эйлера (15) для однородных 
функций следует, что воздействие опера-
тора (28) на гармоническую однородную 
функцию U эквивалентно ее умножению на 
степень однородности m, так что получать 
с помощью оператора (28) принципиально 
новые однородные гармонические функции 
не представляется возможным. С формаль-
ной точки зрения, при m ≠ 0 этот оператор 
обратим, и поэтому его следует признать 
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оператором Донкина. Однако при m = 0 
результатом действия оператора (28) будет 
нуль, и, если только однородная гармони-
ческая функция V нулевой степени не рав-
на нулю, то у нее нет и быть не может од-
нородного и гармонического прототипа U 
нулевой степени, из которого эту функцию 
можно получить посредством применения 
оператора (28).

Тем не менее, когда V есть однородная 
гармоническая функция нулевой степени, 
то для нее у оператора (28) существуют 
гармонические, но не однородные функ-
ции-прототипы. Такие функции имеют вид

U(x, y, z) = U0(x, y, z) + V(x, y, z) ln(z + r),

где U0(x, y, z) есть однородная функция ну-
левой степени, которая подбирается таким 
образом, чтобы обеспечить гармоничность 
функции U.

Действительно, после подстановки

которую можно использовать в силу того, 
что U0(x, y, z) и V(x, y, z) будут однородны-
ми функциями нулевой степени, условие

x Ux + y Uy + z Uz = V

выполняется автоматически, а для гармо-
ничности функции U(x, y, z) с учетом того, 
что функция W(p, q) удовлетворяет двумер-
ному уравнению Лапласа по причине гар-
моничности функции V(x, y, z), потребу-
ется, чтобы функция H(p,q) удовлетворяла 
двумерному уравнению Пуассона:

у которого заведомо имеются решения.

Упрощенная форма для операторов Донкина

Если предположить, что функция U есть 
однородная функция степени m, которая 
подчиняется дифференциальному соотно-
шению Эйлера (15), то выражения (25) – 
(27) и (36) – (38) упрощаются:

(59)

( )

( )0

, , , ,

, , , ,

x yV x y z W
z r z r

x yU x y z H
z r z r

 =  + + 
 =  + + 

2 2

2 2 2 2

4 ,
1

H H W Wp q
p q p q p q

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + ∂ ∂ + + ∂ ∂ 

( ) ( ) ( )
( )2

, , 2 1 , ,

, , ,x

V x y z m xU x y z

r U x y z

= + −

−

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

где 2 2 2r x y z= + + .
В этот список не включены операторы 

(28) и (39). При упрощении оператор (28) 
приобретает вид

V(x, y, z) = mU(x, y, z)

и тем самым совпадает с оператором (21) 
(тождественным преобразованием) с точно-
стью до множителя-константы. 

Аналогичным образом оператор (39) 
приобретает вид

и тем самым совпадает с оператором (32) 
(преобразованием Томсона (7)) с точно-
стью до множителя-константы.

Несмотря на очевидные отличия, фор-
мулы (59) – (64) по сути являются уже из-
вестными операторами Донкина, только 
записанными в другой форме. В частности, 
формула (61) совпадает с оператором (16), 
который был исследован в разделе «Пример 
нетривиального оператора Донкина». При 
этом операторы (59) – (64) алгебраически 
отличаются от породивших их операторов 
(25) – (27) и (36) – (38), так что их действие 
на произвольные функции U(x, y, z) будет, 
вообще говоря, другим. Однако примени-
тельно к однородным функциям степени m 
использование операторов (25) – (27), (36) 
– (38) и операторов (59) – (61), (62) – (64) 
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будет приводить к одному и тому же резуль-
тату.

Заключение
Исследование всех возможных пред-

ставлений дифференциальных формул 
Томсона для трехмерных однородных 
гармонических функций, выполненное в 
работах [40, 41], показывает, что с точно-
стью до линейных комбинаций с посто-
янными коэффициентами и, в частности, 
с точностью до умножения на константу, 
других операторов Донкина для трехмер-
ных однородных гармонических функций 
не существует.

Утверждение, высказанное в такой 
сильной форме, требует некоторого разъ-
яснения. Например, можно получить и 
другие соотношения, отличные от по-
лученных ранее, если рассматривать ли-
нейные комбинации с постоянными ко-
эффициентами, составленные из базовых 
соотношений (21) – (31) и (32) – (42), с 
одной и той же степенью однородности 
трансформированной функции. Другая 
возможность – использовать для этой це-
ли упрощенные выражения (59) – (64). 
Следует отметить, что исследованию об-
ратимости линейных комбинаций, состав-
ленных из базовых операторов Донкина 
(21) – (31) и (32) – (42), будет посвящена 
отдельная публикация.

Вместе с тем, кроме упрощенных вы-
ражений (59) – (64), существуют и другие 
эквивалентные формы операторов Донки-
на, например приведенные в предыдущем 
разделе; ведь если прибавить к любой из 
формул (21) – (31) или (32) – (42) соотно-
шение Эйлера (16), умноженное на про-
извольную функцию, то получится новая 
трансформирующая формула с такими же 
свойствами. Следует отметить, что для чи-
стоты эксперимента эта функция должна 
быть однородной по Эйлеру с соответ-
ствующей степенью однородности, иначе 
искусственную аддитивную добавку будет 
слишком легко вычленить из нового вы-
ражения.

Рассмотрим, например, оператор

(65)
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(65)

с произвольными константами a, b и c (в 
нашей статье [41] использован тот же опе-
ратор).

С алгебраической точки зрения, этот 
оператор отличается как от любой из полу-
ченных ранее базовых формул (21) – (31), 
так и от их линейной комбинации с посто-
янными коэффициентами, но при этом до-
пускает представление в виде

(66)

Из этого тождества видно, что факти-
чески оператор (65) ничем не отличается 
от линейной комбинации операторов (59), 
(60) и (61), пока он рассматривается на уз-
ком подмножестве, состоящем из однород-
ных функций степени m.

Если не ограничиваться дифференци-
альными операторами первого порядка, 
то в качестве аддитивных добавок вместо 
соотношения Эйлера (16) можно в равной 
степени использовать трехмерное уравне-
ние Лапласа, а также дифференциальные 
соотношения более высокого порядка, ко-
торые получаются при дифференцировании 
этих дифференциальных уравнений по пе-
ременным x, y или z, умноженные на произ-
вольные функции. Однако, хотя подобные 
формулы могут серьезным образом отли-
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чаться (в алгебраическом смысле) от фор-
мул из полученного ранее списка, все эти 
формулы, по своему действию в качестве 
генераторов новых аналитических выраже-
ний для трехмерных однородных гармони-
ческих функций, будут полностью эквива-
лентны базовым формулам (21) – (31) либо 
их линейным комбинациям с постоянными 
коэффициентами. Указанная связь, однако, 
не всегда является очевидной (см. пример 
в виде выражения (65)). Следует отметить, 
что операторы Донкина не являются в этом 
плане исключением и, в частности, похо-
жие проблемы, касающиеся фактической 
идентичности математических выражений, 
не равных друг другу тождественно в ал-
гебраическом смысле, рассматриваются, 
например, в работах [51 – 54], хотя и на со-
вершенно ином содержательном материале.

Остается нерассмотренной задача о су-
ществовании и нахождении таких формул 
Томсона и таких операторов Донкина для 
однородных гармонических функций, ког-
да аргументы функции U подвергаются за-
мене переменных

x → f(x, y, z), y → g(x, y, z),

z → h(x, y, z).
При этом для частного случая симметри-

зованной замены переменных

x → xφ(x, y, z), y → yφ(x, y, z),

z→ zφ(x, y, z)

(см. наши статьи [40, 41]) общий множи-
тель φ(x, y, z) выносится из-под аргументов 
однородной функции U, и тем самым все 
такие случаи замены переменных совпа-
дают с уже рассмотренным случаем, когда 
аргументы функции U остаются прежними. 
Однако исследование дополнительных ва-
риантов для формул Томсона и операторов 
Донкина, которые могут возникать при ис-
пользовании замены переменных общего 
вида для аргументов функции U, выходит 
за рамки данного исследования.

Примечания

1. Трехмерная гармоническая функция 
общего вида U(x, y, z) полностью опреде-
ляется двумя произвольными функциями 
двух переменных, например, значением 
U(0)(x, y) = U(x, y, 0) функции U(x, y, z) 
вдоль плоскости z = 0 и значением

нормальной производной функции U(x, y, z) 
вдоль плоскости z = 0.

Это следует из того факта, что решение 
такой задачи Коши для трехмерного урав-
нения Лапласа однозначным образом нахо-
дится (по крайней мере, в окрестности пло-
скости z = 0) с помощью ряда Шерцера по 
переменной z:

(67)

где коэффициенты перед степенями пере-
менной z выражаются однозначным обра-
зом через функции U(0), U(n) и их частные 
производные, поскольку функция U обяза-
на удовлетворять уравнению Лапласа.

Для получения трехмерной однород-
ной гармонической функции степени m 
необходимо и достаточно, чтобы функции 
U(0) (x,y) =U(x, y, 0) и

были однородными по Эйлеру со степеня-
ми однородности m и m – 1 (достаточность 
следует из формулы (67) и того факта, что 
частные производные однородных функ-
ций U(0)(x, y) и U(n)(x, y) сами являются од-
нородными функциями соответствующей 
степени [17, 18]). Однако однородная по 
Эйлеру функция двух переменных задается 
с помощью произвольной функции одной 
переменной, как это следует из ее представ-
ления в следующем виде [17, 18]:

f(x, y) = xkg(y/x).

Тем самым трехмерные однородные 
функции однозначным образом определя-
ются через две произвольные функции все-
го лишь одного вещественного переменно-
го, в отличие от трехмерных гармонических 
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функций общего вида.
2. Неудобным моментом процесса, опи-

санного во введении, с помощью которого 
есть возможность вычислить любую одно-
родную гармоническую функцию с цело-
численными степенями однородности, вы-
ступает тот факт, что одна и та же трехмер-
ная однородная гармоническая функция 
может получаться многократно из разных 
двумерных гармонических прототипов. 
Формулы Донкина (5), (6) в этом плане го-
раздо более удобны для пользователя, так 
как устанавливают взаимно-однозначное 
соответствие между трехмерными однород-
ными и гармоническими функциями V0 и 
V–1 и двумерными гармоническими функ-
циями H. Процедура же однородного гар-
монического дифференцирования (точнее, 
интегрирования) по переменным x, y и z 
подобным полезным свойством не обла-
дает, поскольку прототип U для заданной 
функции V восстанавливается с некоторой 
свободой выбора [44, 46].

3. Из уравнения (10) следует, что при той 
же самой сферической функции u(θ,φ), для 
которой однородная функция

V(x, y, z) = rmu(θ,φ)

будет гармонической, однородная функция

V(x, y, z) = r –m – 1u(θ, φ)

также будет гармонической.
Это связано с тем, что при замене m → 

(–m – 1) произведение m (m + 1) в уравне-
нии (10) для сферической функции u(θ, φ), 
которое, собственно, и обеспечивает гармо-
ничность функции V, не меняется. Данный 
факт можно рассматривать как еще одно 
доказательство гармоничности преобразо-
вания Томсона (7) для однородных функ-
ций, поскольку

Вычисления, приведенные в данной ра-
боте, выполнены с помощью программы 
Wolfram Mathematica [55].

Работа частично выполнена в рамках НИР 
0074-2019-0009, входящей в состав государ-
ственного задания № 075-00780-19-02 Мини-
стерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации.

( ) ( ) ( )1 2 1, , , , , .m mV x y z r u r U x y z− − − −= θ ϕ =
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