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Верификация и адаптация моделей пластичности  
ПРИ сложноМ нагружениИ С ПромежуточныМИ полныМИ  

и частичныМИ разгрузКАМИ

В целях более точного описания процессов сложного пассивного нагру-
жения выполнены экспериментальные исследования упругопластического 
деформирования стальных трубчатых образцов при пропорциональном и не-
пропорциональном (монотонном и циклическом) нагружениях, включающих 
частичные и промежуточные разгрузки. Проведено сравнение результатов экс-
периментов с прогнозами структурной (реологической) упругопластической 
модели и многоповерхностной теорией пластичности с одной активной по-
верхностью. Предложены модификации двух указанных выше моделей в целях 
повышения точности прогнозов.

пластичность, пассивное нагружение, эксперимент, моделирование.

Введение

В теории пластического течения, полу-
чившей в настоящее время наиболее широ-
кое распространение, предполагается, что 
разгрузка материала происходит без изме-
нения пластических деформаций. Однако 
результаты ряда исследований [1 – 19] по-
казывают, что при пассивном нагружении 
(разгрузка, нагружение внутри поверхности 
нагружения и по касательной к ней) про-
исходит накопление пластических дефор-
маций. Эндохронная теория пластичности 
[4, 5] и обобщенная модель Прандтля (мо-
дель Мазинга) [6] обеспечивают описание 
пластического деформирования при пас-
сивном нагружении. Формулировки опре-
деляющих уравнений указанных теорий 
ориентированы, прежде всего, на уточнен-
ное описание активного деформирования, 
а параметры материала определяются без 
учета специфики процессов при пассивном 
нагружении.

Экспериментальное изучение свойств 
поля пластических податливостей [20] по-
служило основой для разработки многопо-

верхностной теории пластичности с одной 
активной поверхностью [14 – 19]. Понятие 
пластических податливостей прямо или 
косвенно используется многоповерхност-
ными теориями пластичности [21, 22]. Вме-
сте с тем, накопленный эксперименталь-
ный материал по свойствам пластических 
податливостей материалов нельзя считать 
достаточным. Прежде всего, это касается 
деформирования при пассивных путях на-
гружения. Накопление остаточных дефор-
маций при таких нагружениях необходимо 
учитывать не только при расчете деформи-
рования [14 – 19], но и при расчетах на-
копления повреждений [13, 23, 24], при ис-
следовании процессов сверхпластичности 
[25], при оценке работоспособности и точ-
ности машинных агрегатов [26].

Настоящее исследование проведено для 
дальнейшего развития и обоснования кон-
цепции пластических податливостей и раз-
работки методики выполнения расчетов, 
связанных со сложным переменным на-
гружением, включающим промежуточные 
полные и частичные разгрузки.
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Определяющие уравнения  
для описания пассивного нагружения

Векторная форма представления на-
пряжений и деформаций. При двухпараме-
трическом нагружении с неизменными и 
совпадающими направлениями главных 
напряжений и деформаций пятимерные 
пространства девиаторов редуцируются до 
двумерных. Возможны различные равно-
правные подходы [7] для того, чтобы вво-
дить координаты двумерного пространства, 
удовлетворяющие условию равенства длины 
вектора и интенсивности тензора. Одним из 
возможных вариантов задания координат 
Σ1 и Σ2 для точки, характеризующей напря-
женное состояние, является следующий:

1 1 2 3 1

2 2 3 1 2

1 3
cos ( ) ,

2 2

3 3
sin ( ) ( 2 ),

2 2

i

i

S

S S

Σ = σ ψ = σ − σ + σ =

Σ = σ ψ = σ − σ = +
 

где iσ  – интенсивность напряжений по 
Мизесу; ψ  – угол между вектором напря-
жений Σ и осью Σ1; σ1, σ2, σ3 – главные на-
пряжения; S1, S2, S3 – главные значения де-
виатора напряжений.

Аналогичные выражения вводятся и для 
пластических деформаций. Они связывают 

координаты 1 ,
pΕ  2

pΕ  соответствующей точ-
ки в двумерном пространстве пластических 
деформаций с главными значениями де-
виатора пластических деформаций 1 ,

pε  2
pε  

следующими соотношениями:
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1
sin ( ),

3

p p p
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Ε = ε ϕ = ε

Ε = ε ϕ = ε + ε

где p
iε  – интенсивность пластических де-

формаций, φ – угол между вектором пла-
стических деформаций Ep и осью 1 .pΕ

В пространстве напряжений совокуп-
ностям напряженных состояний, объеди-
ненных общим признаком (развитие пла-
стических деформаций заданной величины, 
разрушение и т. п.), соответствуют некото-
рые границы (гиперповерхности, в частном 
случае это гиперсферы в рассматриваемом 
векторном пространстве, линии – при двух-
осном нагружении). Одна из таких границ 
показана на рис. 1, b окружностью радиуса 
Cα с центром в точке α.

Структурная (реологическая) модель. 
Рассмотрим структурную модель пластиче-
ского деформирования материала [13, 15, 
28] (рис. 1, a). Она предполагает, что в про-
цессе нагружения граница текучести сохра-
няет свои форму и размер Cα (рис.  1, b). 

(1)

Рис. 1. Структурная модель пластического деформирования материала (a)  
и схематическое представление движения поверхностей нагружения (b);

 Σ1, Σ2 – координаты пространства напряжений, Ε1, Ε2 – координаты пространства деформаций;   
X, Y  – координаты локальной системы координат, связанной с нагружением на последнем этапе;  

1 – 3 – номера структурных элементов; αi, βi, γi – жесткости упругих элементов (координаты центров  
поверхностей), Cα, Cβ, Cγ – пределы текучести пластических элементов (радиусы поверхностей); σ – вектор 

напряжений в двумерном пространстве напряжений

а) b)

(2)
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Ее положение определяется предысторией 
нагружения. Перемещение этой границы 
начинается при ее пересечении изнутри 
вектором напряжений.

Вектор приращения пластических де-
формаций p∆E  пропорционален проекции 
вектора приращения напряжений ΔΣ на 
внешнюю нормаль к границе поверхности 
нагружения и направлен по этой нормали. 
Длины приращений рассматриваемых век-
торов |ΔEp| = Δp p

i= εED D  и |ΔΣ| = Δσi 
связаны соот-

ношением

|ΔEp| = Hα|ΔΣ|cos(ΔΣ^ΔEp),

где Ηα – величина модуля податливости, 
постоянная для всех точек границы.

При изменении напряженного состоя-
ния в пределах внутренней α-окружности 
все элементы сухого трения неподвижны 
(рис. 1, b). При достижении границы эле-
мент 1 начинает движение относительно 
элемента 2. В упругой связи между ними 
появляются усилия. Их можно представить 
натяжением упругих элементов α1 и α2. Уси-
лия α1 и α2 являются координатами центра 
окружности радиуса Cα в плоскости Σ1, Σ2 
(рис. 1, b). Аналогично усилия в элементах 
β1 и β2, γ1 и γ2 являются координатами цен-
тров окружностей радиусов Cβ и Cγ. Пара-
метрам α1 и α2, β1 и β2, γ1 и γ2  соответствуют 
векторы α, β и γ.

При нагружении по пути 1 → 2 (рис. 1, 
b) пластические деформации не развивают-
ся, поскольку расстояние от текущей точки 
до центра окружности δα меньше ее радиуса 
Cα:

2 2
1 1 2 2( ) ( ) .Cα αδ = Σ − α + Σ − α ≤



При дальнейшем движении вдоль пря-
мой 1 – 2 при переходе через точку 2 
( )Cα αδ >  начинается движение элемента α 
по радиусу к α-окружности, т. е. под углом 
ω:

1 1

2 2

arctg ,
Σ − α

ω =
Σ − α

который в общем случае не совпадает с за-
данным наклоном прямой, характеризую-
щей изменение напряженного состояния ψ0 

(см. рис.  1, b). Элементы β и γ остаются 
неподвижными пока выполняются условия 

,Cα αδ >  Cβ βδ <  и .Cγ γδ <  В этом случае 
пластические деформации определяются 
соотношением

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 .α

α

 
− δ 

При движении вдоль прямой 1 – 2 при 
переходе через точку 3 элемент β начина-
ет движение ( ,Cα αδ >  ,Cβ βδ >  Cγ γδ < ), и 
пластические деформации определяются 
выражением

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 α

α

 
− + δ 

 

+ Hβ(Σ – β)
C

1 .β

β

 
−  δ 

В общем случае, при движении всех трех 
окружностей ,Cα αδ >  ,Cβ βδ >  Cγ γδ >  при-
ращение пластических деформаций опреде-
ляется равенством 

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 α

α

 
− + δ 

 

+ Hβ(Σ – β)
C

1 β

β

 
− +  δ 

Hγ(Σ – γ)
C

1 ,γ

γ

 
−  δ 

которое, в отличие от предложенного в ра-
боте [13], вводится на основе дифференци-
альных зависимостей теории пластического 
течения.

Деформации на всем пути нагружения 
определяются суммированием приращений 
деформаций на каждом шаге. При разбие-
нии пути нагружения на шаги целесообраз-
но в качестве граничных точек выбирать 
те напряженные состояния, при которых в 
движение включается (или из него выклю-
чается) очередной элемент сухого трения 
структурной модели. Так, для пути, пред-
ставленного на рис. 1, b, таковыми являют-
ся точки 2, 3 и 4.

Многоповерхностная теория с одной 
активной поверхностью. Математическая 
модель, основанная на предположении о 
невозможности чисто упругого деформи-
рования как при нагрузке (увеличение σi), 
так и при разгрузке (уменьшение σi) была 
предложена в работе [20]. Авторами было 
принято, что соотношение (3) применимо в 
любой точке пути вторичного нагружения.

(3)

(6)

(7)

(8)

(4)

(5)
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Утверждалось в качестве постулата, что 
направление вектора ΔEp и модуль податли-
вости H являются функциями напряженно-
го и деформированного состояний в конце 
первого шага нагружения (нулевого цикла) 
и текущей точки пути. В экспериментах с 
никелевыми и стальными тонкостенными 
трубками было установлено, что вектор ΔEp 
ориентирован по нормали к окружности, 
проведенной через текущую точку и точку 
окончания первого нагружения, а величина 
H во всех точках такой окружности пример-
но постоянна [14 – 20].

Пусть после нагружения по пути 0 → 1 
(рис. 2) в точке 1 достигнуто напряженное 
состояние с интенсивностью напряжений 

1.iσ  Затем, после излома траектории нагру-
жения в точке 1, следует движение по пути 
1 → 3. Направление приращения пластиче-
ских деформаций ΔEp совпадает с радиусом 
2'2 окружности, проведенной через точки 1 
и 2 из центра, лежащего на луче 0 – 1. Мо-
дуль вектора p p

i∆ = ∆εE  определяется соот-
ношением

|ΔEp| = H|ΔΣ|cos(ΔΣ^R),

аналогичным по структуре равенству (3), 
где 

1 1 1 1
1

, , , .
p
i

i
i

dR
H f H R H

R d

  ε
= = σ =  σ 

Подобный способ построения окружно-
стей применяется и для последующих точек 
пути нагружения, для которых выполняется 
условие Rk > Rk–1, где k – номер точки на 
пути нагружения (k  = 1, 2, ..., N). Точку, 
после которой это условие нарушается (на-
пример, точка 3 на рис. 2), назовем точкой 
реверса. Строгая математическая формули-
ровка условия появления точки реверса в 
пространстве девиаторов напряжений дана 
в работе [16]. После прохождения такой 
точки возникает новая поверхность, кото-
рая становится активной (подвижной), в 
то время как все остальные поверхности 
фиксируются. Центр активной окружно-
сти располагается на радиусе 3'3 (точка 4' 
на рис.��������������������������������  ������������������������������� 2). Направление приращения пла-
стических деформаций ΔEp совпадает с ра-
диусом 4'4. При вычислении приращения 
пластической деформации можно исполь-

зовать соотношение (9) с заменой величин 
R1, H1 на R3, H3, соответствующих точке ре-
верса 3.

Методика проведения опытов и образцы

При проведении экспериментов в усло-
виях объемного напряженного состояния 
использовалась модернизированная уста-
новка [27], состоящая из камеры высоко-
го давления для испытания образцов в 
условиях объемного напряженного состоя-
ния, из источников давления, гидравличе-
ских систем высокого и низкого давления, 
контрольно-измерительных приборов и 
различных приспособлений для обслужи-
вания.

Для приготовления образцов использо-
вались отрезки цельнотянутых труб длиной 
4 м, из одной партии стали 1Х18Н10Т-ВД 
(ЭП502ВД). Размеры образцов:

длина 170 мм;
номинальный наружный диаметр – 

26,4 мм;
толщина стенки – 0,3 мм;
отношение толщины стенки образца к 

его среднему диаметру – 0,011.

Рис. 2. Схематическое представление движения 
поверхностей нагружения (окружность и дуги) 

согласно многоповерхностной теории  
с одной активной поверхностью  
(ее центр расположен в точке 4').

Путь нагружения 0 → 1 → 2 → 3 → 4 в пространстве 
напряжений указан тонкими стрелками; в точках 2 

и 4 жирными стрелками показаны направления при-
ращений пластических деформаций; 1 и 3 – точки 

реверса

(9)
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Указанное отношение соответствует 
рекомендуемым значениям и обеспечива-
ет хорошую равномерность распределения 
кольцевых и радиальных напряжений по 
толщине стенки. Это позволяет вычислять 
напряжения для среднего слоя по форму-
лам для безмоментных оболочек. Химиче-
ский состав материала труб (сталь) пред-
ставлен работе [18].

Методика проведения опытов основана 
на том, что процесс нагружения рассматри-
вается в пространстве напряжений Σ1 и Σ2, а 
процесс деформирования – в пространстве 
пластических деформаций 1

pΕ  и 2 .
pΕ :

1 2

1 2

1 3
( ), ( ),

2 2
1

, ( ),
3

z r r

p p p p p
z z

θ θ

θ

Σ = σ − σ + σ Σ = σ − σ

Ε = ε Ε = ε + ε

где σz, σθ, σr – ненулевые компоненты тен-
зора напряжений в цилиндрической систе-
ме координат, совпадающие с главными 
напряжениями; ,p

zε  ,p
θε  p

rε  – главные пла-
стические деформации.

Для вычисления длины пути пластиче-
ского деформирования (параметра Одкви-
ста p

iε ) нами использовалось соотношение
2 2

1 2( ) ( ) .p p p
i d dε = Ε + Ε∫

Гидростатическое давление (среднее на-
пряжение) определялось на основе зависи-
мости

1 2 .
3 3

mean r

Σ Σ
σ = + + σ

В основе методики нагружения лежа-
ло ступенчатое приложение нагрузок, по-
зволявшее вести нагружение вдоль любого 
направления в пространстве Σ1, Σ2, которое 
характеризуется параметром вида девиато-
ра ψ:

2 1arctg ( / ).ψ = Σ Σ

Нагружение может быть реализова-
но в трубчатом образце (т. е. при ψ  = 0,  
1, ..., 120°). Напряженное состояние образ-
ца определяется параметром вида девиато-
ра (13), интенсивностью напряжений σi и 
отношением инвариантов σmean / σi.

Эксперименты проводились в камере 
высокого давления и включали нагрузки 
и разгрузки образцов по прямым лучевым 
путям в пространстве напряжений, с варьи-
рованием параметра ψ. В качестве первого 
шага выполнялось осевое растяжение при  
ψ = 0° до некоторой выбранной интенсив-
ности напряжений σi0, затем следовала пол-
ная разгрузка, кольцевое растяжение при 
значениях ψ  = 115 – 120° до приблизитель-
но такой же интенсивности напряжений, 
и после этого – опять полная разгрузка до  
σi  =  0 (см. лучи 0 – 1, 1 – 0, 0 – 4, 4 – 0 на 
рис. 3, b).

Переход при нагружении с луча ψ  =  0° 

на луч ψ  =  115 – 120° использовался потому, 
что давал возможность получать наиболь-
шие пластические деформации, по сравне-
нию с другими возможными реализациями 
лучевых путей повторного нагружения. На 
каждом прямолинейном участке нагруже-

(10)

(11)

(12)

(13)

Рис. 3. Пути нагружения образцов (указаны стрелками) для идентификации параметров  
моделей (a) и сравнение прогнозов рассматриваемых моделей (b);

σi0 – интенсивность напряжений, соответствующая первоначальному нагружению

а) b)
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ния до различных значений σi0 проводились 
промежуточные разгрузки для измерения 
осевой (εz) и окружной (εθ) деформаций. 
Количество образцов составило 15. Уровни 
начальных интенсивностей напряжений σi0 
изменялись от 680  до 900 МПа.

Диаграмма деформирования. Для опреде-
ления ряда параметров структурной модели 
и многоповерхностной модели использует-
ся диаграмма деформирования (кривая за-
висимости интенсивности напряжений от 
интенсивности деформаций) при монотон-
ном одноосном нагружении. Оценка воз-
можности ее использования для описания 
сложного напряженного состояния (гипо-
теза единой кривой) требует проверки, ко-
торая также проводилась в рамках настоя-
щего исследования.

Для аппроксимации диаграммы дефор-
мирования в данной работе использовалась 
степенная зависимость:

( ) ,p m
i iA Bσ = ε +

содержащая три параметра материала: A, B 
и m. Текущие размеры образца определя-
ются с учетом зависимости (14).

Для получения диаграммы деформиро-
вания проводились испытания на растяже-
ние тонкостенных трубчатых образцов на 
прессе Гагарина и в камере высокого дав-
ления.

В той же камере были проведены опы-
ты по растяжению трубчатых образцов при 
повышенных значениях среднего напряже-
ния σmean для оценки влияния отношения  
σmean/σi на характер зависимости ( ).p

i iσ ε  От-
ношение среднего напряжения к интен-
сивности напряжений менялось в пределах 
0,330 – 0,466.

Путь нагружения в координатах Σ1, Σ2 
представляет собой прямую линию: луч, 
исходящий из начала координат. Для по-
лучения зависимостей ( )p

i iσ ε  и значений σi, 
εi в момент разрушения, в процессе нагру-
жения проводились промежуточные раз-
грузки для измерения деформаций. Значе-
ния параметра вида девиатора ψ  (см. выше) 
меняли от 0 до 120° с шагом в 15°, отно-
шение σmean/σi менялось в пределах от 0,321 
до 0,616. По каждому лучу было испытано  
5 – 8 образцов.

Определение параметров структурной мо-
дели. Для нахождения параметров струк-
турной модели использовалась методика, 
предложенная в работе [13]. В соответствии 
с данной методикой, их определяли по 
аппроксимирующей ломаной линии, впи-
санной в экспериментальную диаграмму 
циклического деформирования при одноо-
сном растяжении-сжатии.

Чтобы изучить поведение параметров 
модели при дальнейшем нагружении (по-
сле первичного растяжения), были прове-
дены опыты как на повторно-лучевое, так 
и на повторно-циклическое виды нагруже-
ния. При этом принималось во внимание 
изменение значений Сβ, Сγ.

Определение параметров многоповерхност-
ной теории пластичности. Для нахождения 
параметров указанной теории пластичности 
с одной активной поверхностью нагружения 
нами рассматривалась степенная аппрокси-
мация модуля пластической податливости H 
в следующем виде:

0
0

,
n

i

R
H CH

 
=  σ 

где σi0 – максимальная интенсивность на-
пряжений, достигнутая на предыдущих 
этапах сложного пути нагружения; H0 – мо-
дуль податливости максимально достигну-
того уровня σi0 0( / );p

i iH d d= ε σ  R – радиус 
окружности равных податливостей, соот-
ветствующий текущему значению σi; С, n –  
параметры модели.

Податливость H0 определялась по урав-
нению единой кривой (14):

1/ 1

0
0

1
.

m

i B
H

mA A

−
σ − =  

 

Значения H и R рассчитывались по ре-
зультатам опытов, например, после экспе-
риментов на чередующиеся осевые и коль-
цевые растяжения трубчатого образца.

Результаты экспериментального определения 
параметров моделей

В результате проведенных опытов на 
растяжение тонкостенных трубчатых об-
разцов на прессе Гагарина и в камере вы-
сокого давления на десяти образцах была 

(14)

(15)

(16)



136

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

установлена следующая аппроксимация 
диаграммы деформирования (рис. 4):

0,6781470 325i iσ = ε + (МПа).

Получены следующие значения преде-
ла прочности (в истинных напряжениях):  
σU  ≈ 1200 – 1240������������������������ �����������������������МПа и истинная деформа-
ция при разрыве εU ≈ 0,5.

В опытах по растяжению трубчатых об-
разцов при повышенных значениях сред-
него напряжения σmean  было установлено, 
что в диапазоне исследованных σmean/σi  
(0,330 – 0,466) существенных отклонений 
как по характеру зависимости σi(εi), так и 
по значениям σU, εU  отмечено не было.

В результате проведенных опытов на  
5 – 8 образцах были получены зависимо-
сти ( )p

i iσ ε  и значения σi, εi в момент раз-
рушения (как отмечалось выше, в процессе 
нагружения проводились промежуточные 
разгрузки для измерения деформаций).

На основании полученных экспери-
ментальных данных был сделан вывод о 
возможности использования концепции 
единой кривой. Отклонения от среднего 
значения по напряжениям для различных 
путей нагружения не превышали ± 4  %. 
Установлено, что параметр ψ влияет как на 
значения σi, εi в момент разрушения, так и 
на характер разрушения.

Параметры структурной модели. В ре-
зультате проведенных экспериментальных 

исследований при сложном непропорцио-
нальном нагружении были найдены пара-
метры структурной модели при различных 
значениях σi0 (табл. 1).

В работе [13] значения параметров мо-
дели для материала принимались посто-

Рис. 4. Диаграмма деформирования стали 1Х18Н10Т-ВД 
(данные от разных образцов представлены различными символами)

Таблица  1

Значения параметров структурной модели  
при различных значениях σi0 

Параметр
Значение, МПа

σi0 = 772 МПа σi0 = 871 МПа

Сα 325  325

Сβ 711 765

Сγ 770 820

Eαz 94 100  163 000

Eαθ 126 800  178 800

Eα 110 400 170 900

Eβz 2 960 8 560

Eβθ 3 610 9 230

Eβ 3 280 8 890

Eγz 1 500 2 110 

Eγθ 2 370 1 860

Eγ 1 930 1 980

Значения параметра εi0 составили 21,04 и 21,49 %  
при σi0 = 772 и 871 МПа соответственно.

(17)
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янными, не зависящими от истории его 
нагружения. Анализ экспериментальных ре-
зультатов, полученных нами при повторно-
лучевых нагружениях, показал, что числен-
ное значение этих параметров зависит от 
уровня интенсивности напряжений σi0, до-
стигаемого в базовом опыте. Поэтому опы-
ты проводились при различных значениях 
σi0 (σi0 = 700 – 900  МПа). В табл. 1 даны в 
качестве примера соответствующие значе-
ния для двух значений σi0.

Расчеты параметров Сβ, Сγ для опытов 
с различными значениями σi0 позволили 
заключить о приблизительно линейной за-
висимости указанных параметров от вели-
чины σi0:

0(5) (5)

0(33) (33)

(5)

(33)

0,886 0,9; 0,929 0,9;

0,939 0,9.

i

i

C

C

C

C

β

β

γ

γ

σ
= ≈ = ≈

σ

= ≈

В результате анализа поведения параме-
тров модели при дальнейшем нагружении 
(после первичного растяжения), при кото-
ром, как уже отмечалось, были проведены 
опыты как на повторно-лучевое, так и на 
повторно-циклическое виды нагружения, 
была установлена закономерность измене-
ния параметров, позволяющая более точно 
прогнозировать результаты эксперимента 
[29]. При этом принималось во внимание 
изменение значений Сβ, Сγ.

Параметры многоповерхностной теории 
пластичности. Податливость H0 определя-
лась на основе уравнения (16):

0,475

0
0

3251, 475
(мПа).

1470 1470
iH

σ − =  
 

Значения параметров H и R были рас-
считаны по результатам опытов на чере-
дующиеся осевые и кольцевые растяжения 
трубчатого образца.

Необходимо отметить, что в базовом 
опыте характер зависимости σi(εi) заметно 
меняется при переходе от первого кольце-
вого растяжения после первого осевого на-
гружения к последующим чередующимся 
осевым и кольцевым растяжениям. Поэто-
му, как и в работе [13], сделано предпо-
ложение об изменении свойств материала 

после первых циклов сложного нагружения 
и принято, что первому нагружению при 
максимальном отличии по углу ψ отвеча-
ют значения параметров С  = 1,6; n = 25,3, 
а последующим нагружениям, независимо 
от пути нагружения, отвечают значения 
С  =  0,2; n  =  5,9.

Учитывая характер аппроксимации за-
висимостей, мы пришли к выводу, что ве-
личина интенсивности напряжений σi0 при 
первичном растяжении в базовом опыте не 
влияет на значения коэффициентов A и n.

Кроме вышеизложенных, были опробо-
ваны и другие аппроксимирующие зависи-
мости для пластических податливостей, в 
частности

0,4
0(0,01892 lg( / )) 4

0 10 ,iRH H
−− σ −=

( / )0[( 0,03)/0,085 0,6]/0,2
0 10 .

R ieH H
σ− − −=

Результаты расчетов с применением 
этих соотношений в целом дали худшее со-
ответствие данным опытов, по сравнению 
с результатами расчетов, использующих со-
отношения (15).

Результаты испытаний  
и сопоставительный анализ моделей

Повторно-пропорциональные пути нагру-
жения. Многоповерхностная теория пла-
стичности с одной активной поверхностью 
достаточно хорошо описывает процесс на-
гружения по пропорциональным путям с 
разгрузками и переходами на другое на-
правление пропорционального нагружения. 
Структурная модель элемента материала с 
постоянными параметрами дает более за-
метные расхождения результатов с данны-
ми опытов.

Параметры структурной модели, опре-
деляемые в базовом опыте, зависят от вели-
чины интенсивности напряжений 0iσ  при 
первичном нагружении образца, а уровень 
значений iσ  при последующих циклах воз-
растал от цикла к циклу. Поэтому вычис-
ления проведены с использованием эмпи-
рической зависимости, установленной в 
опытах [29]:

max1 0,35 ,i
j j

R
C C

R
σ − ′′ ′= + 

 

(18)

(19)
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где 
jC ′′  – значение параметра Cj, отвечаю-

щее текущему значению наибольшей ин-
тенсивности напряжений σi max, индекс  
j = β,  γ (см. рис. 1, b); jC ′

 – значение па-
раметра ,jC  соответствующее значению 
предыдущей наибольшей интенсивности 
напряжений; R – значение предыдущей 
наибольшей интенсивности напряжений 
(радиус гиперповерхности, соответствую-
щей σi max на предыдущих этапах нагруже-
ния (см. рис. 3, b). 

В табл.����������������������������      ���������������������������     2 приведены в качестве при-
мера типичные данные, полученные нами 
в опытах по деформированию образцов в 
указанных условиях.

Структурная модель элемента материала 
с постоянными коэффициентами обеспе-
чивает качественное соответствие экспери-
ментальным данным, но количественное со-
поставление приводит к выводу о большом 
отклонении от них. Применение коррекции 
параметров приводит к существенному улуч-
шению прогноза, использующего соотноше-
ния структурной модели, и приближает по 
эффективности скорректированную модель 
к многоповерхностной теории.

Таким образом, результаты расчета де-
формаций по соотношениям многоповерх-
ностной теории с одной активной поверх-
ностью и расчета по структурной модели, 
использующей коррекцию параметров, 
дают хорошее соответствие с данными экс-
периментов.

Сложные пути нагружения. На рис. 5 
показаны экспериментальные результаты, 
найденные при сложных путях нагружения 
для одного из таких характерных процессов 
(см. рис. 3, b); приведенные данные сопо-
ставлены с расчетными, полученными для 
различных моделей материала. Параметр 
Одквиста на момент разрушения (на вто-
рой стадии) достиг следующих уровней: 

опытное значение – 0,340;
прогнозируемое при использовании 

структурной модели с коррекцией параме-
тров – 0,251;

прогнозируемое согласно многоповерх-
ностной теории – 0,345.

Таким образом, прогностические расче-
ты по обеим моделям дали удовлетворитель-
ное совпадение с данными эксперимента. 

При малых деформациях несколько лучшее 
соответствие достигалось с использованием  
структурной модели материала, при разви-
тых деформациях – модели, основанной на 
концепции поля пластических податливо-
стей. Это объясняется тем, что первая из 
этих сопоставляемых моделей более точно 
аппроксимирует начальный участок диа-
граммы деформирования, но хуже отражает 
участок развитых деформаций. Этот недо-
статок можно устранить, если корректиро-
вать параметры модели с учетом повыше-
ния уровня достигаемых интенсивностей 
напряжений. Такая коррекция существен-
но приближает ее прогноз к данным экс-
перимента (см. рис. 5).

Результаты расчетов по теории пласти-
ческого течения с кинематическим упроч-
нением (вторая из двух рассматриваемых 
моделей) указывают на неадекватный 
(неудовлетворительный) прогностический 
характер ее описания, относящегося к 
процессу сложного циклического дефор-
мирования.

Структурная модель элемента материала 
в целом несколько лучше описывает процесс 
сложного повторно-пропорционального 
циклического нагружения, чем многопо-
верхностная теория пластичности с одной 
активной поверхностью. Это можно объ-
яснить тем, что модельное описание пути 
этих нагружений повторяет путь нагруже-
ния в базовом опыте.

Однако следует отметить, что для повы-
шения адекватности структурной модели 
потребовалась коррекция ее параметров. 
Такая мера указывает на ее большую чув-
ствительность к условиям (по напряжени-
ям) проведения базового эксперимента и к 
уровню интенсивностей напряжений, до-
стигаемых в ходе опытов.

Многоповерхностная теория пластич-
ности с одной активной поверхностью 
лучше описывает исследованные сложные 
циклические пути нагружения, которые 
могут существенно отличаться от пути на-
гружения в базовом опыте. Это говорит о ее 
универсальном характере в отношении рас-
четов деформирования образцов материала 
и элементов конструкций, подверженных 
сложным циклическим нагружениям.
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Для многоповерхностной теории не вы-
явлено существенной зависимости ее пара-
метров от уровня нагружения как в базовом 
опыте, так и при произвольных путях на-
гружения. Она адекватно описывает слож-
ное циклическое нагружение с интенсив-
ностями напряжений как выше, так и ниже 
интенсивности напряжений, при которой 
определялись параметры модели. Дополни-
тельной коррекции параметров при этом не 
требуется.

Заключение

Проведено сравнение прогнозов мно-
гоповерхностной теории с одной активной 
поверхностью и структурной модели с ре-
зультатами экспериментальных исследова-
ний на стали 1Х18Н10Т-ВД при сложном 
непропорциональном пассивном нагруже-
нии.

Многоповерхностная теория пластич-
ности с одной активной поверхностью на-
гружения обеспечивает хорошую точность 
прогнозов для сложных путей нагружения, с 
участками полной и частичной разгрузки.

Для всех исследованных путей нагру-
жения результаты расчетов с использова-
нием структурной модели при неизменных 
значениях параметров модели и числе эле-
ментов дает худшее соответствие данным 
опытов, чем результат расчетов по много-
поверхностной модели. Прогнозы с при-
менением теории пластического течения с 
кинематическим упрочнением значительно 
уступают по точности двум вышеназван-
ным моделям.

Вариант структурной модели с перемен-
ными параметрами позволяет значительно 
уменьшить погрешности прогноза. Погреш-
ности расчетов с использованием такой мо-
дели и многоповерхностной теории близки 
для всех исследуемых путей нагружения.

В рамках многомодельного метода [30] 
исследования пластического деформиро-
вания установлены области достоверного 
применения многоповерхностной теории с 
одной активной поверхностью нагружения 
и структурной модели материала.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта РФФИ № 16-08-00845-а.

Рис. 5. Сравнение экспериментальных (1) и расчетных (2 – 5) результатов путей  
деформирования с использованием различных моделей для пути нагружения (см. рис. 3, b):

многоповерхностной теории с одной активной поверхностью (2); структурных моделей с коррекцией (3) 
и без коррекции (4) параметров; теории пластического течения с кинематическим упрочнением (5)
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