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Рассматривается напряженно-деформированное состояние (НДС) сильфо-
на U-образного компенсатора при нагрузке внутренним давлением. Выведены 
уравнения и проведены численные расчеты НДС сильфона как гофрированной 
оболочки вращения под действием осесимметричной нагрузки. Использован 
вариант классической теории оболочек на основе аналитической механики Ла-
гранжа. Численное решение системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений построено методом конечных разностей. Найдено предельное значе-
ние давления, при котором начинаются пластические деформации. Численно 
исследована потеря устойчивости равновесия сильфона. Проведены расчеты 
НДС в программе Ansys методом конечных элементов.

уПРугая обоЛоЧка, гофРа, СИЛьфоННый комПеНСатоР, уСтойЧИВоСть, 
метоД коНеЧНых РазНоСтей.

Введение

При монтаже трубопроводов использу-
ются компенсаторы для уменьшения напря-
жений от действия температуры и вибрации 
трубы. Сильфон компенсатора представля-
ет собой гофрированную оболочку враще-
ния под внутренним давлением жидкости. 
При проектировании и эксплуатации таких 
конструкций необходимо обеспечить их 
прочность и устойчивость.

Расчет предельного внутреннего давле-
ния, при котором оболочка компенсатора 
переходит в пластическое состояние либо 
теряет устойчивость, представляет как на-
учный, так и практический интерес. 

Цель работы – нахождение указанного 
давления посредством математического и 
компьютерного моделирования.

В первой части статьи сильфон модели-
руется тонкой упругой гофрированной обо-
лочкой. Выведена система обыкновенных 

дифференциальных уравнений (оДу) и по-
лучено ее численное решение. Предельное 
давление, при котором начинаются пласти-
ческие деформации сильфона, найдено по 
критерию мизеса. 

Расчетам оболочек посвящено много 
работ, содержащих теоретические [1 – 8], а 
также численные результаты [9, 10]. Неред-
ко полную систему уравнений для оболочек 
выводят из уравнений трехмерной теории 
упругости, вводя те или иные упрощения. 
однако использованию прямого подхода к 
расчетам оболочек как деформируемых по-
верхностей, а также аналитическим техно-
логиям следует отдать предпочтение. 

В данной работе применяется вариант 
классической теории оболочек как поверхно-
стей с материальными нормалями, построен-
ный на основе механики Лагранжа [11 – 14]. 
Применение этой теории для различных при-
ложений описано в статьях [15 – 17].
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Во второй части статьи рассматрива-
ется проблема статической устойчивости 
U-образного сильфона. Проведен теоре-
тический расчет предельного внутреннего 
давления на сильфон, при котором возни-
кают смежные формы равновесия. Резуль-
таты расчета верифицируются с помощью 
численного эксперимента методом конеч-
ных элементов в программе Ansys.

Уравнения теории тонких оболочек

оболочка рассматривается как матери-
альная поверхность, частицы которой об-
ладают пятью степенями свободы: тремя 
трансляциями и двумя поворотами. Дви-
жение определяется вектором малых пере-
мещений u и вектором малого поворота θ 
в касательной плоскости. Вводится вектор 
изменения нормали к оболочке

φϕ ≡ θ × =n nθϕ ≡ θ × =n n

(точка означает малое приращение при де-
формации). 

По выражению работы внешнего рас-
пределенного момента вводится обобщен-
ная сила, соответствующая вектору φ:

⋅m  θ = × ⋅m  φ, .× ≡ ×m m n

Деформация поверхности определяется 
тензорами

ε ( )⊥= ∇ Su , κ (= − ∇φ ) .⊥ + ⋅ ∇ Tb u

здесь ∇  – оператор гамильтона на по-
верхности, ≡ −∇b n  – второй метрический 
тензор. Величины в скобках с нижним и 
верхними  индексами обозначают соот-
ветственно составляющие в касательной 
плоскости ( ),⊥  симметричную часть (S) и 
транспонирование (T). 

Поворот связан с перемещением (со-
гласно кинематической гипотезе кирхго-
фа):

φ .= −∇ ⋅u n  

Принцип виртуальной работы позволяет 
вывести всю систему уравнений. Силовые 
факторы в оболочке вводятся как множите-
ли Лагранжа: τ, μ – симметричные тензоры 
сил и моментов; Q – вектор перерезываю-
щих сил. Эти тензоры и вектор лежат в ка-
сательной плоскости. 

Из вариационной постановки следуют 
уравнения баланса сил и моментов:

(∇ ⋅ τ + μ  ) 0,⋅ + + =b Qn q

(∇ ⋅  μ ) ,×⊥ + =Q m

а также граничные условия на контуре в 
общем виде: 

0[ −P ν  ( ) ( )]l⋅ + + ∂ ⋅ ⋅ δ −T Qn A ln u

− ⋅A  ν 0,ν⋅ ∂ δ =n u
0≡ × +A M n  ν · μ,

где q, ×m – внешняя распределенная на-
грузка и момент на поверхности; P0, M0  –  
внешняя распределенная нагрузка и мо-
мент на контуре. 

Всего в компонентах имеем пять урав-
нений равновесия и четыре скалярных 
условия на контуре оболочки.

На отрезке внутреннего контура длиной 
dl  с нормалью ν действует (со стороны ν) 
сила dF и момент dM:

d =F  ν  ( ) ,  dl d⋅ + =T Qn M  ν · (μ  ) ,dl× n

( ≡T  τ + μ  ).⋅ b

Для оболочки из изотропного материала 
соотношения упругости имеют вид

τ 1 2C C= ε +a ε, μ 1 2D D= κ +a κ,

trε ≡ (ε), trκ ≡ (κ),
2

1 2

2 2
1 1 2 2

(1 ), (1 ),

12, 12 .

C Eh C Eh

D C h D C h

= ν − ν = + ν

= =

здесь ≡ ∇a r  – первый метрический 
тензор на поверхности (единичный тензор 
в касательной плоскости); коэффициен-
ты C1, C2, D1, D2  взяты такими же, как в 
пластине кирхгофа; E – модуль упругости 
материала оболочки, h – ее толщина; ν  – 
коэффициент Пуассона. 

Соотношений упругости для вектора 
перерезывающих сил Q в классической 
теории нет, вместо него имеем соотноше-
ние (2).

Система уравнений для оболочек вращения

Рассмотрим оболочку, поверхность ко-
торой образована вращением меридиана 
вокруг оси x [11]. меридиан задается за-

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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висимостью цилиндрических координат от 
дуговой координаты: ( ),x x s=  ( ),sρ = ρ  а 
его положение на поверхности определяет-
ся углом θ  (рис. 1).

Радиус-вектор точек поверхности зада-
ется равенством

( , ) ( ) ( ) ( ),s x s s ρθ = + ρ θr i e  

cos( ) sin( ),ρ = θ + θe j k

где i, j, k – орты декартовой системы коор-
динат вдоль осей x, y, z соответственно; oрт 
касательной к параллели: 

sin( ) cos( ) .θ ρ= − θ + θ = ′e j k e

Для ортов касательной и нормали к ме-
ридиану в его плоскости имеем

( ) ( ) ( ),s x s s ρ′ ′= ∂ ∂ = + ρ θt r i e  

cos ,x ′ = ψ  sin ,′ρ = ψ

,s∂ ∂ = ωt n  ( ),s′ω ≡ ψ  sin cos ,ρ≡ − ψ + ψn i e

где ω  – кривизна меридиана, 1−ρ  – парал-
лели.

В осесимметричной задаче равны нулю 
компоненты внешних нагрузок qθ  и ,m×

θ  
вектор перемещений оболочки имеет две 
компоненты: 

.t nu u= +u t n

По формулам (1), (2) определим пово-
рот, деформации удлинения и изгиба:

1 ,u−
θ ρε = ρ  sin cos ,t nu u uρ ≡ ψ + ψ

,t t nu u′ε = − ω  ,t t nu u′ϕ = −ω −

1 2sin cos ,t u− −
θ ρκ = −ρ ϕ ψ − ρ ψ

 ( ) .t t n tu u′ ′κ = ω − ω − ϕ

С использованием уравнений (5) запи-
шем соотношения сил и моментов:

1 2 1( ) ,tD D Dθ θµ = + κ + κ  

1 2 1( ) ,t tD D D θµ = + κ + κ

1
1 2 1( ) cos ,tT C C C −

θ θ θ= + ε + ε − ρ µ ψ

1 2 1( ) .t t tT C C C θ= + ε + ε + ωµ

Систему в компонентах замыкают урав-
нения баланса (3):

1( ) sin 0,t t t tT T T Q q−
θ ′ρ − ψ + − ω + =

1 1cos sin 0,t t t nT T Q Q q− −
θ ′−ρ ψ + ω + ρ ψ + + =

1 1cos sin 0,t t t nT T Q Q q− −
θ ′−ρ ψ + ω + ρ ψ + + =

1( ) sin .t t t tQ m− ×
θ ′ρ µ − µ ψ + µ + =

Из граничных условий (4) следуют три 
скалярных условия на контуре оболочки.  
В случае заделки это условия 

0,t nu u= =  0.nuθ ′γ ≡ =  

На свободном же контуре с нормалью  
ν = t задаются растягивающая сила 0,t tT P=  
перерезывающая сила 0

t nQ P=  и изгибаю-
щий момент 0.t M θµ =

НДС оболочки  
при осесимметричной нагрузке

уравнения (6) – (8) могут быть сведены 
к системе оДу:

( ) ( , ),Y s f s Y′ =

T( , , , , , )t n t t tY u u T Qθ= γ µ

для столбца из шести неизвестных. 
Эта система имеет вид

,t t nu u′ = ε + ω  ,nu θ′ = γ  

2 2 ,t n t tu uθ′ ′γ = −ω − ω − ωε + κ

1( ) sin ,t t t tT Q T T q−
θ′ = ω − ρ − ψ −

1 1cos sin ,t t t nQ T T Q q− −
θ′ = ρ ψ − ω − ρ ψ −

1( ) sin ,t t tQ−
θ′µ = −ρ µ − µ ψ −

где введены обозначения

1 1 2( ) ( ),t t tT C C Cθε = − ε − ωµ +

1(sin cos ),t nu u−
θε = ρ ψ + ψ

Рис. 1. геометрическая схема к постановке за-
дачи: поверхность вращения оболочки  

образована вращением меридиана вокруг оси x; 
положение меридиана на поверхности  

определяется углом θ. остальные обозначения 
приведены в тексте

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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1 1 2( ) ( ),t t D D Dθκ = µ − κ +
1 2sin cos

 (sin cos ),
t

t nu u

− −
θκ = −ρ ψϕ − ρ ψ ×

× ψ + ψ

.t tu θϕ = −ω − γ

Система оДу (10) дополняется тремя 
граничными условиями на каждом крае 
оболочки. Эта краевая задача решается 
методом конечных разностей на проме-
жутке [0, ].s L∈  Дифференциальные урав-
нения аппроксимируются разностными с 
равномерным шагом / ;L Nδ =  функции 

t tu µ  непрерывного аргумента s  заме-
няются сеточными функциями ( ) ( )t i t iu µ  ( 0,1..., ).i N=  Численная схема позволяет 
вычислить приближенные значения функ-
ций в узлах. функции затем восстанавлива-
ется посредством интерполяции.

При аппроксимации системы (10) ис-
пользуется неявная симметричная одноша-
говая разностная схема, имеющая второй 
порядок точности [18]:

( ) ( , )Y s f s Y′ = ⇒ 1 1 ,
2

i i i iY Y f f+ +− +
⇒ =

δ
 

0,1,..., ,i N=

для чего вводится один дополнительный 
узел с номером 1,i N= +  и решение про-
должается вне области определения [0, ]L  
еще на один интервал δ  справа от грани-
цы. таким образом, неизвестными стано-
вятся 6 12N +  значений.

Разностные уравнения (11) – это си-
стема 6( 1)N +  алгебраических уравнений, 
которая дополняется разностными анало-
гами шести граничных условий в узлах с 
номерами 0, .i N=  Всего имеем 6 12N +  
уравнений для такого же количества не-
известных, и система может быть решена 
стандартными алгоритмами [19]. После ее 
решения значения неизвестных функций 
в дополнительном узле откидываются и 
не используются при интерполяции. Из-
ложенная схема была реализована в пакете 
Mathematica [20].

меридиан гофрированной оболочки 
можно задать в виде

0( ) sin ,x R r xρ = + Ω  2 ,wΩ = π

где R0, r – образующие радиусы; m – число 

волн по длине оболочки; w – длина одного 
гофра. 

Для каждой точки меридиана вычисля-
ется дуговая координата по формуле

2

0

( ) 1 ( ) ,
x

xs x dx′= + ρ∫
затем строятся интерполяции ( ),x s  ( )sρ  и 
рассчитываются остальные коэффициенты 
системы (10):

cos ,sx ′ψ =  sin ,s′ψ = ρ  1( ) .s sx −′′ ′ω = ρ

После определения сил и моментов не-
обходимо вычислить напряжения на лице-
вых поверхностях:

2

6
,t t

t hh
µ τ

σ = ± +  
2

6
,

hh
θ θ

θ

µ τ
σ = ± +

где ,t t tTτ = − ωµ  1 2 1( ) ,tC C Cθ θτ = + ε + ε  

1 2 1( ) .tD D Dθ θµ = + κ + κ
Далее находятся компоненты девиатора 

напряжений и норма мизеса Seqv:

(2 ) 3,t tS θ= σ − σ  (2 ) 3,tSθ θ= σ − σ  

Seqv 
2 2

eqv ( ) 2.tS Sθ= +S

Начало пластических деформаций в 
оболочке определяется условием текучести 
[21]:

* 3 ,eqv = τS

где *τ  – предел текучести материала при 
растяжении. 

Давление на оболочку, при котором 
условие (15) выполняется, будем считать 
предельным.

Проведены расчеты гофрированной 
оболочки с параметрами 0 63,1R =  мм,  

7,6r =  мм, 1h =  мм, 14w =  мм, 3,5.m =  
материал оболочки – сталь с модулем 
упругости E = 200 гПа и коэффициентом 
Пуассона 0,3.ν =  Давление 1nq =  мПа. 
края оболочки защемлены.

(11)

(12)
Рис. 2. форма меридиана до (1) и после (2) 

приложения нагрузки 

(13)

(14)

(15)
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а) b)

а) b) с)

форма меридиана до и после прило-
жения нагрузки показана на рис. 2; при ее 
построении смещения были промасштаби-
рованы.

На рис. 3 представлены зависимости 
усилий и изгибающего момента на внутрен-
нем контуре оболочки от координаты x.

Расчеты показали, что максимум 
нормы мизеса, соответствующий при-
ложенной нагрузке 1nq =  мПа, равен  

max 62=eqvS  мПа. Предел текучести стали 
при растяжении * 215τ =  мПа. С учетом 
линейности задачи и формулы (15) можно 
утверждать, что пластическая деформация 

начнется при выполнении условия
max

* 3 ,cr
n eqvq S = τ

откуда следует критическое значение дав-
ления на оболочку 2cr

nq = мПа.

Расчет устойчивости сильфонного  
компенсатора U-образного типа

В работах [22, 23] описаны расчеты 
критического внутреннего давления, при 
котором наступает глобальная неустойчи-
вость оболочки сильфона U-образного типа  
(рис. 4, a). авторы предлагают рассматри-
вать сильфон как стержень с приведенной 

Рис. 3. Результаты расчета усилий (a) и изгибающего момента (b) в оболочке,  
у которой защемлены края. Представлены усилия Tt (1) и Qt (2) 

Рис. 4. Cильфон U-образного типа: его фотография на стенде (a); схема его модели  
для случая шарнирного закрепления на патрубках (b); условное цилиндрическое  

сечение сильфона (c)
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изгибной жесткостью. осевая сила, возни-
кающая в закрепленном патрубке сильфо-
на, принимается равной условной площади 
сечения оболочки, умноженной на вну-
треннее давление.

Рассмотрим случай шарнирно-
го закрепления сильфона на патрубках  
(рис. 4, b). Решение задачи о потере устой-
чивости стержня с шарнирным закрепле-
нием концов представляется формулой Эй-
лера:

2 2 .F EI l= π

Далее представим сильфон как полый 
цилиндр с неизвестной толщиной стенки 
(рис. 4, c). Выразим эффективный модуль 
Юнга через осевую жесткость сильфона K:

.E Kl S=

Выражения момента инерции данного 
сечения и его площади имеют вид

4 4
1 0( ) 64 ,I D D= π −

2 2
1 0( ) 4 .S D D= π −

Далее подставим выражения (17), (18) в 
формулу Эйлера:

2 4 4
1 0

2 2 2
1 0

( )
.

16 ( )
Kl D D

F
l D D

π −
=

−

Дальнейшие преобразования приводят 
к выражениям

2 2 / 8 ,eqF KD l= π  2 2 2
1 0( ) / 2,eqD D D≈ +

после чего выразим осевую силу в следую-
щем виде:

2 / 4.eqF p D= π

В итоге, подставляя выражение (21) в 
формулу (20), получим формулу для крити-
ческого внутреннего давления сильфона:

,
2
K K

p
l l

π π
= = µ

где μ = 0,5 при шарнирном закреплении,  
μ = 1 при смешанном, и μ = 2 при жестком 
защемлении.

таким образом, критическое внутреннее 
давление зависит от осевой жесткости ком-
пенсатора, от суммарной длины его гофров, 
а также от способа закрепления патрубков.

Сравнение результатов КЭ-моделирования  
и аналитического расчета 

Используемая схема конечно-
элементного расчета состоит из двух эта-
пов:

Первый – статический расчет сильфо-
на, нагруженного внутренним давлением;

Второй – поиск смежных форм равно-
весия.

Нами было рассмотрено несколько ва-
риантов геометрии гофра. Для каждого из 
них были построены сильфоны из 3 – 12 
гофр и рассмотрены постановки с различ-
ным закреплением, а именно: 

шарнир – шарнир, 
шарнир – заделка, 
заделка – заделка. 
В конечно-элементной (кЭ) модели ис-

пользованы 8-узловые оболочечные эле-
менты.

Рассмотрим схему кЭ-решения под-
робнее. Предварительно решается задача 
статического нагружения внутренним дав-
лением, из которой выводится матрица на-
пряжений [σ]:

[ ] ;T
inK U F=  [ ].U → σ  

Далее проводится поиск смежных форм 
равновесия. В работах [24, 25] описан учет 
изменения ориентации элемента поверх-
ности при поиске соседнего равновесного 
состояния. запишем уравнение равенства 
внешних нагрузок для смежных форм рав-
новесия:

[ ] [ ] ,T
i i iK Sψ = λ ψ

[ ] [ ] [ ][ ] ,T
g g

vol

S S S dV= σ∫  

где [S] – матрица жесткости,
 
[ ]gS  – матри-

ца производных функций форм.
В результате решения имеем набор мно-

жителей исходной нагрузки λi для каждой 
из возможных смежных форм равновесия:

.i i inF F= λ  

мы рассмотрели два набора параметров 
геометрии гофра (см. таблицу, наборы № 1 
и № 2). 

Для каждого из наборов параметров по 
результатам расчетов была построена кри-

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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вая распределения критического внутрен-
него давления в зависимости от количества 
N гофров в сильфоне. также на графиках 
представлены значения, полученные ана-
литически по формуле (22).

анализ полученных данных показал, что 
результаты кЭ-расчетов близки к теорети-
ческим (рис. 5, a). однако это не относится 
к оболочкам компенсаторов, для которых 
локальная форма потери устойчивости на-
ступает раньше глобальной. Например, на 
рис. 5, b при значении критического дав-
ления 20 мПа происходит заметное рас-
хождение результатов аналитического и 
конечно-элементного расчетов. здесь на-
глядно демонстрируется эффект потери 
устойчивости в плоскости гофра. Следует 

отметить, что критическое давление, при 
котором возникают смежные устойчивые 
локальные формы равновесия, практически 
не зависит от количества гофров в сильфо-
не.

Рассмотрим некоторые из полученных 
смежных форм равновесия сильфонов. На 
рис. 6 изображены сильфоны, состоящие 
из четырех и семи гофров. основные гео-
метрические параметры гофра приведены в 
таблице (набор № 3).

Из анализа рис. 6 можно заключить, 
что глобальная форма потери устойчиво-
сти характеризуется отклонением оболоч-
ки сильфона от оси симметрии, в то время 
как особенность локальной формы – изгиб 
оболочки в плоскости гофра.

таблица

Расчетные наборы геометрических параметров гофра при КЭ-моделировании

Параметр обозначение
значение параметра, мм

Набор № 1 Набор № 2 Набор № 3

Диаметр сильфона R 15 100 117
Внешний радиус гофра r 3,25 3,25 3,25
Высота гофра W 10 10 15,2
толщина слоя оболочки h 0,5 0,5 0,5

Рис. 5. Сравнение расчетных зависимостей критического внутреннего давления сильфона,  
полученных аналитически (кривые 4 – 6) и при кЭ-моделировании (1 – 3),  от количества гофров  

с двумя наборами параметров: № 1 (a) и  № 2 (b) (см. таблицу). 
Рассмотрены постановки задач с различным закреплением сильфонов: шарнир – шарнир (1,4),  

шарнир – заделка (2,5), заделка – заделка (3,6) 

а) b)
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Заключение

В работе поставлена и решена задача 
о напряженно-деформированном состоя-
нии и критическом внутреннем давлении 
в сильфоне компенсатора как упругой гоф-
рированной оболочки. Использован совре-
менный вариант классической теории обо-
лочек, выведены уравнения для оболочки 
вращения под осесимметричной нагрузкой. 
обыкновенные дифференциальные уравне-
ния для гофрированной оболочки решены 
методом конечных разностей. Использован 

критерий мизеса для нахождения критиче-
ского давления при переходе в пластическое 
состояние.

Проведено теоретическое и численное 
исследование устойчивости сильфона ком-
пенсатора U-образного типа под действием 
внутреннего давления, смоделированы усло-
вия возникновения смежных форм равнове-
сия. Сравнение теоретических результатов с 
данными численного эксперимента, прове-
денного в программе Ansys, выявило совпа-Ansys, выявило совпа-, выявило совпа-
дение для глобальной формы потери устой-
чивости при значительной длине оболочки. 

Рис. 6. Примеры сильфонов, для которых расчетом получены смежные формы равновесия:  
сильфоны, состоящие из семи (a – c) и четырех (d – f) гофров, при шарнирном (a, d),  

смешанном (b, e) и заделанном (c, f) закреплениях

а) b) с)

d) e) f)
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Belyaev A.K., Zinovieva T.V., Smirnov K.K. THEORETICAL AND EXPERIMENTAL 
STUDIES OF THE STRESS-STRAIN STATE OF EXPANSION BELLOWS AS ELASTIC 
SHELLS.

This paper studies a stress-strain state of the U-shaped expansion bellows under an  internal-pressure 
induced load. The bellows is considered as a corrugated shell of revolution under axisymmetric load.  The 
governing equations have been derived and the numerical calculations of the stress-strain state were carried 
out. A variant of the classical shell theory based upon Lagrangian mechanics was used. The finite-difference 
method was applied to solve the obtained system of ordinary differential equations. The ultimate internal 
pressure resulting in plastic deformations was determined. A simulation of the loss of equilibrium stability 
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