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ОПИСАНИЕ ДЕФОРМАЦИИ И РАЗРУШЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ,  
СОДЕРЖАЩИХ ВОДОРОД, С ПОМОЩЬЮ РЕОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

В работе предлагается двухконтинуальная реологическая модель, учитыва-
ющая изменения энергий связи водорода. Она позволяет описывать перенос и 
накопление водорода в металлах  и связанные с накоплением водорода измене-
ния механических свойств металлов. С помощью предложенной реологической 
модели можно также описать переход водорода из подвижного в связанное со-
стояние при соответствующих изменениях напряженно-деформированного со-
стояния материала.  Кроме того, предложенная модель позволяет одновремен-
но описывать изменения в материале, связанные с присоединением водорода к 
атомам матрицы. Указанные процессы приводят к ослаблению и разрушению 
материала.

РЕОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛь, ВОДОРОДНАЯ ХРУПКОСТь, КОНцЕНТРАцИЯ ВОДО-
РОДА, ДВУХКОНТИНУАЛьНАЯ МОДЕЛь.

Введение

Чрезвычайно важной задачей является 
учет влияния водорода на механические ха-
рактеристики материалов. Взаимодействие 
водорода с твердыми материалами явля-
ется хорошим примером влияния малого 
параметра в механике. Например, у алю-
миниевых сплавов со средними массовыми 
концентрациями водорода 0,4 – 0,8 ppm 
(миллионные массовые доли) наблюдается 
хрупкость, индуцированная водородом. 

Водородная хрупкость является причи-
ной многих катастроф, поэтому ее меха-
низмы тщательно исследуются [1 – 6].  

Создание современных конструкций 
невозможно без предварительного точного 
расчета на прочность. А поскольку водо-
род сильно влияет на прочность металлов, 
моделированию такого влияния посвящено 
множество работ. Среди них можно выде-
лить несколько основных подходов, учиты-
вающих влияние водорода на зарождение и 
движение дислокаций, на развитие трещин; 
подходов, учитывающих внутреннее давле-
ние водорода в металле;  развиты и физи-
ческие подходы.

Образование и движение дислокаций, 
их влияние на локальную пластичность  
(Hydrogen-Enhanced Localized Plasticity 
(HELP)) вблизи вершин трещин приводит 
к развитию  локальной пластичности ма-
териала вследствие очень высокой концен-
трации дислокаций. Механизм HELP был 
впервые описан в работе [7]. Затем в ста-
тьях [8 – 10] на основании физических со-
ображений о потенциалах взаимодействия 
водорода с дислокациями предложены 
определяющие уравнения, моделирующие 
локальные изменения  свойств материала в 
устье микротрещины. 

Вместе с тем, расчеты, выполненные  в 
работе [8], показывают, что существенные 
изменения механических свойств материала 
происходят при локальных концентрациях 
водорода порядка 9000 ppm, что является 
очень большой величиной для большин-
ства металлов.

В определяющие уравнения заложена 
неявная степенная зависимость от локаль-
ной концентрации водорода, которую не-
возможно измерить непосредственно, т. е. 
параметры уравнений (в том числе и пока-
затель степени) могут быть оценены только 
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косвенно. Указанное обстоятельство не по-
зволяет определить эти параметры для кон-
кретных материалов экспериментально и 
может приводить к значительным ошибкам 
при расчете на прочность.

Для верификации модели в работе [11] 
выполнен расчет локальной пластичности  
при рассмотрении трещины со сфериче-
ской вершиной. При этом показано, что 
даже модельные локальные концентрации 
водорода  всего  в 100 раз выше средних ис-
ходных. С учетом того, что эти средние со-
ставляют обычно значения порядка 1 ppm, 
локальные концентрации не превышают 
100 ppm. Таким образом, проверочный рас-
чет не подтверждает, что  под действием 
внешних механических нагрузок возможно 
локальное накопление водорода в металлах 
до концентраций порядка 9000 ppm (име-
ются в виду стали). 

Вторым источником возможных оши-
бок модели HELP является использование в 
ней модифицированного закона Фика [12]. 
В этот закон явно входит температурная за-
висимость коэффициентов влияния поля 
напряжений, но не входит экспоненциаль-
ная  зависимость коэффициента диффузии 
от температуры, что говорит о несбаланси-
рованном учете скоростей теплового дви-
жения частиц водорода и основной матри-
цы материала. Другими словами, влияние 
температуры на матрицу учитывается, а на 
водород – нет. 

Существует еще целый ряд неопределен-
ностей, о которых пишут авторы модели, 
в частности имеется нелинейная зависи-
мость внутреннего потенциала от величи-
ны напряжений и от концентрации водоро-
да. Поскольку такая модель предполагает, 
что   рассматриваются огромные локальные 
концентрации, многократно превышающие 
наблюдаемые на практике, все нелинейно-
сти должны играть большую роль.

Известна также модель отслаивания 
(Hydrogen-Enhanced DEcohesion (HEDE)) 
[13], аналогичная HELP. Разница заключа-
ется в том, что в HEDE-модели учитывается 
снижение энергии образования свободных 
поверхностей разрушения при увеличении 
локальной концентрации водорода.   

В статье [14] отмечено, что модель 
HELP требует огромных вычислительных 
ресурсов при решении любой прикладной 
задачи, поэтому единственным выходом 
является использование континуальной 
модели развития дислокаций. Однако такая 
замена часто оказывается неадекватной, и 
авторы предлагают пользоваться критери-
ем роста субмикротрещины, т. е. сводят все 
«водородные» проблемы к моделированию 
развития трещины и снижению трещино-
стойкости.

Развитие индуцированных водородом 
трещин моделируется в работе [15]. Из-
начально предполагается, что трещина 
уже сформирована вдоль стенки трубы, а 
водород при диффузии внутрь трещины 
переходит в молекулярное газообразное со-
стояние  и создает избыточное давление,  
способствующее росту трещины. Градиент 
химического потенциала, который зависит 
от напряжений,  считается основной при-
чиной диффузии водорода. Дополнительно 
учитывается снижение трещиностойкости 
за счет изменения параметров в критерии 
разрушения при определении условий ро-
ста трещины. В результате удается рассчи-
тать только скорость роста трещины, кото-
рая сравнивается с экспериментальными  
результатами  [16]. При этом связь модели 
с реальными физическими  механизмами 
влияния водорода отсутствует. 

В статье [17] обсуждаются двух- и трех-
мерные постановки задачи о развитии 
«водородной» трещины. Установлены су-
щественные различия в значениях наи-
большего напряжения отслаивания и поро-
говой интенсивности напряжений, которые 
используются для описания свойств метал-
ла при аппроксимации одних и тех же экс-
периментальных результатов. Оказывается, 
что их надо задавать по-разному. Для боль-
шей определенности в работе [18] эти пара-
метры  рекомендовано подбирать на осно-
вании только трехмерной модели. 

В статье [19] представлен теоретический 
расчет изменений модуля сдвига и пара-
метров кристаллической решетки сплава 
платина-цирконий. Этот расчет сделан с 
использованием волнового псевдопотен-
циала. В качестве исходного взято соот-
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ношение, в котором на один атом водоро-
да приходится три-четыре атома матрицы 
(4000 ppm), что совершенно невероятно 
для обыкновенных конструкционных ма-
териалов. И даже в сплавах циркония при 
таких концентрациях водорода образуются 
гидриды, т. е. с механической точки зрения 
металл превращается в  композит.  

В статье [20] учитывается изменение 
тензора напряжений вследствие внутрен-
него давления, которое создает водород, 
внедряясь в матрицу металла. Проведено 
моделирование испытаний образцов  на 
растяжение  методом конечных элементов 
(МКЭ), и результаты сопоставлены с экс-
периментальными данными [21]. В отли-
чие от предыдущих работ, рассматривается 
влияние водорода только на шаровую часть 
тензора напряжений. При таком подходе 
влияние водорода обнаруживается только 
при концентрациях свыше 17 ppm, что для 
сталей является большим значением (со-
гласно известным экспериментальным дан-
ным, например [33], в среднем такое влия-
ние начинается с величины, в несколько 
раз меньшей).  

Еще одним основанием для сомнений 
в адекватности проведенного сопоставле-
ния результатов МКЭ-расчета  с данными 
работы [20] является недостаточно полное 
описание условий проведения эксперимен-
та. При испытаниях проводилось растяже-
ние образцов с канавкой при одновремен-
ном катодном наводораживании. Судя по 
описанию опыта, концентрация водорода 
никак не контролировалась. Более того, 
приведенные в работе [20] графики зависи-
мостей напряжений от деформаций явля-
ются техническими. Их недостаток состоит 
в том, что они не учитывают изменения 
диаметра шейки образца, а это приводит 
к недооценке фактического предела проч-
ности и упругих модулей по данным этих 
кривых. 

Для моделирования водородной хрупко-
сти применяется также метод молекулярной 
динамики [22 – 24], но из-за малости моде-
лируемых ансамблей указанный метод по-
зволяет описывать только микромеханизмы 
в вершине микротрещины или дислокации, 
что не дает возможности моделировать по-

ведение конструкций. Этим же недостатком 
обладает квантовомеханический подход  
[25, 26]: из-за большой неоднородности ре-
альных металлов он применим только для 
описания поведения трещин в идеальных 
кристаллах или для моделирования пове-
дения отдельных микротрещин и дислока-
ций. 

Таким образом, для прогнозирования 
поведения конструкций из материалов, 
содержащих водород, необходима макро-
модель, учитывающая влияние малых кон-
центраций водорода на механические ха-
рактеристики материалов.

Двухкомпонентный континуум  
для моделирования водородной  

деградации материалов

Водород внутри материалов  находится в 
ловушках различной природы: дислокаци-
ях, микротрещинах, на поверхности зерен 
и т. п. [1, 2]. Каждому типу ловушек может 
быть сопоставлена своя энергия связи [27].

При исследовании взаимодействия ме-
талл – водород установлено, что важную 
роль играет распределение концентрации 
водорода по типам ловушек или уровням 
энергии связи [28]. Например, в сталях 
общее содержание водорода составля-
ет 0,2 – 4,0 ppm. Однако только водород 
с низкой энергией связи (т. е. диффузно-
подвижный) сильно влияет на прочность и 
пластичность. Напротив, в алюминиевых 
сплавах весь растворенный водород  име-
ет низкую энергию связи – 0,2 – 0,8 эВ. 
Концентрации диффузно-подвижного во-
дорода, которые важны для механической 
прочности, имеют сходные значения в 
сталях и алюминиевых сплавах – они со-
ставляют менее 1 ppm. В сталях диффузно-
подвижный водород составляет 5 – 10 % 
от общей массы разведенного водорода. 
Напротив, в алюминиевых сплавах практи-
чески весь растворенный водород является 
диффузно-подвижным.

Водород с низкой энергией связи стре-
мится к зонам растягивающих напряжений 
(эффект Горского [29]). Накопление водо-
рода в зоне разрушения происходит как в 
результате сорбции из окружающей сре-
ды, так и при перераспределении его есте-
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ственных концентраций внутри материала. 
Водород с низкой энергией связи легко 
диффундирует; вместе с тем, малое значе-
ние энергии связи указывает на то, что  его 
взаимодействие с металлом очень слабое. 
Водород с высокой энергией связи, напро-
тив,  взаимодействует с металлом очень ин-
тенсивно, но при этом очень медленно пе-
ремещается внутри металла. Механические 
свойства вмещающего материала ухудша-
ются, прежде всего, вследствие  жесткого 
взаимодействия, так как водород, присое-
динившийся к атомам металла, отнимает 
энергию у кристаллической структуры.

Таким образом, процесс увеличения 
энергии связи водорода сопровождается 
уменьшением на ту же величину энергии 
связи внутри кристаллической структуры 
и связанной с этим деградацией ее меха-
нических характеристик [30]. Следователь-
но, материал, содержащий водород, можно 
представить состоящим из двух взаимодей-
ствующих континуумов. Масса диффузно-
подвижного водорода внутри произвольного 
объема  V записывается в виде следующего 
интеграла: 

H H .
V

m dV− −= ρ∫
Здесь H,m−  H

−ρ  – масса и объемная плот-
ность диффузно-подвижного водорода. 

В дифференциальной форме уравнение 
баланса массы водорода имеет вид 

H
H H H( ) = ,j

t

−
− − −∂ρ

+ ∇ ⋅ ρ
∂

v

где Hj
−  – объемный источник  диффузно-

подвижного водорода, H
−v  – вектор скоро-

сти его перемещения. 
В терминах концентрации H H H= /N m− −ρ  

уравнение баланса массы водорода может 
быть записано в форме

H H
H H

H

( ) = .
N j

N
t m

− −
− −∂

+ ∇ ⋅
∂

v

Для водорода, связанного с матрицей 
материала, можно записать аналогичное 
уравнение баланса массы: 

H H
H H

H

( ) = ,
N j

N
t m

+ +
+ +∂

+ ∇ ⋅
∂

v

где H,N +  H
+v  – концентрация и скорость 

частиц связанного водорода (а также свя-
занных с ними частиц материала, вмещаю-
щего водород).

Равенство H H= =j j j− +−  означает от-
сутствие распределенного внутреннего по-
ступления водорода внутри материала. Мы 
описываем, таким образом, только переход 
водорода из одного состояния в другое и 
его перераспределение за счет диффузии. 

Как уже было отмечено, концентрации 
водорода, критические для механических 
свойств материала, как правило, невелики. 
Следовательно, можно описать внутренний 
переход частиц водорода между энергети-
ческими уровнями в виде линейных соот-
ношений: 

H H= .j N N− +α − β

Перейдем к уравнениям динамики вме-
щающего материала. С точки зрения рео-
логии, это уравнения первого континуума. 
Этот континтинуум моделирует твердое 
тело и присоединенные к его частицам ча-
стицы водорода. Динамическое уравнение 
первого континуума имеет вид 

0 H H H= ( ) ,+ + +∇ ⋅ ρ + ρ + + jф v v rτ 0 H H H= ( ) ,+ + +∇ ⋅ ρ + ρ + + jф v v r

где τ – тензор напряжений, R – сила вза-
имодействия между вмещающей средой и 
диффузно-подвижным водородом (между 
континуумами).

Второй континуум, моделирующий 
диффузно-подвижный водород, очевид-
но можно моделировать как идельный газ. 
Давление газа p имеет положительный знак 
при сжатии. Поэтому можно записать ди-
намическое уравнение в форме 

H H H= .p j− − −−∇ ρ − −v v R

Модуль вектора скорости частиц 
диффузно-подвижного водорода H

−v  имеет 
малую величину, так как эта скорость опи-
сывает диффузию водорода в твердом теле.

Упругая энергия деформаций твердо-
го тела состоит из двух частей: шаровой и 
сдвиговой. Соответственно, мы можем вы-
делить сферическую часть и девиатор тен-
зора инерции 

τ = ,σ +ф I s

где σ  – главные напряжения, s – девиатор, 

(1)
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I – единичный шаровой тензор.  
Эффект Горского состоит в том, что 

энергия объемного растяжения определя-
ет диффузию водорода и взаимодействие 
водорода с матрицей вмещающего мате-
риала. Следовательно, можно считать, что 
только сферическая часть тензора напряже-
ний будет зависеть от второго континуума. 
Уравнения динамики двухконтинуальной 
сплошной среды в этом случае имеют вид 

H
0 H H= ( ) ,j

t

+
+ +∂

∇σ ρ + ρ + + − ∇ ⋅
∂
v

v R s

H
H H= .p j

t

−
− −∂

−∇ ρ − −
∂
v

v R

Для простоты дальнейшего анализа 
ограничимся одномерным случаем, так как 
он позволяет проиллюстрировать основную 
идею построения реологической модели 
материала, содержащего небольшие есте-
ственные концентрации водорода.

Рассмотрим одномерную идеализиро-
ванную кристаллическую решетку мате-
риала. Ее можно схематически изобразить 
в виде точечных масс, соединенных пру-
жинами (рис. 1). Ослабление взаимодей-
ствия частиц материала, вызванное «при-
соединением» к кристаллической матрице 
частиц водорода, создает цепочку новых 
упругих связей в кристаллической решетке. 
Эти связи меняют жесткость всей цепочки. 
Очевидно, что в данном случае можно пре-
небречь массой частиц водорода, т. е. счи-
тать, что 0 >> .Hm mmH.

Для реологической модели неважно, ка-
ким образом происходит физическое взаи-
модействие. Частицы водорода могут быть 
атомами, молекулами или более сложными 
образованиями, например молекулами гид-
ридов. То же самое относится к частицам 

материала (именно поэтому мы используем 
термин «частицы»).

Общую жесткость цепи с учетом объ-
емной концентрации частиц водорода N0 
можно получить из следующего соотноше-
ния:

0 0 H H

0 H

= .
N N N N
C C C

+ +

Ξ

−
+

Определящее уравнение, построенное 
по аналогии с одномерной моделью, содер-
жащей присоединенные частицы водорода, 
имеет вид 

0 H 0

0 H H 0 H

= , = ,
( )

E E N
E E

N E N E EΞ Ξ +σ ε
+ −

где σ – напряжение; 0N  – объемная кон-
центрация частиц кристаллической решет-
ки в элементарном объеме; HN +  – объем-
ная концентрация частиц кристаллической 
решетки, к которым «присоединились» 
частицы водорода с жесткостью упругой 
связи HC  (и, одновременно, объемная кон-
центрация частиц связанного водорода); 
EH – эквивалентный упругий модуль,  ха-
рактеризующий жесткость измененной во-
дородом связи в кристаллической решетке 
материала; E0 – исходный упругий модуль 
материала,  не содержащего водород; ε – 
деформация; EΞ – общий упругий модуль 
материала, содержащего водород.

Величина ΞE  может быть значительно 
меньше, чем исходный упругий модуль ма-
териала, не содержащего водород, так как 

H 0<< :E E

0 0
H

0 H H 0

H 0
H 0

=

1
<< .

( / )

E N
E E

N E N E

E E
N N

Ξ +

+

≈
+

≈

Сильное влияние концентрации при-
соединенных частиц водорода HN +

 на об-
щий модуль упругости наглядно демон-
стрирует приведенное выше уравнение: чем 
выше доля присоединеных частиц водорода 

H 0/ ,N N+  тем ниже модуль упругости мате-
риала. 

Число частиц решетки, к которым при-
соединены частицы водорода, зависит от 
напряженного состояния решетки в каждой 

Рис. 1. Одномерная модель  
кристаллической решетки с присоединенными 

частицами водорода;  
C0, CH –жесткость упругих связей в кристаллической 

решетке при отсутствии и в присутствии частиц  
водорода соответственно

(2)
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точке и от времени. Неизвестную функцио-
нальную зависимость EΞ  от H( , , )N x t+ ε  сле-
дует  определять с помощью модели двух-
компонентного континуума.

Из соотношения (2) уравнение для  

H= ( , ( , , ))N x t+σ σ ε ε

можно получить на основании стандартной 
формы для одномерной упругой цепи: 

H H
0 0

H 0 H 0 H H 0 H 0

= = 1 1 .
/ ( ) /

N N
E E E

N N E E E N N E E

+ +

Ξ + +

   
σ ε ε − ≈ ε −   + − +   

H H
0 0

H 0 H 0 H H 0 H 0

= = 1 1 .
/ ( ) /

N N
E E E

N N E E E N N E E

+ +

Ξ + +

   
σ ε ε − ≈ ε −   + − +   

Это уравнение иллюстрирует зависи-
мость напряжений от концентрации при-
соединенных частиц водорода.

По аналогии с идеальным газом, на-
ходящимся в порах и пустотах материала, 
определяющее уравнение, описывающее 
связь давления p и плотности второй среды 

H,−ρ  имеет вид 

H

3
= ,

2
p N kT−

где HN −  – объемная концентрация частиц 
подвижного водорода, k – постянная Боль-
цмана, T – абсолютная температура под-
вижного континуума.

Мы полагаем, что силу взаимодействия 
R между подвижными частицами водорода 
и решеткой можно также  описать в рамках 
подхода, используемого для потока идеаль-
ного газа. Это позволяет получить следую-
щее представление для величины R: 

H H H= ( ) [ ].R F v v− − +ε ρ −

 Силу взаимодействия можно рассма-
тривать как линейную функцию от разно-
сти скоростей частиц двухконтинуальной 
сплошной среды. Параметр ( )F ε  (зависит 
от деформаций ε ) пропорционален пло-
щади «проходного сечения» и определяется 
свойствами материала, такими как пара-
метры кристаллической решетки, площадь 
поверхности кристаллических зерен, соот-
ношение этой площади с объемом зерна, 
пористостью и т. п. 

Источниковый член J взят нами в фор-
ме, предложенной в работе [31], т. е. анало-

гично формуле (1): 

H H= ,J N N− +α − β

где ,α  β  – положительные коэффициен-
ты, описывающие сорбцию и десорбцию 
диффузно-подвижного водорода внутри 
кристалличсекой решетки из каналов диф-
фузии. 

Роль этих коэфициентов можно проил-
люстрировать, если использовать решение 
уравнений баланса частиц в предположе-
нии равномерного распределения объем-
ной концентрации связанных и подвижных 
частиц водорода [31]. Указанная система 
уравнений имеет вид

H
H H

H
H H

= ,

= .

dN
N N

dt
dN

N N
dt

+
− +

−
− +

α − β

−α + β

Налагаем следующие начальные усло-
вия: 

H H(0) = 0, (0) = ,N N+ − −Ψ .

Это означает, что в начальный момент 
времени в материале нет связанного водо-
рода, а диффузно-подвижный имеет кон-
центрацию .−Ψ  В этом случае решения  
системы (4) имеют вид: 

( )
H = (1 ),tN e+ − − α+βα

Ψ −
α + β

( )
H = 1 (1 ) .tN e− − − α+β α

Ψ − − α + β 
Полученные временные зависимости 

приведены на рис. 2. Они демонстриру-
ют процесс насыщения водородом вме-
щающей среды и снижения концентрации 
диффузно-подвижного водорода до равно-
весных значений, определяемых коэффи-
циентами сорбции и десорбции. Параметры 
α  и β  должны определяться эксперимен-
тально, так как механизмы сорбции и де-
сорбции лежат вне нашего рассмотрения.

Следует отметить, что уравнение (4) опи-
сывает обмен частиц водорода с различной 
энергией связи (связанных и подвижных) 
при условии, что мобильные частицы водо-
рода имеют нулевую скорость. Как следует 
из уравнения (3), это реализуется при усло-
вии ( ) = 0,F ε  т. е. когда перенос подвижных 

(3)

(4)
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частиц водорода исключен. Очевидно, что 
в этом случае весь диффузно-подвижный 
водород будет менять свою энергию связи 
и прикрепляться к частицам вмещающей 
среды при условии, что >> .α β

После замены 

H H H= ,m N+ +ρ  H H H= m N− −ρ  и H

0

= .
N

n
N

+
+  

мы можем записать полную систему урав-
нений двухконтинуальной сплошной сре-
ды для одномерного случая в следующем 
виде:

H
0 H H

H
H H

0 0 H

H H H
H

H H H
H

= ( ) ,

= ,

( )
= 0,

( )
= / ,

( )
= / .

v
Jv R

x t
vp

Jv R
x t

v
t x
N N v

J m
t x

N N v
J m

t x

+
+ +

−
− −

+

+ + +

− − −

∂σ ∂
ρ + ρ + +

∂ ∂
∂∂

− ρ + −
∂ ∂

∂ρ ∂ ρ
+

∂ ∂
∂ ∂

+
∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂
Здесь 

0 H

H 0 H

= ,
( )

E E
E n E E+σ ε

+ −

H H H= ( ) [ ],R F v v− + −ε ρ −

H H= .J N N− +α − β

Полученая система уравнений (5) явля-
ется полной. Вместе с тем, эти уравнения 
обладают сильной нелинейностью. По этой 
причине для дальнейшего анализа мы огра-
ничим наше рассмотрение случаем стати-
ческого одноосного растяжения-сжатия. 

Необходимо отметить, что понятие ста-
тического напряженного состояния являет-
ся весьма условным. Его следует отнести к 
балансовым уравнениям сплошной среды 
(5). Предположение о статическом дефор-
мировании позволяет описывать движение 
второго компонента чистыми кинематиче-
скими соотношениями. Иными словами, 
изменение структуры материала со време-
нем – это своего рода «динамика». Поэто-
му естественно искать решение проблемы в 
следующем виде: 

H H H H= ( , ), = 0 , = 0 ,st x t v v v v+ + − −ε ε + ε + + 

где stε  – равномерная статическая дефор-
мация. 

Очевидно, что функциональную зависи-
мость H H= ( , , )N N x t+ + ε  можно  представить 
в виде 

H
H H

=

( , , ) = ( , , ) ( , ).st st

st

N
N x t N x t x t

+
+ +

ε ε

∂
ε + ε ε + ε

∂ε
 

Соответственно для напряжений σ  

Рис. 2. Зависимости нормализованных  концентраций диффузно-подвижных H( )N −   
и связанных H( )N +  частиц водорода от времени при их равномерном пространственном  

распределении в кристаллической решетке. α, β – положительные коэффициенты, описывающие 
сорбцию и десорбцию диффузно-подвижного водорода внутри кристалличсекой решетки;  

−Ψ  – его начальная концентрация

(5)
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можно записать следующее уравнение:

0
H 0

0
H 0

= = 1
/

1 ( ).
/

st st

n
E

E E n

n
E O

E E n

+

+

+

+

 
σ σ + σ − ε + + 

 
+ − ε + ε + 



 

Необходимо отметить, что σ  связано с 
,ε  т. е. имеются индуцированные напряже-

ния, связанные с реорганизацией внутрен-
ней структуры, которая генерирует напря-
жения .σ

Сложная зависимость напряжения

H 0= ( , ( , , )) = ( , ( , , ))N x t N n x t+ +σ σ ε ε σ ε ⋅ ε

от деформации преобразует первое уравне-
ние системы (5) в уравнение  

H
0 H H( ) .

n n
x x xn

v
Jv R

t

+ +

+

+
+ +

 ∂σ ∂ε ∂σ ∂ ∂ε ∂
+ + = ∂ε ∂ ∂ε ∂ ∂∂  

∂
= ρ + ρ + +

∂

Оставаясь в рамках статического подхо-
да, мы можем переписать это уравнение в 
виде 

= 0;st st

x
∂σ ∂ε
∂ε ∂

H
0 H H=

=
= =

= ( )

.

st

st
st st

v
J v

x t

n
R

xn

+
+ +

ε ε

+

+ε ε
ε ε ε ε

∂∂σ
ρ + ρ + +

∂ ∂
∂σ ∂

+ −
∂∂






Здесь

( )

0
H 0 =

0
H 0 =

H H=

= 1 ,
/

= 1 ,
/

= .

st

st

st

st
st

n
E

n E E

n
E

n E E

R F v

+

+

ε ε

+

+

ε ε

− −
ε ε

   σ ε −  +   
   σ ε −  +   

− ε ρ



Второе уравнение в системе (6) опи-
сывает зависимость поля напряжений ,ε   
индуцированного изменением структуры 
связей, для случая, когда известен главный 
член 

.

=

n
xn

st

+∂σ ∂
⋅

+ ∂∂ ε ε

Для второго континуума мы можем за-
писать следующие соотношения: 

H H H H

3
= ( ) , = ,

2st

p
F m N v p N kT

x
− − −∂

− ε
∂

где H H H= m N− −ρ ⋅  – плотность диффузно-
подвижного водорода.

Урвнения (8) преобразуются к виду 

H
H H H

3
= ( ) .

2 st

N
kT F m N v

x

−
− −∂

− ε
∂

Последнее уравнение аналогично зако-
ну Дарси, в котором коэффициент диффу-
зии зависит от поля деформаций .stε

Таким образом, для скоростей частиц 
водорода (второго континуума) получим 
выражение

H
H

H H

3 1
= .

2 ( )st

NkT
v

F m xN

−
−

−

∂
−

ε ∂

К приведенным выше уравнениям не-
обходимо добавить уравнения баланса для 
числа связанных и диффузно-подвижных 
частиц водорода: 

0 H 0

H H H
H 0

= ,

= ( ).

n
N N N n

t
N N v

N N n
t x

+
− +

− − −
− +

∂
α − β

∂
∂ ∂

+ − α − β
∂ ∂

Используя выражение (9), получим из 
этих уравнений новое уравнение для доли 
частиц связанного водорода в материале:

( )

2

2

2 3

2 2
H

( )

3
= 0.

2 st

n n
tt

kT n n
m F x t x

+ +

+ +

∂ ∂
+ α + β −

∂∂
 ∂ ∂

− β + ε ∂ ∂ ∂ 
 Уравнение (10) представляет собой 

уравнение смешанного типа, так как содер-
жит члены, типичные для гиперболических 
уравнений: 2 2/ ,n t+∂ ∂  2 2/ ,n x+∂ ∂  а также  
члены, типичные для уравнений парабо-
лического типа: / ,n t+∂ ∂  3 2/ .n t x+∂ ∂ ∂  Это 
означает, что подробный анализ нестацио-
нарной задачи при  конечном начальном 
возмущении должен продемонстрировать 

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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характерный движущийся фронт увеличе-
ния (или уменьшения) концентрации ча-
стиц водорода. 

Для того чтобы провести анализ этого 
уравнения, используем метод разделения 
переменных Фурье. Для этого мы предпо-
лагаем, что

( , ) = ( ) ( ).n t x T t X x+
+ +⋅

Тогда 

2

H

( ) ( ) ( ) ( )
= = .

3 ( )( ( ) ( ))
2 ( )

x

st

T t T t X x
kT X xT t T t

m F

+ + +

+
+ +

′′+ α + β
−γ

β +
ε

 



Отсюда получаем обыкновенное диф-
ференциальное уравнение для  ( ) :X x+  

2( ) ( ) = 0,xX x X x+ +′′ + γ

а также обыкновенное дифференциальное 
уравнение для ( ) :T t+  

2

H

2

H

3
( ) ( ) ( )

2 ( )

3
( ) = 0.

2 ( )

x
st

x
st

kT
T t T t

m F

kT
T t

m F

+ +

+

+ α + β + γ +
ε

+γ β
ε

 

Будем решать задачу при следующих на-
чальных условиях: 

H

0

(0, ) = 0,

2
(0, ) = 1 cos ,

2
(0, ) = 1 cos ,

n x

x
N x

x
n x

N

+

− −

−
+

π Ψ + λ 
αΨ π + λ 



где параметр λ  определяется параметрами 
микроструктуры рассматриваемого мате-
риала.

Сначала построим уравнения для по-
стоянного члена ряда ( )X x+  на основании 
начальных условий  (11). В этом случае 

2 = 0xγ  и уравнение для временного мно-
жителя ( )T t+  имеет вид:

( ) ( ) ( ) = 0.T t T t+ ++ α + β 

Решениями этого уравнения будут 
функции вида

( )
0 1( ) = ,tT t T T e− α+β

+ +

где константы 0T  и 1T  определяются на-
чальными условиями.

Для второго члена ряда ( )X x+  значение 
2 2 2= 4 / ,xγ π λ  и уравнение для ( )T t+  имеет 

вид 
2

2
H

2

2
H

4 3
( ) ( )

2 ( )

4 3
( ) = 0.

2 ( )

st

st

kT
T t T t

m F

kT
T t

m F

+ +

+

 π
+ α + β + + ελ 

π
+ β

ελ

 

Введем обозначение 
2

H

3 2
( ) = ,

2 ( )st
st

kT
G

m F
π ε  ε λ 

.

Тогда уравнение (12) примет форму

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) = 0.st stT t G T t G T t+ + ++ α + β + ε + ε β 

Его решением является функция
1 2

3 4( ) = ,
t t

T t T e T e
−ξ −ξ

+ +

где 

( )21

1
= ( ) ( ) 4 ( ) ;

2 st st stG G G ξ α + β + ε − α + β + ε − β ε  

( )21

1
= ( ) ( ) 4 ( ) ;

2 st st stG G G ξ α + β + ε − α + β + ε − β ε  

( )22

1
= ( ) ( ) 4 ( ) .

2 st st stG G G ξ α + β + ε + α + β + ε − β ε  

( )22

1
= ( ) ( ) 4 ( ) .

2 st st stG G G ξ α + β + ε + α + β + ε − β ε  
Подстановка в начальные условия дает 

после интегрирования по полному периоду 
гармоники следующие соотношения:

( )

0 1
0

3 4 2

0

= = ,
( )

= = .
( ) 4 ( )st st

T T
N

T T
N G G

−

−

αΨ
−

α + β

αΨ
−

α + β − ε + β ε

Эти выражения позволяют записать 
окончательный вид решения для относи-
тельной доли связанных частиц водорода:

1 2
( )

2
0

2
( ) cos1

( , ) = .
( ( )) 4 ( )

t

st st

xt t
e ee

n t x
N G G

−ξ −ξ
− − α+β

+

π − αΨ − λ+ 
α + β α + β + ε − β ε  

 

1 2
( )

2
0

2
( ) cos(1 )

( , ) = .
( ( )) 4 ( )

t

st st

xt t
e ee

n t x
N G G

−ξ −ξ
− − α+β

+

π − αΨ − λ+ 
α + β α + β + ε − β ε  

 
Как и следовало ожидать, равномер-

но распределенный по объему диффузно-

(11)

(12)

(13)
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подвижный водород будет увеличивать 
энергию связи независимо от диффузии, 
а неравномерно распределенный водо-
род должен диффундировать, и скорость 
диффузии будет определяться функцией  

( )stF ε  – условным размером «проходного 
сечения» каналов диффузии водорода в за-
висимости от деформации .stε

Уменьшение  величины ( )stF ε  приво-
дит к увеличению ( ).stG ε  Если ( ) 0,stF ε →  
то 1ξ  будет стремиться к 0 и сомножитель 

1 2( )t te e−ξ −ξ−  в формуле (13) будет стремиться 
к .te−β  Эта разность экспонент  определяет 
неоднородность в распределении концен-
трации водорода вдоль пространственной 
координаты. Следовательно, перераспреде-
ление концентраций водорода в результате 
диффузии будет замедляться. В предельном 
случае мы получим следующую формулу:

0

1 2
( , ) = cos .

( )

t

st

e x
n t x

N G

− −β
+  αΨ π

+ α + β ε λ 
Это означает, что и в предельном случае 

перераспределение частиц водорода будет 
определяться только процессами сорбции  
и десорбции.

Уравнения системы (7) можно использо-
вать для моделирования влияния водорода 
на зависимость ( ),σ ε  которую легко можно 
измерить. Стоит отметить, что эффекты, 
связанные с изменением температуры, а 
также нелинейные явления, вызванные из-

менением содержания связанного водорода 
из-за деформации материала, могут быть 
описаны в рамках предлагаемой модели. 

Экспериментальные данные работы [32] 
показывают, что предел текучести особенно 
сильно зависит от концентрации водорода.

Для упругого материала с линейной 
собственной упругостью логично предпо-
ложить, что площадь свободных поверхно-
стей при малых деформациях пропорцио-
нальна самой деформации. Следовательно, 
коэффициенты α  и β  должны линейно 
зависеть от деформации. Тогда при малых 
деформациях мы можем принять линей-
ную зависимость для отношения коэффи-
циентов:

0 1= .k k
β

+ ε
α

Последнее соотношение описывает из-
менение свойств материала в процессе 
перераспределения в нем водорода. Оно 
позволяет получить хоршую аппроксима-
цию экспериментальных данных. На рис. 3  
представлена зависимость максимальных 
растягивающих напряжений от начальной 
концентрации диффузно-подвижного во-
дорода для стали. Расчетная зависимость 
сопоставлена с экспериментальными дан-
ными. Эти данные были получены в рабо-
те [33] для  стали AISI 4135 (показаны на  
рис. 3 квадратиками).

Рис. 3. Расчетные (линия) и экспериментальные (символы) значения максимальных  
растягивающих напряжений в стали марки AISI 4135 в зависимости от начальной концентрации 

диффузно-подвижного водорода; 
расчет выполнен с помощью предлагаемой реологической модели, экспериментальные данные взяты  

из работы [33]

(14)
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Предлагаемый подход был использован 
для исследования влияния водорода на на-
пряжения в стенках трубопровода [34] и на 
усталостную прочность металлов [35, 36].

Обсуждение результатов

Расхождение между теоретическими и 
экспериментальными данными (см. рис. 3),  
наблюдаемое для малого начального со-
держания диффузионного водорода, мож-
но объяснить механизмами разрушения, не 
связанными с влиянием водорода и, зна-
чит, не описанными в модели. Остальные 
экспериментальные точки демонстриру-
ют хорошее совпадение с кривой, которое 
подтверждает адекватность представленной 
модели рассмотренным процессам.

Эта модель описывает разрушение ма-
териала и не содержит предположений о 
существовании в материале микротрещин 
или определенной концентрации дислока-
ций и их ориентации [8]. Этот подход так-
же отличается от моделирования водород-
ной хрупкости путем введения параметра 
трещиностойкости [15].

Согласно обширным эксперименталь-
ным исследованиям, которые были про-
ведены в течение многих десятилетий, 
необычайно сильное влияние водорода на 
напряженно-деформированное состояние 
материала можно объяснить только микро-
локализацией его накопления в ловушках, 
например таких, как трещины и дислока-
ции. Попытки описать такой механизм с 
помощью моделей HELP или HEDE при-
водят к необходимости рассматривать од-
новременно процессы  различного масшта-
ба. В этом случае  часто оказывается, что 
процесс на микроуровне локализован в ма-
териале и нестабилен во времени. Поэтому 
при расчетах реальных конструкций и чис-
ленном моделировании приходится вводить 
некоторые усредненные характеристики (и 
таким образом производить «размытие» ло-
кальных особенностей), которые лишают 
эти модели их первоначальной физической 
прозрачности.

Модель HELP [7] использует физиче-
ский механизм влияния водорода, который 
проявляется в  изменениях локальных меха-
нических характеристик металла, но только 

для количественных соотношений частиц 
водорода с атомами металла порядка 1 : 1. 
Получить в среднем такие концентрации 
водорода, чтобы определить конкретные 
значения параметров определяющего урав-
нения, при этом поставить эксперимент 
или провести расчет на базе физических 
механизмов взаимодействия водорода с ме-
таллом оказывается невозможным. Подоб-
ный эксперимент или расчет даже трудно 
себе представить с физической точки зре-
ния, так как  водород в твердом состоянии 
имеет постоянную кристаллической решет-
ки, которая в полтора раза больше, чем со-
ответствующая величина для большинства 
металлов.     

Следовательно, даже в твердом состоя-
нии чистый водород имеет объемную кон-
центрацию частиц втрое ниже объемной 
концентрации атомов металла.

Основным преимуществом предлагае-
мых определяющих уравнений и уравнений  
двухкомпонентной модели является их при-
менимость и на макроуровне. Микромеха-
низмы влияния водорода были включены 
в реологическую модель. Параметры ,α  ,β  

H,E  0k  и 1k  должны быть определены в 
пределах макровеличин, таких как экспе-
риментальные диаграммы напряженно-
деформированного состояния.

Несмотря на кажущуюся простоту это-
го подхода и большое количество опубли-
кованных данных, не все из них можно 
использовать для рассматриваемого при-
ближения. Почти все экспериментальные 
данные были получены в условиях насыще-
ния образцов, либо в растворе электролита, 
либо в газообразном водороде.

Вопреки установившемуся мнению о 
быстром перераспределении частиц водо-
рода внутри металла из-за  градиента кон-
центрации, простой расчет показывает, что 
такой процесс может длиться от нескольких 
десятков часов до нескольких лет, и при 
этом его скорость зависит от энергии связи 
водорода с ловушками. Наши собственные 
эксперименты показывают, что в случае 
гидрогенизации цинка при помощи галь-
ванического процесса распределение кон-
центрации водорода не становится равно-
мерным даже после целого года выдержки 
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образцов при комнатной температуре.
Таким образом, при нахождении харак-

теристик реологической модели следует 
выполнить корректное определение кон-
центрации водорода в материале и его объ-
емного распределения. Это представляет 
определенную сложность, и большинство 
исследователей определяют эти параметры 
косвенно с помощью измерения катодного 
тока и времени зарядки. В результате  полу-
ченные данные оказываются непригодны-
ми для определения модельных параметров, 
так как водород в этом случае  локализован 
вблизи поверхности образцов. Например, 
так и не существует однозначной зависи-
мости предела прочности при растяжении 
от времени зарядки водородом [37].

Наличие нисходящей части  на диаграм-
ме ( )σ ε  материала с водородом свидетель-
ствует о неустойчивости материала под на-
грузкой. При реальной нагрузке отказ будет 
наблюдаться, когда будет достигнута точка 
максимума напряжения на соответствую-
щей кривой. Эту точку можно интерпре-
тировать как предел прочности материала 
при растяжении в связи с его насыщением 
водородом.

Выводы

Предложенная модель позволяет опи-

сать кинетику поведения частиц водорода 
в металлах и, в частности, оценить пере-
ход водорода от подвижного в связанное 
состояние (в зависимости от напряженно-
деформированного состояния материала) и 
описать накопление связанного водорода, 
которое в конечном итоге приводит к раз-
рушению материала.

Для использования выдвинутой модели 
не требуется каких-либо исходных предпо-
ложений о наличии дефектов и их распре-
делении.

Анализ линейного приближения моде-
ли в случае одноосного растяжения, при 
отсутствии диффузии водорода, а также 
нелинейного приближения в случае одно-
осного растяжения,  дает адекватные ре-
зультаты.  

Мы предлагаем новый подход к модели-
рованию поведения деформируемого твер-
дого тела с учетом влияния водорода на 
свойства свободных поверхностей и меж-
атомных связей в монокристаллах в раз-
личных масштабах. Это дает основания для 
применения модели к описанию многомас-
штабных материалов с нано- и микрострук-
турой.

Исследование выполнено за счет гран-
та Российского научного фонда (проект  
№15-19-00091).
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Belyaev A.K., Kudinova N.R.,  Polyanskiy V.A., Yakovlev Yu.A. THE  DESCRIPTION 
OF DEFORMATION AND DESTRUCTION OF MATERIALS CONTAINING HYDROGEN 
BY MEANS OF RHEOLOGICAL MODEL.

The two-continuum rheological model taking account of a change in the hydrogen-binding energy has 
been proposed in this paper.  As in the case of conventional approach our model makes it possible to describe 
the hydrogen transfer and its accumulation in the metals and to explain changes in the mechanical properties 
of metals that are caused by that accumulation.  The proposed rheological model describes the hydrogen 
transition from a mobile state to the bound one, depending on the stress-strain state. Concurrent with  this 
achievement, our model describes the changes in the material matrix taking place as a result of the hydrogen 
addition to the matrix atoms. These processes lead to weakening and destruction of the material.

RHEOLOGICAL MODEL, HYDROGEN EMBRITTLEMENT, HYDROGEN CONCENTRATION, TWO-CONTINUUM 
MODEL, DEFORMATION, DESTRUCTION.
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