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Развитие стратифицированного течения за сферой,  
обтекаемой вязкой жидкостью, при наличии внутреннего 

или поверхностного волнения

В работе исследованы взаимодействие течения за сферой с фоновыми внут-
ренними волнами и развитие стратифицированного течения за этой сферой 
при наличии поверхностного волнения. Установлено, что результаты расчетов 
с помощью метода крупных вихрей (LES) позволяют получить дополнительную 
информацию о характеристиках течения, возникающего за сферой, обтекаемой 
потоком жидкости. Жидкость характеризуется неоднородным распределением 
плотности по вертикали, изменяющимся во времени. Использование числен-
ных экспериментов  дало возможность определить влияние фоновых внутрен-
них и поверхностных волн на характеристики течения за сферой.

Численное моделирование, стратификация, метод крупных вихрей, 
обтекание сферы, вязкая жидкость.

Введение

В настоящее время проблема расчета ха-
рактеристик стратифицированных потоков, 
относящаяся к задачам гидродинамики по-
груженных тел, требует решения в части 
учета изменения фоновых характеристик 
потока. В качестве таких характеристик 
можно рассматривать внутренние и поверх-
ностные волны, а также турбулентность.  

 Взаимодействие погруженных тел со 
стратифицированной жидкостью исследо-
валось многими авторами как теоретически 
[1, 2], так и экспериментально [3]. Особен-
ностью  стратифицированных потоков яв-
ляется возможность распространения в них 
внутренних волн.   При обрушении послед-
них  происходит генерация турбулентности, 
масштаб которой зависит от характеристик 
исходной внутренней волны [4].  Внутрен-
ние волны, которые генерируются телом, 
движущимся в неоднородной по плотности 
жидкости, являются в общем случае нели-
нейными и взаимодействуют с турбулент-
ностью в следе за телом. Расчет характери-
стик неоднородного по плотности течения 
в следе за телом, который бы учитывал из-
менчивость фоновых условий среды и их 
взаимодействие с турбулентностью в следе 

за этим телом, возможен с помощью  мето-
да крупных вихрей.  Данный метод  позво-
ляет также учесть анизотропию турбулент-
ности, свойственную стратифицированным 
течениям. 

Внешняя сила, действующая в верти-
кальном направлении в стратифицирован-
ной жидкости, оказывает анизотропное 
влияние на структуру потока. Характер 
спектра турбулентных пульсаций  страти-
фицированного потока отличается от тако-
вого для однородной жидкости. В связи с 
этим моделирование турбулентного обте-
кания тела стратифицированным потоком 
жидкости должно существенно отличаться 
от соответствующего моделирования тече-
ния, однородного по полю плотности. В 
частности, модель турбулентности должна 
учитывать эффекты анизотропии, обуслов-
ленные плавучестью [5]. 

Применение же современных методов 
вычислительной гидродинамики к иссле-
дованию взаимодействия  погруженно-
го объекта с вязкой стратифицированной 
жидкостью и внутренними волнами от-
крывает новые возможности для развития  
теории гидродинамики тел на внутренних 
волнах.
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Постановка задачи  
и численная аппроксимация

Для описания течения вязкой страти-
фицированной жидкости, ограниченной 
свободной поверхностью, используются 
следующие осредненные по пространству 
уравнения:

уравнение неразрывности вида [6] 
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где ui – компонента вектора скорости по-
тока жидкости, p – давление в потоке,  
ν – кинематическая вязкость жидкости,  
DS – коэффициент  диффузии вещества,  
gi – компонента вектора ускорения свобод-
ного падения, 
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– тензор подсеточных напряжений, 

( )WF knσ = −σδ α

– объемная сила поверхностного натяже-
ния стратифицированной жидкости (σ – 
коэффициент поверхностного натяжения; 
δ – дельта-функция, определенная на гра-
нице раздела морская среда – воздух; k,  
n – кривизна и нормаль к поверхности раз-
дела), 

aρ  – плотность воздуха, ,lρ  hρ  – величины 
плотности легкой  и тяжелой  жидкостей,  

( ) / ( )l h lf = ρ − ρ ρ − ρ

– безразмерная плотность морской среды; 
скобки  означают осреднение. 

Параметризация подсеточных напряже-
ний и потоков скаляра осуществляется на 
основе моделей добавочной вязкости Сма-
горинского [7]:
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где SGSν  – подсеточная вязкость, ScSGS – 
подсеточное число Прандтля – Шмидта, 
которое в общем случае зависит от числа 
Ричардсона Ri. 

Для нахождения величины SGSν  исполь-
зуется  модифицированная гипотеза длины 
пути смешения, учитывающая эффекты 
анизотропии за счет сил плавучести:

2( ) (Ri).SGS S SC S fν = ∆

Здесь СS – константа Смагоринского,  
∆  – ширина фильтра, fs(Ri) – функция 
плавучести, зависящая от числа Ричардсо-
на [8]:
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где CB  – константа (СВ ≈ 0,273).
Распространение волн можно реализо-

вать численно путем постановки гранич-
ных условий. Для решения краевой задачи 
энергия волны должна быть сгенерирована 
именно на границах жидкости. 

Систему уравнений (1) – (5) следует до-
полнить начальными и краевыми условия-
ми (приведены ниже).

В начальный момент времени известны 
компоненты скорости 

0( , 0) ,i iu x u=

поле давления 

p = p0 = const

(где постоянная определяется из закона ги-
дростатики const gh= ρ ), поле плотности и 
объемная фракция воды.

(1)

(2)

(6)

(3)

(8)

(4)

(5)

(9)

(10)

(7)
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На твердой стенке должно выполняться 
условие прилипания

0.iu =
На входной границе должен быть опре-

делен вектор скорости: 

1 1( ) ,inu t u=  2 2( ) ,inu t u=  3 3( ) .inu t u=

На выходной границе для выполнения 
условия постоянства расхода должна быть 
определена нормальная компонента скоро-
сти: 

1 1( ) .outu t u=
В случае неоднородной жидкости на 

входной границе заданы законы изменения 
поля безразмерной плотности и объемной 
фракции жидкости, отсутствие потока ска-
ляра сквозь твердые стенки и ограничение 
его потока на выходной границе. В случае 
генерации на входной границе фоновых 
внутренних или поверхностных волн из-
менение поля безразмерной плотности или 

объемной фракции жидкости задается по 
синусоидальному закону. 

Разрешение потока в пристеночной об-
ласти при использовании метода крупных 
вихрей в настоящей работе осуществляется 
с помощью метода пристеночных функций. 
В указанном методе пристеночных функций 
предполагается, что касательные напряже-
ния постоянны между первым расчетным 
узлом и стенкой. Их значения, равные на-
пряжению на стенке τw, можно рассчитать 
на основе логарифмического профиля ско-
рости по известным значениям средней 
скорости в первом расчетном узле или на 
основе степенной зависимости [9]:
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которая обеспечивает простое математиче-
ское выражение для .u+  

(11)

(12)

(13)

Таблица  1

Принятые параметры моделирования обтекания сферы жидкостью  
при наличии фоновых внутренних волн

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Размеры расчетной области Lcd ×Bcd ×Hcd м 7 × 2 × 2

Глубина жидкости Hw м 1,5

Диаметр сферы D м 0,16
Скорость набегающего потока U м/с 1,6

Число Рейнольдса Re
UD

=
ν

– 2·105

Корабельное число Фруда Fr
U

gD
= – 1,3

Расстояние от оси сферы до пикноклина ph

D
– 0,55

Расстояние от оси сферы до свободной  
поверхности 

Sh
D

– 3,12

Плотность верхнего слоя жидкости lρ кг/м3 1002

Плотность нижнего слоя жидкости hρ кг/м3 1004

Амплитуда фоновых внутренних волн А м 0,18
Длина волны  λ м 40D
Частота колебания пикноклина на входной 
границе

ω рад/с 1,6

(14)
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Здесь

;Wy + ∆ τ
ν

=
 

;r

W

u
u+

τ
=  B ≈ 0,52.

Модуль скорости рассчитывается как 

2 .r iu u=
Для решения системы дифференциаль-

ных уравнений используется полунеявный 
проекционный метод. В пространственной 
области дискретизация осуществляется ме-
тодом Петрова – Галёркина с линейным 
представлением интерполяционного ба-
зиса. Система линейных алгебраических 
уравнений решается методом сопряженных 
градиентов. Для повышения эффективно-
сти расчетов мы использовали алгоритм 
распределенных вычислений, основанный 
на декомпозиции по подобластям и деком-
позиции аппроксимирующих матриц.

В данной работе для оценки воздей-
ствия фоновых внутренних волн на след за 
сферой и на силовые характеристики сопо-
ставлялись результаты моделирования тече-
ния вязкой жидкости для нескольких слу-
чаев. Первый из них соответствует расчету 

характеристик фоновой внутренней волны 
в отсутствие сферы в жидкости, а второй 
соответствует моделированию обтекания 
сферы однородной жидкостью; третий слу-
чай – это моделирование обтекания сферы 
в поле плотности, постоянном во времени, 
четвертый случай – моделирование обте-
кания сферы в поле плотности, изменяю-
щемся во времени. Расчетные параметры, 
использованные при моделировании, пред-
ставлены в табл. 1. 

Результаты моделирования 

Взаимодействие течения за сферой с фо-
новыми внутренними волнами. На рис. 1 
представлено распределение поля безраз-
мерной плотности f в канале при скорости 
течения потока жидкости U = 1,6 м/с в мо-
мент времени t = T, где T – период вну-
тренней волны. 

Анализ результатов моделирования по-
казал, что присутствие сферы  вблизи пик-
ноклина не приводит к разрушению фоно-
вой внутренней волны, но трансформируют 
ее структуру (рис. 2). 

На основе выполненных расчетов и 

Рис. 1. Распределение безразмерной плотности f в расчетной области (вертикальное сечение);  
ω =1,6 рад/с; t = T; U =1,6 м/с

Рис. 2. Распределение безразмерной плотности f при наличии фоновых внутренних волн  
(вертикальное сечение); обтекаемая сфера показана белым диском; число Фруда Fr = 1,3; t = 2T 
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сравнительного анализа характеристик те-
чения в следе за сферой было установлено, 
что в данном случае наличие фоновых вну-
тренних волн в стратифицированной жид-
кости приводит к изменению структуры те-
чения в следе за сферой. 

 Поле подсеточной вязкости при на-
личии в жидкости фоновых волновых воз-
мущений (рис. 3, c)  характеризуется изме-
нением  вертикального размера следа как 
по сравнению со случаем обтекания сфе-
ры однородной жидкостью (рис. 3 a), так 
и в сравнении со стационарным профилем 
плотности при наличии резкого пикнокли-
на (рис. 3, b).	

Различие пространственных размеров 
следа для рассматриваемых случаев можно 
объяснить волновихревым взаимодействи-
ем в следе. При наличии пикноклина вер-
тикальный размер следа за сферой сверху 

ограничивается изоповерхностью скачка 
плотности. Наличие градиента плотности 
над сферой препятствует распространению 
возмущений по вертикали вверх. При рас-
пространении фоновой внутренней волны в 
среде происходит более интенсивный вих-
ревой перенос вследствие взаимодействия 
вихревых движений от двух различных ис-
точников и разрушение крупномасштабных 
структур, возникающих в результате обте-
кания сферы вязкой неоднородной жидко-
стью. Как следствие изменения параметров 
в вертикальной плоскости, наблюдаются 
также различия в распределении подсеточ-
ной турбулентной вязкости в горизонталь-
ной плоскости.

На рис. 4 представлено распределение 
подсеточной вязкости по вертикали на рас-
стоянии  x = 3,5D от  центра сферы диаме-
тром D. При изменении фоновых условий 

а)

b)

Рис. 3. Результаты моделирования  поля подсеточной вязкости νt (вертикальное сечение):  
a –  однородная жидкость; b – стационарный профиль плотности;  

c – фоновые внутренние волны; U = 1,6 м/с, t = 2T

c)



120

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 3(225) 2015

распределения плотности наблюдается изме-
нение значения и характера распределения 
турбулентной вязкости, которая характеризу-

ет пульсационный перенос жидкости вихря-
ми в течении за сферой. Наличие фоновых 
возмущений плотности приводит к усиле-

Рис. 4. Результат расчета  распределения подсеточной вязкости νt по вертикали  
на расстоянии  x = 3,5D от центра сферы: 1 – однородная жидкость; 2 – стационарный 

профиль плотности; 3 – фоновые внутренние волны; t = 2T

Рис. 5. Эволюция во времени коэффициента сопротивления Сd: 
1 – однородная жидкость; 2 – стационарный профиль плотности; 3 – фоновые внутренние 

волны; Re = 2·105; Fr = 1,3
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нию турбулентной вязкости и смещению ее 
максимального значения по вертикали.   

Изменение во времени коэффициента 
сопротивления 

2

2 d
d

R
С

U S
=
ρ

как функции числа Струхаля St = Ut/D 
представлено на рис. 5. 

Фоновые внутренние волны приводят к 
изменению поведения коэффициента со-
противления во времени и формированию 
низкочастотного колебания в соответствии 
с основной модой указанной волны. Такая 

а)

b)

Рис. 6. Результат моделирования  поля безразмерной плотности f в отсутствие (a)  
и в присутствии (b) сферы. Показаны контуры поля величины f, равной 0,05 (1), 0,10 (2), 0,20 (3), 

0,30 (4), и величины объемной фракции αW, равной 0,5 (5). U = 1,6 м/с; t = 6,45 с  

Таблица  2

Принятые параметры моделирования обтекания сферы жидкостью при наличии поверхностных волн

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Расстояние от оси сферы до свободной  
поверхности

Sh
D

– 3,1

Минимальная плотность жидкости minρ кг/м3 1000

Максимальная плотность жидкости maxρ кг/м3 1025

Частота Вяйселя – Брента N c–1 0,4

Внутреннее число Фруда Fri
U
ND

= – 25

Амплитуда поверхностного волнения  
на входной границе 

А м 0,05

Частота поверхностного волнения  
на входной границе

ω рад/с 9
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волна сглаживает максимум коэффициента 
сопротивления, который наблюдается при 
стационарном распределении плотности и 
в однородной среде; среднее же значение 
коэффициента сопротивления при ста-
ционарном профиле плотности d stC  и при 
наличии фоновой внутренней волны d iwC  
остается неизменным: d stC  = d iwC = 0,43. 

Развитие стратифицированного течения 
за сферой при наличии поверхностного вол-
нения. Воздействие поверхностных волн на 
характеристики неоднородного по плотно-
сти течения за сферой исследовалось для 
случая линейного распределения плотности 
по вертикали. Принятые параметры расче-
та представлены в табл. 2. 

В расчетах принималось, что амплитуда 
волн не меньше размеров ячеек, прилегаю-
щих к свободной поверхности. Расчетная 
сетка состояла из 3,9 млн. элементов.

 Поверхностное волнение приводит к 
генерации внутренних волн в линейно-
стратифицированной жидкости (рис. 6, а). 
Наличие в потоке плохо обтекаемого тела 

сферической формы приводит к изменению 
характера распределения поля плотности за 
сферой: в районе горизонта расположения 
сферы амплитуда колебаний безразмерной 
плотности (f = 0,30) увеличивается вниз по 
течению, а в приповерхностном слое про-
исходит разрушение изопикнической по-
верхности (f = 0,05) (рис. 6, b).

Заключение

Таким образом, в результате прове-
денного исследования установлено, что 
в неоднородной по плотности жидкости 
при наличии поверхностного волнения 
происходит генерация внутренних волн. 
Поле плотности в следе за сферой приво-
дит к изменению распределения плотно-
сти в приповерхностных слоях жидкости: 
обрушению внутренних волн и их смеше-
нию. 

Автор выражает благодарность доктору тех-
нических наук, профессору И.В. Ткаченко за 
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Stetsyuk I.V. THE DEVELOPMENT OF A STRATIFIED FLOW FOLLOWING OVER A 
SPHERE INSIDE THE VISCOUS FLUID IN THE PRESENCE OF INTERNAL OR SURFACE 
WAVES.

This study has used the Large Eddy Simulation (LES) for numerical simulation of internal or surface 
waves. The viscous stratified flow over a sphere was investigated at the Reynolds and the Froude numbers  
Re = 2۰105 , Fr = 1.3 for simulation of the flow over the sphere in the presence of the internal waves, 
and at the internal Froude number Fri  = 25  for that in the presence of the surface ones. The presence of 
background internal waves was found to result in an increase in the turbulent viscosity in the flow behind 
the sphere and in the vertical shift of the turbulent viscosity’s maximum value. Moreover, their presence in 
the linearly stratified flow leads to a change in the density distribution of the near-surface layers of liquid. In 
this case the internal-wave breaking and wave mixing occur. The last one is caused by interaction between 
the internal waves generated by the surface waves and the sphere. 

Numerical simulation, stratification, large eddy simulation, FLOW OVER  SPHERE, VISCOUS 
FLUID.
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