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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧИ О ДЕЙСТВИИ  
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ НА ИЗОТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО  

С УПРУГО ЗАКРЕПЛЕННОЙ ГРАНИЦЕЙ

Представлено аналитическое решение осесимметричной смешанной задачи 
для изотропного полупространства, поверхность которого упруго закреплена 
вне круговой области приложения распределенной нагрузки. Обоснована про-
цедура перехода в решении задачи от распределенной нагрузки к сосредото-
ченной силе. Получена компактная форма точного аналитического решения 
задачи о сосредоточенной силе, приложенной к упруго закрепленной поверх-
ности полупространства. Показано, что в частном случае, когда коэффици-
ент пропорциональности нормальных напряжений и перемещений в условии 
упругого закрепления границы обращается в нуль, построенное аналитическое 
решение задачи совпадает с известными формулами Буссинеска. 

  ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА, АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ, ИЗО-
ТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО, СОСРЕДОТОЧЕННАЯ СИЛА.  

Введение

В печати регулярно появляются работы, 
посвященные тем или иным  обобщениям 
задачи Буссинеска [1], связанным с услож-
нением граничных условий, моделей де-
формирования упругого полупространства, 
структурных особенностей его строения. 
Это связано с многочисленными практи-
ческими приложениями данной задачи о 
действии сосредоточенной силы на упругое 
полупространство. Ее решение практически 
служит базовой моделью для исследования 
деформации полубесконечных упругих тел 
под действием распределенной нагрузки. 

Математическое моделирование напря-
женно-деформированного состояния упру-
гих тел при изучении ряда научно-техни-
ческих проблем в машиностроении, в 
горной и строительной механике приво-
дит к постановке смешанной задачи для 
полупространства, в точках поверхности 
которого вне области приложения распре-
деленной нагрузки выполняется условие 
пропорциональности нормальных напря-
жений и перемещений (условие упругого 
закрепления границы). 

Создание методов решения этой про-
странственной задачи актуально, так как 
она связана с расчетом напряженно-
деформированного состояния горного мас-
сива при разработке пластовых месторожде-
ний полезных ископаемых [2 – 4], а также 
с оценкой прочности деталей, включающих 
тонкие перфорированные прослойки, с ис-
следованием ряда проблем теории много-
слойных оснований и т. п.  

В работах [5, 6] методом интегрального 
преобразования Ханкеля получено анали-
тическое решение осесимметричной задачи 
для случая, когда поверхность изотропного 
полупространства упруго закреплена вне 
круговой области приложения распреде-
ленной нагрузки, касательные напряжения 
на всей границе отсутствуют, а напряжения 
на бесконечности обращаются в нуль.

В данной статье обоснована процеду-
ра перехода от распределенной нагрузки к 
сосредоточенной силе в построенном ана-
литическом решении задачи. Предложена 
компактная форма точного аналитического 
решения задачи о действии сосредоточен-
ной силы на изотропное полупространство 
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с упруго закрепленной поверхностью. В 
частном случае, когда коэффициент про-
порциональности в условии упругого за-
крепления границы обращается в нуль, из 
построенного аналитического решения за-
дачи получены известные формулы Бусси-
неска. 

Математическая постановка  
и аналитическое решение осесимметричной 

смешанной задачи

В случае осесимметричной деформа-
ции изотропного тела основная система 
уравнений теории упругости, записанная в 
цилиндрической системе координат r, θ, z, 
сводится к бигармоническому уравнению 
[7]: 
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Здесь ν – коэффициент Пуассона, Е – 
модуль Юнга, G – модуль сдвига.

Постановка рассматриваемой осесим-
метричной задачи для изотропного полу-
пространства следующая: 

в области 

{0 , 0 2 , 0 }r z< < ∞ ≤ θ < π ≤ < ∞

найти неизвестные компоненты тензора на-
пряжений и вектора перемещений, удовлет-

воряющие уравнениям (1), соотношениям (2) 
и смешанным условиям 

( , 0) ( ),z r q rσ = − ;r a<

( , 0) ( , 0),z r kw rσ =  ;r a>

( , 0) 0,rz rτ =  r < ∞

на граничной плоскости 0.z =  
В формулах (3) ( )q r  – нормальная на-

грузка, распределенная по кругу радиуса a и 
приложенная к границе полупространства; 
k – постоянный коэффициент пропорцио-
нальности напряжений и перемещений.

В результате решения уравнения (1) с 
граничными условиями (3) методом инте-
грального преобразования Ханкеля [8] на-
ходим компоненты вектора перемещений 
и тензора напряжений в упругом полупро-
странстве [5]:
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где χ = 2k(1 – ν2)/Е; J0(rt), J1(rt) – функции 
Бесселя первого рода нулевого и первого 
порядков; )(tβ – трансформанта введенной 
функции  

(1)

(2)

(3)

(4)
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Функция β(r) определяется из инте-
грального уравнения
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В случае, когда k = 0, формулы (4) 
трансформируются в известное решение 
Тередзавы [9].

Сосредоточенная сила, приложенная  
к упруго закрепленной границе  

полупространства

Для перехода в решении (4) от распре-
деленной нагрузки к сосредоточенной силе 
Р рассмотрим задачу для случая, когда к 
упругому полупространству приложена на-
грузка постоянной интенсивности 0( )q r q=  
в круговой области радиуса ε. Тогда
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и, согласно (5), имеем:
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С учетом равенства (6), запишем транс-
форманту функции β(r) при интегральном 
преобразовании Ханкеля в виде 
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Используя формулу (4), находим верти-

кальное перемещение на границе полупро-
странства. Подставим выражение для w(r,0) 
в соотношение (7), получим неоднородное 
интегральное уравнение Фредгольма вто-
рого рода для определения трансформанты 
( ) :tβ  
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Вычислим предел первого слагаемого в 
правой части равенства (8):
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Для решения уравнения (8) использу-
ем метод последовательных приближений.  
В качестве нулевого приближения полагаем 
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Вычислим первое приближение:
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где H0(r χ) – функция Струве нулевого по-
рядка, Y0(r χ) – функция Неймана нулевого 
порядка. 

Используя представления специаль-
ных функций в форме степенных рядов, 
вычисляем интеграл во втором слагаемом 
и затем находим, что предел полученно-
го выражения равен нулю, следовательно, 

[1]
( ) / 2 .t Pβ = π

 
Поскольку интегральный 

оператор в равенстве (8) при вычислении 
последующих приближений не изменяется, 
решение интегрального уравнения записы-
вается в виде ( ) / 2 .t Pβ = π

Итак, если на упругое полупространство 
действует сосредоточенная сила, то транс-
форманта функции ( )rβ при 0χ =  и 0χ ≠  
равна P/2π. Подставив это значение ( )tβ  в 
формулы (4), получим аналитическое реше-
ние задачи о сосредоточенной силе, прило-
женной к изотропному полупространству с 
упруго закрепленной границей.

Задача Буссинеска

Рассмотрим случай 0,χ =  который соот-
ветствует задаче о действии сосредоточен-
ной силы P на упругое полупространство, 
граничная плоскость которого не закрепле-
на. Приравняем в решении (4) параметр χ  
нулю, отметим верхним индексом β харак-
теристики напряженно-деформированного 
состояния, соответствующие исследуемому 
варианту. В результате получим распреде-

(5)

(6)

(7)

(8)
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ление напряжений и перемещений в изо-
тропном полупространстве:
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Вычислим интегралы [10], входящие в 
формулы (9), (10) для напряжений и пере-
мещений:
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Введем обозначение
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Подставим выражения для определен-
ных интегралов (11) в равенства (9), (10). 
Учитывая формулу (12), после несложных 
преобразований получаем: 
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и, соответственно, в точках граничной пло-
скости z = 0:
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Соотношения (13), (14) совпадают с из-
вестным решением задачи Буссинеска в 
произвольных точках полупространства и 
на его границе [11].
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Таким образом, показано, что формулы 
Буссинеска действительно являются част-
ным случаем решения смешанной задачи 
для упругого полупространства с гранич-
ными условиями (3).

Точное решение задачи о сосредоточенной 
силе при упругом закреплении границы  

полупространства

Исследуем решение (4) для случая, ког-
да 0,χ ≠  а приложенная к полупростран-
ству нагрузка является сосредоточенной 
силой. Подставим в формулы (4) трансфор-
манту / 2Pβ = π  и преобразуем их к более 
компактному виду, вычислив входящие в 
решение несобственные интегралы через 
специальные функции. 

Рассмотрим сначала решение в точках 
граничной плоскости z = 0. Найдем значе-
ния следующих интегралов [10]:

0 0 0
0

( ) [ ( ) ( )],
2

dt
J rt H r Y r

t

∞ π
= χ − χ

+ χ∫

1 1 1
0

( ) [ ( ) ( )],
2

dt
J rt H r Y r

t

∞

− −

πχ
= − χ − χ

+ χ∫
где ( )mH rχ  – функции Струве, ( )mY rχ  – 
функции Неймана, 0; 1m = − .

Если порядок функции Неймана есть 
целое число, то, согласно работе [12], име-
ем:

( ) ( 1) ( ).m
m mY x Y x− = −

Из рекуррентного соотношения [13] 
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 +
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где ( )Γ α  – гамма-функция, находим, что  
при α = 0

1 1

2
( ) ( ) .H x H x− = − +

π
С учетом соотношений (15) – (17) вычис-

лим содержащиеся в решении интегралы
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Используя равенства (4), (15) – (18), 
получаем формулы для компонент вектора 
перемещений и тензора напряжений в точ-
ках граничной плоскости 0 :z =

1 1
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( , 0) 0.rz rτ =  

Нетрудно убедиться в том, что из соот-
ношений (19) следует выполнение условия 
пропорциональности напряжений и пере-
мещений ( , 0) ( , 0)z r kw rσ =  в точках гранич-
ной поверхности упругого полупростран-
ства. 

Покажем далее, что, устремив параметр 
χ к нулю в решении (19), получим формулы 
Буссинеска для перемещений и напряже-
ний. Учитывая поведение функций Нейма-
на при малых значениях аргумента [13]

0

2
( ) ~ ln ,Y x x

π  

1
( ) ~ ( ) ,

2

m

m

x
Y x m

−
 − Γ  π    

0,m >

а также равенства 0 1(0) (0) 0,H H= =  вычис-
ляем пределы функциональных выражений, 
стоящих в правых частях соотношений (19). 
В результате получаем для перемещений:
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(18)

(19)
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и напряжений:
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Для представления в компактной форме 
решения задачи о сосредоточенной силе в 
точках (r, z) введем обозначения для сходя-
щихся несобственных интегралов:
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и затем вычислим интегралы
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С учетом равенств (4), (20), (21) форму-
лы для компонент вектора перемещений и 
тензора напряжений в произвольных точ-
ках изотропного полупространства с упруго 
закрепленной границей принимают вид
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Некоторые результаты численных ис-
следований аналитического решения задачи 
о действии сосредоточенной силы на изо-
тропное полупространство с упруго закре-
пленной границей приведены в работе [14]. 

Заключение

Точное решение задачи о сосредоточен-
ной силе в форме (19), (22) по сравнению с 
интегральными формулами, полученными 
при подстановке в соотношения (4) транс-
форманты ( ) / 2 ,t Pβ = π  обладает рядом 
преимуществ, а именно: объем предвари-
тельных исследований перед его числен-
ной реализацией  значительно меньше, так 
как оно содержит только два несобствен-
ных интеграла 0 1( , ), ( , ),R r z R r z  которые до-

(20)

(21)

(22)

(22)
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статочно быстро сходятся. Существенное 
уменьшение (на порядок и более) времени 
компьютерных расчетов при использова-
нии формул (19), (22) позволяет оценить 
напряженно-деформированное состояние 
упругого полупространства в любой окрест-

ности точки приложения сосредоточенной 
силы, осуществив при этом объем числен-
ных исследований, достаточный для уста-
новления закономерностей распределения 
напряжений и перемещений в упругом теле 
и на его границе.
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СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ

Khapilova N.S., Zaletov S.V. THE EXACT SOLUTION OF THE PROBLEM ON A 
CONCENTRATED-FORCE ACTION ON THE ISOTROPIC HALF-SPACE WITH THE 
BOUNDARY FIXED ELASTICALLY.

We present the analytical solution of the axisymmetric mixed problem for the isotropic half-space with 
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the surface fixed elastically outside the circular area of the application of a distributed load. In the solution 
of the problem, the transition procedure from a distributed load to the concentrated force has been justified. 
A compact form of the exact analytical solution of the problem on the concentrated force applied to the 
half-space with the surface fixed elastically was obtained. In the specific case when the proportionality factor 
of normal stresses and displacements vanishing  under the condition of the elastic fixing of the boundary, the 
constructed analytical solution was shown to coincide with the well-known Boussinesq formulae. 

AXISYMMETRIC MIXED PROBLEM, ANALYTICAL SOLUTION, ISOTROPIC HALF-SPACE, CONCENTRATED 
FORCE.


