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МОДИФИЦИРОВАННый МЕТОД УЗЛОВых ДАВЛЕНИй  
ДЛЯ РАСЧЕТА ПОТОКОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ В ГИДРАВЛИЧЕСКИх ЦЕПЯх 

ПРИ НЕТРАДИЦИОННых ЗАМыКАЮЩИх СООТНОШЕНИЯх

В статье предлагается методика численного решения задачи потокорас- 
пределения в гидравлических цепях с сосредоточенными параметрами при 
произвольных замыкающих соотношениях. Представлены основные типы со-
отношений для законов изотермического установившегося течения среды по 
отдельным элементам гидравлической цепи, включая традиционные, неявно 
заданные по расходу и зависимые от давления рабочей среды. К нетрадицион-
ным соотношениям введены формальные условия применимости, обеспечи-
вающие единственность решения в задачах потокораспределения. Для расчета 
потокораспределения предложен новый модифицированный метод узловых 
давлений, имеющий большую универсальность в отношении вида замыкаю-
щих соотношений, по сравнению с традиционным, и требующий меньших вы-
числительных затрат, по сравнению с известной методикой двойных циклов 
итераций. Приведены анализ  и алгоритмизация нового метода, численный 
пример газотранспортной сети и результаты расчета.

ГИДРАВлИчеСКАЯ цеПь, тРУБОПРОВОДНАЯ СИСтеМА, ЗАДАчА ПОтОКОРАСПРе-
ДелеНИЯ, МАтеМАтИчеСКОе И КОМПьютеРНОе МОДелИРОВАНИе, МОДель ПОтО-
КОРАСПРеДелеНИЯ.

Введение

трубопроводные системы энергетики 
тепло-, водо-, нефте-, газо-снабжения и т. п.  
представлены весьма широким спектром 
развивающихся во времени и пространстве 
объектов, которые различны по назначе-
нию, масштабам, принципам построения и 
условиям функционирования. Эффектив-
ное решение задач управления их разви-
тием и функционированием имеет важное 
социально-экономическое значение и не-
посредственно связано с уровнем примене-
ния современных методов математического 
и компьютерного моделирования.

В Институте систем энергетики им. л.А. 
Мелентьева СО РАН разработан в рамках 
развиваемого здесь научного направления –  
теории гидравлических цепей  [1–3] уни-
кальный арсенал методов математического 
моделирования, расчета и оптимизации, 
которые потенциально применимы для 
трубопроводных систем различного типа 
и назначения. Вместе с тем, при создании 

конечных программно-вычислительных 
комплексов в разных организациях наблю-
дается дублирование работ по реализации 
этих методов. Это связано с  необходи-
мостью адаптации методов к  прикладной 
специфике и сфере применения. Неизбеж-
но затрачивается много времени и сил на 
отладку, развитие и сопровождение таких 
программно-вычислительных комплексов.

Для преодоления этих проблем мы пред-
лагаем два взаимосвязанных пути: 

1) переход на концепцию объектно-
ориентированного моделирования трубо-
проводных систем [4, 5], что даст возмож-
ность отделить программные компоненты, 
реализующие общие методы расчета, от от-
вечающих за специфику трубопроводных 
систем или решаемой задачи; 

2) развитие методов теории гидравли-
ческих цепей с ориентацией на эту кон-
цепцию. 

Это позволит многократно применять 
однажды реализованные общие методы 
теории гидравлических цепей в разных 
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программно-вычислительных комплексах, 
развивать расчетные компоненты без их пе-
репрограммирования  и, в конечном итоге, –  
повысить оперативность внедрения мето-
дов теории гидравлических цепей для раз-
ных типов трубопроводных систем, классов 
решаемых задач и сфер применения.

В рамках изложенной выше концепции 
в данной статье  рассматриваются вопро-
сы унификации методов расчета потокора-
спределения в гидравлических цепях (Гц) 
с сосредоточенными параметрами для обе-
спечения независимости методов расчета 
от вида соотношений для законов течения 
среды по отдельным элементам трубопро-
водных систем.

В связи с этим излагаются следующие 
результаты исследований: 

структуризация основных типов замы-
кающих соотношений (законов течения) 
для элементов Гц; 

алгоритмизация нового метода расчета 
потокораспределения в Гц при произволь-
ных замыкающих соотношениях; 

численный анализ эффективности ука-
занного нового метода.

традиционная модель  
и задача потокораспределения

традиционная модель установившегося 
изотермического потокораспределения в 
Гц включает законы Кирхгофа и замыкаю-
щие соотношения 

, , ( ),TAx Q A P y y f x= = =

где A – [( 1) ]m n− × -матрица инциденций 
узлов и ветвей расчетной схемы с эле-
ментами 1( 1),jia = −  если узел j являет-
ся начальным (конечным) для ветви i, и 

0,jia =  если ветвь i не инцидентна узлу j;  
,x y  – n-мерные векторы расходов и пере-

падов давления на ветвях расчетной схемы; 
( )f x  – n-мерная вектор-функция с эле-

ментами ( ), 1, ,i if x i n=  отражающими за-
коны падения давления от расхода (законы 
течения) на ветвях Гц; Q – ( 1)m − -мер-
ный вектор узловых расходов с элементами 

0jQ >  для притока в узел j, 0jQ <  для от-
бора в узле j и 0,jQ =  если узел j – простая 
точка соединения ветвей; P – ( 1)m − -мер-
ный вектор узловых давлений.

Задача состоит в определении векторов 
, ,x y P  при заданных матрице A, векторе Q, 

известном виде ( )i if x  для 1,i n=  и задан-
ном давлении в одном из узлов ( )mP , ко-
торое для простоты изложения полагается 
равным нулю.

Известны многочисленные методы и 
алгоритмы решения данной задачи, одна-
ко, как показано в монографии [1], базо-
выми являются два метода: контурных рас-
ходов и узловых давлений. Оба основаны 
на методе Ньютона, но с предварительным 
понижением порядка линеаризованных си-
стем уравнений (1). 

так, классический метод узловых давле-
ний (МД) [1] предполагает поиск решения 
(1) в пространстве узловых давлений и сво-
дится к организации процесса

1 ,k k kP P P+ = + ∆

на каждой k-й итерации которого поправка 
kP∆  отыскивается из решения системы 

1
1( ) ,T k k

xA f A P u−′ ∆ = −

где 1 ;k ku Ax Q= −  ( );k kx y= ψ  ;k T ky A P=   

xf ′ – диагональная матрица частных произ-
водных / ,i if x∂ ∂  1, ,i n=  в точке ;kx  ψ  – 
вектор-функция, обратная к f с элементами 

( ).i iyψ
Отсюда видно, что вычислительная схе-

ма МД не зависит от вида функций ( ),i if x  к 
которым предъявляются только требования 
монотонного возрастания для обеспечения 
единственности решения задачи потокорас 
пределения [1]. Однако особенности реа-
лизации МД связаны со спецификой вида 

( )i if x  и соответственно /i if x∂ ∂  и ( ).i iyψ
В традиционном случае

( ) | | ,i i i i i if x s x x Y= − Yi,

где is  – гидравлическое сопротивление 
ветви; 0iY >  – приращение давления на 
активных ветвях (например, с насосными 
станциями) и 0iY =  на пассивных (напри-
мер, для трубопроводных участков).

Здесь мы имеем явные выражения 

/ 2 | |,i i i if x s x∂ ∂ =  

( ) | | / sign( ).i i i i i i iy y Y s y Yψ = + ⋅ +

Ниже рассматриваются два основных 
случая нетрадиционных замыкающих со-

(1)
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отношений, начиная со случая неявных 
функций ( ).i iyψ .

Замыкающие соотношения,  
неявные по расходу

Для иллюстрации причин разнообразия 
замыкающих соотношений рассмотрим из-
вестную формулу Дарси – Вейсбаха [6] для 
потери напора в трубопроводе: 

2

( ) ,
2

l V
h V

d g
= λ

где d, l – диаметр и длина трубопровода;  
g – ускорение свободного падения;  

( )V V x=  – скорость течения жидкости, x – 
массовый расход. 

Здесь коэффициент гидравлического 
сопротивления λ  зависит от числа Рей-
нольдса re( ) / ,V Vd= ν  где ν  – коэффи-
циент кинематической вязкости жидкости, 
который для изотермического течения по-
лагается константой.

Для вычисления ,λ  в свою очередь, 
имеется множество формул, отражающих 
назначение трубопровода, его тип, мате-
риал внутреннего покрытия, срок службы, 
режим течения среды (ламинарный, пере-
ходный, турбулентный) и т. п. В качестве 

примера в табл. 1 приведены некоторые 
распространенные в России и за рубежом 
формулы для коэффициента λ  и его про-
изводной по скорости. 

Потеря напора на местных сопротивле-
ниях определяется по формуле Вейсбаха [6]:

2,
2

h V
g

ζ
=

где в случае регулирующих элементов для 
определения коэффициента местного со-
противления ζ  могут потребоваться ап-
проксимирующие зависимости. Например, 
для задвижки приемлема следующая зави-
симость:

(1 ) ,Ca r b−ζ = − −

где r – степень прикрытия задвижки; a, b, 
c – коэффициенты, полученные путем ап-
проксимации (в том числе «кусочной») та-
блично заданной характеристики.

Обобщая случаи наличия местных со-
противлений (включая регулируемые)  на 
трубопроводе произвольного типа, для i-й 
пассивной ветви Гц можно записать, что

( ) ( ) | | ,i i i i i if x s x x x=

где 

таблица  1

Формулы и производные для коэффициента гидравлического сопротивления

Наименование 
формулы

λ V′λ

Шифринсона [7]
0,25

0,11 ek
d

 
 
 

0

Прандтля –  
Никурадзе [8, 9]

2

1,14 2 lg
e

d
k

−
 

+ 
 

0

Кольбрука–
Уайта [6]

2

2,51
2 lg

3, 7 re( )
ek
d V

−
  
− +  

λ   

10,04

2,51
ln(10) 5, 02

3, 7
ek V

V

λ
−

  
+ +  ν λ  

Альтшуля [6, 8]
0,25

68
0,11

re( )
ek

d V
 

+ 
 

0,75
68

1,87
| | | |

ek
d V d d V V

−
 ν ν

− + 
 

Шевелева [10] 0
1

m
A C

A
d Vd

 + 
  ( )

1
1 1

0

m m m

A mC

A V C d V
− +

−
+

Обозначения : ke – коэффициент эквивалентной шероховатости; A0, A1, C, m – коэффициенты, 
зависящие от материала трубы и режима течения.

(2)
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2 5

8
( ) ( ) i i

i i i i i
i i

d l
s x x

l d
Σ 

= λ + ζ  ρπ 

– сопротивление ветви, так как 
24 / ( ),i i iV x d= π ρ  ;i iy gh= ρ

здесь ρ  – плотность транспортируемой 
среды; i

Σζ  – сумма коэффициентов мест-
ных сопротивлений. 

При этом 

, ,(2 ) | |,i
x i i x i i i

i

df
f s s x x

dx
′ ′= = +

где 

, ,i i i i
x i

i i i i

ds ds dV d
s

dx d dx dV
λ′ = =

λ

2 5

8
,i i

i i

ds l
d d

=
λ ρπ

 
2

4
.i

i i

dV
dx d

=
π ρ

таким образом, получение ,x if ′  для тру-
бопровода произвольного типа и назначе-
ния требует лишь конкретизации ,V i′λ  (см. 
табл. 1).

Гидравлические характеристики актив-
ных ветвей, в общем случае, задаются алге-
браическими полиномами вида

,( 1)
,

0

( ) | | ,
i

q i

K
b

i i q i i i
q

f x a x x−

=

= ∑
когда 

,( 2)
, , ,

0

( 1) | | .
i

q i

K
b

x i q i q i i
q

f b a x −

=

′ = −∑

Однако они могут различаться показа-
телями степеней , ,q ib  числом iK  и составом 
слагаемых (при принудительном назначе-
нии , 0q ia =  для некоторых q). также может 
применяться «кусочная» аппроксимация 
одной характеристики различными поли-
номами.

Ранее случаи типа (2) относились к 
классу Гц с переменными параметрами, 
для которых при расчете потокораспреде-
ления применима методика двойных ци-
клов итераций [1]. Согласно этой методике, 
функции ( )i is x  пересчитываются на внеш-
нем цикле, а на внутреннем применяются 
базовые методы узловых давлений или кон-
турных расходов при фиксированных зна-
чениях .is

Изложенная выше техника работы с 
производными неявных по расходу зави-
симостей ( )i i iy f x=  позволяет избежать 
внешнего итерационного цикла, что резко 
сокращает вычислительные затраты [4].

Вычисление расхода k
ix  по заданному 

перепаду давлений k
iy  в случае неявных 

функций типа (2) может быть выполнено 
итерационно, например, с помощью мето-
дов простой итерации, где 

1 | |
sign( ),

( )

k
t ki
i it

i

y
x y

s x
+ = ⋅

или Ньютона, согласно которому 

1

,

,
( )

t
t t i
i i t

x i

u
x x

f
+ = +

′

где k – индекс итерации расчета потокорас-
пределения, t – индекс итерации отыска-
ния ,k

ix  ( )t k t
i i i iu y f x= −  – невязка. 

При t = 0 принимается, что 1: .t k
i ix x −=  

Как известно, высокая скорость схо-
димости метода Ньютона имеет место при 
наличии «удачного» начального приближе-
ния. Сходимость метода простой итерации 
в данном случае, наоборот, выше вдали от 
решения. Поэтому оказался эффективным 
комбинированный метод, состоящий в 
однократном применении метода простой 
итерации перед применением метода Нью-
тона. 

Рис. 1 иллюстрирует процессы сходи-
мости трех предложенных вариантов на 
примере трубопровода при k

iy = 5,3085 м  
вод.ст., d = 300 мм, l = 1000 м; коэффици-
ент λ  определен по формуле Шевелева для 
новых стальных труб (A1 = 0,0159; A0 = 1;  
C = 0,684; m = 0,226), при начальном 
приближении 0

ix = 800 кг/с и решении  
k
ix = 71 кг/с. Видно, что применение ком-

бинированного метода дает ощутимый вы-
игрыш, а само решение с приемлемой точ-
ностью ( t

iu < 10–4 м вод.ст.) получено всего 
за три итерации.

таким образом, в случае неявных функ-
ций ( )i iyψ  вычислительная схема МД оста-
ется без изменений, за исключением при-
менения специальной техники на этапах 
расчета kf ′  и .kx
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Замыкающие соотношения,  
зависимые от давления 

Данный случай возникает при невоз-
можности сведения гидравлических харак-
теристик элементов трубопроводных систем 
к традиционному виду ( ).y f x=  Например, 
паспортная характеристика газоперекачи-
вающего агрегата (ГПА) связывает не раз-
ность, а отношение давлений (степень сжа-
тия) /F Lp pε = ( ,F Lp p – величины давления 
до и после ГПА) с объемным расходом. 
Наиболее простой аналитический вид этой 
характеристики [11] –

0 2( , , ) 0,F L F F L Lp p x p p p p x xϕ = β − − β =

где tβ – коэффициенты, полученные путем 
аппроксимации 2( )xε  паспортной характе-
ристики ГПА; x – производительность, от-
несенная к условиям входа.

также в литературе встречаются дру-
гие типы зависимостей ( )xε  или 2( )xε  для 
ГПА, полученные при разных степенях ап-
проксимирующих полиномов. Например, в 
работе [12] предложена зависимость

2
1

0
2

1 1
2

2 2

( , , )
4

 0.
2 2

F L F F L L

F F

p p x p p p p

x p x p

 β
ϕ = β + − − β 

 β β
− β − − = β β 

В процессе исследования также рассма-
тривались зависимости

1
0

2

( , , )

0,

L
F L

F F

F F

p
p p x x

p p

x x
p p

α
ϕ = − α − −

α
− =

0

1 2

( , , )

 0,
F L F F L L

F

p p x p p p p

p x x x

ϕ = β − −

− β − β =

где tα  – коэффициенты аппроксимирую-
щих полиномов для ( ).xε

С целью обобщения рассмотренных 
случаев гидравлических характеристик 
(включая традиционные и неявные по рас-
ходу) введем в рассмотрение замыкающее 
соотношение следующего функционально-
го вида: 

( , , ) 0,F Lp p xϕ =

где ,F Lp p  – n-мерные векторы давлений, 
соответственно, в начале и конце ветвей 
Гц. Действительно, так как ,F Ly p p= −  то 
вместо ( ),y f x=  имеем 

( ) ( , , ) 0.F L F Lp p f x p p x− − = ϕ =

На рис. 2, а показаны примеры класси-
ческих замыкающих соотношений 

,y sx x=  y sx x Y= −

Рис. 1. Иллюстрация процесса сходимости разных методов: 
1 – простой итерации, 2 – Ньютона, 3 – комбинированного

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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в координатах x, y. Как отмечалось, для га-
рантированного получения единственного 
решения задачи потокораспределения не-
обходимо соблюдение требования моно-
тонности замыкающих соотношений [1], 
которое можно распространить на рассма-
триваемый случай (7), представив класси-
ческие соотношения в координатах , Fx p  и 

, Lx p  (рис. 2, b и c).
Как видно из рис. 2, а, требованию мо-

нотонного возрастания ( )y x  эквивалентно 
одновременное соблюдение требований мо-
нотонного возрастания  ( )Fp x  (рис. 2, b) и 
монотонного убывания по ( )Lp x  (рис. 2, c),  
что эквивалентно соблюдению условий

0,
F

x
p
∂

>
∂  0

L

x
p

∂
<

∂

на всей области определения функций (7).
На рис. 3 приведены графики зависи-

мостей (3) – (6) для ГПА. Уравнение (5), 
в отличие от остальных, не удовлетворяет 
требованию монотонности. Уравнение (3) 
является более простым, но менее точным. 
Уравнение (4) имеет более сложную кон-
струкцию для обеспечения монотонности, 
однако, и для уравнения (6) монотонность 
можно обеспечить путем введения фиктив-
ной точки в начале характеристики. 

таким образом, уравнение (6) представ-

Рис. 2. Графики традиционных замыкающих соотношений для пассивной (1) и активной (2) 
ветвей в координатах x, y (a); x, pF (b); x, pL 

(c)

Рис. 3. Зависимости давлений на входе (a) и выходе (b) газоперекачивающего аппарата  
от расхода жидкости, выраженные различными соотношениями:  

1 – формулой (3); 2 – (4); 3 – (5); 4 – (6)

а) b) c)

а) b)
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ляется наиболее приемлемым как по слож-
ности, так и по точности.

Отметим, что для нахождения k
ix  по 

заданным давлениям в соотношениях  
(3) – (6) применимы конечные формулы, 
приведенные в табл. 2.

Модифицированный метод  
узловых давлений

традиционная вычислительная схема 
метода контурных расходов обеспечивает 
более быструю сходимость, чем метод узло-
вых давлений. Однако в случае (7) возни-
кают трудности исключения узловых дав-
лений при сведении системы уравнений к 
контурным расходам. Для газопроводных 
систем применяют специальные методы 
[13, 14], например, предполагающие ре-
шение систем линеаризованных уравнений 
относительно поправок к неизвестным дав-
лениям и контурным расходам одновре-
менно, которые из-за этого уступают по 
эффективности стандартному методу кон-
турных расходов [12].

Здесь излагается новый модифициро-
ванный метод узловых давлений (ММД), 
который представляет собой обобщение МД 
на случай соотношений (7). Как и МД, он 
обеспечивает поиск решения в простран-
стве только узловых давлений и базируется 
на следующей модификации исходной мо-
дели потокораспределения (1):

,Ax Q=  ,T
F Fp A P=  ,T

L Lp A P= −

( , , ) 0,F Lp p xϕ =

где ,F LA A  – [( 1) ]m n− × -матрицы инциден-
ций, фиксирующие отдельно начальные и 
конечные узлы ветвей так, что ;F LA A A+ =  

( , , )F Lp p xϕ  – вектор-функция с элементами 

, ,( , , ),i F i L i ip p xϕ  1, ,i n=  отражающими про-
извольные законы течения, включая зави-
симые от давления. 

Пусть на k-й итерации имеется опреде-
ленное значение ,kP  которому можно по-
ставить в соответствие значения ,k T k

F Fp A P=  
,k T k

L Lp A P= −  а также значение ,kx  удовлет-
воряющее уравнению

( , , ) 0.k k k
F Lp p xϕ =

линеаризация уравнений (8) дает

1 ,k kA x u∆ = −

,k T k
F Fp A P∆ = ∆  ,k T k

L Lp A P∆ = − ∆

0.k k k
PF F PL L xp p x′ ′ ′ϕ ∆ + ϕ ∆ + ϕ ∆ =

где 

1 ;k ku Ax Q= − ;PF
Fp

∂ϕ′ϕ =
∂

;PL
Lp

∂ϕ′ϕ =
∂ x x

∂ϕ′ϕ =
∂

– диагональные матрицы частных произво-
дных порядка n. 

Выразим kx∆  из уравнения (11):

– 1( ) ( ).k k k
x PF F PL Lx p p−′ ′ ′∆ = − ϕ ϕ ∆ + ϕ ∆

таблица  2

Аналитический вид функций для расчета x по заданным pF, pL

Используемое
соотношение

Выражение для x(pF, pL)

(3) sign( ),a a⋅
 
где

 

0

2

.F F L Lp p p p
a

β −
=

β

(4)
2 2

sign ,
a a

b
 

⋅ + β β 

где 
2
1

0
2

,
4 F F L La p p p p

 β
= β + − β 

 1

2

.
2 Fb p
β

=
β

(6)
( sign( )) / 2 ,b D D a− − ⋅

где 2,a = −β  1 ,Fb p= −β  0 ,F F L Lc p p p p= β −  
2 4 .D b ac= −

(8)

(9)

(10)

(11)
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С учетом соотношений (10) получим:
1( ) ( ) .k T T k

x PF F PL Lx A A P−′ ′ ′∆ = − ϕ ϕ − ϕ ∆

Подстановка формулы (12) в равенство 
(9) дает следующее выражение:

1
1( ) ( ) .T T k k

x PF F PL LA A A P u−′ ′ ′ϕ ϕ − ϕ ∆ =

По правилам дифференцирования не-
явных функций, 

1

( ) ;
( ) ( )

i i i
PF i

F i i F i

x
x

p x p

−
 ∂ ∂ϕ ∂ϕ′ = = −  ∂ ∂ ∂ 

1

( ) , 1, .
( ) ( )

i i i
PL i

L i i L i

x
x i n

p x p

−
 ∂ ∂ϕ ∂ϕ′ = = − = ∂ ∂ ∂ 

Отсюда  
1( ) ;PF x PFx −′ ′ ′= − ϕ ϕ  1( )PL x PLx −′ ′ ′= − ϕ ϕ

– диагональные матрицы соответствующих 
частных производных порядка n.

тогда систему (13) можно представить 
в виде

1 ,k kM P u∆ = −

где T T
PF F PL LM Ax A Ax A′ ′= −  – модифициро-

ванная матрица Максвелла.
Обозначим 

( ) , ( ) , 1, .i PF i i PL ix x i n′ ′η = κ = − =

тогда диагональные элементы M  опре-
деляются по соотношению 

,
j j

jj i i
i I i I

M
− +∈ ∈

= η + κ∑ ∑

где ( )j jI I− +  – множество ветвей, исходящих 
из узла (заходящих в узел) j. 

Внедиагональные элементы M  опреде-
лятся следующим образом:

если узлы j и t соединены единственной 
ветвью i, то ,jt iM = −κ  когда узел t является 
конечным для ветви i; ,jt iM = −η  когда узел 
t является начальным для ветви i; 

если узлы j и t не соединены, то 
0;jtM =  

если узлы j и t соединены параллельны-
ми ветвями, образующими множество ,jtI  
то 

.
jt jt

jt i i
i I i I

M
∈ ∈

= − η − κ∑ ∑

При соблюдении условий 

( ) 0, ( ) 0, 1, ,PF i PL ix x i n′ ′> < =

вытекающих из сформулированных ранее 
требований к монотонности функций 

, ,( , , ),i F i L i ip p xϕ  1, ,i n=

имеем неравенства

0, 0, 1, .i i i nη > κ > =

Отсюда 0jtM >  при j t=  и 0jtM ≤

 
при 

j t≠  для всех , 1, 1.j t m= −  При этом
1

1,

, 1 1,
m

jj jt
t t j

M M j ,m
−

= ≠

≥ = −∑
где строгое неравенство имеет место, когда 
узел j (или t) инцидентен ветви, имеющей 
другим концевым узлом узел m с заданным 
давлением.

Покажем также, что введенная модель 
(8), а также рассмотренная модификация 
МД накрывают канонический случай за-
мыкающего соотношения ( ),y f x=  когда 

( , , ) ( ) 0.F L F Lp p x p p f xϕ = − − =

В этом случае 

,PF nE′ϕ =  ,PL nE′ϕ = −

где nE  – единичная матрица порядка n. 
При этом 

( ) ( )

.

T T T T
PF F PL L n F n L

T T T
F L

A A E A E A

A A A

′ ′ϕ − ϕ = + =

= + =

С учетом того, что ,x xf′ ′ϕ = −  вместо вы-
ражения (13) имеем равенство

1
1( ) ,T k k

xA f A P u−′ ∆ = −

что совпадает с основной формулой для 
расчета направления шага в классическом 
МД [1].

Алгоритмизация метода

Приведем сопоставление вычислитель-
ных схем ММД и МД (табл. 3).

В приведенных алгоритмах подчеркну-
ты те составляющие выражений, которые 
зависят от специфики замыкающих соот-
ношений. 

таким образом, при объектно-
ориентированном подходе компоненты, 
которые реализуют общий метод решения 
задачи потокораспределения, обращаются к 
компонентам, отвечающим за модели эле-
ментов. Это обращение дает возможность 

(12)

(13)
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получать значения производных и расходов 
на ветвях с конкретными законами течения 
в точке текущего приближения.

Компоненты диагональных матриц 
, ,PF PLx x′ ′  которые необходимы для расчета 

направления шага по ММД, могут быть по-

лучены на основе аналитических выраже-
ний для 

, , .
( ) ( )

i i i

i F i L ix p p
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
∂ ∂ ∂

Примеры таких выражений для разных 

таблица  3

Этапы одной итерации работы алгоритмов метода узловых давлений и его модифицированного аналога

№ Шаг
Формула по алгоритму

базовому модифицированному

1
Задано некоторое приближе-
ние к решению по давлениям 

kP
– –

2
Вычисление вектора
расходов ( )kx  из формулы ( ) 0T k kA P f x− = ( , ) 0

k kP xϕ =

3 Вычисление вектора невязок
1 ,k ku Ax Q= − ; если 1 ,ku < σ  то расчет закончен.

4 Вычисление направления шага 1
1( ) T k k

xA f A P u−′ ∆ = − 1[ ]k T k T k k
PF F PL LAx A Ax A P u′ ′− ∆ = −

5
Вычисление нового прибли-
жения

1k k kP P P+ = + ∆ 1k k k kP P P+ = + δ ∆

Обозначение : σ – заданная точность соблюдения небалансов расходов в узлах.

таблица  4

Примеры функции φ и ее производные

Вариант функции φ
Fp

∂ϕ
∂ Lp

∂ϕ
∂ x

∂ϕ
∂

Классический тип замыкающих соотношений

F Lp p sx x Y− − + 1 –1 2s x−

Тип, неявно заданный по расходу
( )F Lp p s x x x− − 1 –1 (2 )xs s x x′− +

( )F F L Lp p p p s x x x− − 2 Fp 2 Lp− (2 )xs s x x′− +

Тип, зависимый от давления (на примере ГПА)
Формула (3) 02 Fpβ 2 Fp− 22 x− β

Формула (4)

2
1

0
2

1
1

2

2
4

2

F

F

p

p
x

 β
β + − β 

β
−β −

β

2 Fp− 1
2

2

2
2

Fpx
β

− β −
β

Формула (6) 0 12 Fp xβ − β 2 Fp− 1 22Fp x−β − β



Математическое моделирование физических процессов

39

типов замыкающих соотношений (тради-
ционных, неявных по расходу и зависимых 
от давления) представлены в табл. 4, где 
индекс ветви опущен.

Классический МД основан на итераци-
онной формуле 

1 ,k k kP P P+ = + ∆

которая не предполагает регулировку дли-
ны шага. При этом процесс сходимости ча-
сто имеет пилообразную форму и не всегда 
позволяет найти решение за приемлемое 
число итераций. 

В связи с этим были проведены иссле-
дования методов регулировки длины шага 

kδ  в соотношении 
1 .k k k kP P P+ = + δ ∆

В случае строго выпуклой функции не-
вязки 2

2|| ( ) ||k ku δ  оказалось эффективным 
применение длины шага, определенной 
как 

1 2 1 2 2 1
2 2 2|| || (|| || || (1) || ) ,k k k ku u u− − −δ = +

где 2
2|| ||ku  – квадрат евклидовой нормы 

вектора невязок. 
В общем случае более надежным для 

поиска длины шага оказалось применение 
метода золотого сечения. 

Численные исследования

Для апробации ММД взят пример га-
зотранспортной системы [12] (рис. 4), со-
стоящей из девяти узлов, четырех ГПА и 
шести пассивных ветвей (трубопроводов). 
Все ГПА описаны соотношением (4), тру-
бопроводы – соотношением

.F F L Lp p p p sx x− =

Отборы в узлах (млн. м3/сут): 1Q  = 19,1; 

4Q  = 14,8; 5Q  = 0,632; 6Q  = 0,32. Фиксиро-
ванное давление 9P = 33,778 ат.

Коэффициенты is  для трубопроводов:

1s  = 0,349; 2s = 1,332; 4s = 0,436; 5s = 4,757; 

6s = 0,253; 10s = 0,006.
Обозначим 0, 1, 2,{ , , }.i i i iβ = β β β  тогда в 

данном примере для ГПА: 

3β = {1,040975262; 0,4520492230; 
0,1660378943};

7β = {1,049124727; 0,3668417249; 
0,1867004063};

8β = {1,056105913; 0,4352722015; 
0,2396158372};

9β = {1,040975262; 0,4520492230; 
0,1660378943}.

Начальные приближения по давлениям 
генерировались датчиком случайных равно-
мерно распределенных чисел в диапазоне  
0 – 100. Выполнялось 100 таких генераций, 
и для каждой из них применялся предла-
гаемый алгоритм. точность решения про-
верялась по условиям 

 
ku

 
< 0,01 и kP∆

 
< 0,01.

На рис. 5 представлены результаты та-
кого тестирования в форме процента рас-
четов, в которых задача была решена за 
конкретное число итераций k. Результатом 
вычислений являются расходы 

x = {19,1; 21,6; 10,8; 14,8; 12,93; 13,25; 
13,25; 13,25; 10,8; 2,5}

и давления

Рис. 4. Схема газотранспортной системы:  
узлы – окружности с номерами, ветви – линии со стрелками,  

ГПА – окружности со стрелками на ветвях
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P = {31,55; 33,51; 41,76; 32,05; 33,50; 43,80; 
44,30; 38,77}.

Проведенные численные исследования 
на широком диапазоне начальных прибли-
жений показали, что ММД сходится во всех 
случаях. Вычисление оптимальной дли-
ны шага позволяет резко (в 4 – 5 раз) со-
кратить среднее число итераций (до 7 ± 1)  
(см. рис. 5, b), что сопоставимо по показа-
телям со сходимостью традиционных мето-
дов расчета потокораспределения при клас-
сических замыкающих соотношениях.

Заключение

Сформулирована проблема обеспечения 
общности методов теории гидравлических 
цепей в сфере реальных информационно-
вычислительных технологий для модели-
рования установившихся изотермических 
режимов трубопроводных и гидравличе-
ских систем различного типа и назначения. 
Предложено два взаимосвязанных пути ее 
решения: 

1) переход на концепцию объектно-
ориентированного моделирования трубо-
проводных систем, которая обеспечивает 

независимость расчетных методов от специ-
фики законов течения среды по отдельным 
элементам системы; 

2) разработка новых методов расчета 
потокораспределения при произвольных 
законах течения. 

Выделены основные типы соотноше-
ний для законов изотермического устано-
вившегося течения среды по отдельным 
элементам гидравлических цепей, включая 
традиционные, неявные по расходу, зави-
симые от давления. Для нетрадиционных 
соотношений введены формальные усло-
вия применимости, которые обеспечивают 
единственность решения задачи потокорас-
пределения. 

Предложен новый модифицированный 
метод узловых давлений, который обла-
дает универсальностью в отношении вида 
замыкающих соотношений, требует мень-
ших вычислительных затрат, по сравнению 
с известной методикой двойных циклов 
итераций, может выступать в роли базово-
го метода в рамках концепции объектно-
ориентированного моделирования гидрав-
лических цепей.
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