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ГЕНЕЗИС ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ СТРУКТУР  
ДЛЯ ЭЛЕКТРОННОЙ СПЕКТРОГРАФИИ

В работе предлагается алгоритм синтеза потенциальных структур, простран-
ственно разделяющих поток заряженных частиц на изоэнергетические пучки. 
Потенциальные аналитические структуры выбираются из класса обобщенно-
однородных полей, где специальный механический принцип подобия выпол-
няется приближенно в замкнутой области пространства. Демонстрируются эк-
випотенциальные портреты этих полей и обсуждаются перспективы.

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИЙ СПЕКТРОГРАФ, СПЕЦИАЛЬНЫЙ ПРИНЦИП ПОДОБИЯ, ОД-
НОРОДНАЯ ПО ЭЙЛЕРУ ФУНКЦИЯ, ОБОБЩЕННО-ОДНОРОДНАЯ СТРУКТУРА, УРАВНЕ-
НИЕ ЛАПЛАСА, ЭЛЕКТРОННАЯ СПЕКТРОСКОПИЯ, ПОЗИЦИОННО-ЧУВСТВИТЕЛЬНЫЙ 
ДЕТЕКТОР.

Введение

Методы электронной спектроскопии 
и масс-спектрометрии являются наиболее 
востребованными техниками для получе-
ния информации об элементном и коли-
чественном составе, структуре изучаемого 
объекта. Разнообразие исследуемых мате-
риалов предполагает и наличие обширно-
го арсенала аналитических приборов для 
проведения такого анализа. Комбинация 
методов или их совмещение в одном экс-
периментальном блоке значительно обога-
щает проводимое исследование [1 – 5], но 
в то же время это и повышает требования к 
используемым приборам с точки зрения их 
совместимости и размещения в целом.

Основным элементом энергоанали-
за является электронный спектрометр. Но 
использование электростатических спек-
трографов расширяет функциональные 
возможности традиционных методов. Так, 
например, с помощью спектрографов уда-
ется проследить динамику различных про-
цессов на поверхности изучаемых объектов 
в режиме реального времени.

В спектрографе поток частиц с целым 
набором энергий, вырезаемый входной диа-
фрагмой в виде конуса, полем разделяется 
на изоэнергетические пучки, где каждый 
фокусируется по углу в точку или малую 
область. Если расположить позиционно-

чувствительный детектор вдоль линии фо-
кусов, то фиксируется целый энергетиче-
ский спектр или его часть.

Первые спектрографы заряженных ча-
стиц появились в масс-спектрометрии  и ре-
ализовывались на основе магнитных полей. 
Сама природа магнитных полей «созвучна» 
с особенностями спектрографического ре-
жима. В случае электростатических полей 
ситуация осложняется тем, что не каждое 
поле может обеспечить должное разделение 
потока заряженных частиц с сохранением 
условий фокусировки или условий ввода-
вывода пучка.

Производство спектрографов еще не во-
шло в серию, и предлагаемые конструкции 
скорее являются экспериментальными ма-
кетами [2, 4, 5, 6].

В нашей лаборатории корпускулярной 
оптики Санкт-Петербургского государ-
ственного политехнического университета 
разработана теория синтеза полей, где осу-
ществляется спектрографический режим. 
Эти поля в силу своего уникального свой-
ства мы назвали «спектрографическими 
средами». Применение строгих математи-
ческих методов и приемов позволило  нам 
определить семейства полевых структур в 
классе планарных, осесимметричных и су-
губо трехмерных полей, нами предложены 
различные методы генерации новых струк-
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тур и выстроена их определенная иерархия  
[7 – 11].

Обобщенно-однородные потенциалы

Согласно теории, потенциальные струк-
туры спектрографических сред должны 
быть функциями, однородными по Эйле-
ру. В таких полях выполняется специаль-
ный принцип механического подобия, а, 
значит, существуют подобные траектории, 
обеспечивающие спектрографический ре-
жим. Свойство однородности структуры 

( ), ,x y zϕ  выражается в виде следующего 
тождества ([12]):

( , , ) ( , , ),nkx ky kz k x y zϕ = ϕ

где n – степень однородности (в самом об-
щем случае – вещественная постоянная),  
k – произвольная функция. 

Если функция дифференцируема, то 
свойство однородности можно записать в 
дифференциальной форме:

( , , ) .x y z n x y z
x y z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
+ + = ϕ

∂ ∂ ∂

Изучение электронно-оптических 
свойств различных спектрографических 
сред показало, что требование для потен-
циальных структур быть и гармонически-
ми, и однородными является довольно 
жестким условием; существуют структуры, 
где траектории заряженных частиц почти 
подобны, но при этом они не являются 
строго однородными функциями. Это вто-
рой класс структур, названных обобщенно-
однородными, и аналитически они пред-
ставляется в виде

( , , ) ( , , ) ln ( , , ) ( , , ),x y z P x y z S x y z Q x y zϕ = +

( , , ) ( , , ) ln ( , , ) ( , , ),x y z P x y z S x y z Q x y zϕ = +

где P, Q – однородные функции степени n, 
S – однородная функция степени m. 

В полях этого класса подобие траекторий 
искажается, и, безусловно, эффективность 
и качество разделения потока заряженных 
частиц зависит от степени искажения. 

Для оценки мы выработали критерий, 
определяющий меру искажения.

Допустим, что функция ( , , )x y zϕ  при-
надлежит к классу (3), т. е. не является 

строго однородной, но достаточно близ-
ка к таковой. Составим новую функцию 

( , , ) :K x y z

( , , ) ln ( , , ) .K x y z x y z= ϕ

Через оператор J  обозначим

 .J x y z
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

Теперь воспользуемся дифференциаль-
ным признаком однородности (2) и пере-
пишем его для функции ( , , )K x y z  (4):

 ( , , ) .
K K K

JK x y z n x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂
Правая часть данного тождества – это, 

в самом общем случае, функция, которую 
можно представить как сумму веществен-
ной постоянной и функции-остатка:

0( , , ) ( , , ) .n x y z n x y z= + δ

Если оценивать функцию ( , , )x y zδ , то 
можно судить о мере искажения траекто-
рий, а также определить ту область, где ис-
кажение траекторного каркаса будет наи-
меньшим.

Примеры действия критерия

Продемонстрируем действие данного 
критерия на нескольких примерах.

Пример 1. 3 2( , ) .x y x yϕ = +
Составляем функцию 

3 2( , ) ln( ),K x y x y= +
а затем применяем оператор  :J



3 2 2

3 2 3 2 3 2

3 2
3 .

x y y
JK

x y x y x y
= + = −

+ + +
Функция ( , )x yϕ  близка к однородной 

степени 3, и остаток 
2

3 2
( , )

y
x y

x y
δ =

+
при любых x и 0y >  составляет менее 0,3 
от n0 = 3.

Пример 2. Осесимметричный вариант, 

( , ) ln .r z z rϕ =

Для функции ( , ) ln( ln ).K r z z r=  запи-
шем дифференциальный критерий



( ln )
.

ln
J z r

JK
z r

=

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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Учитывая, что



2 2 2

2
ln 1,

x y z
J r

r
+ +

= =

получим:

1
( , ) 1 .

ln
n r z

r
= +

Функция-остаток 1 / ln rδ =  оказыва-
ется меньше единицы, если 3.r ≥  Но по-
скольку логарифмическая функция рас-
тет медленно с ростом аргумента, то δ  
снижается до 0,5 при значении 7,39.r ≈  
По-видимому, только если 10,r ≥  можно 
ожидать существование подобных траек-
торий. Но численное моделирование про-
демонстрировало, что спектрографический 
режим реализуется вполне успешно и при 
выборе области { 3, 0}.r z> >  

Пример 3. Потенциал класса (3),

( , , ) ( , , ) ln ( , , ),x y z P x y z Q x y zϕ = ρ +

где 2 2 2 ;x y zρ = + +  ,P Q  – однородные 
функции степени n.

Составим функцию ( , , ) ln( ln )K x y z P Q= ρ +
( , , ) ln( ln )K x y z P Q= ρ +  и применим оператор  :J



( ln )
.

ln
J P Q

JK
P Q

ρ +
=

ρ +

Поскольку в силу определения 
JP nP=  и  ,JQ nQ=

а также  ln 1,J ρ =  имеем:



1
.

ln
JK n

Q
P

= +
ρ +

Мера искажения подобных траекторий 
будет определяться отношением / .Q P  Но 
в любом случае функция-остаток ( , , )x y zδ  
гораздо меньше, по сравнению с величи-
ной n, даже при значениях 1.ρ ≈

Теперь рассмотрим вопрос о создании 
новых потенциальных структур, опираясь 
на задачу Коши.

Алгоритм синтеза  
спектрографических структур

Сформулируем для гармонической 
функции ( , , )x y zϕ  задачу Коши следующе-

го типа:

0

( , , ) ( , , ),

( , ).
z

x y z x y z

g x y
=

ϕ = ϕ −
ϕ =

Решение ищем в виде четного ряда по 
степеням z:

2 4
0 2 4( , ) ( , ) ( , ) .C x y C x y z C x y zϕ = + + +

Подстановка решения (10) в уравнение 
Лапласа дает уравнение

2 4 6
0 2 4 6 2

2 4 6
4 6 8

2

 12 30 56 0

C C z C z C z C

C z C z C z

∆ + ∆ + ∆ + ∆ + + +

+ + + + =





Отсюда следует стандартная цепочка ре-
куррентных равенств, из которых искомые 
коэффициенты nC  можно вычислить один 
за другим по простой процедуре дифферен-
цирования:

2 0

4 2

6 4

8 6

2 0,

12 0,

30 0,

56 0,

. .

C C

C C

C C

C C

+ ∆ =
 + ∆ = + ∆ =
 + ∆ =


Но из равенств (10) и (9) следует, что 

0 ( , ),C g x y=  и далее

( )

2

4

3
6

4
8

2 2

2 2

1
,

2
1

,
24

1
,

24 30
1

,
24 30 56

,

.

C g

C g

C g

C g

x y

 = − ∆

 = ∆ ∆

 = − ∆ ⋅


= ∆ ⋅ ⋅



∂ ∂ ∆ = +
 ∂ ∂



Искомое решение (10) принимает вид

2 2 4

3 6

1
( , )

2 24
1

.
720

g
g x y z g z

g z

∆
ϕ = − ⋅ + ∆ ⋅ −

− ∆ ⋅ +

Вполне очевидно, что этот ряд на 
каком-то шаге оборвется: если ( , )g x y  – 
однородный полином по обеим перемен-
ным, то оператор ∆ дает новый полином, 
порядок которого на две единицы ниже, 

(8)
(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

.
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и тоже однородный, и так, раз за разом, 
коэффициенты – полиномы 2 4 6 8, , , ,C C C C   
будут снижать свою степень, а множители 

2 4 6,, ,z z z , ... будут восстанавливать крат-
ность каждого члена ряда (14) до кратности 
выбранного стартового полинома ( , ).g x y  
Данные рассуждения можно сформулиро-
вать в виде леммы, не требующей дополни-
тельного доказательства.

Лемма 1. Формула (14) позволяет постро-
ить все без исключения гармонические одно-
родные полиномы, если ( , )g x y  перебирать в 
классе однородных полиномов по переменным 
x, y. Эти трехмерные полиномы будут чет-
ными по переменной z, но по x, y они могут 
быть и нечетными, в зависимости от чет-
ности или нечетности стартового полинома 

( , ).g x y
Дополним наши построения другим 

аналитическим приемом. Будем рассматри-
вать комплексные функции 

1 2( , ) ( , )g g x y ig x y= +

в качестве стартового полинома, и при этом 
введем обозначение Ω вместо φ: 

2 2 4

3 6

1
( , )

2 24
1

.
720

g
g x y z g z

g z

∆
Ω = − ⋅ + ∆ ⋅ −

− ∆ ⋅ +

Лемма 2. Ряд (15) обрывается, если 

( , ) ( , ) ( , ),kg x y P x y S x y= ⋅

где ( , )kP x y  – полином конечной степени k, а 
( , )S x y  – произвольная гармоническая функ-

ция, 0.S∆ =
Для спектрографических сред нам нуж-

ны однородные по Эйлеру полиномы, а 
они представляются суммой членов вида 

, .m nx y m n k+ =  Положим

( , )m ng x y S x y= ⋅

и вычислим :g∆
2 2

1 1

[ ( 1) ( 1) ]

 ( , ) 2 2 .

m n m n

m n m n
x y

g m m x y n n x y

S x y mx y S nx y S

− −

− −

∆ = − + − ×

× + +

Легко видеть, что перед S стоит полином 
степени ( 2),k −  а перед xS  и yS  – поли-
номы степени ( 1).k −  Поскольку ,xS  yS  –  
тоже гармонические функции, то при вы-
числении 2g∆  часть членов исчезнет, и по-

рядок старших полиномов понизится еще 
на единицу. Далее эта тенденция будет со-
храняться, и на k-ом шаге вычисления ла-
пласианов останутся только гармонические 
функции, которые являются старшими 
производными по x, y от S. В результате 
оказывается, что

1 0k g+∆ =

и, следовательно, ряд (15) автоматически 
оборвется.

Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Если взять 

2 2( , ) ln( )kg P x y x y= ⋅ +

либо 

( , ) ln( ),kg P x y x iy= ⋅ +

где kP  – однородный полином, то обрываю-
щийся ряд (15) дает обобщенно-однородные 
гармонические потенциалы с логарифмиче-
ской особенностью.

Эта лемма есть прямое следствие леммы 2  
и особого доказательства не требует. 

Приведем несколько примеров синтеза 
спектрографических структур, пользуясь 
представлением функции, определяемой 
леммой 3.

Пример 4. 2 2ln( ).g x x y= +

2
2 2

4
; 0;

x
g g

x y
∆ = ∆ =

+
2

2 2
2 2

2
ln( ) .

xz
x x y

x y
Ω = + −

+
Пример 5. 2 2 2ln( ).g x x y= +

2
2 2

2 2

8
2 ln( ) ;

x
g x y

x y
∆ = + +

+
2 2

2 3
2 2 2

16 ; 0;
( )
y x

g g
x y

−
∆ = ∆ =

+
2 2 2 2

2 2 2 2 4

2 2 2 2 2

( ) ln( )

4 2 ( )
.

3 ( )

x z x y

x z y x z
x y x y

Ω = − + −

−
− +

+ +
Пример 6. 2 2ln( ).g xy x y= +

2 2

8
;

xy
g

x y
∆ =

+

2 3
2 2 2

32 ; 0;
( )

xy
g g

x y
∆ = − ∆ =

+

(15)

(16)

(19)

(20)

(21)

(22)

(17)

(23)

(24)

(25)

(18)
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2 4
2 2

2 2 2 2 2

4 4
ln( ) .

3 ( )
xyz xyz

xy x y
x y x y

Ω = + − −
+ +

2 4
2 2

2 2 2 2 2

4 4
ln( ) .

3 ( )
xyz xyz

xy x y
x y x y

Ω = + − −
+ +

Пример 7. 2 2 2ln( ).g xy x y= +
2

2 2
2 2

12
2 ln( ) ;

xy
g x x y

x y
∆ = + +

+
3 2

2
2 2 2

3 2
3 4

2 2 3

32( 2 )
;

( )

192( 3 )
; 0 ,

( )

x xy
g

x y

x xy
g g

x y

−
∆ =

+

−
∆ = − ∆ =

+
2 2

2 2 2 2
2 2

3 2 4 3 2 6

2 2 2 2 2 3

6
( ) ln( )

4 ( 2 ) 4 ( 3 )
.

3 15( ) ( )

xy z
x y z x y

x y

x xy z x xy z
x y x y

Ω = − + − +
+

− −
+ +

+ +

Пример 8. 2 2 2 2ln( ).g x y x y= +
2 2

2 2 2 2
2 2

16
2( ) ln( ) ;

x y
g x y x y

x y
∆ = + + +

+
2 2 2

2 2 2
2 2 2

4 2 2 4
3

2 2 3

48( )
8 ln( );

( )

384( 6 )
;

( )

x y
g x y

x y

x x y y
g

x y

−
∆ = + +

+

− +
∆ = −

+

4 2 2 4
4 5

2 2 4

4608( 6 )
; 0,

( )
x x y y

g g
x y

− +
∆ = ∆ =

+
;

2 2 2 2 2

2 2 2
2 3 2 2 2

2 2

2 2 2 4 4 2 2 4 6

2 2 2 2 2 3

4 2 2 4 8

2 2 4

( ) ln( )

1 8
ln( )

3

2( ) 8 ( 6 )
15( ) ( )

4 ( 6 )
.

35 ( )

x y z x y

x y z
z y z x y

x y

x y z x x y y z
x y x y

x x y y z
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На рис. 1  представлены нулевые экви-
потенциальные поверхности аналитических 
структур (20), (23), (26), (29) и (33). Особен-
ностью всех этих структур является наличие 
седловых точек, разделяющих пространство 
на отдельные области. Эквипотенциальные 
поверхности структур, для аналитического 
представления которых используются од-
нородные полиномы ( , )kP x y  более высо-

ких порядков (сравним, например, рис. 1, 
a и d), становятся более сложными, сочетая 
в себе как конические, так и гиперболиче-
ские поверхности различных сечений. 

Таких вещественных структур можно 
построить достаточно много, и с каждой 
можно ассоциировать какую-нибудь специ-
альную спектрографическую среду, но су-
дить заранее, насколько она перспективна 
при создании реальных спектрографов, мы 
не можем. Ценность этого алгоритма в его 
аналитической простоте и прозрачности. 
Он является прямым обобщением нашего 
метода синтеза осесимметричных структур 
с логарифмической особенностью [8]. 

Рассмотрим несколько примеров с ком-
плексными величинами ( , ).g x y

Пример 9. ( ) ln( ).g x iy x iy= + +
Здесь мы имеем уже знакомый вариант 

планарных гармонических полей и 0,g∆ =  
так что

1 2( ) ln( ) ,x iy x iy iΩ = + + = ϕ + ϕ

2 2
11. ln arctg ,

y
x x y y

x
ϕ = + −

2 2
22. ln arctg .

y
y x y x

x
ϕ = + +

Получили двумерную спектрографиче-
скую среду с логарифмической особенно-
стью. 

Пример 10. ( ) ln( ).g x iy x iy= − +

2

4
2 ( ) ln( ) ;

0;

g x iy x iy
x iy

g

∆ = ∇ − ⋅ ∇ + =
+

∆ =

2

1 2

2
( ) ln( ) ,

z
x iy x iy i

x iy
Ω = − + − = ϕ + ϕ

+
2

2 2
1 2 2

2
1. ln arctg ,

y z x
x x y y

x x y
ϕ = + + ⋅ −

+
2

2 2
1 2 2

2
1. ln arctg ,

y z x
x x y y

x x y
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+
2

2 2
2 2 2

2
2. ln arctg .

y z y
y x y x

x x y
ϕ = − + + ⋅ +

+

Замена ( ) ( )x iy x iy+ → −  перед ln( )x iy+  
сразу же сделала потенциал трехмерным.

Эквипотенциальные поверхности струк-
тур (34.2) и (36.1) приведены на рис. 2. 
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(36)
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Рис. 1. 3D-представление поверхностей равного потенциала (φ = 0) полей, задаваемых  
аналитически  формулами (20) (a), (23) (b), (26) (c), (29) (d), (33) (e)

а) b)

c) d)

e)
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Рис. 2. Эквипотенциальные поверхности полевых структур (φ = 0), 
задаваемые аналитически формулами  (34.2) (a), (36.1) (b)

Заключение

В статье представлен один из методов 
синтеза потенциальных структур, который 
может послужить основой для создания 
электрических спектрографов. Класс спек-
трографических сред с логарифмической 
особенностью является весьма перспектив-
ным, поскольку дает большое разнообразие, 
по сравнению с обычными трехмерными 
гармоническими полиномами; при этом 

сохраняется необходимый признак спек-
трографической среды – пространственное 
разделение потока заряженных частиц на 
моноэнергетические пучки, сфокусирован-
ные по углу. Придавая электродам форму 
эквипотенциальных поверхностей и тем 
самым обеспечивая нужное распределение 
поля в пространстве, можно подобрать удоб-
ный и эффективный режим работы прибора, 
управляющего потоком заряженных частиц.
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