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Данная работа изучает возможности метода функционалов плотности в 
рамках модели «желе» для описания поверхностных характеристик некоторых 
щелочных металлов. Основная задача исследования – построить оптимальный 
вид новых пробных функций распределения, которые бы учитывали осцилля-
ции Фриделя, и рассчитать вариационные параметры этих функций. Решение 
задачи включало самосогласованный расчет поверхностной энергии ряда ще-
лочных металлов; в нем учитывались градиентные поправки на неоднородность 
электронного газа в их приповерхностной области для кинетической энергии. 
Определены поверхностные характеристики объектов исследования, в частно-
сти работа выхода и высота потенциального барьера. Построены эффективные 
потенциалы для выбранных металлов.

Теория функционала плотности, осцилляция Фриделя, щелочной ме-
талл, пробная функция ПЛОТНОСТИ.

Введение

Исследование физических процессов 
и явлений на поверхностях металлов име-
ет большое практическое значение в таких 
областях, как микроэлектроника, оптика, 
материаловедение. Поверхность представ-
ляет значительный интерес и с фунда-
ментальной точки зрения, так как может 
рассматриваться как особый род дефекта 
твердого тела. Свойства объемных кристал-
лов в основном рассматриваются на основе 
предположения об идеальной периодично-
сти их атомной структуры в трех измере-
ниях. Наличие поверхности разрушает пе-
риодичность в одном из направлений, что 
приводит к структурным изменениям в по-
верхностном слое. Резкая неоднородность 
переходного слоя, когда вблизи границы 
плотность спадает от объемного значения 
до нуля на расстояниях порядка атомных 
размеров, создает основную проблему при 
построении теории, описывающей поверх-

ность всего ряда металлов [1].
Для предсказания свойств и поиска ма-

териалов с нужными свойствами широко 
используются расчеты из первых принци-
пов, поскольку именно они обладают вы-
сокой предсказательной способностью. 
Использование квантовомеханических рас-
четов позволяет предсказать и объяснить 
многие особенности и свойства материалов 
и тем самым существенно сузить круг по-
иска новых, ранее неизвестных, материалов 
с заданными свойствами. Это, в свою оче-
редь, позволяет минимизировать затраты на 
эксперименты. Особую роль здесь играют 
теоретические исследования структурных, 
электронных и адсорбционных свойств по-
верхностей наноматериалов. При этом кри-
терием правильности той или иной модели 
описания поверхности и предсказываемых 
ею значений соответствующих параметров 
может служить сопоставление различных 
рассчитанных и измеренных характеристик 
металлов.
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( ) .n r dr N=∫
Согласно теореме Хоэнберга – Кона 

[2 – 7], существует универсальный функ-
ционал плотности G[n(r)] такой, что плот-
ность, соответствующая любому внешнему 
потенциалу v(r), должна минимизировать 
функционал полной энергии основного со-
стояния системы

[ ] ( ) ( )

1 ( ) ( ')
' [ ],
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n r n r
drdr G n

r r

= − +
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∫

∫ ∫

при дополнительном условии (2). 
Функционал G[n] определяется соотно-

шением

1 ( ) ( ')
[ ] | | '.

2 '
n r n r

G n T V drdr
r r

= ψ + ψ −
−∫ ∫  

Введем множитель Лагранжа μ; тогда 
можно записать условие экстремума, сле-
дующее из теоремы Хоэнберга – Кона, в 
виде

[ ] ( ) 0,vE n n r dr δ − µ = ∫
из которого следует, что

[ ]
.vE n

n
δ

µ =
δ

При N >> 1 множитель Лагранжа μ со-
впадает с химическим потенциалом систе-
мы [1].

Для изучения поверхностных характе-
ристик вблизи поверхности металлов часто 
используют упрощенную модель, в которой 
решетка заменяется однородным положи-
тельным фоном (модель однородного фона, 
или модель «желе» [1, 11]).

Плотность положительного заряда для 
кристалла, занимающего полупространство 
z < 0, в этой модели имеет вид

0( ) ( ),ionn z n z= θ −

где

1, 0;
( )

0, 0

z
z

z

>
θ = 

<
– функция Хевисайда.

Ввиду одномерности функции nion(z), 
электронная плотность также зависит толь-

Цели данной работы состоят в следую-
щем: 

найти поверхностные характеристики 
щелочного металла – работу выхода, по-
тенциальный барьер, поверхностную энер-
гию (с использованием метода функциона-
ла плотности);

построить распределение электронной 
плотности объекта и его потенциала для 
различных пробных функций;

изучить влияние вида пробных функ-
ций, которые учитывают осцилляции Фри-
деля, затухающие в глубь металла, на по-
верхностные характеристики.

Методика расчета поверхностных  
характеристик и электронной плотности  

у поверхности металла

Одним из перспективных направлений в 
описании многочастичных систем является 
метод функционалов плотности, который 
позволяет представить основные характери-
стики многочастичных систем в виде одно-
значных функционалов плотности частиц 
в системе. В основе этого подхода лежит 
теорема Хоэнберга – Кона [2 – 7].   

 Использование такого подхода позво-
ляет определить основные характеристики 
системы, не прибегая к исследованию ее 
точной волновой функции, что значитель-
но упрощает численные расчеты. Кроме 
того, плотность частиц  n(r) можно наблю-
дать экспериментально [8 – 10]. Благодаря 
использованию функции n(r) исключается 
огромное количество избыточной инфор-
мации, которое содержится в волновой 
функции.

Рассмотрим электронный газ (состо-
ит из N частиц) в неоднородном внешнем 
поле с потенциалом v(r), который описыва-
ется гамильтанианом вида

,H T V U= + +

где T, V и U описывают соответственно 
кинетическую энергию, кулоновское взаи-
модействие электронов друг с другом и их 
взаимодействие с внешним полем. 

Пусть ψ – вектор основного состояния 
системы частиц в заданном поле; n(r) – 
соответствующая электронная плотность, 
удовлетворяющая условию 

(1)

(2)

(4)

(5)

(6)

(3)
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ко от координаты z. Кроме того, она долж-
на удовлетворять условиям

lim ( ) ( )ionz
n z n z

→+∞
=

и (для электронейтрального кристалла)

[ ( ) ( )] 0.ionn z n z dz
+∞

−∞

− =∫
Функционал полной энергии E[n] основ-

ного состояния системы электронов можно 
представить в виде градиентного разложе-
ния [1], если использовать атомную систе-
му единиц (e = me = ħ = 1) и ограничиться 
двумя первыми порядками разложения:

2
0 2

[ ( )]

{ [ ( )] [ ( ), | | ]} ,

E n z

n z n z n dz
+∞

−∞

=

= ω + ω ∇∫
 

где ω0[n(z)] – плотность энергии однород-
ного электронного газа;

0[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( );kul kin x cn z z z z zω = ω + ω + ω + ω

при этом ωkul(z) – плотность электростати-
ческой энергии электронов; 

1
( ) ( ) ( )

2kul z z n zω = ϕ

(φ(z) – потенциал, создаваемый распределе-
нием электронов и фоном положительного 
заряда (возможен учет потенциала внешне-
го поля)); ωkin(z) – плотность кинетической 
энергии электронного газа плотности n в 
приближении Томаса – Ферми [12];

2 5
2 3 33

( ) (3 ) ( ) ;
10kin z n zω = π

ωx(z) – плотность электростатической 
энергии электронного газа, обусловленная 
обменным взаимодействием электронов  
(в приближении Хартри – Фока [13, 14]);

1
43
33 3

( ) ( ) ;
4x z n z ω = −  π 

ωc(z) – плотность корреляционной энер-
гии (интерполяционная формула Вигнера 
[15, 16]);

4
3

1
3

0, 056 ( )
( ) .

0, 079 ( )
c

n z
z

n z

−
ω =

+

В формуле (9) ω2(z) – поправка на не-

однородность электронного газа для плот-
ности кинетической энергии (формула 
Вейцзеккера – Киржница [18, 19]), она вы-
ражается как

2
2

2

( )
[ ( ), | | ] .

72 ( )
n z

n z n
n z

∇
ω ∇ =

Для определения электронного распре-
деления вблизи поверхности металла мы 
использовали метод пробных функций [11]. 
Суть  метода состоит в рассмотрении двух 
семейств пробных функций n = n(αi , z) и  
φ = φ(αi , z), связанных между собой уравнени-
ем Пуассона; последнее обеспечивает само-
согласование для кулоновского потенциала. 
Значения параметров αi находят из условия 
минимума полной энергии системы. Под-
ставляя вводимые таким образом n(z) и φ(z) 
в выражение (9), находим полную энергию 
основного состояния системы. Выбранные 
пробные функции должны удовлетворять 
условиям (6) и (7), быть непрерывными на 
границе металл – среда, приводя к условию 
непрерывности нормальной составляющей 
электростатической индукции [17]. 

В работе [11] Дж. Смит представил 
пробную функцию n(z) без обсуждения и 
обоснования в виде 

0 0

1 1
( ) 1 ( ) ( ) ,

2 2
z zn z n e z e zβ −β  = − θ − + θ  

  

где n0 – объемная электронная плотность, 
β – вариационный параметр.

Для устранения неясности в характере 
пробных функций решалась упрощенная 
задача: в функционале полной энергии си-
стемы учитывались только слагаемые кине-
тической энергии (12) и электростатической 
энергии электронов (11) (приближение То-
маса – Ферми). Однако при углубленном 
рассмотрении по-прежнему использовалась 
пробная функция (16), так как, во-первых, 
она, будучи экспоненциально затухающей 
вне металла, больше соответствует реше-
нию квантовомеханической задачи для 
электронной плотности, чем степенное ре-
шение уравнения Томаса – Ферми [10], а 
во-вторых, несмотря на простоту модели, 
обеспечивает разумное согласие с экспери-
ментом для большинства простых металлов 
[8, 9, 11, 19]. 

(14)

(13)

(12)

(11)

(10)

(9)

(8)

(7)

(16)

(15)
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К недостаткам пробной функции (16) 
и степенных пробных функций, получен-
ных из решения уравнения Томаса – Фер-
ми, следует отнести отсутствие осцилляций 
Фриделя, затухающих от поверхности в 
глубь металла [17, 19]. 

Для нахождения вариационного пара-
метра необходимо минимизировать функ-
ционал (9), но данный интеграл расходит-
ся, так как полная энергия электронного 
газа полуограниченной системы бесконеч-
на. С целью устранения этого препятствия 
вместо указанной задачи минимизации 

[ ( )]
0

dE n z
d

=
β

решается эквивалентная задача на миними-
зацию поверхностной энергии, а именно

0,
d
d

σ
=

β
где 

0( [ ( )] [ ( )]) ;n z n z dz
∞

−∞

σ = ω − ω θ −∫
при этом  

2
0 2[ ( )] [ ( )] [ ( ), | | ].n z n z n z nω = ω + ω ∇

Проводя численное интегрирование, по-
лучаем значение вариационного параметра 
β и значения характеристик поверхности 
металла, которые могут быть сопоставлены 
с результатами эксперимента [8, 9, 11, 19]. 

Подобные расчеты были выполнены для 
следующих пробных функций плотности:

1

1

1 0

1 1
( ) 1 ( )

2 (1 )

1 1
( ) ,

2 (1 )

a

a

n z n z
z

z
z

 
= − θ − + − 


+ θ + 

22
2 0 22

2

( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,
( 1)

Ra zL
L

L

a
n z n z a e z

b z
−  

= − θ − + − θ  −   

22
2 0 22

2

( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,
( 1)

Ra zL
L

L

a
n z n z a e z

b z
−  

= − θ − + − θ  −   

33 3 3
3 0 32

3 3

cos( )
( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,

( 1) cos( )
Ra zL L L

L
L L

a b z c
n z n z a e z

b z c
−  −

= − θ − + − θ  −   

33 3 3
3 0 32

3 3

cos( )
( ) 1 ( ) (1 ) ( ) ,

( 1) cos( )
Ra zL L L

L
L L

a b z c
n z n z a e z

b z c
−  −

= − θ − + − θ  −   

где a1, a2L, a3L, c3L – вариационные коэффи-
циенты; коэффициенты a2R, a3R находятся 
из условия электронейтральности (8) элек-
тронной плотности на границе раздела ме-
талл – вакуум; коэффициент b2L = b3L = 2kF  
[12, 19].

Как уже отмечалось выше, в качестве 
пробной функции плотности в ряде работ 
(см., например, [11, 17]) использовалась 
функция (16). Возможность использования 
пробной функции электронной плотности 
на границе раздела металл – вакуум, кото-
рая имеет вид, отличный от экспоненци-
ального (16), отражена в формуле для n1(z). 
Данная функция является однопараметри-
ческой, аналогично функции (16). 

Выбор функции, которая учитывает 
осцилляции Фриделя у границы металл – 
вакуум, а именно – n3(z), основан на ре-
зультатах работы [19]. Она имеет колебания 
плотности, затухающие в глубь металла, и 
экспоненциальное уменьшение n(z) в ва-
кууме. Применение экспоненциально-
го затухания правых частей функций (21) 
и (22) связано с тем, что характеристики 
поверхности металла, получаемые при ис-
пользовании пробной функции (16), лучше 
совпадают с результатами эксперимента, 
чем при использовании степенной пробной 
функции (19). Вид функции n2(z) совпадает 
с таковым для n3(z), за исключением осцил-
ляций. Такую зависимость необходимо ис-
следовать с тем, чтобы оценить влияние 
колебаний электронной плотности вблизи 
поверхности металла на соответствие экс-
периментальным данным.

Расчет поверхностных  
характеристик металла

 Выбор работы выхода A для расчетов 
связан с тем, что это одна из основных 
характеристик поверхности металла; для 
нее существует большое количество экс-
периментальных данных (см., например, 
публикации [7, 15]). Работа выхода есть 
минимальная работа, которую необходимо 
совершить для удаления электрона из ме-
талла при абсолютной температуре T = 0. 

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(22)
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Для ее расчета можно использовать следу-
ющее выражение [1]:

,A = ∆ϕ − µ

где 

[ ]
( )

G n
r

n
δ

µ = µ − ϕ =
δ

– объемный химический потенциал, кото-
рый отсчитывается от среднего электроста-
тического потенциала ϕ  и усредняется по 
объему металла;

( )∆ϕ = ϕ ∞ − ϕ

– разность потенциалов внутри и вне ме-
талла (кулоновский барьер).

Функционал G[n] с учетом величин 
плотности энергий (12) – (14), в пренебре-
жении градиентной поправкой (15), имеет 
вид

2 5
2 3 3

41
4 33
3

1
3

3
[ ] (3 ) ( )

10

3 3 0, 056 ( )
( ) .

4
0, 079 ( )

G n n z dz

n z
n z dz dz

n z

= π −

 − − π  +

∫

∫ ∫

В соответствии с формулами (24) и (26) 
выражение для работы выхода можно за-
писать в виде

2
22 3
3
0

2 1 1
13 3 3

0 0 3
021

3
0

(3 )
( )

2

0, 056 0, 0059 3
.

0, 079

A n
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Внутри металла каждый электрон по-
нижает свою энергию за счет образования 
обменно-корреляционной «дырки». Поэто-
му в выражение для полного эффективного 
потенциала внутри металла, помимо куло-
новского барьера, вводят поправки на об-
менную и корреляционную энергии:

1
13
3

2 1
3 3

21
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3
( ) ( ) ( )

0, 056 ( ) 0, 0059 ( )
.

0, 079 ( )

efv z z n z

n z n z
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+
−

 
+ 

 
Высота потенциального барьера опреде-

ляется выражением

( ) ( ).ef efh v v= ∞ − −∞

Результаты расчетов

Значения вариационных параметров, 
минимизирующих функционал σ0i[n], 
были получены путем численных расчетов  
(табл. 1). Численное интегрирование выра-
жения (18) позволило определить их значе-
ния для пробных функций всех трех типов 

(23)

Таблица  1

Результаты расчета вариационных коэффициентов,  
минимизирующих поверхностную энергию щелочных металлов  

для различных пробных функций ni (z)

Металл

Коэффициент

n0(z) n1(z) n2(z) n3(z)

β a1 a2L b2L a3L b3L c3L

Cs 1,34
2,55 0,36

0,68 0,57 0,68 –0,10
Rb

1,29
0,73

0,53
0,73 –0,30

K 0,77 0,77 –0,50
Na 1,31 2,50 0,40 0,96

0,51
0,96 –0,70

Li 1,23 2,48 0,41 1,18 1,18 –1,10

Примечание . Коэффициенты b2L = b3L = 2kF (kF  – импульс Ферми), значе-
ния коэффициента β получены в работе [11]. 

(24)

(25)

(26)

(28)

(29)

(27)

(27)
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(см. формулы (19) – (21)). Данный расчет 
выполнен только для ряда щелочных ме-
таллов, так как модель «желе» хорошо за-
рекомендовала себя для описания поверх-
ностной энергии металлов с достаточно 
малой концентрацией свободных электронов  
(n < 0,008) [1, 11]. 

Результаты расчета поверхностной энер-
гии и их сравнение с экспериментальными 
значениями представлены в табл. 2.

Как было отмечено в статье [11], работа 
выхода и другие поверхностные характери-
стики зависят от вариационной произво-
дной δσ[n]/δn функционала поверхностной 

энергии, а не от значения σ[n]. Этим объ-
ясняется тот факт, что полученная поверх-
ностная энергия только по порядку вели-
чины совпадает с ее экспериментальным 
значением, в то время как работа выхода и 
высота потенциального барьера существен-
но лучше соответствуют результатам экспе-
римента. Результаты расчета работы выхода 
и высоты потенциального барьера, а также 
их сравнение с экспериментальными дан-
ными представлены в табл. 3.

Распределения электронной плотности 
функций n0(z) и n3(z) при n0 = 0,00377 (для 
натрия) приведены на рис. 1. Эффектив-

Таблица  2

Сравнение с экспериментом рассчитанных значений поверхностной энергии σi   
щелочных металлов для различных пробных функций ni (z)

Металл
Поверхностная энергия, 105  а.с.е. 

σ0 σ1 σ2 σ3 σexp [11]

K 4,42 5,68 6,06 4,30   9,41
Na 7,09 9,77 11,40 6,86 15,46
Li 8,42 13,94 20,64 8,31 32,86

Таблица  3

Сравнение с экспериментом рассчитанных характеристик поверхностей щелочных 
металлов с использованием различных пробных функций 

Пробная функция 
и эксперимент

Величина
Значение величины, эВ

Cs Rb K Na Li

n0(z)
A0 2,64 2,73 2,77 2,90 3,13

h0 4,22 4,57 4,81 6,05 7,86

n1(z)
A1 2,74 2,84 2,90 3,24 3,63

h1 4,32 4,67 4,93 6,39 8,36

n2(z)
A2 3,09 3,16 3,21 3,46 3,37

h2 4,67 4,99 5,24 6,61 8,11

n3(z)
A3 2,46 2,51 2,50 2,65 2,89

h3 4,03 4,35 4,54 5,81 7,63

Эксперимент [11]
Aexp 1,81 2,16 2,22 2,35 2,38

hexp – – 4,12 4,85 6,08

Обозначения : Ai ,  Aexp – работа выхода электронов с поверхности; hi , hexp – вы-
сота потенциального барьера.
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Рис. 2.  Расчетные зависимости эффективного потенциала Vef  от расстояния z  
по нормали к поверхности, полученные  с использованием пробных функций 

n0(z) (1) и n3(z) (2) при n0 = 0,00377 для натрия

Рис. 1. Распределения электронной плотности с использованием пробных 
функций n0(z) (1) и n3(z) (2) при n0 = 0,00377 для натрия
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ный потенциал, полученный с использо-
ванием соответствующих функций, пред-
ставлен на рис. 2.

Заключение

Данная работа ставила своей целью 
изучить возможности применения метода 
функционалов плотности в рамках модели 
«желе», причем с использованием новых 
пробных функций распределения для опи-
сания поверхностных характеристик ряда 
щелочных металлов. Проведен самосогла-
сованный расчет поверхностной энергии 
щелочных металлов с учетом градиент-
ных поправок для кинетической энергии 
на неоднородность электронного газа в их 
приповерхностной области. Был найден 
оптимальный вид этих функций, рассчи-
таны вариационные параметры и такие 
поверхностные характеристики, как рабо-

та выхода и высота потенциального барье-
ра. Построены эффективные потенциалы 
для выбранных металлов. Показано, что 
пробные функции распределения, отлич-
ные от экспоненциальных, дают приемле-
мые результаты, но ближе всех остальных  
совпадает с экспериментальными данны-
ми функция, учитывающая осцилляции  
Фриделя.

Результаты данной работы могут быть 
использованы при описании как чистой 
поверхности металлов, так и процессов 
взаимодействия излучения с веществом, в 
частности элементарных процессов, проис-
ходящих на границе раздела металл – плаз-
ма. Кроме того,  метод функционала плот-
ности в рамках модели «желе» применим 
для описания воздействия электромагнит-
ного излучения высокой мощности на по-
верхность металла [20].
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