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THE INTEGRATED CHARACTERISTICS METHOD 
 FOR CALCULATION OF A BEND OF DESIGN 

Обосновывается возможность использования интегральных характеристик на изгиб [1] для рас-
чета процесса формоизменения и релаксации деталей постоянной и переменной толщины, оребрен-
ных панелей из листа и плит с поверхностями, близкими к развертывающимся, из анизотропных 
разносопротивляющихся растяжению и сжатию сплавов при плоском напряженном состоянии в 
условиях ползучести. Приводится  методика определения параметров функциональных зависимо-
стей из обработки экспериментальных диаграмм на чистый изгиб прямоугольных балок и кручение 
квадратных пластин для расчета процесса изгиба пластин с использованием соотношений, связы-
вающих скорости изменения кривизн с моментами для ортотропных материалов в предположении 
равенства свойств ползучести на растяжение и сжатие [2].

МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК, ФОРМООБРАЗОВАНИЕ, РЕЖИМ ПОЛЗУ-
ЧЕСТИ, ИЗГИБ, ОДИНАРНАЯ И ДВОЙНАЯ КРИВИЗНА. ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СО-
СТОЯНИЕ.

Possibility of use of integrated characteristics on a bend [1] for calculation of forming process and relax-
ations of details with a constant thickness from sheet and plates having surfaces close to developable from 
anisotropic alloys with different resistance to a stretching and compression at a flat stress state in the creep 
conditions  is proved. The technique of definition of functional dependences parameters from processing of 
experimental diagrams on a pure bend of rectangular beams and torsion of square plates  for calculation process 
of plates bending with use of the relationship between rates of change curvature and the moments for orthotro-
pic materials in the assumption of identical properties on a stretching and compression  is spent [2].

INTEGRATED CHARACTERISTICS METHOD, FORMING, CREEP, BENDING, SINGLE AND 
DOUBLE CURVATURES, FLAT STRESS STATE.

Принятая в авиа- и судостроении, а 
также в машиностроении ориентация на 
проектирование изделий с меньшим коли-
чеством комплектующих деталей приводит 

к более широкому использованию крупно-
габаритных, цельнофрезерованных из плит, 
монолитных гладких и оребренных пане-
лей, деталей из листа, фасонных профилей 
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(стрингеров, шпангоутов) из высокопроч-
ных алюминиевых и титановых сплавов.

Процессы формообразования деталей 
со сложными аэро- и гидродинамическими 
поверхностями, размеры которых достига-
ют десяти и более метров, исследованы не-
достаточно. По-видимому, это обусловлено 
тем, что расчет таких процессов в трехмер-
ной постановке представляет собой слож-
ную задачу даже при использовании со-
временной компьютерной техники [3 – 5]. 
Кроме того, деформационно-прочностные 
характеристики материала, необходимые 
для проведения расчета на ползучесть, за-
частую приходится определять непосред-
ственно из элементов конструкций изделия. 
При этом свойства ползучести, определен-
ные из экспериментов, которые проводят-
ся на образцах, изготовленных из листов, 
плит, толстостенных прессованных заго-
товок в состоянии поставки, существенно 
отличаются от свойств тех же материалов, 
но полученных из тонкостенных заготовок, 
цельнотянутых профилей, оребренных па-
нелей и т. п. Более того, деформационно-
прочностные свойства ползучести совре-
менных конструкционных алюминиевых и 
титановых сплавов существенно зависят от 
толщины листов и плит, направления вы-
резки заготовок для изготовления образцов 
и знака прикладываемой нагрузки при про-
ведении испытаний [6, 7]. 

Необходимость учета реальных свойств 
ползучести для оценки процесса формо-
образования показана на примерах чистого 
изгиба тонких анизотропных пластин оди-
нарной и двойной кривизны в предположе-
нии одинаковости свойств на растяжение и 
сжатие. Результаты расчета «по установив-
шейся стадии» процессов деформирования 
для анизотропных материалов, по сравне-
нию с таковыми в изотропной постановке 
без учета анизотропии, могут отличаться на 
порядок и более [7]. Неучет разносопро-
тивляемости сплавов при ползучести еще 
больше увеличивает ошибку, приводит к 
большим погрешностям при оценке израс-
ходованного эксплуатационного ресурса на 
стадии изготовления и при расчетах на дли-
тельную прочность и живучесть [8, 9]. 

Следует отметить, что изготовить образ-
цы на сжатие из тонкостенных элементов 
деталей, из листов и тонких плит, в соот-
ветствии с ГОСТом не всегда возможно, и 
вопрос определения характеристик на сжа-
тие остается открытым.

Из сказанного выше применительно к 
деталям больших габаритов следует необ-
ходимость разработки как приближенных 
(инженерных) методов расчета, так и ме-
тодик получения характеристик материала 
с учетом конструктивных особенностей 
изготавливаемых деталей. Учитывая тот 
факт, что большая номенклатура крупно-
габаритных деталей в авиа- и судострое-
нии формообразуется в условиях, близких 
к чистому изгибу, для проведения соот-
ветствующих вычислений в данной статье 
экспериментально обосновывается упро-
щенная методика определения интеграль-
ных характеристик на изгиб для расчета 
процесса формообразования элементов 
конструкций одинарной и двойной (в том 
числе знакопеременной) кривизны в ре-
жиме ползучести. 

Возможность использования изгибных 
характеристик при  плоском напряженно-
деформированном состоянии для формо-
образования трансверсально-изотропных 
пластин из разносопротивляющихся растя-
жению и сжатию материалов при ползуче-
сти в развертывающие (близкие к чистому 
изгибу) поверхности проиллюстрирована 
сведением к расчету по общепринятым со-
отношениям [1, 2], связывающим скоро-
сти изменения кривизн с изгибающими и 
крутящими моментами для ортотропных 
алюминиевого  В95пчТ2 (плита толщиной  
8,7 мм) и титанового ВТ-20 (толщина пли-
ты 25 мм) сплавов. Изгибные характери-
стики при температуре в продольном и 
поперечном направлениях определялись 
из чистого изгиба балок прямоугольного 
сечения под действием постоянных изги-
бающих моментов напряжениями, не пре-
восходящими предела упругости материала. 
Характеристику относительного кручения 
срединной поверхности получали из экспе-
риментальных данных на скручивание ква-
дратной пластины постоянным крутящим 
моментом по четырехточечной схеме при-
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ложения нагрузки в углах пластины [10]. 
Апробация полученных изгибных харак-

теристик проведена путем сравнения экс-
периментальных данных с расчетными по 
релаксации интенсивностей моментов при 
скручивании квадратных пластин. Получе-
но вполне удовлетворительное совпадение 
расчетных и экспериментальных данных. 

Метод интегральных характеристик на изгиб

Для одинаково работающих на растяже-
ние и сжатие материалов в условиях ползу-
чести, подчиняющихся степенному закону 
деформирования, геометрия для различных 
размеров и форм сечения образцов при из-
гибе отделяется делением изгибающего мо-
мента M на обобщенный момент инерции 
сечения при ползучести [11, c. 804]:

( 1)/

0 ,
n n

F

J z dF
+

= ∫
где n – показатель ползучести; z – коорди-
ната по высоте сечения профиля, F – пло-
щадь сечения образца. 

Для материалов с упрочнением обоб-
щенный момент инерции сечения при пол-
зучести следует выяснять по формуле

( 1)/

0 ,
n n

F

J z dF
α+ +

= ∫

где α  – показатель упрочнения материала. 
При этом зависимость скорости изме-

нения кривизны  является универсальной 
для различных форм сечений:

В настоящей работе использованы со-
отношения (1), (2) для неупрочняющихся и 
упрочняющихся материалов соответствен-
но. Почти полное совпадение эксперимен-
тальных значений кривизны (рис. 1) при 
изгибе балок одинакового сечения с асим-
метрией относительно нейтральной оси 
(тавры, изготовленные из разносопротив-
ляющихся растяжению и сжатию сплавов 
на основе алюминия и титана [12, 13] рав-
ными, но противоположно направленными 
моментами, позволило в первом приближе-
нии отделять геометрию таким же образом, 
как и для одинаково работающих на рас-
тяжение и сжатие материалов.

На рис. 1, а показаны диаграммы изме-
нения кривизны во времени  при 
изгибе тавровой балки, когда полка работа-
ет на растяжение и на сжатие. Для сплава 
АМГ-3 (пруток диаметром 28 мм) при тем-
пературе испытаний 200 °С и изгибающем 
моменте М = 88,3 H·м. Различие свойств 
ползучести на растяжение и сжатие по ско-
ростям деформаций достигает одного по-

Рис. 1. Экспериментальные  диаграммы изменения значений кривизны при изгибе тавровых балок, 
изготовленных из сплавов АМГ-3 (а) и 17 (б), под действием постоянных значений момента M.  
Получены при T = 200 °C, M = 88,3 Н٠м (а) и T = 20 °C, M = 441 Н٠м (б), для случаев, когда  

полка работает на растяжение (светлые точки)  и на сжатие (темные точки).  
Показаны геометрические размеры сечения образцов

(1)

(2)

(3)

а) б)
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рядка при одинаковых напряжениях [13].
На рис. 1, б приведены аналогичные 

экспериментальные данные по изгибу 
тавровых балок из титанового сплава 17  
(Тi-6Al-4V), сильно разносопротивляюще-
гося в условиях ползучести. Испытывались 
образцы из плиты толщиной 60 мм, тем-
пература испытаний – 20 °С, М = 441 H·м. 
Свойства ползучести на растяжение и сжа-
тие различаются на несколько порядков по 
скоростям деформаций [12]. 

Совпадение экспериментальных и рас-
четных данных для крайних случаев изги-
ба балок резко несимметрического сечения 
(изгиб в одну и в противоположную сто-
роны тавров равного поперечного сечения) 
свидетельствует о возможности определе-
ния интегральных свойств из изгиба балок 
независимо от формы сечения образца. Бо-
лее того, это утверждение подкрепляется 
аналогичным сопоставлением эксперимен-
тальных данных при знакопеременном из-
гибе балок таврового сечения на указанных 
выше сплавах. 

Отсутствие влияния геометрии сечения 
образца на интегральные характеристи-
ки при изгибе проверялось также серией 
экспериментов на сплаве АМГ-3 под дей-
ствием постоянного момента для балок с 
различной формой сечений (квадрат, пря-
моугольник, круг, полукруг). Однако сле-
дует подчеркнуть, что, отделяя геометрию 
таким же образом, как и для одинаково ра-
ботающих на растяжение и сжатие материа-
лов, мы сознательно идем на погрешность, 
которая обусловлена тем, что мы пренебре-
гаем смещением нейтральной оси балки 
из-за разносопротивляемости материала. 
Погрешность для исследованного сплава не 
превышала 25 %. Определение изгибных ха-
рактеристик на балках произвольных форм 
и размеров (в разумных пределах) дает тех-
нически приемлемую точность [1]. 

Таким образом, для материалов с раз-
ными свойствами ползучести на растя-
жение и сжатие, как и для материалов, 
одинаково работающих на указанный вид 
деформации, можно определять изгибные 
характеристики на каком-либо из профи-
лей и применять их к расчету на ползучесть 
балок других сечений.

Определение сдвиговой характеристики

Возможность использования  изгиб-
ных характеристик для расчета на ползу-
честь чистого изгиба в развертывающие 
поверхности (в том числе двоякой кри-
визны)  деталей из листа, пластин и плит 
проиллюстрируем на примере титанового 
сплава ВТ-20 (плита толщиной 25 мм) при 
температуре 750 °С и алюминиевого спла-
ва В95пчТ2 (плита толщиной 8,7 мм) при 
температуре 180 °С. Для сведения расчета 
на ползучесть изгиба деталей при плоском 
напряженно-деформированном состоянии 
из разносопротивляющегося при ползуче-
сти материала к расчету по общепринятым 
соотношениям, связывающим скорости 
изменения кривизн с моментами для изо-
тропных материалов [14, с. 526], и по ана-
логии с  ортотропными материалами, спра-
ведлива формула [2]:

ж 0( )
,ij

ij

M
M

∂Φ
=

∂


(2 1)/
( 1)/2
0

1 2
;

1 2 1

nn n
nnh

M
n n

−+
+ 

Φ =  + + 
2 2 2
0 22 33 11 11 33 22

2
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( ) ( )

2 2 ,

M A A M A A M

A M M A M

= + + + −

− +

где  – компоненты тензора скоростей из-
менения кривизн; Mij – компоненты тензо-
ра моментов; h – толщина пластины; Aij –  
компоненты анизотропии. 

Кроме изгибных характеристик в про-
дольном и поперечном направлениях, не-
обходимо определелить характеристики на 
сдвиг. Сдвиговую деформацию (относитель-
ное кручение срединной поверхности) мож-
но получить из экспериментальных данных 
по скручиванию квадратной пластины по-
стоянным крутящим моментом M12 по че-
тырехточечной схеме приложения нагрузки 
путем замены горизонтальных касательных 
напряжений, непрерывно распределенных 
по краям, вертикальными сосредоточенны-
ми силами в углах пластины [10, c. 58].

Для определения характеристики от-
носительного кручения срединной поверх-
ности заготовки была сконструирована и 
изготовлена лабораторная установка для 

(4)

(5)
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скручивания квадратной пластины посто-
янным крутящим моментом М12 по четы-
рехточечной схеме приложения нагрузки.

На рис. 2, а приведена кинематическая 
схема установки для осуществления чисто-
го кручения квадратной пластины, а также 
даны схемы нагружения. Установка позво-
ляет, кроме реализации процесса ползучести 
постоянным крутящим моментом, снимать 
диаграммы с заданными скоростями изме-
нения кривизны (прогиба δ) и осуществлять 
релаксацию крутящего момента. Измере-
ние прогиба осуществляется по диагоналям 
индикаторами 1, кривизна насчитывается 
в соответствии с гипотезой прямых норма-
лей для чистого изгиба пластин по формуле 

 где 0l  – база замера. Пластина 
2 (см. также рис. 2, б) изгибается в развер-
тывающуюся седлообразную поверхность 
(одна диагональ деформируется выпукло-
стью вверх, другая – выпуклостью вниз). 
Сила Р прикладывается по углам пластины 
и составляет величину 122P M= . На травер-
су 3 можно подвешивать груз Q для реализа-
ции постоянного крутящего момента, либо 
с той же целью ее можно перемещать по 

вертикали с заданной скоростью V. 
На рис. 3, а приведены эксперимен-

тальные диаграммы изменения кривизны 
во времени при чистом изгибе балок (ши-
рина – 10 мм, высота – 20 мм, длина – 200 
мм), вырезанных в поперечном направле-
нии, под действием различных постоянных 
единичных изгибающих моментов M22, при 
температуре 750 °С, для титанового сплава 
ВТ-20.

На рис. 3, б приведены аналогичные экс-
периментальные данные на чистое круче-
ние квадратных пластин размером 200×200 
мм и толщиной 25 мм с различными посто-
янными единичными интенсивностями мо-
ментов iM . Кривизна, так же как и для ба-
лок, рассчитывалась по формуле  
величина прогибов δ определялась по двум 
диагоналям на базе замера 0l = 100 мм и за-
тем усреднялась. После обработки экспери-
ментальных данных на чистый изгиб балок 
в координатах  получены 
следующие значения коэффициентов для 
степенного закона ползучести:

10
0 8,89 10 (МПа) / c;nB − −= ⋅  n = 2,5

Рис. 2. Кинематическая схема установки для кручения квадратных пластин (а) и фотографии  
образцов скрученных пластин (верхняя – В95очТ1, нижняя – сплав 17) (б).  

Позиции на рис. 2, а: 1 – индикаторы; 2 – образец в виде квадратной пластины; 3 – траверса;  
4 – кварцевые стержни замера; 5 – датчик силоизмерительный тензорезисторный  (ДСТ) для измерения  
нагрузки; 6 – захваты; 7 – печное пространство; P – сила, прикладываемая по углам пластины, Q – груз,  

V – скорость перемещения траверсы 3

а) б)

(6)
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(модуль упругости равен 31,5 ГПа). 
При испытаниях балок на изгиб уста-

новлено, что в продольном, поперечном 
и под углом 45° к направлению проката, 
при одном и том же значении действую-
щего момента, скорости изменения кри-
визны практически совпадают, т. е. в пло-
скости плиты материал изотропный. О том 
же свидетельствуют и экспериментальные 
данные, полученные при испытаниях на 
чистое кручение пластин. При использова-
нии степенной зависимости интенсивности 
скоростей изменения величин кривизны  
от интенсивности моментов Мi [13], кото-
рая  выражается как

коэффициент ползучести на кручение и по-
казатель ползучести практически совпали с 
таковыми на изгиб (см. характеристики (6)).

На рис. 3, а, б показана аппроксимация 
степенной зависимостью экспериментальных 
данных на изгиб и кручение, соответственно 
с использованием характеристик (6).

Апробация полученных характеристик 
проведена путем сравнения эксперимен-
тальных данных с расчетными по релакса-
ции интенсивности моментов при кручении. 
На рис. 4 представлены экспериментальные 

данные по релаксации и результаты расче-
та для двух пластин толщиной h = 25 и 17 
мм. Там же показана кинематическая схема 
кручения пластин силами, сосредоточен-
ными в вершинах углов, для определения 
характеристик на сдвиг.

а) б)

Рис. 3. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) диаграммы изменения  
во времени кривизны при чистом изгибе прямоугольных балок (а) и чистом кручении квадратных 
пластин (б) под действием различных постоянных единичных интенсивностей моментов, Н·м/м:  

M22  = 6,11 (1), 4,10 (2), 2,07 (3); Mi  = 5,93 (4), 2,94(5), 2,22 (6); T = 750 °C. Образцы сплава ВТ-20  
имели размеры 200 × 10 × 20 мм (а) и 200 × 200 × 25 мм (б)

(7)

Рис. 4. Сравнение экспериментальных данных 
(точки) с расчетными (линии)  по релаксации 
интенсивности моментов при кручении двух 
квадратных пластин разной толщины h, мм:  

25 (1) и 17 (2).  
Сплав ВТ-20, толщина плиты 25 мм, T = 750 °C. 

Представлена также кинематическая схема кручения 
силами P
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Определение характеристик на сдвиг по 
предложенной методике для монолитных 
панелей, усиленных с одной стороны си-
стемой ребер, не представляется возмож-
ным. Вместе с тем использование изгибных 
характеристик при расчете на ползучесть 
подкрепленных панелей одинарной кривиз-
ны (случай отсутствия кручения) позволяет 
существенно упростить процедуру, прово-
димую по ранее предложенной инженерной 
методике [15, 16]. Знание интегральных ха-
рактеристик на изгиб позволяет  снизить 
размерность задачи (так как не требуется 
искать перераспределение напряжений от 
времени по толщине пластины при изгибе) 
и проводить расчеты крупногабаритных де-
талей без использования метода конечных 
элементов.

На рис. 5, а представлены аналогичные 
результаты экспериментов на ползучесть 
при чистом изгибе балок, изготовленных 
вдоль проката из алюминиевого сплава 
В95пчТ2 (плита толщиной 8,7 мм), под 
действием различных постоянных единич-
ных внешних моментов  при температуре 
180 °С. Аппроксимации были проведены 
степенной зависимостью скорости измене-
ния кривизны от изгибающего единичного 
момента по теории упрочнения 

В = 5,5٠10–39(Н٠м/м)–nм–αс–1; 

n = 8,57; α = 1.

Рис. 5. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) диаграммы изменения во времени  
кривизны при чистом изгибе прямоугольных балок (а) и чистом кручении квадратных пластин (б)  

под действием различных постоянных единичных интенсивностей моментов, Н·м/м:  
M  = 4458 (1), 3980 (2), 3821 (3); Mi = 2972 (4), 2620 (5). T = 180 °C.  

Образцы сплава В95пчТ2 имели размеры 200 × 20 × 8,0 мм (а) и 180 × 180 × 8,2 мм (б)

а) б)

Рис. 6. Сравнение экспериментальных  
данных (точки) с расчетными (линии)  по ре-
лаксации интенсивности моментов при круче-

нии квадратных пластин (h = 8,2 мм)  
с различными постоянными единичными ин-
тенсивностями моментов в начальный момент 

времени Mi(0), Н·м/м: 2972 (1) и 2620 (2).  
Сплав В95пчТ2, T = 180 °C 
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На рис. 5, б представлены аналогичные 
результаты по скручиванию двух квадрат-
ных пластин размером 180×180 мм и толщи-
ной 8,2 мм. Достаточно удовлетворитель-
ное совпадение результатов эксперимента 
с расчетными данными при использовании 
одних и тех же характеристик для изгиба 
балок и кручения пластин  говорит о транс-
версальной анизотропии плиты (изотропия 
в плоскости листа). 

Апробация полученных характеристик 
была проведена путем сравнения экспери-
ментальных данных с расчетными (рис. 6) 
по релаксации интенсивности моментов при 
кручении пластин из сплава В95пчТ2 при  
Т = 180 °С (толщина пластин h = 8,2 мм).

Таким образом, для тонколистовых 
сплавов, когда невозможно определение 

свойств ползучести на сжатие в соответствии 
с ГОСТом, интегральные характеристики 
(включая характеристику относительного 
кручения срединной поверхности) позво-
ляют рассчитывать при задании процесса 
нагружения и в кинематической постанов-
ке упреждающую геометрию оснастки с 
учетом упругого восстановления (распру-
жинивания) и являются паспортными для 
расчета процесса формообразования. На 
основании кривых релаксации определяет-
ся рациональное время выдержки заготов-
ки в заневоленном состоянии, при кото-
ром необратимые деформации ползучести 
достигнут максимальной величины, тем 
самым распружинивание заготовки будет 
минимальным.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 
(проект № 11-08-00845-а).
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