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PARTITIONING PROCEDURES FOR A MIXED OPTIMIZATION PROBLEM

Для смешанной задачи оптимизации доказываются теорема о разбиении этой задачи и две лем-
мы. Эти утверждения составляют теоретическую основу для вычислительных процедур разбиения, 
детально описанных в работе. 

смешанная задача. целочисленная задача. оптимизация. двойствен-
ность. многогранный конус. процедуры разбиения.

Some partitioning theorem and two lemmas are proved for a mixed optimization problem. These are a 
theoretical background for calculating partitioning procedures which are detailed in this paper.

mixed problem. integer problem. optimization. duality. polyhedral cone. 
partitioning procedures.

В настоящее время численное решение 
практических смешанных задач оптимиза-
ции является актуальной проблемой. Как 
правило, в машинных кодах реализуется 
метод ветвей и границ. Вычислительную 
эффективность этих кодов можно значи-
тельно повысить путем построения сече-
ний. Эта работа посвящена именно такому 
повышению эффективности.

Сначала излагается постановка задачи 
и доказывается эквивалентность двух задач 
оптимизации. Затем формулируется и дока-
зывается теорема о разбиении смешанной 
целочисленной задачи оптимизации. В до-
казательстве этой теоремы показывается, в 
какой формулировке используется теорема 
Минковского – Фаркаша. Также обсужда-
ется возможное применение теоремы о раз-
биении при решении практических задач.  

Дается доказательство двух лемм, в част-
ности на основании леммы 2 формулирует-
ся критерий оптимальности.

Теорема о разбиении смешанной задачи 
оптимизации и две леммы служат теорети-
ческой основой для двух вычислительных 
процедур разбиения. Эти процедуры де-
тально описаны и обоснованы.

Теорема о разбиении  
смешанной задачи оптимизации

Рассмотрим смешанную задачу оптими-
зации: 

max{ ( ) | ( ) 0 }p qcx f y Ax F y b x x y S p q+ + ≤ , ≥ , ∈ , ∈ ⊆ , ∈ , ∈ .R R N N

max{ ( ) | ( ) 0 }p qcx f y Ax F y b x x y S p q+ + ≤ , ≥ , ∈ , ∈ ⊆ , ∈ , ∈ .R R N N

Здесь A – действительнозначная ма-
трица m × p; b – m-столбец, c – p-строка, 

(1)
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состоящие из действительных чисел;  
f(y) – действительнозначная функция, ко-
торая может быть нелинейной; F(y) – век-
тор-столбец с действительнозначными 
компонентами (они также могут быть нели-
нейными). Функция f(y) и вектор-столбец 
F(y) определены на произвольном множе-
стве S [1, 3, 4, 8].

Здесь и в дальнейшем используются 
общепринятые обозначения. В частности, 
будем записывать вектор-столбец в строку 
без знака транспонирования, вертикальная 
черта при записи задачи оптимизации с ис-
пользованием фигурных скобок читается 
и понимается как «при условиях», а вер-
тикальная черта в записи множества – как 
«для которых».

Переменная, принимающая все зна-
чения из некоторого интервала действи-
тельных чисел, называется непрерывной. 
Переменная, принимающая значения из 
некоторого дискретного множества, назы-
вается дискретной. Примерами дискретных 
переменных могут служить: 

целочисленная переменная, прини-
мающая значения из множества 1Z ; неот-
рицательная целочисленная переменная, 
принимающая значения из множества 1

+Z ; 
двоичная переменная, принимающая либо 
значение 0, либо значение 1. 

Задача, в которой присутствуют как не-
прерывные, так и дискретные переменные, 
называется смешанной. Простейшим при-
мером смешанной задачи является смешан-
ная целочисленная линейная задача опти-
мизации, в которой 

( ) ( ) qf y dy F y By y += , = , ∈ .Z

Рассмотрим следующие множества: в 
mR  определим выпуклый многогранный 

конус 

{ | 0 0}C u uA u= ≥ , ≥ ;
в mR  – выпуклый многогранник 

{ | 0}P u uA c u= ≥ , ≥ ;

в 1m+R  – выпуклый многогранный конус 

0 0 0 0{( ) | 0 ( ) 0}C u u u c uA u u= , − + ≥ , , ≥ .

Введем непрерывную переменную x0 и 
сформулируем новую смешанную задачу 
оптимизации: 

0 0max{ | ( ) 0

( ) 0 }p q

x x cx f y Ax

F y b x x y S

− − ≤ , +

+ ≤ , ≥ , ∈ , ∈ ⊆ .R R

Утверждение. Задачи (1) и (2) эквива-
лентны в следующем смысле. 

Вектор 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  есть оптимальное ре-
шение задачи (2) тогда и только тогда, ког-
да 0 ( )x cx f y∗ ∗ ∗= +  и вектор ( )x y∗ ∗,  являет-
ся оптимальным решением задачи (1). 

Доста точность . Если допустимое 
решение 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  задачи (2) не является 
оптимальным, то существует допустимое 
решение 0( )x yx ′ ′, ,′  задачи (2) с бόльшим 
значением 0x ′  целевой функции, то есть 

0 0( ) ( )cx f y x cx f yx
∗ ∗ ∗′ ′+ ≥ > = + ,′

а это приводит к противоречию с тем, что 
( )x y∗ ∗,  есть оптимальное решение зада-
чи (1). 

Необходимость . Если 0 ( )x cx f y∗ ∗ ∗< + ,  
то существует допустимое решение зада-
чи (2) с бóльшим значением целевой функ-
ции, например, 

0 0( (1 / 2)( ( ) ) )x cx f y x x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ + − , , ,

а это приводит к противоречию с тем, что 
вектор 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  является оптимальным 
решением задачи (2). 

Если же допустимое решение ( )x y∗ ∗,  
задачи (1) не является оптимальным, то су-
ществует допустимое решение ( )x y′ ′,  зада-
чи (1) с бόльшим значением целевой функ-
ции, то есть 

0 0( ) ( )cx f y cx f y xx
∗ ∗ ∗′ ′= + > + = ,′

а это снова приводит к противоречию с 
тем, что вектор 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  есть оптималь-
ное решение задачи (2). 

Утверждение, т. е. эквивалентность за-
дач (1) и (2), доказано. 

Каждой точке 0 0( )u u C, ∈  сопоставим 
область в  множестве 1q+R , определенную 
как 

0 0 0 0{( ) | ( ) ( ) }x y u x uF y u f y ub y S, + − ≤ , ∈ .

Обозначим через G  множество из 1q+R , 
определенное как 

0 0

0 0 0 0
( )

{( ) | ( ) ( ) }
u u C

G x y u x uF y u f y ub y S
, ∈

= , + − ≤ , ∈ .


0 0

0 0 0 0
( )

{( ) | ( ) ( ) }
u u C

G x y u x uF y u f y ub y S
, ∈

= , + − ≤ , ∈ .


(2)
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Множество G может быть пустым. 
Поскольку C0 – это заостренный выпу-

клый многогранный конус, то он является 
выпуклой оболочкой конечного числа всех 
своих крайних лучей. Из этого следует суще-
ствование H точек 0( )h hu u, , 1, 2, …, h H= , 
таких, что 

0 0 0
1

0

{( ) | ( )

( ) }

H
h h

h

h h

G x y u x u F y

u f y u b y S H
=

= , + −

− ≤ , ∈ , ∈ .N



Теорема о разбиении. Для смешанной за-
дачи оптимизации (1) справедливы следую-
щие утверждения.  

1. Задача (1) недопустима тогда и толь-
ко тогда, когда задача оптимизации 

0 0max{ | ( ) }x x y G, ∈

недопустима, то есть тогда и только тогда, 
когда множество G  пусто. 

2. Задача (1) допустима, но не имеет 
оптимального решения тогда и только тог-
да, когда задача (4) допустима, но не имеет 
оптимального решения. 

3. Если ( )x y∗ ∗,  – оптимальное решение 
задачи (1) и 0 ( )x cx f y∗ ∗ ∗= + , то 0( )x y∗ ∗,  –  
оптимальное решение задачи (4) и x ∗  – 
оптимальное решение линейной задачи опти-
мизации 

max{ | ( ) 0}cx Ax b F y x∗≤ − , ≥ .

4. Если 0( )x y∗ ∗,  – оптимальное решение 
задачи (4), то задача (5) допустима и опти-
мальное значение целевой функции этой зада-
чи равно 0 ( )x f y∗ ∗− . Если x ∗  – оптимальное 
решение задачи (5), то ( )x y∗ ∗,  – оптималь-
ное решение задачи (1) с оптимальным значе-
нием 0x ∗  целевой функции. 

Доказ а т ельс тво . Сначала сформу-
лируем теорему Минковского – Фаркаша, 
а затем дадим формулировку этой же тео-
ремы в используемых нами обозначениях. 
Дело в том, что теорема Минковского – 
Фаркаша имеет несколько эквивалентных 
формулировок [2], поэтому каждый раз 
требуется  уточнение, какая именно фор-
мулировка имеется в виду. 

Теорема Минковского – Фаркаша о со-
вместности системы линейных неравенств 
([2, с. 42]): система линейных неравенств 

0Ax b x≤ , ≥

(4)

(3)

(5)

совместна тогда и только тогда, когда для 
любой точки u из конуса 

{ | 0 0}C u uA u= ≥ , ≥

выполняется неравенство 

0ub ≥ .

Эта формулировка – суть аналог теоре-
мы Кронекера – Капелли о совместности 
системы линейных уравнений. 

Теорема Минковского – Фаркаша в тре-
буемой нам формулировке. Пусть 0x ′  – про-
извольное число и y ′  – произвольная точка 
из множества S. 

Тогда система линейных неравенств 

0 ( )cx f yx ′− ≤ − + ,′

( )Ax b F y ′≤ − ,

0x ≥
совместна тогда и только тогда, когда для 
любой точки (u0, u) из конуса

0 0 0 0{( ) | 0 ( ) 0}C u u u c uA u u= , − + ≥ , , ≥

выполняется неравенство 

00( ( )) ( ( )) 0u f y u b F yx ′ ′− + + − ≥ .′

Последнее неравенство в приведенной 
формулировке теоремы Минковского –  
Фаркаша и неравенство, определяющее 
множество G, эквивалентны, и оба выпол-
няются для любой точки 0 0( )u u C, ∈ . 

Из теоремы Минковского – Фаркаша (в 
последней формулировке) следует, что си-
стема линейных неравенств 

0 ( )cx f yx ′− ≤ − + ,′

( )Ax b F y ′≤ − ,

0x ≥
совместна тогда и только тогда, когда 

00 0( ) ( )u uF y u f y ubx ′ ′+ − ≤′

для любой точки 0 0( )u u C, ∈ . 
Следовательно, если вектор 0( )x yx ′ ′, ,′  – 

допустимое решение задачи (2), то 0( )yx ′,′  – 
допустимое решение задачи (4). Наоборот, 
если вектор 0( )yx ′,′  является допустимым 
решением задачи (4), то существует вектор 

px +′ ∈R  такой, что 0( )x yx ′ ′, ,′  – допустимое 
решение задачи (2). 

Из этого следует доказательство утверж-
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дений 1 и 2 теоремы, так как задачи (1) и 
(2) эквивалентны. 

Более того, отсюда также следует, что 
если вектор ( )x y∗ ∗,  является оптимальным 
решением задачи (1) и 0 ( )x cx f y∗ ∗ ∗= + , то 

0( )x y∗ ∗,  – оптимальное решение задачи (4). 
Наконец, если вектор 0( )x y∗ ∗,  есть опти-

мальное решение задачи (4), то существу-
ет вектор px ∗

+∈R  такой, что 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  –  
оптимальное решение задачи (2). Тогда 

0 ( )x cx f y∗ ∗ ∗= + , и поскольку 0( )cx f y x∗ ∗+ ≤  
для любого допустимого решения ( )x y∗,  
задачи (1) ( y∗  зафиксировано), отсюда сле-
дует, что x ∗  – оптимальное решение зада-
чи (5). 

Теорема доказана. 
Данная теорема о разбиении смешан-

ной задачи оптимизации не налагает каких-
либо дополнительных условий на функцию 
f(y), вектор-функцию F(y) и на множество 
S, на котором определены f(y) и F(y). 

На практике, однако, f(y), F(y) и S долж-
ны иметь такие свойства, чтобы задача (4) 
могла бы быть решена существующими 
методами. Другими словами, необходимо 
каждый раз анализировать, недопустима за-
дача (4) или допустима, не находя при этом  
оптимального решения или находя ее опти-
мальное решение, если такое существует. 

Если эти условия выполняются, то тео-
рема о разбиении утверждает, что задача (1) 
может быть решена двухшаговой процеду-
рой. Первый шаг включает решение зада-
чи (4) и приводит к заключению, что задача 
(1) недопустима либо что она допустима, 
без нахождения оптимального решения, 
или к оптимальному значению целевой 
функции задачи (1) и к оптимальному век-
тору y∗  из S. В последнем случае требует-
ся второй шаг:  вычисление оптимального 
вектора px ∗

+∈R , который находится реше-
нием линейной задачи оптимизации (5). 

Решение задачи (4) можно рассмотреть 
более детально. Даже если процедура при-
годна для решения задач такого типа, то 
прямое решение задачи (4) требует пред-
варительного вычисления системы нера-
венств, определяющей множество G. Со-
гласно выражению (3), теоретически это 
возможно осуществить, если найти все 
крайние направления конуса C0, но сделать 

это практически невозможно из-за громозд-
ких вычислений, требующих значительных 
усилий. 

Однако поскольку оптимальное решение 
задачи (4) нас интересует больше, чем само 
множество G, будет достаточно вычислить 
только те ограничения множества G, кото-
рые определяют оптимальное решение. Да-
лее будет получена эффективная процедура 
для вычисления таких ограничений. 

Две леммы

В этом разделе делаем следующие пред-
положения:

множество S является замкнутым и 
ограниченным; 

функция f(y) и компоненты столбца 
F(y) – непрерывные функции на некотором 
множестве qS ⊆ R , содержащем S. 

Эти предположения выполняются в 
большинстве приложений и исключают 
усложнения, которые вызываются отсут-
ствием оптимального решения для допу-
стимой задачи. 

Может случиться, что множество S не 
ограничено в формулировке задачи (1). 
В этом случае можно добавить настолько 
большие границы для изменения компо-
нент столбца y, что либо существующее 
оптимальное решение заведомо находится 
в пределах добавленных границ, либо зна-
чения компонент вне этих границ не имеют 
реального смысла. 

Лемма 1. Если задача (4) допустима и 
множество S является замкнутым и огра-
ниченным, то переменная x0 не имеет верх-
ней границы на множестве G тогда и только 
тогда, когда многогранник P пуст. 

Доста точность . По предположению 
существует хотя бы одна точка 0( )y Gx ′, ∈′ .  
Если многогранник P пуст, то 0 0u =  для 
любой точки 0 0( )u u C, ∈ . Следовательно, 
множество G имеет вид 

0{( ) | ( ) }
u C

G x y uF y ub y S
∈

= , ≤ , ∈ .


Отсюда следует, что 0( )x y G′, ∈  для лю-
бого значения x0. 

Необходимость . Если многогранник 
P не пуст, то существует, по крайней мере, 
одна точка 0(1 )u C′, ∈ . Следовательно, для 
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любого допустимого решения (x0, y) задачи 
(4), учитывая условия, наложенные на f(y), 
F(y) и S, имеем: 

0 max{ ( ) ( )}
y S

x u b u F y f y
∈

′ ′≤ − + < +∞.

Лемма 1 доказана. 
Пусть Q – некоторое подмножество из 

конуса 0C , Q ≠ , 0Q C⊂ . Через ( )G Q  обо-
значим множество из 1q+R , определенное 
как 

0

0 0 0
( )

0

( ) {( ) | ( )

( ) }
u u Q

G Q x y u x uF y

u f y ub y S
, ∈

= , + −

− ≤ , ∈ .



Рассмотрим задачу оптимизации: 

0 0max{ | ( ) ( )}x x y G Q, ∈ .

Если задача (6) недопустима, то и за-
дача (4) недопустима, так как ( )G G Q⊆ . C 
другой стороны, если вектор 0( )x y∗ ∗,  явля-
ется оптимальным решением задачи (6), то 
нужно ответить на два вопроса: будет ли 

0( )x y∗ ∗,  также оптимальным решением (4) 
и, если нет, то какое «лучшее» подмноже-
ство Q из C0 может быть получено. Далее 
будут даны ответы на эти два вопроса. 

Лемма 2. Если вектор 0( )x y∗ ∗,  является 
оптимальным решением задачи (6), то он 
также будет оптимальным решением задачи 
(4) тогда и только тогда, когда 

0min{ ( ( )) | } ( )u b F y u P x f y∗ ∗ ∗− ∈ = − .

Доказ а т ельс тво . Поскольку макси-
мальное значение переменной x0 на мно-
жестве G(Q) предполагается конечным, из 
рассуждений, аналогичных приведенным 
при доказательстве леммы  1, следует, что 
множество Q содержит по крайней мере 
одну точку (u0, u), для которой u0 > 0. Сле-
довательно, многогранник P не пуст, то 
есть линейная задача оптимизации 

min{ ( ( )) | }u b F y u P∗− ∈
допустима. 

Заметим сначала, что оптимальное ре-
шение 0( )x y∗ ∗,  задачи (6) является также 
оптимальным решением задачи (4) тогда 
и только тогда, когда 0( )x y G∗ ∗, ∈ . Это оче-
видно. Поскольку ( )G G Q⊆ , имеем: 

0 0

0 0

max{ | ( ) ( )}

max{ | ( ) }

x x y G Q

x x y G

, ∈ ≥

≥ , ∈ .

По определению множества G точка 

0( )x y∗ ∗,  принадлежит G тогда и только тог-
да, когда 

0 0( ( )) ( ( )) 0u x f y u b F y∗ ∗ ∗− + + − ≥

для любой точки 0 0( )u u C, ∈ . Это вы-
полняется тогда и только тогда, когда 
( ( )) 0u b F y∗− ≥  для любой точки u C∈  и 

0( ( )) ( )u b F y x f y∗ ∗ ∗− ≥ −

для любой точки u P∈ , то есть тогда и 
только тогда, когда 

0min{ ( ( )) | } ( )u b F y u P x f y∗ ∗ ∗− ∈ ≥ − .

Из теоремы двойственности следует, что 
линейная задача оптимизации 

max{ | ( ) 0}cx Ax b F y x∗≤ − , ≥

имеет конечное оптимальное решение x ∗ , 
для которого 

min{ ( ( )) | }cx u b F y u P∗ ∗= − ∈ .

Поскольку вектор ( )x y∗ ∗,  является оп-
тимальным решением задачи (1), из теоре-
мы о разбиении и из того, что ( )G G Q⊆ ,  
следует 

0 0

0 0 0

( ) max{ | ( ) }

max{ | ( ) ( )}

cx f y x x y G

x x y G Q x

∗ ∗

∗

+ ≤ , ∈ ≤

≤ , ∈ = .

Наконец, приняв во внимание выраже-
ния (9), (11) и (12), заменим неравенство 
(9) на равенство (7). 

Лемма 2 доказана. 
Если линейная задача оптимизации (8) 

имеет конечное оптимальное решение, то по 
крайней мере одна из вершин многогранни-
ка P содержится в множестве оптимальных 
решений. Хорошо известно, что в этом слу-
чае симплекс-метод приводит к оптималь-
ной вершине u∗  многогранника P. 

Согласно лемме 2, если 

0( ( )) ( )u b F y x f y∗ ∗ ∗ ∗− = − ,

то оптимальное решение 0( )x y∗ ∗,  задачи 
(4) найдено. Кроме того, симплекс-метод 
дает в то же время оптимальное решение x ∗ 
двойственной линейной задачи оптимиза-
ции (10), а из теоремы следует, что ( )x y∗ ∗,  –  
оптимальное решение задачи (1). 

Если 

0( ( )) ( )u b F y x f y∗ ∗ ∗ ∗− < − ,

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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то точка (1,u*) из C0 не принадлежит Q.  
В этом случае формируем новое подмно-
жество Q ′  из C0 добавлением точки (1 )u∗,  
к Q. 

Если линейная задача оптимизации (8) 
не имеет конечного оптимального реше-
ния, то симплекс-метод приводит к верши-
не u  многогранника P и к направляющему 
вектору v  одного из его крайних лучей, ко-
торое дает крайнее направление одного из 
крайних лучей конуса C0, так что значение 
целевой функции ( ( ))u b F y∗−  стремится  
к −∞  вдоль луча 

{ | 0}u u u v= + λ , λ ≥ .

Кроме того, имеем неравенство 

( ( )) 0v b F y∗− < ,

из которого следует, что точка (0 )v,  из C0 
не принадлежит Q. В этом случае формиру-
ем новое подмножество Q ′  из C0 добавле-
нием точки (0 )v,  к Q. 

В любом случае пусть 0( )yx ′,′  будет 
оптимальным решением задачи оптимиза-
ции 

0 0max{ | ( ) ( )}x x y G Q ′, ∈ .

Тогда в первом случае имеем 

0( ( )) ( )u b F y f yx′ ′− ≥ − ,′

а во втором случае –

( ( )) 0v b F y ′− ≥ .

Отсюда, учитывая неравенства (13) и 
(14), получаем, что 

0 0( ) ( )y x yx
∗ ∗′, ≠ , .′

К тому же, поскольку Q Q′ ⊃ , имеем 
( ) ( )G Q G Q′ ⊂ . Следовательно, 

0 0xx
∗≤ .′

В случае если линейная задача опти-
мизации (8) не имеет конечного решения, 
то может случиться, что вышеупомянутая 
вершина u  удовлетворяет неравенству (13). 
Тогда обе точки (1 )u,  и (0 )v,  не принад-
лежат Q и новое подмножество Q ′  из C0 
может быть получено добавлением обе-
их точек к Q. Также важно отметить, что 
система ограничений для множества ( )G Q ′  
получается добавлением к системе ограни-

чений для G(Q) либо неравенства 

( )vF y vb≤ ,

либо двух неравенств: 

( )vF y vb≤ ,

0 ( ) ( )x uF y f y ub+ − ≤ .

Теперь все готово, чтобы описать конеч-
ную итерационную процедуру для решения 
смешанной задачи оптимизации (1).  

Вычислительная процедура 1

Процедура начинается с данного конеч-
ного подмножества 0

0Q C⊂ . Обозначим 
через ν счетчик итераций. Присваиваем ν 
значение 0 [1]. 

Итерация 0. Если множество 0( )G Q  пу-
сто, то процедура завершается: задача (1) 
недопустима. 

Если u0 > 0 по крайней мере для одной 
точки 0

0( )u u Q, ∈ , то переходим на шаг 1 
итерации 1. 

Если же u0 = 0 для любой точки 
0

0( )u u Q, ∈ , то полагаем 0
0x = +∞ ; в каче-

стве y0 выбираем y в произвольной точке 
0

0( ) ( )x y G q, ∈  и переходим на шаг 2 ите-
рации 1. 

Итерация ν. Шаг 1. Если ν-я итерация 
выполнена, то решаем задачу оптимизации 

0 0max{ | ( ) ( )}x x y G Q ν, ∈ .

Если задача (15) недопустима, то проце-
дура завершается: задача (1) недопустима. 

Если 0( )x yν ν,  найдено как оптимальное 
решение задачи (8), то переходим на шаг 2 
этой итерации. 

Шаг 2. Решаем линейную задачу опти-
мизации 

min{ ( ( )) | 0}u b F y uA c uν− ≥ , ≥ .

Если задача (16) недопустима, то за-
дача (1) либо недопустима, либо не имеет 
конечного оптимального решения (с этой 
ситуацией можно столкнуться только на 
первой итерации).  

Если задача (16) имеет конечное опти-
мальное решение uν и 

0( ( )) ( )u b F y x f yν ν ν ν− = − ,

то процедура завершается. В этом случае, 
если xν есть оптимальное решение задачи, 

(14)

(15)

(16)

(17)
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двойственной к задаче (16), то (xν yν) есть 
оптимальное решение задачи (1) и 0x ν  есть 
оптимальное значение целевой функции 
этой задачи. 

Затем, если 

0( ( )) ( )u b F y x f yν ν ν ν− < − ,

то формируем множество 
1 {(1 )}Q Q uν+ ν ν= ∪ , ,

присваиваем счетчику итераций ν значение 
ν + 1 и переходим на шаг 1 итерации ν. 

Если значение целевой функции задачи 
(16) стремится к –∞ вдоль луча 

{ | 0}u u u vν ν= + λ , λ ≥ ,

где uν – вершина многогранника P, vν – на-
правление крайнего луча конуса C, то для 

0( ( )) ( )u b F y x f yν ν ν ν− ≥ −

формируем множество 
1 {(0 )}Q Q vν+ ν ν= ∪ , .

Однако если неравенство (20) не выпол-
няется, то есть если 

0( ( )) ( )u b F y x f yν ν ν ν− < − ,

то формируем множество 
1 {(1 ) (0 )}Q Q uν+ ν ν ν= ∪ , , , ν .

В каждом из случаев присваиваем счет-
чику итераций ν значение ν + 1 и перехо-
дим на шаг 1 итерации ν. 

Данная процедура завершается за ко-
нечное число итераций одним из трех ре-
зультатов: 

задача (1) недопустима; 
задача (1) допустима, но не имеет опти-

мального решения; 
оптимальное решение задачи (1) полу-

чено. 
Эта процедура является конечной, так 

как на каждой итерации, в которой она не 
завершается, предшествующее подмноже-
ство Q ν доопределяется направляющим век-
тором, по крайней мере, одного из крайних 
лучей многогранного конуса C0, который 
еще не принадлежит Q ν. Следовательно, 
за конечное число шагов либо процедура 
завершится, либо система ограничений, 
определяющих множество G, будет получе-

на; и, согласно доказанной выше теореме,  
процедура остановится после следующей 
итерации. 

Правила завершения процедуры обо-
снованы следующим образом. 

1. ( )G Q Gν ⊃  и пункт 1 теоремы: задача 
(1) недопустима. 

2. Лемма 1 и пункт 2 теоремы: задача 
(1) допустима, но не имеет оптимального 
решения. 

3. Лемма 2 и пункт 4 теоремы: опти-
мальное решение задачи (1) получено. 

Поскольку 1( ) ( )G Q G Q Gν ν+⊃ ⊃ , после-
довательность 0{ }x ν  не возрастает и 

0 0 0max{ | ( ) }x x y G x ν, ∈ ≤

для любого 0ν ≥ .
Если задача (16) имеет оптимальное ре-

шение uν, то двойственная к ней задача 

max{ | ( ) 0}cx Ax b F y xν≤ − , ≥

имеет оптимальное решение xν, для которо-
го выполняется равенство  

( ( ))u b F y cxν ν ν− = .

Поскольку (xν, yν) – допустимое решение 
задачи (1), то из пункта 3 теоремы следует:

0 0( ( )) ) ) max{ | ( ) }u b F y f y x x y Gν ν ν− + ≤ , ∈ .

0 0( ( )) ) ) max{ | ( ) }u b F y f y x x y Gν ν ν− + ≤ , ∈ .

Таким образом, в конце каждой итера-
ции имеем верхнюю и нижнюю границы 
для максимального значения x0 на множе-
стве G, а также для максимального значе-
ния целевой функции задачи (1): 

0 0 0

max{ ( ( )) ( )}

max{ | ( ) }

k k k

k
u b F y f y

x x y G x
≤ν

ν

− + ≤

≤ , ∈ ≤ .

Здесь 

( ( )) ,k ku b F y− = −∞

если задача (16) на k-й итерации не имеет 
конечного оптимального решения; иначе 
это оптимальное значение целевой функ-
ции этой задачи. 

Выбор начального множества Q0 во мно-
гом зависит от существующей задачи, кото-
рая должна быть решена. В любом случае 
процедура может начинаться с множества 
Q0, содержащего только начало координат 

(19)

(18)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
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из Rm+1, которое всегда принадлежит конусу 
C0. Затем переходим на шаг 2 итерации 1. 
При этом 0

0x = +∞ , а 0y S∈  – произволь-
ная точка. 

Модификация вычислительной процедуры 1

Часто на практике намного удобнее ре-
шать задачу 

max{ | ( ) 0}cx Ax b F y xν≤ − , ≥ ,

двойственную к задаче (16), чем саму эту за-
дачу. В этом разделе описан эффективный 
способ получения полной информации для 
представления вычислительной процедуры 1  
с помощью решения задачи (29) вместо за-
дачи (16) [1].

Сначала заметим, что задача (29) может 
быть недопустима, так как у задачи (16) 
может быть бесконечное оптимальное ре-
шение. Чтобы избежать «недопустимости», 
заменим выпуклый многогранник P на 
ограниченный выпуклый многогранник 

( ) { | 0}P M u uA c ue M u= ≥ , ≤ , ≥ .

Здесь через e обозначен вектор-столбец, 
все компоненты которого равны единице, а 
число M настолько велико, что все верши-
ны многогранника P (если он не пустой) 
содержатся в области 

{ | 0}u ue M u≤ , ≥ .

Тогда задача (29) заменяется задачей 

0 0 0max{ | ( ) 0 0}cx Mz Ax ez b F y x zν− − ≤ − , ≥ , ≥ ,

0 0 0max{ | ( ) 0 0}cx Mz Ax ez b F y x zν− − ≤ − , ≥ , ≥ ,

которая всегда допустима. 
Если число M достаточно большое (см. 

далее), то справедливы следующие утверж-
дения: 

задача (16) недопустима тогда и только 
тогда, когда задача (32) имеет бесконечное 
оптимальное решение; 

если 0( )x zν ν,  есть оптимальное решение, 
найденное для задачи (32), и 

0 0z ν = , то (xν, 

yν) есть допустимое решение задачи (1). 
Для оптимального решения ( )u Mν , 

найденного в то же время для двойствен-
ной задачи 

min{ ( ( )) |   0}u b F y uA c ue M uν− ≥ , ≤ , ≥ ,

min{ ( ( )) |   0}u b F y uA c ue M uν− ≥ , ≤ , ≥ ,

имеем соотношение 

( )( ( ))u M b F y cxν ν ν− = .

Так как uν(M) также является допусти-
мым решением задачи (16), то из равенства 
(34) и теоремы двойственности для линей-
ной задачи оптимизации следует, что оно 
также является оптимальным решением 
задачи (16). Тогда, опираясь на лемму 2 
и теорему, находим, что (xν, yν) есть опти-
мальное решение задачи (1) тогда и только 
тогда, когда 

0( )cx f y xν ν ν+ = .

Если 0 0z ν = , но соотношение (7) не вы-
полняется, или если 0 0z ν > , то рассмотрим 
оптимальное решение uν(M) более подробно. 

Хорошо известно, что компоненты uν(M)  
равны компонентам «d-строки» (известной 
также как «(zj – cj)-строка») в оптимальной 
симплекс-таблице, соответствующим ис-
ходным слабым переменным. Из опреде-
ления d-строки следует, что это линейная 
вектор-функция от M, то есть 

1 2( )d M d Mdν ,ν ,ν= + ,

где 2 0d ,ν ≥  (другими словами, число M 
предполагается по возможности малым,  
см. далее). 

Отсюда следует, что uν(M) – также ли-
нейная вектор-функция от M: 

1 2( )u M u Muν ,ν ,ν= + .

Векторы d1,ν и d2,ν, а следовательно и век-
торы u1,ν и u2,ν, получены заменой целевой 
функции cx – Mz0  в оптимальной симплекс-
таблице на cx и –z0 соответственно и затем 
пересчетом d-строки. Будем обращаться к 
d1,ν и d2,ν как к M-компонентам d-строки; 
аналогично, u1,ν и u2,ν – суть M-компоненты 
оптимального решения двойственной за-
дачи. Для любой заданной оптимальной 
симплекс-таблицы M-компоненты не зави-
сят от M. 

Благодаря конструкции многогранника 
P(M), любая вершина P есть вершина из 
P(M). Более того, как было доказано, лю-
бая вершина из P(M) имеет вид 

( )u M u v= + λ ,

где u  – вершина из P; v  есть либо нуль, 

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)
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либо направляющий вектор крайнего луча 
из C; λ – некоторое неотрицательное чис-
ло. 

Обратно, если v  есть такой направляю-
щий вектор, то найдется, по крайней мере, 
одна вершина u  из P такая, что 

( )
M ue

u M u v
ve

−
= +

есть вершина из P(M). Следовательно, вер-
шина (37) из P(M) может быть записана в 
виде 

( )u M u vν ν ν ν= + λ ,

где uν – вершина из P, vν – направление 
крайнего луча из C. 

Единственная проблема состоит в вы-
числении uν и νν  из M-компонент u1,ν и u2,ν 
из uν(M). 

Очевидно, что 
2v uν ,ν= .

Если u2,ν  = 0, то 

uν = u1,ν,

и если u2,ν  ≠ 0, то uν есть такая точка на 
луче 

1 2{ | 0}u u u u,ν ,ν= + λ , λ ≥ ,

которая также принадлежит P и соответ-
ствует наименьшему значению M, для ко-
торого вышеизложенное справедливо. 

Общеизвестным свойством d-строки 
оптимальной симплекс-таблицы задачи (32) 
является то, что это минимальное значение 
M (Mmin), для которого 

1 2( ) 0.d M d Mdν ,ν ,ν= + ≥

Следовательно, 
1

2
min 2

max | 0j
jj

j

d
M d

d

,ν
,ν

,ν

  = − > . 
  

По теореме двойственности также име-
ем соотношение 

min 0( ( ))u b F y cx M zν ν ν ν− = − .

В итоге получаем следующую модифи-
кацию вычислительной процедуры 1. 

Вычислительная процедура 2. Эта проце-
дура также начинается с данного конечного 
подмножества 0

0Q C⊂ . Более того, подхо-

дящее значение M должно быть известно 
(см. далее). Обозначаем через ν счетчик 
итераций. Присваиваем ν значение 0. 

Итерация  0 . Эта итерация такая же, 
как в процедуре 1. 

Итерация  ν . Шаг 1. Этот шаг такой 
же, как в процедуре 1. 

Шаг 2. Решаем линейную задачу опти-
мизации 

0 0

0

max{ | ( )

0 0}

cx Mz Ax ez b F y

x z

ν− − ≤ − ,

≥ , ≥ .

Если задача (45) имеет бесконечное 
оптимальное решение, то задача (1) либо 
недопустима, либо не имеет конечного ре-
шения (с этой ситуацией можно столкнуть-
ся лишь на итерации 1). 

Если задача (45) имеет конечное опти-
мальное решение 0( )x zν ν, , то имеют место 
два случая: 

1. Если 0 0z ν =  и 

0( ) ,cx f y xν ν ν+ =

то ( )x yν ν,  есть оптимальное решение зада-
чи (1) с оптимальным значением 0x ν  целе-
вой функции. 

2. Если 0 0z ν = , но 

0( ) ,cx f y xν ν ν+ <

или если 0 0z ν > , то определим M-компоненты 
d1,ν и d2,ν d-строки в оптимальной симплекс-
таблице и M-компоненты u1,ν и u2,ν опти-
мального решения двойственной задачи. 

Если u2,ν  = 0, то пусть 

uν = u1,ν и νν = 0.

Если u2,ν ≠ 0, то вычислим 
1

2
min 2

max | 0j
jj

j

d
M d

d

,ν
,ν

,ν

  = − > , 
  

и пусть 
1 2

minu u M uν ,ν ,ν= + ,

2v uν ,ν= .

Тогда, если 

min 0 0 ( ),cx M z x f yν ν ν ν− < −

то формируем множество 
1 {(1 ) (0 )},Q Q u vν+ ν ν ν= ∪ , , ,

и если 

(41)

(40)

(39)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)
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min 0 0 ( ),cx M z x f yν ν ν ν− ≥ −

то формируем множество 

1 {(0 )}Q Q vν+ ν ν= ∪ , .

Наконец, заменяем счетчик итераций ν 
на ν + 1 и выполняем шаг 1 итерации ν. 

В заключение следует отметить, что под-
робности о теореме и двух леммах можно 
найти, например, в работах [1, 8]. Следу-
ет обратить внимание читателя на то, что в 

тексте работы [1] были использованы дру-
гие обозначения и другая терминология, 
а также имеются некоторые  неточности. 
Изложение обоснованной вычислительной 
процедуры – это необходимый шаг в созда-
нии кода, решающего практические задачи 
на ЭВМ.

Для численного решения специальной 
линейной задачи оптимизации, которая 
возникает в вычислительных процедурах  
1 и 2, можно использовать прямой метод, 
детально описанный в работах [5 – 7].

(51)
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