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В статье обсуждается влияние параметров потенциала межчастичного взаимодействия на опти-
ческие свойства металлических кластеров. Исследуются зависимости статической дипольной поля-
ризуемости и частоты плазмонного резонанса кластеров щелочных металлов от параметра экрани-
рования и эффективной диэлектрической константы.

ЭКРАНИРОВАНИЕ. КЛАСТЕРЫ. ФОТОПОГЛОЩЕНИЕ. ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ.

An influence of interparticle potential parameters on optical properties of metallic clusters is discussed 
in the article. Dependences of the static dipole polarisability and the plasmon resonance frequency of alkali 
metal clusters upon the screening parameter and the effective dielectric constant are studied.

SCREENING. CLUSTERS. PHOTOABSORPTION. POLARIZABILITY.

Физические свойства наноразмерных 
Ферми-систем, примером которых служат, 
в частности, микроскопические атомные 
кластеры, являются предметом интенсив-
ных исследований, ведущихся в последние 
десятилетия [1]. Наибольший интерес при 
изучении физических свойств таких систем 
вызывают гигантские дипольные резонансы 
в спектрах фотопоглощения кластеров раз-
личного состава, в особенности кластеров 
щелочных металлов [1, 2], а также их высо-
кая поляризуемость. Оптические свойства 
подобных объектов определяются валент-
ными электронами, которые полностью де-
локализованы по всему объему кластера и 
образуют оболочечную структуру [2, 3]. 

Целью данной работы являлось иссле-
дование влияния параметров потенциала 
межчастичного взаимодействия на опти-
ческие свойства металлических класте-
ров. В рамках поставленной задачи были 
проведены расчеты статической диполь-
ные поляризуемости и спектров фотопо-
глощения для ряда наиболее стабильных 
систем, содержащих «магические» числа 
делокализованных электронов [1], при раз-
личных значениях параметров эффектив-
ного потенциала электрон-электронного 
и электрон-ионного взаимодействий, и 
определены значения параметров, обеспе-
чивающие наилучшее согласие расчетных 
данных с экспериментом.



63

Атомная физика, физика кластеров и наноструктур

В работе использовалась атомная систе-
ма единиц: 1ee m= = = .

Оптические свойства металлических  
кластеров в рамках модели желе

Основные особенности оптических ха-
рактеристик конечных систем, в которых 
свободные электроны движутся в поле ион-
ного остова, хорошо описываются в рамках 
модели «желе», согласно которой положи-
тельный остов представляется в виде заря-
женного фона с некоторой непрерывной 
функцией распределения [3]. Наибольшее 
распространение получила так называемая 
сферическая желе-модель в приближении 
bulk material [2, 3], согласно которому ра-
диус ионного кора с однородным сфериче-
ски симметричным распределением заряда 

0( )core rρ = ρ  принимается равным 
1 3

0 ,sR r N=

где N – число атомов в кластере, а rs – раз-
мер ячейки Вигнера – Зейца соответствую-
щего объемного материала. 

Именно в рамках этой модели была 
проведена большая часть теоретических 
расчетов электронной структуры, спектров 
фотопоглощения, статической дипольной 
поляризуемости и других физических па-
раметров кластеров щелочных металлов 
[1 – 4]. В большинстве опубликованных 
теоретических работ было обнаружено ка-
чественное согласие между результатами, 
полученными как на основе методов кван-
товой теории многих тел, так и в прибли-
жении локальной плотности [1, 2, 5, 6]. 
В то же время при сравнении результатов 
расчетов, полученных в рамках bulk material 
(БМ) желе-модели, с экспериментальными 

данными наблюдается систематическое ко-
личественное расхождение между теорети-
ческими значениями и результатами изме-
рений. Для примера в таблице приведены 
расчетные значения статической дипольной 
поляризуемости 0α  для нескольких класте-
ров, содержащих различное число атомов 
натрия, полученные с использованием БМ-
желе-модели в приближении случайных 
фаз с обменом (ПСФО, или RPAE), и со-
ответствующие экспериментальные значе-
ния [7]. Из данных таблицы видно, что для 
всех рассмотренных металлических класте-
ров (МК) расчетные значения оказываются 
примерно на 15 % ниже эксперименталь-
ных данных [7, 8].

В свою очередь результаты квантово-
механических расчетов значительно пре-
вышают значения статической дипольной 
поляризуемости α0 = R0

3, которые следуют 
из классической модели, рассматривающей 
кластер в виде металлической сферы радиу-
са R0. Последний факт подтверждает необ-
ходимость учета многочастичных эффектов 
при теоретическом описании оптических 
свойств МК, особенно в случае кластеров, 
содержащих сравнительно небольшое чис-
ло атомов (N ≤ 102).

Сходная картина наблюдается при про-
ведении расчетов спектров фотопоглоще-
ния МК. В работах [5, 9] показано, что 
квантовомеханические вычисления, вы-
полненные рамках БМ-желе-модели, каче-
ственно адекватно воспроизводят основные 
характеристики оптического спектра МК, 
но при этом ведут к систематически завы-
шенным значениям резонансных частот по 
сравнению с данными эксперимента [8].

Таким образом, простая сферически-

Расчетные и экспериментальные значения статической дипольной поляризуемости α0 (ат. ед.)  
кластеров натрия, содержащих различное число атомов; расчеты в различных приближениях

Кластер RPAE TDLDA[5]
Экспериментальные 

данные [7]
Классическая 

модель

Na8 755 722 879 512

Na20 1808 1721 2138 1280

Na34 2806 2717 3520 2176

Na40 3529 3340 4090 3260
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симметричная модель желе в сочетании с 
квантовомеханическим описанием системы 
делокализованных электронов, двигающих-
ся в поле положительно заряженного кора, 
качественно верно описывает основные 
оптические свойства кластеров щелочных 
металлов с замкнутыми электронными обо-
лочками. В то же время в ее рамках точного 
количественного описания достигнуть не 
удается, и возможным путем решения этой 
проблемы может стать внесение изменений 
в саму модель желе.

При исследовании физических харак-
теристик кластеров с различным числом 
атомов выяснилось, что многоэлектронная 
система очень чувствительна к изменениям 
в характере сил межчастичного взаимодей-
ствия [10]. В подавляющем большинстве 
теоретических работ, посвященных ис-
следованиям МК на основе модели желе, 
предполагалось чисто кулоновское взаи-
модействие между частицами системы, в 
частности, между делокализованными ва-
лентными электронами, в то время как 
электроны внутренних оболочек считались 
«замороженными», и их влияние учитыва-
лось в виде эффективного потенциала рас-
пределенного заряда «желе». В то же вре-
мя, возможно, эффективный учет влияния 
электронов внутренних оболочек, а также 
некоторой части многочастичных эффек-
тов, не описываемых непосредственно в 
рамках ПСФО [11], может быть обеспе-
чен путем отказа от использования чисто 
кулоновского взаимодействия в системе и, 
таким образом достигнуто лучшее количе-
ственное согласие расчетных результатов 
с экспериментальными данными. Про-
блема учета многочастичных эффектов, 
выходящих за рамки ПСФО, в частности 
поляризационного взаимодействия между 
электронами валентных и внутренних обо-
лочек атомов, обсуждалась в работе [12]. 
Было показано, что учет динамической по-
ляризации приводит к эффективному экра-
нированию межчастичного взаимодействия 
в многоэлектронной системе и таким об-
разом влияет на ее оптические свойства. 
При этом непосредственное включение так 
называемых поляризационных диаграмм  
[12, 13] путем численного решения уравне-

ния Дайсона [12, 13] приводит к существен-
ному усложнению вычислений при модели-
ровании оптического отклика системы.

В качестве альтернативного пути для 
улучшения согласия теории с экспери-
ментом в данной работе предлагается ис-
пользовать эффективное экранированное 
кулоновское взаимодействие между всеми 
элементами системы кластера, оставаясь в 
рамках желе-модели, привлекательной сво-
ей простотой.

Теоретический подход

Рассмотрим систему, состоящую из N 
делокализованных электронов в поле по-
ложительного сферического остова с плот-
ностью распределения заряда ρ

core(r). Ее 
полный гамильтониан  0H  c потенциалом 
парного межчастичного взаимодействия 

( , )V ′r r  записывается в виде
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Здесь и далее индексы i, j обозначают 
заполненные, индексы m, n – незаполнен-
ные (виртуальные) одночастичные состоя-
ния. При этом полная волновая функция 

1 2( , , …, )Nx x xΨ  основного состояния, яв-
ляющаяся решением уравнения Шредин-
гера


0 1 2 1 2( , , …, ) ( , , …, )N el NÍ x x x E x x xΨ = Ψ

зависит от N координат ri  всех электронов и 
от N проекций их спинов σi, где ( , )i i ix = σr , 
а Eel – полная электронная энергия систе-
мы.

В потенциале межчастичного взаи-
модействия можно выделить чисто куло-
новский множитель 

1

i j

−
−r r  и некоторую 

ограниченную функцию ( )i jK −r r  (неотри-
цательную во всей области определения), 
учитывающую, в частности, эффект экра-
нирования [10]:

(| |)
( , ) ,

| |
i j

i j
i j

K
V

−
=

ε −

r r
r r

r r

где коэффициент ε играет роль эффективной 
диэлектрической проницаемости среды. 

Потенциал положительного остова с ра-
диальной плотностью 2( ) 4 ( )corer r rσ = π ρ  за-
писывается в виде [10]

(1)

(2)

(2)
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В качестве потенциала парного взаимо-
действия точечных зарядов при проведении 
расчетов был взят экранированный куло-
новский потенциал в форме 
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где 1
scrD −= κ  – эффективный радиус экра-

нирования. 
В случае однородного сферически-

симметричного распределения 0( )core rρ = ρ ,  
используемого в БМ-модели желе для элек-
тронейтрального кластера, потенциал ион-
ного остова имеет вид
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Расчеты электронной структуры класте-
ров проводились в приближении Хартри –  
Фока с потенциалом парного взаимодей-
ствия в форме (4). Одночастичные волно-
вые функции ( , )iϕ σr  и соответствующие 
энергии εi , полученные в результате чис-
ленного решения системы уравнений Хар-
три – Фока [11],

2

( ) ( , )
2

( , ) ( , )( ( , ) ( , )

( , ) ( , )) ( , ),
i j

core i i

j j j j i i
j

i i j i i i i
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σ σ

 ∇
− + ϕ σ + 

 

+ ϕ σ ϕ σ ϕ σ −

−δ ϕ σ ϕ σ = ε ϕ σ

∑ ∫

r

r r r r r

r r r r

в дальнейшем были использованы для 

вычисления оптических характери-
стик исследуемых систем. При этом в 
сферически-симметричном потенциале (5) 
одночастичные волновые функции могут 
быть представлены в виде произведения 
радиальной, угловой и спиновой состав-
ляющих [14]:

( )
( , ) ( , ) ( ),nl

lm

P r
Y

r µϕ σ = θ ϕ χ σr

и характеризуются набором квантовых чи-
сел n, l, m, μ.

Расчеты спектров фотопоглощения и 
статической дипольной поляризуемости 
были проведены в приближении случайных 
фаз с обменом (ПСФО), в рамках которого 
частоты νΩ  дипольных переходов из основ-
ного в многочастичные возбужденные со-
стояния определялись путем решения ма-
тричного уравнения [11]:

,∗ ∗

    
= Ω      −     

A B X X
B A Y Y

где элементы эрмитовых матриц A, B за-
писываются как

( ) ( )
,

( )

( )
,

;

.

e e
im jn ij mn im

e
ij mn im

e
im jn

A nm ji

in mj

B ij mn

= δ δ ω + =

= δ δ ω +

=

Здесь матричные элементы

2αβ γδ = αβ γδ − αβ δγ

межчастичного взаимодействия состоят из 
«прямой» (хартриевской) и обменной ком-
понент, где множитель 2 учитывает сум-
мирование по проекции спина в хартриев-
ском члене; αβ γδ  – матричный элемент, 
включающий в себя потенциал (4):

( ) ( ) ( , ) ( ) ( );d d V
α γ β δ γ

∗ ∗
σ σ σ σ α γ δ′ ′ ′ ′αβ γδ = δ δ ϕ ϕ ϕ ϕ∫∫ r r r r r r r r

 
× 

× ( ) ( ) ( , ) ( ) ( );d d V
α γ β δ γ

∗ ∗
σ σ σ σ α γ δ′ ′ ′ ′αβ γδ = δ δ ϕ ϕ ϕ ϕ∫∫ r r r r r r r r

индексы , , ,α β γ δσ σ σ σ  обозначают проекции 
спина соответствующих одночастичных со-
стояний.

Статическая дипольная поляризуемость 
электронной системы кластера вычисля-
лась как [13]

0 2
.

fν

ν ν

α =
Ω∑

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(10)

(9)

(8)

(11)
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Здесь суммирование проводится по 
всем возбужденным состояниям системы, 
включая интегрирование по непрерывной 
области спектра, а fν  – сила осциллято-
ра дипольного перехода между основным 
и ν-м многочастичным возбужденным со-
стоянием:

24
.

3
f Dν ν ν= Ω

Силы осцилляторов при этом удовлет-
воряют правилу сумм [13]:

.f Nν ν
ν

Ω =∑
Матричные элементы Dν , в свою оче-

редь, вычислялись путем суммирования по 
всем одночастичным возбуждениям:

( ),im im im mi
im

D X d Y dν ν
ν = +∑

где imd  – одночастичные дипольные ам-
плитуды;

( ) ( ) ;
i i m mim n l n ld P r rP r dr= ∫  1,m il l= ±

а коэфффициенты imX ν , imY ν  представля-
ют собой элементы собственных векторов 
уравнения (8).

Оптические свойства металлических  
кластеров с экранированным межчастичным 

взаимодействием

Как было показано в работе [10], вве-
дение эффективного экранирования в 
числителе потенциала межчастичного 
взаимодействия (4) вызывает возрастание 
среднего радиуса электронной системы r ,  
что в свою очередь должно приводить к 
увеличению статической дипольной поля-
ризуемости кластера. На рис. 1 представле-
ны зависимости приведенной статической 
дипольной поляризуемости α0(κ)/Nα1, где  
α1 = 162 ат.ед. – статическая поляризуемость 
атома натрия [15], от параметра экраниро-
вания, полученные при ε = 1,0 для класте-
ров Na8 и Na20 в рамках БМ-модели. Как 
видно из рисунка, для обоих кластеров учет 
экранирования ведет к лучшему согласию 
с экспериментальными данными [7], по 
сравнению с чисто кулоновским случаем, и 
обеспечивает их совпадение при значениях 
параметра κ ≈ 0,075 для Na8 и κ ≈ 0,061 для 

Na20, соответственно. 
Расчеты показали, что спектры фотопо-

глощения МК также чувствительны к изме-
нению потенциала взаимодействия между 
частицами системы. На рис. 2, а приве-
дены распределения сил осцилляторов в 
спектре фотопоглощения Na8 в окрестно-
сти плазмонного резонанса, рассчитанные 
при значениях параметра экранирования 
κ = 0,0; 0,05 и 0,10 для БМ-модели желе 
при ε = 1,0. Из рис. 2, б, на котором по-
казана зависимость частоты плазмонного 
резонанса Ωres от параметра экранирования, 
видно, что экранирование кулоновского 
межчастичного взаимодействия вызывает 
сдвиг резонансного пика в сторону более 
низких энергий и в случае Na8 приводит к 
совпадению расчетного значения с экспе-
риментом [8, 16] при κ ≈ 0,058. При этом 
сдвиг частоты сопровождается усилением 
фрагментации самой плазмонной линии, 
что проявляется в перераспределении сил 
осцилляторов в спектре. Так, по мере уве-
личения параметра экранирования в интер-
вале от κ = 0,0 до κ = 0,1 вклад домини-
рующего пика уменьшается с 67 до 45 % 
правила сумм (13).

Сферическая модель желе дает возмож-
ность описывать не только электроней-
тральные МК, но также их положительно 
заряженные ионы [1 – 5], в спектрах фо-
топоглощения которых также наблюдают-

Рис. 1. Зависимости приведенной статической 
дипольной поляризуемости кластеров Na8 (1)  
и Na20 (2) от параметра экранирования потен-
циала межчастичного взаимодействия. Гори-
зонтальными линиями обозначены экспери-

ментальные значения [7]

(12)

(13)

(14)

(15)

0 1( ) / Nα κ α



Атомная физика, физика кластеров и наноструктур

67

ся гигантские дипольные резонансы [16].  
На рис. 2, в представлены распределения 
сил осцилляторов в спектре фотопоглоще-
ния положительного иона Na9

+ в окрестно-
сти плазмонного резонанса, рассчитанные 
при значениях параметра экранирования  
κ = 0,0; 0,05 и 0,10 для БМ-модели желе при 
ε = 1,0. Как и в случае нейтрального кла-
стера Na8, имеющего идентичную электрон-
ную конфигурацию 1s22p2, из приведенной 
на рис. 2, г зависимости частоты главного 
резонансного пика от параметра экраниро-
вания κ отчетливо видно, что эффективное 
экранирование кулоновского межчастично-
го взаимодействия вызывает сдвиг резонанс-
ной линии в область более низких частот. 
При этом введение экранирования обеспе-

чивает совпадение расчетного значения Ωres 
с экспериментом [8, 16] при κ ≈ 0,058, т. е. 
практически при том же значении κ, что и 
в случае нейтральной системы. Важно отме-
тить, что во всех рассмотренных случаях эф-
фективный радиус экранирования Dscr = κ–1,  
соответствующий значению параметра экра-
нирования, при котором достигается совпа-
дение результатов расчетов и эксперимен-
тальных данных, существенно превышает 
геометрические размеры кластера, опреде-
ляемые радиусом ионного кора R0.

Таким образом, оказалось, что, оставаясь 
в рамках простой сферической модели желе 
с однородным сферически-симметричным 
распределением плотности положительно-
го заряда, путем введения эффективного 

Рис. 2. Сопоставление экспериментальных данных (точечные линии)  
с расчетными оптическими характеристиками фотопоглощения (остальные линии) кластеров  

Na8  (а, б) и Na9
+

 (в, г): а, в – распределение сил осцилляторов в спектрах для БМ-модели желе 
при ε = 1,0 и различных значениях параметра экранирования κ; б, г – резонансные частоты как 

функции параметра экранирования.  
Значения κ: 0,00 (1), 0,05 (2), 0,10 (3). Экспериментальные сечения фотопоглощения для кластеров Na8 [8] и 

Na9
+ [16] (а, в) показаны точечными линиями

а)

в)

б)

г)
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экранирования кулоновского взаимодей-
ствия между частицами можно добиться 
улучшения согласия расчетных оптических 
характеристик МК с экспериментальными 
данными. Следует отметить, что при этом, 
как было показано в работе [10], во всем 
исследуемом диапазоне значений κ полные 
энергии кластеров остаются отрицатель-
ными, что свидетельствует о сохранении 
стабильности системы при изменении па-
раметра экранирования в рассматриваемых 
пределах. 

Как было показано в работе [9], основ-
ной вклад в оптический отклик МК дают 
делокализованные электроны, двигающие-
ся в сравнительно узкой приповерхностной 
области кластера. При значениях констан-
ты экранирования, обеспечивающих согла-
сие с экспериментом, числитель в потен-
циале (4) является медленно убывающей 
функцией, которую в пределах объема кла-
стера можно приближенно заменить неко-
торым средним значением. Таким образом, 
экранирование межчастичного взаимодей-
ствия можно учесть путем незначительного 
изменения эффективной диэлектрической 
константы ε в потенциале взаимодействия 
(4), оставаясь по-прежнему в рамках БМ-
модели. 

На рис. 3 представлены результаты рас-

чета статической дипольной поляризуемо-
сти кластеров Na8, Na20 и Na40 с однород-
ным БМ-распределением плотности заряда 
кора как функции диэлектрической кон-
станты ε при фиксированном параметре 
экранирования κ = 0,0. Оказалось, что, как 
и в случае с экранированием кулоновско-
го потенциала (см. рис. 1), статическая ди-
польная поляризуемость МК чувствительна 
к изменениям межчастичного взаимодей-
ствия в системе и увеличивается с ростом 
ε. Как видно из приведенных графиков, за-
висимость α0(ε) имеет линейный характер 
в рассмотренном диапазоне значений ε не-
зависимо от числа атомов в системе, и при 
ε ≈ 1,12 – 1,14 достигается согласие рас-
четных значений с результатами экспери-
ментальных измерений [7]. При этом, как и 
при использовании эффективного экрани-
рования кулоновского потенциала, во всем 
исследуемом диапазоне значений ε полные 
энергии кластеров остаются отрицательны-
ми [13], то есть система остается стабиль-
ной.

Спектр фотопоглощения МК при ва-
рьировании диэлектрической константы 
также претерпевает изменения. Как следу-
ет из рис. 4, а, на котором представлены 
распределения сил осцилляторов в спектре 
фотопоглощения кластера Na8 при различ-
ных значениях диэлектрической константы 
ε для БМ-модели желе и κ = 0,0, по мере 
увеличения ε происходит сдвиг частоты 
основного резонансного пика Ωres в область 
более низких энергий. При этом, как сле-
дует из рис. 4, б, при ε ≈ 1,07 достигается 
согласие с экспериментальным значени-
ем резонансной частоты. Важно отметить, 
что сила осциллятора главного пика плаз-
монной моды изменяется от 67 % правила 
сумм при ε = 1,0 до 61 % при ε = 1,15, и, 
таким образом, в данном случае сдвиг плаз-
монной частоты сопровождается заметно 
меньшей фрагментацией резонансной ли-
нии, чем это наблюдалось при изменении 
параметра экранирования κ. С этой точ-
ки зрения метод расчета, основанный на 
учете влияния ионного окружения за счет 
введения эффективной диэлектрической 
константы, является более предпочтитель-
ным, поскольку вносит меньшие измене-

Рис. 3. Зависимости приведенной  
статической дипольной поляризуемости  

кластеров Na8 (1), Na20 (2) и Na40 (3)  
от диэлектрической константы потенциала 
межчастичного взаимодействия при κ = 0,0.  
Для сравнения на графиках жирными точками  

отмечены экспериментальные значения [7]
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ния в структуру спектра фотопоглощения 
по отношению к исходной модели с чисто 
кулоновским взаимодействием. При этом 
согласие результатов расчета с эксперимен-
том достигается при практически одинако-
вых значениях диэлектрической константы 
для кластеров, содержащих различное чис-
ло атомов.

На основании вышеизложенного мож-
но сделать вывод, что БМ-модель желе, 
описывающая ионную структуру МК в 
виде однородного распределения плотно-
сти положительного заряда, в поле кото-
рого движутся делокализованные валент-
ные электроны, позволяет качественно 
верно описывать основные свойства ме-
таллических кластеров, в частности их 
спектры фотопоглощения в окрестности 
плазмонного резонанса. При этом наблю-
даемое систематическое количественное 
расхождение результатов численных рас-
четов с экспериментальными данными мо-

жет быть объяснено влиянием электронов 
внутренних оболочек, не учитываемых в 
рамках желе-модели, с чисто кулоновским 
взаимодействием. Путем введения эффек-
тивного экранирования межчастичного 
потенциала (4) можно достичь лучшего 
согласия расчетных оптических характери-
стик МК с экспериментальными данными 
за счет изменения параметров потенциала 
взаимодействия в пределах 5 – 10 %, не 
выходя за рамки простой БМ-модели.

В то же время, учитывая, что измене-
ние параметров экранированного потен-
циала в пределах, обеспечивающих коли-
чественное согласие с экспериментом, не 
приводит к принципиальному изменению 
структуры спектров фотопоглощения, тра-
диционная желе-модель, описывающая 
межчастичное взаимодействие в системе 
как чисто кулоновское, может быть по-
прежнему использована при качественном 
моделировании основных свойств метал-
лических кластеров.

Рис. 4. Сопоставление экспериментальных данных (точечные линии) с расчетными характеристи-
ками фотопоглощения (остальные линии) кластера Na8 : а – распределение сил осцилляторов в 
спектре для БМ-модели желе при κ = 0,0 и различных значениях диэлектрической константы ε;  

б – резонансная частота как функция диэлектрической константы.  
Значения ε: 1,00 (1), 1,05 (2), 1,10 (3), 1,15 (4). Экспериментальное сечение фотопоглощения [8] показано 

точечной линией

а) б)
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